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به زمان است.

گردنه حیران )اردبیل(



نمودار زیر، نمودار تابع تغییرات دمای هوای یک شهر در دو شبانه روز متوالی است. اگر x زمان و y دما 
باشد؛ بیشترین و کمترین دما در این 48 ساعت در چه زمان هایی بوده است و مقدار آنها چند است؟

1
درس

اکسترمم های یک تابع و توابع صعودی و نزولی

نقاط به طول 15 و 39 به گونه ای هستند که مقدار تابع در آنها نسبت به مقادیر تابع در نقاط اطراف آنها )نقاط 
یک همسایگی حول آنها( بیشتر است، بدین خاطر اصطلاحاً گفته می شود تابع در این نقاط »ماکزیمم نسبی« دارد.
نقاط به طول 3 و 27 به گونه ای هستند که مقدار تابع در آنها نسبت به مقادیر تابع در نقاط اطراف آنها کمتر 

است، لذا اصطلاحاً گفته می شود تابع در این نقاط »مینیمم نسبی« دارد. به طور دقیق تر می توان گفت: 

تعریف: 
اگر f یک تابع و I ⊆ Df یک همسایگی از نقطهٔ c )بازهٔ باز شامل نقطهٔ c( باشد که 

الف( به ازای هر x متعلق به I داشته باشیم f   (x) ≤ f  (c)، در این صورت f  (c) را یک ماکزیمم نسبی 
تابع f می نامیم.

ب( به ازای هر x متعلق به I داشته باشیم f   (x) ≥ f  (c)، در این صورت f  (c) را یک مینیمم نسبی تابع 
f می نامیم.
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دقت کنید که در نمودار، مقادیر ماکزیمم نسبی برابر 25 و 27 هستند و نقاط ماکزیمم نسبی نقاط )25 , 15( و )27 , 39( هستند 
و یا به عبارتی مقادیر ماکزیمم های نسبی در نقاطی به طول x = 15 و x = 39 اتفاق افتاده اند. به طریق مشابه مقادیر مینیمم نسبی 
10 و 13 هستند و نقاط مینیمم نسبی نقاط )10 , 3( و )13 , 27( هستند و یا به عبارتی مقادیر مینیمم های نسبی در نقاطی به طول 

x = 10 و x = 13 اتفاق افتاده اند.

f در  تابع  مقدار  بزرگ ترین  به  اهمیت دارد.  تابع در یک مجموعه  و کمترین مقدار یک  بیشترین  از مسائل فقط  بسیاری  در 
مجموعه I »ماکزیمم مطلق« این تابع در این مجموعه می گوییم. همچنین به کوچک ترین مقدار تابع f در مجموعه I »مینیمم مطلق« 
این تابع در این مجموعه می گوییم. بنابراین نقاط ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع f در مجموعه I به ترتیب »بالاترین« و »پایین ترین« 
نقطهٔ  نمودار تابع در آن مجموعه هستند  و  زمانی که مـی گوییم ماکزیمم مطلق تابع  f در نقطهٔ x  = a )منظور نقطه ای از تابع به طول 
) نقطهٔ  ماکزیمم  مطلق تابع  بر مجموعه مورد نظر  ), ) (a f a x = a است( اتفاق افتاده است یعنی f  (a) مقدار  ماکزیمم مطلق و 
است.  به عبارتی  برای هر x ∈ I داریم f   (x) ≤ f   (a). همچنین وقتی می گوییم مینیمم مطلق تابع f در نقطهٔ x = a اتفاق افتاده است 

) نقطهٔ مینیمم مطلق تابع بر مجموعه مورد نظر است. ), ) (a f a یعنی f  (a) مقدار مینیمم مطلق و 

 تذکر: گوییم تابع f در نقطهٔ x = c اکسترمم نسبی دارد هرگاه در این نقطه ماکزیمم نسبی یا مینیمم نسبی داشته باشد و اگر 
در نقطهٔ x = c ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق داشته باشد می گوییم در آن نقطه اکسترمم مطلق دارد.

کاردرکلاس 

1  در هر یک از نمودارهای توابع زیر مقدار ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق و همچنین طول نقاط ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق 
را مشخص نمایید.
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2  دقت کنید که با توجه به تعریف، نقطهٔ ماکزیمم نسبی یا مینیمم نسبی به گونه ای است که تابع در یک همسایگی آن تعریف شده 

است اما نقطهٔ ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق لازم نیست حتماً در چنین شرطی صدق کند. حال با توجه به این مطلب در هر نمودار 
زیر، نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی و ماکزیمم و مینیمم مطلق را مشخص نمایید.

4 نمودار یک تابع را رسم کنید که در نقطهٔ )4 , 2( ماکزیمم نسبی و در نقطهٔ )1 , 5( مینیمم نسبی دارد.

زیر،  نمودارهای  از  یک  هر  در   3

مقادیر و طول نقاط اکسترمم های نسبی 
مشخص  را  مطلق  اکسترمم های  و 

نمایید.
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5  تابع f   (x) = x2 را در نظر بگیرید.

در  را   f تابع  مطلق  مینیمم  و  مطلق  ماکزیمم  مقادیر  وجود  الف( 
بازه های ]1 , 0[ و )1 , 0( بررسی کنید.

 بررسی نمایید. ب( وجود اکسترمم های مطلق تابع f را بر 

1  در نمودار زیر نقاطی که تابع در آنها مماس افقی دارد؛ یعنی تمام جاهایی که مشتق در آنها وجود دارد و برابر صفر است 

مشخص شده اند. به سؤالات زیر پاسخ دهید.

 فعالیت 

الف( تمام نقاط اکسترمم نسبی را مشخص نمایید.
ب( تمام نقاطی که مشتق در آنها وجود ندارد را مشخص نمایید.

پ( تمام نقاطی که مشتق برابر صفر است را بنویسید.
ت( آیا در همهٔ نقاط اکسترمم نسبی مشتق وجود دارد؟

ث( در اکسترمم های نسبی که مشتق در آنها وجود دارد، مقدار این مشتق چقدر است؟
ج( آیا امکان دارد در نقطه ای مشتق برابر صفر باشد ولی آن نقطه اکسترمم نسبی نباشد؟

چ( آیا امکان دارد در نقطه ای مشتق وجود نداشته باشد ولی آن نقطه اکسترمم مطلق باشد؟
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2  سعی کنید نمودارهای دیگری رسم کنید که در آنها نقاط اکسترممی باشد که مشتق در این نقاط موجود باشد )خط مماس بر 
منحنی در نقاط اکسترمم وجود داشته باشد(. مقدار مشتق در این نقاط اکسترمم چقدر است؟

3  با توجه به آنچه در قسمت های 1 و 2 دیدید، کدام یک از موارد زیر می تواند درست باشد؟
الف( اگر f    ′(c) وجود نداشته باشد، آنگاه x = c یک نقطهٔ اکسترمم نسبی نیست.

ب( اگر f   ′  (c) = 0، آنگاه x = c یک نقطهٔ اکسترمم نسبی است.
.f    ′(c) = 0 موجود باشد، آنگاه f    ′(c) طول یک نقطهٔ اکسترمم نسبی باشد و x = c پ( اگر

تابع  یک  نمودار  روبه رو  شکل    1
پیوسته را نشان می دهد.

 فعالیت 

الف( وجود ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق را برای تابع f در بازه های بستۀ زیر بررسی کنید.

]16 , 20[         ,         ]10 , 13[         ,         ]13 , 15[         ,         ]5 , 10[         ,         ]-1 , 0[

ب( وجود هر یک از مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق را برای تابع f در بازه های باز زیر بررسی کنید.

)16 , 20(         ,         )10 , 13(         ,         )13 , 15(         ,         )5 , 10(         ,         )-1 , 0(

2  با توجه به آنچه در قسمت 1 مشاهده کردید کدام یک از موارد زیر نمی تواند درست باشد؟
الف( هر تابع پیوسته بر یک بازهٔ بسته دارای اکسترمم های مطلق است.

ب( هر تابع پیوسته بر یک بازهٔ باز دارای اکسترمم های مطلق است.
قضیهٔ زیر را بدون اثبات می پذیریم.

قضیه: اگر تابع f در بازۀ بستۀ ]a , b[ پیوسته باشد، آن گاه تابع در این بازه هم ماکزیمم مطلق و هم مینیمم مطلق دارد.

5432 7 9 111 6 8 10 1312 14 18 201915 1716-1-5 0
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با توجه به آنچه تا به حال ملاحظه کردیم، اکسترمم های مطلق تابع در »نقاط ابتدا و انتهای بازه«، یا در »اکسترمم های نسبی تابع« 
و یا در »نقاطی که تابع در آنها مشتق پذیر نیست« اتفاق می افتند. از طرفی دیدیم که در اکسترمم های نسبی یا »مشتق تابع وجود 
ندارد« و یا »مشتق وجود دارد و برابر صفر است«. بنابراین اکسترمم های مطلق تابع را باید در بین نقاطی بررسی کنیم که یکی از 

سه ویژگی زیر را داشته باشند:
١ نقاطی که مشتقِ تابع در آنها وجود ندارد.

٢  نقاطی که مشتق در آنها برابر صفر است.

3 نقاط ابتدایی و انتهایی بازهٔ مورد نظر.

مجموعهٔ حاصل از اجتماع نقاط دو دستهٔ )1( و )2( را »نقاط بحرانی« می نامیم؛ »به عبارتی نقاط بحرانی نقاطی از دامنهٔ تابع 
هستند که مشتق تابع در آنها وجود ندارد و یا وجود دارد و برابر صفر است.« برای یافتن نقاط اکسترمم مطلق ابتدا این نقاط 
بحرانی را مشخص می نماییم. در این صورت از بین تمام نقاط بحرانی و نقاط انتهایی بازه، نقطه یا نقاطی که بیشترین مقدار تابع 
در آنها اتفاق می افتد نقاط ماکزیمم مطلق تابع و مقدار تابع در این نقاط مقدار ماکزیمم مطلق تابع است. همچنین در بین نقاط 
مذکور نقطه یا نقاطی که کمترین مقدار تابع در آنها اتفاق می افتد نقاط مینیمم مطلق تابع و مقدار تابع در این نقاط مقدار مینیمم 

مطلق تابع است.

) را در بازهٔ ]2 , 2-[  ) = −f x x x31
3

 مثال: اکسترمم های مطلق تابع 
بیابید.

 حل:  بنابر آنچه گفته شد باید نقاط بحرانی، یعنی نقاطی که مشتق در آنها 
وجود ندارد یا برابر صفر است را مشخص نماییم.

بنابراین باید در بازهٔ )2 , 2-( به دنبال نقاطی باشیم که تابع در آنها مشتق نداشته 
باشد و یا مشتق در آنها برابر صفر باشد. اما f در تمام بازهٔ )2 , 2-( مشتق پذیر 
است و داریم f    ′(x) = x2 - 1 و مقدار ′    f در x = ±1 برابر صفر می شود یعنی 

 .f    ′(-1)  =  0 و f    ′(1) = 0 داریم
بنابراین x = ±1 طول نقاط بحرانی و x = ±2 طول نقاط انتهایی بازه هستند و 

از آنجا که داریم:

( )− = −f
2

2
3

	 ( )− =f
2

1
3

	 ( ) = −f
2

1
3

	 ( ) =f
2

2
3

− و نقاط ماکزیمم نقاط به طول x = -1 و x = 2 و نقاط  2
3

2 و 
3

لذا مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع بر این بازه به ترتیب برابر 
مینیمم نقاط به طول x = 1 و x = -2 است.
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 مثال: مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع f با ضابطه |f   (x) = |x2 - 1 را روی بازه ]2 , 2-[ پیدا کنید.

c نقاط انتهایی بازه اند. برای یافتن نقاط اکسترمم مطلق، باید به دنبال نقاط بحرانی باشیم، یعنی نقاطی مانند x = ±2 حل: نقاط 
که برای آنها f    ′(c)   =   0 یا f    ′(c) وجود نداشته باشد. لذا باید مشتق پذیری تابع f در نقاط بازه بررسی شود. اما داریم: 

) ( | |
 − ≤ − ≤= − = 

− − ≤ ≤

x x x
f x x

x x

2
2

2

1 1 1
1

1 1 1

یا 	⇒ 	 ) (
< − <′ = − − < <

x x x
f x

x x

2 1 1

2 1 1

یا

حال باید مشتقات چپ و راست را در نقاط x = 1 و x = -1 به دست آوریم که با توجه به تعاریف مشتق چپ و راست از فصل 
مشتق خواهیم داشت:

) (f−′ − = −1 2 	, 	 ) (f+′ − =1 2 	, 	 ) (f−′ = −1 2 	, 	 ) (f+′ =1 2 و	

x = ±1 و x = 0 مقدار صفر می گیرد. لذا نقاط x = 0 ٔتنها در نقطه f    ′ مشتق پذیر نیست و از طرفی x = ±1 در نقاط f بنابراین تابع 
نقاط بحرانی این تابع اند و با بررسی مقدار تابع در این نقاط و نقاط انتهایی بازه، به سادگی مشخص می شود که مینیمم مطلق تابع در 

دو نقطهٔ x = ±1 است و مقدار آن برابر صفر است و ماکزیمم مطلق در نقاط x = ±2 و مقدار آن برابر 3 است.
در بسیاری از مسائل در زندگی خواهان این هستیم که با داشتن برخی شرایط از پیش تعیین شده، مسئله را طوری حل کنیم که 
بیشترین بازده را داشته باشیم. به عنوان نمونه در مثال زیر می خواهیم از ورقه ای با ابعاد مشخص جعبه ای با بیشترین حجم ممکن 

بسازیم.

1ــ هر اینچ تقریباً معادل 2/54 سانتی متر است.

 مثال: یک سازنده جعبه های حلبی، با بریدن مربع های همنهشت از چهار گوشه 
ورق های حلبی به ابعاد 8 اینچ1 و 15 اینچ و بالا بردن چهار طرف آن، جعبه های سر    باز 
می سازد. اگر بخواهیم حجم جعبه های ساخته شده بیشترین مقدار ممکن باشد، طول 

ضلع مربع هایی که باید بریده شود چقدر باید باشد؟

 حل: فرض کنید طول ضلع مربعی که از گوشه های مستطیل مفروض برحسب اینچ بریده می شود x باشد. پس

≥      2x - 15 = طول قوطی مورد نظر ≤x
15

0
2

	
                                                                                                            2x         0 ≤ x ≤ 4 - 8 = عرض قوطی

پس با توجه به این مفروضات داریم:
V  (x) = x   (15 - 2x )(8 - 2x) = 4x3 - 46x2 + 120x   ,   0 ≤ x ≤ 4 	

x

x
x

−8 2
8

x−15 2
15
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چون V روی ]4 , 0[ پیوسته است، پس دارای اکسترمم های مطلق در این بازه است و داریم:
V   ′ (x) = 12x2 - 92x + 120 = 0 	

(3x - 5)(x - 6) = 0 ⇒ =x
5
3

یا       x = 6 	

،V   (0) = 0 تنها نقطه بحرانی تابع است. از طرفی =x
5
3

 اما x = 6 در بازه مورد نظر قرار ندارد، پس قابل قبول نیست و 

x= حاصل می شود و لذا طول ضلع مربع های مورد نظر باید 
5
3

) و V   (4) = 0 نشان می دهد که ماکزیمم مطلق تابع در  )V >
5

0
3

5 اینچ باشد.
3

 مثال: در کره ای به شعاع R یک استوانه محاط کرده ایم. شعاع قاعده و ارتفاع استوانه را طوری به دست آورید که حجم 
استوانه، بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.

،OAB مرکز کره باشد، در مثلث قائم الزاویه O باشد. اگر h و ارتفاع r حل: فرض کنیم استوانه مورد نظر دارای شعاع قاعده 

h و داریم:
OB =

2

AB  2 + OB  2 = OA 

. h
r R+ =

2
2 2

4
بنابراین 

حجم این استوانه برابر است با:

( ) ( ) π
= π = π − ⇒ = π −

h
V r h R h V h R h h

2
2 2 2 3

4 4
  ;  0 ≤ h ≤ 2R 	

برای یافتن نقاط بحرانی این تابع در بازه [2R , 0]، ریشه های مشتق را به دست می آوریم:

( ) R
V h R h h

π′ = π − = ⇒ =2 23 2
0

4 3
	

 V  (2R) = 0 و V  )0( = 0 از طرفی

 R
r =

2

3
، مقدار r برابر با  h

r R+ =
2

2 2

4
، بیشترین مقدار حجم را دارد. با توجه به اینکه  R

h =
2

3
بنابراین تابع V به ازای 

می باشد.

O

R

A
Br
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تشخیص صعودی یا نزولی بودن یک تابع

در فصل اوّل با مفهوم صعودی یا نزولی بودن یک تابع در یک بازه آشنا شدیم. همچنین در فصل قبل با مفهوم مشتق آشنا شدیم 
و دیدیم که مقدار مشتق یک تابع در یک نقطه برابر است با شیب خط مماس بر نمودار تابع در آن نقطه. از طرفی برای یک تابع 
مانند f با تابع ′    f آشنا شدیم. اکنون خواهیم دید که با بررسی ′    f می توان ویژگی هایی از تابع f و نمودار آن از جمله صعودی و نزولی 

بودن تابع را مشخص نمود.

x

y

a b c d e

1 نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است.

 فعالیت 

f تعیین کنید در چه بازه هایی شیب مماس ها مثبت و در چه بازه هایی شیب  الف( با رسم مماس هایی در نقاط مختلف نمودار 
مماس ها منفی و در چه زیرمجموعه ای از دامنه شیب مماس ها برابر صفر است.

ب( تعیین کنید در چه بازه هایی مشتق f مثبت و در چه بازه هایی مشتق f منفی و در چه بازه هایی ′    f برابر صفر است.

پ( تعیین کنید در چه بازه هایی تابع f صعودی اکید و در چه بازه هایی نزولی اکید و در چه بازه هایی مقدار تابع f ثابت است.
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2 دو نقطه از نمودار یک تابع در شکل روبه رو داده شده اند. 

نمودار این تابع را در بازهٔ ]   a , e[ به گونه ای رسم کنید که دارای 
همهٔ ویژگی های زیر باشد:

ــ تابع f در بازهٔ )a , e( مشتق پذیر باشد.
ــ مقدار مشتق تابع در بازه های )a , b( و )b , c( و )   c , d( و 

) d , e( به ترتیب منفی، مثبت، صفر و منفی باشد.
بازه ها صعودی اکید و در کدام  f در کدام  تابع  تعیین کنید  ــ 

بازه ها نزولی اکید و در کدام بازه ها ثابت است.

با توجه به آنچه گفته شد قضیهٔ زیر را بدون اثبات بیان می نماییم.

قضیه:
 فرض کنیم تابع f بر بازه ]a , b[ پیوسته و بر بازه )a , b( مشتق پذیر باشد.در این  صورت:

الف( اگر  به  ازای  هر x در ) f   ′  (x) > 0 ،(a , b، آن گاه تابع f بر ]a , b[ صعودی اکید است.
ب( اگر به ازای هر x در بازه ) f   ′  (x) < 0 ،(a , b، آن گاه تابع f بر ]a , b[ نزولی  اکید  است.

پ( اگر به ازای هر x در بازه ) f   ′  (x) = 0 ،(a , b، آن گاه تابع f بر ]a , b[ یک تابع ثابت است.

کاردرکلاس 

 صعودی اکیداند.  ) و g  (x) = x 3 در تمام  )
≥

=  <

x x
f x

x x

2 1

1
1  توابع 

الف( آیا می توان گفت هر تابع که در یک بازه صعودی اکید باشد، در آن بازه مشتق پذیر هم هست؟
ب( آیا می توان گفت هر تابع که در یک بازه صعودی اکید و مشتق پذیر باشد، در هر نقطه از آن بازه دارای مشتق مثبت است؟

) را در نظر بگیرید. )f x
x

=
1 2  تابع 

الف( نشان دهید که این تابع در بازه های (0 , ∞  -) و (∞  + , 0) اکیداً نزولی است.
ب( آیا می توان گفت این تابع در تمام دامنهٔ خود اکیداً نزولی است؟

در ادامه محکی برای تعیین نقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی ارائه می دهیم.

x

y

a b c d e
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 فعالیت 

فرض کنیم c ∈ (a , b) ⊆ Df یک نقطهٔ بحرانی تابع f باشد و f بر )a , b( پیوسته و 
به جز احتمالاً در c مشتق پذیر باشد.

1  اگر تابع f در بازه ای مانند )a , c( در سمت چپ آن صعودی و در بازه ای مانند 

)c  ,  b( در سمت راست آن نزولی باشد، در این صورت x = c یک نقطهٔ ماکزیمم نسبی 

تابع f است.
در شکل مقابل بخشی از نمودار تابع f رسم شده است. علامت ′     f را در دو طرف 

نقطهٔ c مشخص نمایید.

2 مشابه قسمت )1( را برای نقطهٔ مینیمم نسبی تابع f بنویسید.

.f   ′ (c) = 0 مشخص شده است و c ٔو نقطه f 3  در شکل های زیر نمودار تابع

الف( علامت ′   f را در دو طرف نقطهٔ c در هر دو نمودار بررسی کنید.
ب( در هر یک از نمودارها مشخص کنید آیا c یک نقطهٔ اکسترمم نسبی است؟

x

y

a c b

f ′ 0f ′ 0

نزولی                               صعودی

x

y

a c b

f ′ 0 f ′ 0

x
c

y

x
c

y

صعودی                           نزولی                               

)ب( )الف(
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با توجه به آنچه گفته شد می توان محک زیر را که به نام آزمون مشتق اوّل معروف است بیان نمود.

آزمون مشتق اوّل

 مثال: اکسترمم های نسبی و مطلق تابع f  (x) = x3 - 2x 2 - 4x + 6 را در بازهٔ ]4 , 3-[ به دست آورید و مشخص کنید این 
تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی است؟ 

 حل: از آنجا که توابع چندجمله ای همواره مشتق پذیرند لذا برای مشخص کردن نقاط بحرانی تابع f باید تمام نقاطی که مشتق 
تابع در آنها صفر می شود را به دست آوریم.

f    ′  (x) = 3x2 - 4x - 4             	f   ′  (x) = 0 ⇒ x = 2         یا       	
  

= −x
2
3

= است و نقاط x = -3 و x = 4 هم که نقاط انتهایی بازه هستند و داریم: −x
2
3

لذا نقاط بحرانی این تابع نقاط x = 2 و 

(-3 , -27)  ,  ( , )−
2 202
3 27

  ,  (2 , -2)  ,  (4 , 22) 	

لذا x = 4 و x = -3 به ترتیب طول نقاط ماکزیمم و مینیمم مطلق و مقادیر آنها به ترتیب 22 و 27- است. حال برای تعیین 
اکسترمم های نسبی و صعودی و نزولی بودن تابع باید مشتق تابع را تعیین علامت کنیم. با توجه به تعیین علامت معادلات درجهٔ 

دوم داریم:

2−
2
3

x

+0-0+f    ′  (x)

فرض کنیم تابع f بر بازه ای باز مانند I (    I ⊆ Df) پیوسته باشد و c ∈ I یک نقطهٔ بحرانی تابع f باشد. هرگاه f بر این 
بازه به جز احتمالاً در نقطهٔ c، مشتق پذیر باشد، در این صورت:

،f   ′  (x) < 0 ،(c , b ( در بازه ای مانند x و به ازای تمام مقادیر f   ′  (x) > 0 ،(a , c ( در بازه ای مانند x اگر به ازای تمام مقادیر )الف 
در این صورت f   (c) یک مقدار ماکزیمم نسبی f است.

،f   ′  (x) > 0 ،(c , b ( در بازه ای مانند x و به ازای تمام مقادیر ،f   ′  (x) < 0 ،(a , c ( در بازه ای مانند x اگر به ازای تمام مقادیر )ب 
آن گاه f   (c) یک مقدار مینیمم نسبی f است.

پ( اگر ′   f در نقطهٔ c تغییر علامت ندهد، به طوری که ′   f در هر دو طرف c مثبت یا هر دو طرف آن منفی باشد، آن گاه 
f   (c) نه مینیمم نسبی و نه ماکزیمم نسبی است.
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, نزولی و در سایر جاها صعودی است. همچنین مشخص می شود  − 
 

2
2

3
از این جدول مشخص می شود که تابع f در بازهٔ 

202 است و نقطهٔ x = 2 یک مینیمم نسبی و مقدار آن برابر 2- است.
27

= یک ماکزیمم نسبی و مقدار آن برابر  −x
2
3

که نقطهٔ 

می توان اطلاعات فوق را در جدول زیر که به آن جدول تغییرات تابع می گوییم نمایش داد.

42−
2
3

-3x

+0-0+f    ′
22-2202

27
-27f

ماکزیمم نسبیمینیمم نسبی

نمودار تابع ′   f در شکل زیر داده شده است.
الف( صعودی و نزولی بودن تابع f را در ]s , t[ بررسی کنید.

ب( نقاط d ،c ،b ،a و e کدام بحرانی، کدام ماکزیمم نسبی و کدام مینیمم نسبی اند؟

پ( آیا نقاط بازهٔ )d , e( اکسترمم نسبی هستند؟

کاردرکلاس 

x

y

a b c d es t
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1  نمودار تابعی را رسم کنید که همهٔ شرایط زیر را داشته باشد.

نقطهٔ ماکزیمم نسبی داشته باشد که مشتق در آن برابر صفر باشد.
نقطهٔ مینیمم نسبی داشته باشد که تابع در آن نقطه پیوسته باشد ولی مشتق نداشته باشد.

نقطهٔ ماکزیمم مطلق تابع نقطهٔ بحرانی نباشد.
نقطهٔ ماکزیمم نسبی داشته باشد که تابع در آن ناپیوسته باشد.

نقطه ای داشته باشد که اکسترمم نسبی نباشد ولی مشتق تابع در آن نقطه صفر باشد.

2  نمودار تابعی را رسم کنید که بر دامنه اش پیوسته باشد ولی بر آن ماکزیمم و مینیمم مطلق نداشته باشد.

3  برای هر مورد زیر نمودار یک تابع را رسم کنید.

الف( تابع f در بازه ای مانند ]a , b[ صعودی است اما صعودی اکید نیست.
ب( تابع f در بازه ای مانند ]a , b[ نزولی است اما نزولی اکید نیست.

پ( تابع f در بازه ای مانند ]a , b[ هم صعودی و هم نزولی است.

4  برای هر کدام از موارد زیر نمودار یک تابع را رسم کنید.

الف( تابعی که در یک بازه اکیداً نزولی است اما در برخی نقاط آن بازه پیوسته نیست.
ب( تابعی که در یک بازه اکیداً صعودی و بر آن بازه پیوسته است اما در برخی نقاط آن بازه مشتق پذیر نیست.

پ( تابعی که در یک بازه اکیداً نزولی و مشتق پذیر است اما مشتق آن در برخی نقاط منفی نباشد.

5  نمودار تابع f را به گونه ای رسم کنید که ماکزیمم مطلق داشته باشد ولی تابع | f | ماکزیمم مطلق نداشته باشد.

6  نقاط اکسترمم نسبی و مطلق توابع زیر را در بازه های داده شده در صورت وجود بیابید و نقاط بحرانی این توابع را به دست 

آورید.
]f   (x) = 3x2 - 2x + 5           ]-2 , 1 )الف 	

	
]f   (x) = x3 - 3x                     ]-1 , 2   )ب 	

) )پ ) x x
f x

x x

 ≤ <= 
− ≥

0 2

4 2
	

 تمرین 



126

7  ضرایب a و b را در تابع f   (x) = x3 + ax + b طوری پیدا کنید که در نقطه )2 , 1(، ماکزیمم نسبی داشته باشد.

8  نمودار تابعی مانند f را به گونه ای رسم کنید که در تمام شرایط زیر صدق کند.

f  (-1) = 5      ,          f   (4) = -2     ,      f  (0) = 0
نقطهٔ )1 , 1( ماکزیمم نسبی این تابع باشد.

9  یک برگه کاغذی مستطیل شکل با اضلاع x و y در اختیار داریم. با بریدن چهار مربع به ضلع h از گوشه های آن و تا زدن 

اضلاع، یک مکعب ساخته شده است. اگر xy = 100cm2 و h = 2cm، مقادیر x و y را طوری پیدا کنید که حجم این مکعب 
بیشترین مقدار ممکن شود.

10  یک مستطیل در یک نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره، 4 سانتی متر باشد، طول و عرض مستطیل را طوری به 

دست آورید که مساحت آن بیشترین مقدار ممکن باشد.

11  توابع زیر در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی اند؟

f   (x) = 2x3 - 3x2 - 12x + 7 )الف

( ) x
f x

x
=

−2
ب( 



با تابع f  (x) = x3 آشنایی دارید. از آنجا که مشتق این تابع 
نقاط همواره  برابر صفر و در سایر   x f   ′ (x) = 3x2 در 0 = 

مثبت است،  لذا  شیب خطوط مماس بر منحنی این تابع در 
x = 0 برابر صفر و در تمام نقاط دیگر مثبت است و این تابع 
همواره صعودی است. با این حال اگر خطوط مماس بر این 
نقاط  اطراف  در  کوچک  پاره خط هایی  به صورت  را  منحنی 
مماس رسم کنید خواهید دید که این پاره خط ها برای x های 
نمودار  زیر  در  مثبت  x های  برای  و  نمودار  بالای  در  منفی 
تابع در  این  تقعر  گفته می شود که جهت  واقع اند. اصطلاحاً 
به سمت   )0 ,  + ∞( بازهٔ  پایین و در  به سمت   )- ∞  ,  0( بازهٔ 
بالا است. برای درک بهتر مفهوم تقعر منحنی یک تابع به دو 

شکل زیر توجه کنید.

2
درس

جهت تقعر نمودار یک تابع و نقطۀ عطف آن

y y

x x

مماس ها در زیر منحنی اند.
تقعر به سمت بالا است.

مماس ها در بالای منحنی اند.
تقعر به سمت پایین است.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y
y x=

3
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) در بازهٔ )∞+ , 0[ و خطوط مماس بر منحنی های آنها در برخی  ) =g x x در زیر بخشی از نمودارهای دو تابع h   (x) = x2 و 
نقاط این بازه رسم شده است.

 فعالیت 

)ب()الف(

1  با حرکت از نقطهٔ x = 0 به سمت راست، شیب خطوط مماس در هر کدام از منحنی ها چگونه تغییر می کند؟ )کم می شود یا 

زیاد( جهت تقعر منحنی در هر کدام از نمودارها چگونه است؟

2  جهت تقعر منحنی چه ارتباطی با تغییرات شیب )کم شدن یا زیاد شدن( خطوط مماس دارد؟

3 تابع ′  h در بازهٔ )∞  + , 0[ صعودی است یا نزولی؟

4  تابع ′  g در بازهٔ )∞  + , 0[ صعودی است یا نزولی؟

5  الف( در حالت کلی، صعودی یا نزولی بودن تابع f چه ارتباطی با علامت تابع ′    f دارد؟

علامت ′    f بر بازهٔ I مثبت است،      آنگاه      تابع f بر بازهٔ I ......... است.
علامت ′    f بر بازهٔ I منفی است،      آنگاه      تابع f بر بازهٔ I ......... است.

ب( با توجه به قسمت )الف(، صعودی یا نزولی بودن تابع ′     f چه ارتباطی با علامت تابع ″     f دارد؟

علامت ″    f بر بازهٔ I مثبت است      آنگاه       تابع ′    f بر بازهٔ I ......... است.

علامت ″    f بر بازهٔ I منفی است        آنگاه      تابع ′    f بر بازهٔ I ......... است.
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6  با توجه به آنچه گفته شد موارد زیر را کامل کنید:

الف( اگر مقدار ″    f در یک بازه مثبت باشد، تابع ′    f در آن بازه ........... است و لذا شیب خطوط مماس بر منحنی در آن 
بازه  ..........  می یابد و تقعر منحنی تابع  f در آن بازه رو به ........... است.

ب( اگر مقدار ″    f در یک بازه منفی باشد، تابع ′    f در آن بازه ........... است و لذا شیب خطوط مماس بر منحنی در آن بازه 
.......... می یابد و تقعر منحنی تابع f در آن بازه رو به ........... است.

آنچه در فعالیت قبل مورد بررسی قرار گرفت به طور خلاصه در قضیهٔ زیر، که آزمونی برای تعیین جهت تقعر نمودار تابع است، 
آورده شده و در این کتاب اثباتِ آن مدنظر نیست.

قضیه:
فرض کنیم f    ″(x) به ازای هر نقطه x از بازه باز I موجود باشد.

الف( اگر به ازای هر x از f    ″(x) > 0 ،I، آنگاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به بالا دارد.
ب( اگر به ازای هر x از f    ″(x) < 0 ،I، آنگاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به پایین دارد.

پ( اگر به ازای هر x از f    ″(x) = 0 ،I، آزمون بی نتیجه است.

 مثال: جهت تقعر توابع زیر را در دامنهٔ تعریفشان به دست آورید.

) )الف )f x
x

=
1 	

g  (x) = x3 + 3x2 + 1 )ب

{ }fD = − 0  حل: الف( داریم 
	

( ) ( ) ( )f x f x f x
x x x

−′ ′′= ⇒ = ⇒ =
2 3

1 1 2
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x
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y x= 1

بنابراین:

اگر x < 0، آنگاه f   ″  (x) > 0 و لذا جهت تقعر نمودار این تابع بر بازهٔ )∞  + , 0( رو به بالاست.
اگر x > 0، آنگاه f   ″  (x) < 0 و لذا جهت تقعر نمودار این تابع بر بازهٔ )0 , ∞  -( رو به پایین است.
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gD =  ب( داریم 
g   (x) = x3 + 3x2 + 1   ⇒   g ′  (x) = 3x2 + 6x   ⇒   g  ″  (x) = 6x + 6 	
g  ″  (x) = 0   ⇒   6x + 6 = 0   ⇒   x = -1 	

کاردرکلاس 

3 4-3 -2 -1 1 2

-2

-1

0

1
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3

4

-4

-4

-3

y

x

بنابراین: 
اگر x < -1 آنگاه g  ″  (x) > 0 و لذا جهت تقعر نمودار این تابع بر بازهٔ )∞  + , 1-( به سمت بالاست.

اگر x > -1 آنگاه g  ″  (x) < 0 و لذا جهت تقعر نمودار این تابع بر بازهٔ )1- , ∞  -( به سمت پایین است.

نمودار تابع y = f   (x) را با اطلاعات زیر رسم کنید:

f   (0) = f   (1) = f   (2) = 0
f   ″ (x) < 0، (- ∞ , 1) و بر بازه
.f   ″ (x) > 0، (1 , ∞) و بر بازه
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نقطۀ عطف نمودار یک تابع

نمودار تابع f    (x) = x3 را در نظر بگیرید. دیدیم که جهت تقعر نمودار 
این تابع در بازهٔ )0 , ∞ -( رو به پایین و در بازهٔ )∞ + , 0( رو به بالاست. 
تقعر منحنی در آن عوض  نقطه ای است که جهت   x نقطهٔ 0 =  بنابراین 
چنین  هست.  نیز  مماس  دارای  منحنی   x  =  0 در  طرفی  از  می شود. 
نقطه ای از یک منحنی را نقطهٔ عطف آن منحنی گوییم. به عبارت دیگر:

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y y x= 3

تعریف
) نقطه  ), ( )c f c x = c پیوسته است. در این صورت نقطه  f در نقطه  فرض کنیم تابع 

عطف تابع f است، هرگاه هر دو شرط زیر برقرار باشند:

) خط مماس داشته باشد. ), ( )c f c الف( نمودار f در نقطه 
) تغییر کند. ), ( )c f c ب( جهت تقعر f در نقطه 

 f   ′(c) نتیجه می شود که یا f از شرط )الف( در تعریفِ نقطهٔ عطفِ تابع
موجود است و یا تابع f در نقطهٔ c مماس قائم دارد.

از شرط )ب( می توان نتیجه گرفت که خط مماس بر نمودار تابع در نقطهٔ 
) از نمودار تابع عبور می کند. ), ( )c f c

خط x = c مماس قائم است.

x
c

( )f c

از آنجا که تقعر تابع در دو طرف نقطهٔ عطف تغییر می کند؛ لذا ″   f در یک طرف نقطهٔ c مثبت و در طرف دیگر آن منفی است. 
 f    ″ (c) یک نقطهٔ عطف منحنی باشد، یا باید ( ), ( )c f c بنابراین f    ″ (c) نمی تواند مقداری به جز صفر داشته باشد؛ یعنی برای اینکه 
 x = c برای نقطهٔ عطف بودن f    ″ (c) = 0 با این حال شرط .f    ″ (c) = 0 وجود نداشته باشد و یا اگر وجود دارد باید داشته باشیم
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به تنهایی کافی نیست؛ یعنی ممکن است f    ″ (c) = 0 ولی x = c یک نقطهٔ عطف تابع نباشد. به طور مثال تابع f   (x) = x4 را بررسی 
می کنیم. داریم:

f   ′ (x) = 4x3              ,      f   ″ (x) = 12x2 	

کاردرکلاس 

1  در هر یک از نمودارهای زیر، نقاط عطف را در صورت وجود مشخص و خط مماس بر منحنی در نقاط عطف را رسم کنید.

2  کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام نادرست است؟ برای گزاره های نادرست مثال نقض بیاورید.

الف( در نقطه عطف علامت f   ″ (x) تغییر می کند.
ب( هر نقطه که علامت ″   f در آن تغییر کند، نقطهٔ عطف است.

پ( هر نقطه ای که در آن مقدار ″   f برابر صفر شود یک نقطه عطف است.
ت( تابع می تواند بیش از یک نقطه عطف داشته باشد.

ث( تابع صعودی اکید، نقطه عطف ندارد.

x
a

( )f xy=

)ب(

x
b

( )y g x=

)الف(

x
a

)پ(

با اینکه f   ″ (0) = 0 اما تابع ″   f در دو طرف x = 0 مثبت است و لذا 
تقعر همواره به سمت بالاست و جهت تقعر در x = 0 عوض نمی شود و 

لذا x = 0 یک نقطهٔ عطف این تابع نیست.
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 مثال: جهت تقعر نمودار تابع زیر را مشخص کنید و نقاط عطف آنها را به دست آورید.

f  (x) = x 3 - 6x2 + 15 (الف
)  (ب )f x x= 3

 حل:

f   ′ (x) = 3x2 - 12x            و               	f   ″ (x) = 6x - 12                                                                                  )الف 
f   ″  (x) = 0 ⇒ x = 2 	

 تعریف شده است و تنها در x = 2 برابر صفر می شود، بنابراین تنها نقطه ای  از آنجا که f   ″ (x) یک تابع خطی است، و در تمام 
که می تواند نقطهٔ عطف باشد x = 2 است به شرط آنکه: 

١ f   ′  (2) موجود باشد

f   ″  2 در دو طرف x = 2 تغییر علامت دهد.

 است و f   ′  (2) نیز  اما f   ′  (x) یک تابع چند جمله ای است و دامنهٔ آن 
موجود و برابر 12- است. از طرفی داریم:
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( ) ( ) ( ) −′ ′′= → = → =f x x f x f x
x x2 5

3
3 3

1 2

3 9
ب( 	

x به ازای x های مثبت، مثبت و به ازای x های منفی، منفی است. 53 از آنجا که مقدار 
داریم:

اگر x < 0، آنگاه f  ″  (x) < 0 و بنابراین جهت تقعر منحنی به سمت پایین است.
اگر x > 0، آنگاه f  ″  (x) > 0 و بنابراین جهت تقعر منحنی به سمت بالاست.

لذا جهت تقعر این تابع در x = 0 عوض می شود. از طرفی در فصل مشتق دیدیم که این تابع در نقطهٔ x = 0 دارای مماس )مماس 
قائم( است.

بنابراین x = 0 نقطهٔ عطف این تابع است.
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کاردرکلاس 

1 اگر شکل کشیده شده در صفحهٔ شطرنجی مربوط به نمودار تابع ′   f باشد کدام نمودار می تواند نمودار تابع  f باشد؟

x

y
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2   اگر شکل زیر مربوط به نمودار تابع ″   f باشد کدام نمودار می تواند نمودار تابع  f باشد؟

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1
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x

y

)ب()الف(

-2 -1 0
x

y

20
x

y

)ت()پ(

1 2 30
x

y

1 2 30
x

y

1  نمودار تابع f را به گونه ای رسم کنید که در نقطه ای مانند a جهت تقعر عوض شود ولی این نقطه، نقطهٔ عطف نباشد.

2  جهت تقعر توابع زیر را در دامنهٔ آنها بررسی کرده و نقطهٔ عطف آنها را در صورت وجود به دست آورید.

) )الف ) = − − +f x x x x3 21
3 4

3
) )ب	 ) +

=
−

x
f x

x
1

1
) )پ	 ) = +f x x3 1 	

3  برای هر مورد یک تابع درجهٔ 3 مثال بزنید که نقطهٔ داده شده نقطهٔ عطف آن باشد.

ت( نقطهٔ )2 , 2( پ( نقطهٔ )1 , 0(	 ب( نقطهٔ )0 , 1(	 الف( نقطهٔ )0 , 0(	

4  مقادیر b ،a و c را در تابع f   (x) = ax3 + bx2 + c طوری به دست آورید که در شرایط زیر صدق کند.

x= طول نقطهٔ عطف نمودار تابع f باشد.
1
2

f   (0) = 1   و   f   (1) = 2   و   

 تمرین 

y

x-2 20

 y = x3 + ax2 + bx + c ٔ5  اگر )0 , 0( نقطه عطف تابع درجه سومی با ضابطه

باشد که نمودار آن در شکل زیر رسم شده است، b ،a و c را پیدا کنید.



می دانیم که هر تابع مانند f به ازای هر x ∈ Df دقیقاً یک مقدار y به دست می دهد به طوری که y = f    (x) و زوج مرتب 
)x , y( یک نقطه در دستگاه مختصات مشخص می کند. نمودار یک تابع، شکلی است که از همهٔ این نقاط )x , y( به 

 تعداد بی شماری عضو دارد؛ لذا هیچ گاه  ازای تمام x ∈ Df ها تشکیل شده است. از آنجا که هر بازهٔ زیرمجموعهٔ 
نمی توان با قلم و کاغذ نمودار یک تابع را به طور کاملاً دقیق رسم کرد. در سال های گذشته با رسم نمودار توابع خطی 
و درجهٔ 2 به کمک نقطه یابی آشنا شده اید. در این درس با به کارگیری مطالبی که قبلاً گفته شد نقاط مهمی از نمودار 

تابع را به دست آورده و به برخی ویژگی های آن تابع پی می بریم و با استفاده از آنها شکل تقریبی تابع را رسم می کنیم.

 مثال:  اگر بدانید تابع y = f    (x) به گونه ای است که برای آن داریم:

1   ریشه های تابع f به صورت x = 1 و x = 0 و x = -2 است و f در همهٔ نقاط مشتق پذیر باشد.

= است و علامت ′    f بین دو ریشه منفی و سایر جاها مثبت است  −x
6
5

x= و 
1
2

2       ریشه های تابع ′    f به صورت 

. ( )f
−

=
6

2
5

) و  ) /f = −
1

0 6
2

و 

− منفی و در سمت راست آن مثبت  1
3

= دارد و علامت ″    f در سمت چپ  −x
1
3

3   تابع ″    f تنها یک ریشه در 

. ( ) /f − =
1

0 7
3

است و 
در این صورت نمودار تابع f را رسم کنید.

 = −x
6
5

= نزولی و سایر جاها صعودی است و  −x
6
5

x= و 
1
2

 حل: از )2( نتیجه می شود که تابع f بین نقاط 

از  قبل   f تابع  تقعر  که  می شود  نتیجه   )3( از  و  تابع اند  نسبی  مینیمم  و  نسبی  ماکزیمم  نقاط  ترتیب طول  به   =x
1
2

و 

= وجود دارد لذا مماس در  −x
1
3

= رو به بالاست و چون ′    f در  −x
1
3

= رو به پایین و در سمت راست  −x
1
3

= نقطهٔ عطف این تابع است. قبل از رسم شکل می توان همهٔ اطلاعات فوق را  −x
1
3

این نقطه وجود دارد، بنابراین 
در یک جدول خلاصه کرد.

3
درس

رسم نمودار توابع
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با توجه به این اطلاعات و اینکه ریشه های تابع محل برخورد نمودار با محور x ها 
هستند نمودار تابع به صورت روبه رو است.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 40
x

y

همان طور که در این مثال مشاهده کردیم ریشه ها و علامت توابع ′    f و ″    f کمک زیادی به رسم نمودار تابع می نماید. همچنین 
حد تابع در بی نهایت گویای رفتار و چگونگی تابع در نقاط انتهایی نموداری که رسم می کنیم است. به طور کلی برای رسم نمودار 
یک تابع، همه یا برخی از مراحل زیر را انجام می دهیم و با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول رفتار تابع را تشکیل می دهیم و به 

کمک آن نمودار تابع را رسم می کنیم.
1  دامنهٔ تابع را مشخص می کنیم.

٢  محل تلاقی نمودار با محورهای مختصات را مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

٣  ′    f را به دست می آوریم و با تعیین علامت آن بازه هایی که f بر آنها صعودی یا نزولی است را مشخص می کنیم.

٤  نقاط بحرانی و اکسترمم های نسبی تابع را به دست می آوریم )در صورت وجود(.

٥  ″    f را به دست می آوریم و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع در بازه های مختلف را مشخص می کنیم.

٦  نقطهٔ عطف تابع را مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

٧  رفتار تابع را برای مقادیر بسیار بزرگ x و بسیار کوچک x مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

٨  معادلهٔ مجانب های تابع را به دست می آوریم )در صورت وجود(.

٩  تنظیم یک جدول که با خلاصه کردن اطلاعات توابع f و ′    f و ″    f در آن تشخیص چگونگی شکل نمودار آسان تر شود.

10  رسم نمودار تابع با استفاده از اطلاعات قسمت های قبل.

11  در صورت نیاز از نقاط کمکی هم استفاده می کنیم.

+  ∞1
2

−
1
3

−
6
5

-  ∞x

- 	٠ 	+ 	+        	٠ 	- 	f    ′
+- 	٠ 	 +              -f    ″

f

ماکزیممنقطه عطفمینیمم

-0/60/72
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 مثال: نمودار تابع f  (x) = x3 را رسم کنید.

 f    ′ حل: دامنهٔ این تابع تمام اعداد حقیقی است و این تابع در تمام دامنه اش پیوسته و مشتق پذیر است. حال با به دست آوردن 
و ″    f و ریشه های آنها و تعیین علامت آنها جدول رفتار تابع را تشکیل می دهیم.

f   (x)  = x3    = 0 → x = 0 → 0 , 0( محل برخورد نمودار با محورهای مختصات( 	
f    ′(x) = 3x2 = 0 → x = 0 	
f   ″(x) = 6x  = 0 → x = 0 	

 lim ) (
x

f x
→+∞

= + ∞ این تابع همواره صعودی است و اکسترمم نسبی ندارد. از طرفی 

lim لذا دو شاخه  انتهایی  نمودار در ربع های اوّل و سوم قرار دارند. ) (
x

f x
→−∞

= −∞ و 

می توان برای دقیق تر شدن شکل، نقاط بیشتری از منحنی را به دست آورد؛ مثلاً 
در اینجا نقاط )1 , 1( و )1- , 1-( نیز بر نمودار تابع واقع اند. با توجه به آنچه گفته 

شد می توان نمودار تابع y = x 3 را به صورت مقابل رسم کرد.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y y x= 3

 مثال:  جدول رفتار و نمودار تابع f  (x) = (x   -1)2(x + 3) را رسم کنید.

 حل:
 است و این تابع همواره پیوسته و مشتق پذیر است. دامنهٔ این تابع 

f  (x) = 0 ⇒ x = 1 یا x = -3 	

بنابراین نقاط )0 , 1( و )0 , 3-( محل های برخورد با محور x ها است
x = 0 ⇒ y = 3 	

بنابراین نقطهٔ )3 , 0( محل برخورد با محور y هاست
f   ′ (x) = 2(x - 1)(x + 3) + (x - 1)2 = (x - 1)(3x + 5) 	

f  ′(x) = 0 ⇒ x = 1 یا = −x
5
3

 	

+ ∞0-  ∞x

++f  ′  
+-f    ″

f

نقطهٔ عطف

٠
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( نقاط بحرانی اند , (− 5 256
3 27

لذا نقاط )0 , 1( و 
f   ″ (x) = (3x + 5) + 3(x - 1) = 6x + 2 	

) (′′ = ⇒ = −f x x
1

0
3

	

نقطهٔ  می دهد،  تغییر علامت   = −x
1
3

نقطهٔ  طرف  دو  در   f   ″ و  دارد  وجود   = −x
1
3

نقطهٔ  در  منحنی  بر  مماس  که  آنجا  از 

 . lim ) (
x

f x
→− ∞

= −∞ lim و  ) (
x

f x
→+∞

= + ∞ , نقطهٔ عطف تابع است، از طرفی  −  
1 128
3 27

حال با توجه به آنچه گفته شد نمودار تابع فوق به شکل زیر است.

+  ∞1− 1
3

− 5
3

-  ∞x

- 	٠ 	+               + 	٠ 	              -            f    ′
+-    	٠              	+              -f    ″

+  ∞-  ∞f
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a تبدیل می شود که معادلهٔ یک خط راست است و اگر c ≠ 0 و  b
y x

d d
= + اگر c = 0 و d ≠ 0 باشد معادلهٔ این تابع به صورت 

= باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می شود.
a b
c d

d ≠ 0 و 

در رسم نمودار تابع هموگرافیک توجه داریم که:

lim
x

ax b a
cx d c→±∞

+
=

+

= مجانب افقی این تابع است.
a

y
c

بنابراین 

lim
d

x
c

ax b
cx d→−

+
= +∞

+
∞- یا 

d مجانب قائم این تابع است
x

c
= − بنابراین 

) را رسم کنید. ) +
=

−
x

f x
x

2
1

 مثال: جدول تغییرات و نمودار تابع 

طرفی  از  و  است  افقی  مجانب   y  =  1 خط  لذا   ، lim ( )
x

f x
→±∞

=1 داریم  است.   { }= −fD 1 تابع  این  دامنهٔ  حل:   
، لذا x =1 مجانب قائم نمودار این تابع است.  lim ( )

x
f x

−→
= −∞

1
lim و  ( )

x
f x

+→
= +∞

1

همچنین نمودار تابع محورهای مختصات را در نقاط )0 , 2-( و )2- , 0( قطع می کند. اکنون با گرفتن مشتق از تابع خواهیم 
داشت:

( )
( )
−′ =
−

f x
x 2

3

1
  ,  x ≠ 1 	

و بنابراین مشتق به ازای هر x در بازه های )1 , ∞-( و )∞+ , 1( همواره منفی است و لذا تابع f در هر کدام از این بازه ها نزولی 
است. حال با گرفتن مشتق دوم خواهیم داشت.

( )( )
( ) ( )

−′′ = =
− −
x

f x
x x4 3

6 1 6

1 1
  ,  x ≠ 1 	

)  را  که در آن  c ≠ 0  است تابع  هموگرافیک  می نامیم. ) +
=

+
ax b

f x
cx d

تابع  
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با توجه به اطلاعات این جدول می توان نمودار این تابع را 
به صورت روبه رو رسم کرد.

) را رسم کنید. ) x
f x

x
+

=
− +
3 4
2 1

 مثال: جدول تغییرات و نمودار تابع 

y مجانب افقی این تابع است و از طرفی  = −
3
2

، لذا  lim ( )
x

f x
→±∞

= −
3
2

  است. داریم   = −  
 

D
1
2

 حل: دامنهٔ این تابع 

 ( , )−
4

0
3

x= مجانب قائم این تابع است. همچنین نمودار در نقاط )4 , 0( و 
1
2

، لذا  lim ( )
x

f x
−

→

= +∞
1
2

lim و  ( )
x

f x
+

→

= −∞
1
2

محورهای مختصات را قطع می کند.

( )
( )

′ =
− +

f x
x 2

11

2 1 	
و

	
≠x

1
2 	

 بنابراین برای هر x در بازهٔ )1 , ∞ -( داریم f   ″  (x) < 0، لذا تقعر منحنی به سمت پایین و برای هر x در بازهٔ )∞+ , 1( داریم
f   ″  (x) > 0 و لذا تقعر منحنی به سمت بالاست. جدول رفتار تابع به صورت زیر است:

+  ∞10-2-  ∞x

----y    ′
+---y    ″

y 0 -2 -  ∞ +  ∞

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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y
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با توجه به اطلاعات این جدول و به کمک چند نقطهٔ کمکی می توان نمودار این تابع را به صورت زیر رسم کرد.

) همواره مثبت و در نتیجه تابع f در هر کدام از این بازه ها  , )+ ∞
1
2

) و  , )−∞
1
2

بنابراین مشتق به ازای هر x در بازه های 
صعودی است. حال با گرفتن مشتق دوم خواهیم داشت:

( )
( )

f x
x

′′ =
− + 3

44

2 1 	
و

	
≠x

1
2 	

) داریم  , )+ ∞
1
2

) داریم f   ″   >   0، لذا تقعر منحنی به سمت بالاست و برای هر x در بازهٔ  , )−∞
1
2

بنابراین برای هر x در بازهٔ 

f   ″   <   0، لذا تقعر منحنی به سمت پایین است. جدول رفتار تابع به صورت زیر است:

+ ∞1
2

0−
4
3

- ∞x

++++y    ′
-+++y    ″

−
3
2

-  ∞ +  ∞4−
3
2

y 0
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1  جدول رفتار و نمودار توابع زیر را رسم کنید.

f  (x) = 2x2 - 4x + 1 )الف f    (x) = x3 - 5x + 5 )ب	 	

f  (x) = -x (x+2)2 )پ ) )ت	 ) x
f x

x
−

=
−

2 1
2

	

) )ث ) x
f x

x
−

=
+ 3

f   (x) = 2x3 - 9x2 + 12x + 1 )ج	 	

. محل تقاطع مجانب های آن نقطهٔ )1 , 2( است. اگر این تابع از نقطهٔ )0 , 1-( بگذرد، ضابطهٔ  ( ) ax b
f x

cx d
+

=
+

2  فرض کنید 

تابع را به دست آورید.

3  کدام یک از نمودارهای زیر مربوط به تابع f  (x) = x3 + x -2 است.

 تمرین 

)ب()الف(

)ت()پ(
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سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی جهت ایفای نقش خطیر خود در اجرای سند تحول بنیادین در آموزش و پرورش و برنامه درسی ملی جمهوری 
ایران، مشارکت معلمان را به عنوان یک سیاست اجرایی مهم دنبال می کند. برای تحقق این امر در اقدامی نوآورانه سامانه تعاملی بر خط  اسلامی 
اعتبارسنجی کتاب های درسی راه اندازی شد تا با دریافت نظرات معلمان دربارۀ کتاب های درسی نونگاشت، کتاب های درسی را در اولین سال چاپ، با 
کمترین اشکال به دانش آموزان و معلمان ارجمند تقدیم نماید. در انجام مطلوب این فرایند، همکاران گروه تحلیل محتوای آموزشی و پرورشی استان ها، 
گروه های آموزشی و دبیرخانۀ راهبری دروس و مدیریت محترم پروژه آقای محسن باهو نقش سازنده ای را بر عهده داشتند. ضمن ارج نهادن به تلاش 
تمامی این همکاران، اسامی دبیران و هنرآموزانی که تلاش مضاعفی را در این زمینه داشته و با ارائۀ نظرات خود سازمان را در بهبود محتوای این کتاب 

یاری کرده اند به شرح زیر اعلام می شود.

استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیفاستان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف
فارس موسی آور28آذربایجان شرقیسهیلا ستاری1
خراسان جنوبي مهدی باهنر29کردستان مریم عبدالملکی2
مرکزی  مهران خوشبختیان30شهر تهرانعباس اميدوار3
چهارمحال وبختياري علیرضا رافعی بروجنی31شهرستانهای تهران فاطمه رحیمی4
فارس حسن رستم زاده32قزوين مهری میرفخار5
گلستان محمدعلی تیموری ماسوله33گيلان رضا رخ فروز کیسمی6
آذربايجان غربي ایرج پویا34سيستان وبلوچستان نرگس ملایی نژاد7
همدان مجتبی بیات35مازندران زهرا عباسی8
خوزستان عبدالصاحب بابائیان چم علیشاهی36همدان معصومه ایزدی9

خراسان جنوبي صدیقه باهنر37کردستان سید محسن حسینی10
گلستان محمود مهاجر وطن38آذربايجان شرقي نادر بلال زاده11
سمنان هما ترحمی39گيلان فیروزه شاهین شالکوهی12
مرکزیعلی ندیری40شهرتهران ژاله لطف اللهي13
لرستان کبری پور قبادی41ايلام مرجان رستمی14
کهگيلويه وبويراحمد وحيد سجادپور42کرمانشاه سمیه قلی زاده دوگاهه15
بوشهر عبدالرضا حیدری43آذربايجان غربيالهام پاکمهر16
لرستان فرزانه کد خدایی44چهارمحال وبختياري علی همتی دهکردی17
يزد جمال نوین45شهرستانهای تهرانحمید قره گزلو18
اردبيل میکائیل صدقی46ايلام ناهيد محمدي19
لرستان سکینه حبیبی47البرز سمیرا کشاورز20
هرمزگان عارف درآیش48آذربايجان شرقي رحیمه قربانیان21
مازندران منصور قاسم زاده باریکی49يزد صفیه باقری هامانه22
خراسان شمالي جواد کاوانلویی50خوزستان پوران نوروزی23
بوشهر فاطمه پاپری مقدم برازجانی51اصفهان اکبر ایروانی24
کرمان محسن اسلامی نیا52خراسان رضوی محمد طالبی25
کرمان نسرین نقوی53سيستان وبلوچستان علی اکبر حسینی26
سمنان ابوالفضل شعبانی54کرمانشاه احسان غلامی27
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