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1 رادیان
2 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

3 توابع مثلثاتی
4 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا فصل

4
مثلثات

در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.
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تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
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نگاه کلی به فصل  

این فصل شامل 5 درس است. در درس اول این فصل، ابتدا در مورد فرایند حدی در قالب فعالیت 
ارائه شده و سپس ارائهٔ شهودی از حد به کمک جدول مقادیر و رسم نمودار صورت می گیرد. در پایان 

درس اول مفهوم همسایگی و بر اساس آن، تعریف حد )دو طرفه( تابع در یک نقطه بیان شده است.
در درس سوم، تعریف حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست( تابع در یک نقطه مفهوم سازی شده 

است.
در درس سوم، برخی قضایای حد ارائه شده است که ابزارهایی برای محاسبه سریع تر حد به دانش آموزان 
می دهد و سپس در درس چهارم، به روش های محاسبه حد توابع کسری )حالت ÷(که به کمک قضایا قابل 

محاسبه نیستند، اشاره شده است.
در درس آخر فصل به مفهوم پیوستگی توابع در یک نقطه و نیز در یک بازه و همچنین مفهوم پیوستگی 

یک طرفه می پردازد.

نمای کلی فصل   

   دانستنی هایی برای معلم

مفهوم حد در ریاضیات برای بیان رفتار یک تابع، دنباله ای از اعداد یا یک سری مورد استفاده قرار 
می گیرد. بررسی این رفتار در نقاط روی صفحه یا در بی نهایت صورت می گیرد. حد همچنین در حساب 
مورد  انتگرال گیری  و  مشتق  پیوستگی،  مفهوم  تعریف  برای  ریاضی  آنالیز  در  نیز  و  انتگرال  و  دیفرانسیل 

استفاده قرار می گیرد.
بسیاری از ریاضی دانان در زمان های مختلف، در کار با حد، روش های مختلفی را ارائه کرده و با موانع 
و مشکلاتی هم مواجه بوده اند که نشان دهندهٔ سیر تحول، توسعه و تکامل این مفهوم در طولانی مدت بوده 

که به صورت کنونی درآمده است.
با برخی فرایند های حدی آشنا  ریاضی دان ها حتی قبل از اینکه بتوانند مفهوم دقیق حد را بیان کنند، 



بودند و در مورد آن بحث کرده اند. با اینکه عمر شاخه حساب دیفرانسیل، بیش از چند قرن نیست، حتی 
یونانیان باستان نیز درکی از مفهوم حد داشته اند. به عنوان مثال، ارشمیدس مقدار تقریبی عدد π )پی( را با 
استفاده از محیط چند ضلعی های منظم محاطی در دایره ای به شعاع یک واحد، وقتی که تعداد اضلاع زیاد 

می شوند، به دست آورده است )روش افنا(.
در قرون وسطی نیز تا زمان  رنسانس، مفهوم حد برای به دست آوردن مساحت شکل های مختلف به کار 
و حتی حد های  داشته اند  از حد   هفدهم، درک شهودی جزئی  قرن  در  و لایب نیتس  نیوتن  است.  رفته 
پیچیده ای را نیز محاسبه کرده اند، اما نه آنها و نه دانشمندان دیگر در آن قرن، تعریف دقیقی از حد ارائه 

نکرده اند.
کوشی در اوایل قرن نوزدهم، اولین تعریف کامل نسبت به تعریف های ارائه شده قبل از آن به صورت زیر 

ارائه کرد:
»وقتی که مقادیر متوالی به یک متغیر نسبت داده می شود و مقادیر تابع به عدد ثابتی نزدیک شوند به طوری 
که اختلاف آنها از مقداری ثابت به هر اندازه کوچک قابل انتخاب باشد، این مقدار ثابت را حد همه مقادیر 

متغیر می گویند«.
فعلی  دقیق  تعریف  به  برای رسیدن  بزرگی  قدم  او  ولی  نبود،  دقیق  از حد چندان  تعریف کوشی  اگرچه 

برداشت، تا اینکه سرانجام وایرشتراس در قرن نوزدهم، تعریف دقیقی از حد به صورت زیر ارائه کرد:
 ε   >0 برای هر a میل می کند( می نامیم، اگر  به سمت   x(  x   →a f    (x) وقتی  تابع  l را حد  »عدد حقیقی 
δ    >0، وجود داشته باشد به طوری که برای هر x    ∈Df که x  -a  |<  δ| داشته باشیم f    (x)  -l  |<  ε| و می نویسیم 

.» lim ( )
x a

f x l
→

=
این تعریف دقیق وایر شتراس، به دلیل متناسب نبودن با سطح درک و انتزاع دانش آموزان دوره متوسطه، 
معمولاً در کتاب های درسی ریاضی دوره متوسطه بیان نمی شود و به جای آن توصیفی از آن تعریف به صورت 

زیر ارائه می گردد:
 l را به هر اندازهٔ دلخواه به f    (x) است اگر بتوانیم l میل می کند برابر a به سمت x وقتی f    (x) حد تابع«

.» lim ( )
x a

f x l
→

= نزدیک کنیم به شرط آنکه x به اندازهٔ کافی به a نزدیک شده باشد و می نویسیم: 
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1
درس

مفهوم حد و فرایندهای حدی

اهداف درس  

1  آشنایی با برخی فرایندهای حدی )نزدیک شدن و میل کردن(

٢  درک شهودی حد به کمک جدول مقادیر و رسم نمودار تابع و آشنایی با نماد حد

٣  درک مفهوم همسایگی )دو طرفه، راست، چپ و محذوف( و نقش آن در وجود حد یک تابع در 

یک نقطه
٤  درک مفهوم حد تابع در یک نقطه

روش تدریس 

این درس با فعالیتی در خصوص فرایندهای حدی شروع می شود که هدف آن، فراهم آوردن تجربیاتی 
برای دانش آموزان تا مفهوم حد در ذهن دانش آموز به درستی شکل گیرد و زمینه تعریف ریاضی حد فراهم 

شود.
برای ورود مناسب به آموزش مفهوم حد، معلم می تواند متناسب با دانش و تجربه دانش آموزان کلاس 
خود، از موقعیت هایی استفاده کند که در آن مفهوم حد حضور دارد و به روشنی دیده می شود )مانند یافتن 

شیب خط مماس، پیدا کردن سرعت لحظه ای و...(.
با مفاهیم »میل کردن« و »حد«  در این درس از دو فرایند هندسی برای ایجادزمینهٔ آشنایی دانش آموز 
است،   )π( پی  عدد  تقریب  برای  ارشمیدس  افنای  روش  مشابه  که  اول،  فعالیت  در  است.  شده  استفاده 
دایره هایی به شعاع 1 را درنظر می گیریم و درون آنها به ترتیب 3 ضلعی منتظم، 4 ضلعی منتظم و... را محاط 
می کنیم. هدف فعالیت این است که دانش آموزان با نگاه کردن به شکل ها و جدول به این نتیجه برسند که 
وقتی تعداد اضلاع چند ضلعی های محاطی زیاد و زیادتر می شود، مساحت آنها نیز به مساحت دایره )عدد 

پی( نزدیک و نزدیک تر می شود )نزدیک شدن از چپ(.
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فعالیت  ص114

در شکل زیر، شعاع دایره ها، برابر 1 واحد است.

. . .

در شکل زیر، شعاع دایره ها، برابر 1 واحد است.

1 با افزایش اضلاع چند ضلعی های محاط در دایره، مساحت چند ضلعی به مساحت چه شکلی نزدیک می شود؟
2  مساحت دایره ای به شعاع ١ چقدر است؟

بیشتر پدیده های طبیعی و مسائل محیط پیرامون را می توان مدل سازی نمود و مدل ریاضی بسیاری از این پدیده ها، به صورت 
یک تابع درمی آید.

گاهی اوقات لازم است، برای تحلیل یک پدیده، رفتار تابع متناظر آن را در نزدیکی یک نقطه مورد ارزیابی قرار دهیم. مفهوم »حد« 
ابزار مناسبی است که می تواند در تحلیل رفتار تابع به ما کمک شایانی بنماید.

١000500400300200١09876543n

3/١4١573/١4١503/١4١463/١4١363/١4١072/938922/892542/828422/736082/598072/377642١/29903An

3   اگر مقدار تقریبی عدد π تا 5 رقم اعشار را برابر π=3/14159 در نظر بگیریم و مساحت nضلعی منتظم واقع در درون دایره 
∋n نشان می دهد:



را با An نشان دهیم، جدول زیر مقادیر An را به ازای برخی

4  با توجه به این جدول، هرچه تعداد اضلاع چندضلعی های داخل دایره زیاد می شود، جملات دنباله An )مساحت n ضلعی درون 
دایره( به عدد...که برابر مساحت دایره است نزدیک می شوند.

مساحت چندضلعی های منتظم درون دایره )محاطی( را به هراندازه که بخواهیم، می توانیم به مساحت دایره نزدیک کنیم، به شرط 
آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم.

1
درس

 مفهوم حد و فرایندهای حدی

 فعالیت 

1  با افزایش اضلاع چند ضلعی های محاط در دایره، مساحت چند ضلعی به مساحت چه شکلی 

نزدیک می شود؟
٢  مساحت دایره ای به شعاع 1 چقدر است؟

٣  اگر مقدار تقریبی عدد π تا 5 رقم اعشار را برابر π=3/14159 در نظر بگیریم و مساحت n ضلعی 

n∈ نشان  منتظم واقع در درون دایره را با An نشان دهیم، جدول زیر مقادیر An را به ازای برخی 
می دهد:

1000500400300200109876543n

3/141573/141503/141463/141363/141072/938922/892542/828422/736082/598072/3776421/29903An

٤  با توجه به این جدول، هرچه تعداد اضلاع چندضلعی های داخل دایره زیاد می شود، جملات 

دنباله An )مساحت n ضلعی درون دایره( به عدد...که برابر مساحت دایره است نزدیک می شوند.

مساحت چندضلعی های منتظم درون دایره )محاطی( را به هراندازه که بخواهیم، می توانیم به مساحت 
دایره نزدیک کنیم، به شرط آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم.

تا 5 رقم اعشار داده شده است و  پی  تقریبی عدد  به صورت غیر هندسی، مقدار  نتیجه  این  تأیید  برای 
n∈ داده  به ازای برخی  n ضلعی های منتظم محاطی درون دایره  تنظیم شده است که مساحت  جدولی 

شده است.
در این فعالیت لازم نیست روش به دست آوردن اعداد داده شده در جدول )مقادیر An( برای دانش آموزان 
گفته شود ولی متناسب با موقعیت کلاس و سطح توانایی علمی آنان در صورت تشخیص معلم، می توان روش 

محاسبه مساحت n ضلعی های محاطی را به کمک ماشین حساب به صورت صفحهٔ بعد بیان نمود:
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چهارضلعی 
منتظم )مربع( 

A

C
B

O
H

1

a

b
0

60
0

120

4 ضلعی منتظم محاطی:
α = =360 90

4
 

( sin )S = × × × =014 1 1 90 2
2

 

n
α = 360 و به طور کلی در n ضلعی منتظم محاطی داریم:                                                          

 
) sinS ab= θ1

2
)می دانیم مساحت مثلثی با دو ضلع a و b و زاویه بین θ برابر است با: 

( sin ) sinn
S h

n n
= × × × =1 360 3601 1

2 n ضلعی منتظم محاطی2
 

در پایان فعالیت نیز تأکید بر اینکه به هر اندازه که بخواهیم می توانیم مساحت چند ضلعی های منتظم 
محاطی را به مساحت دایره محیطی نزدیک کنیم به شرط آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم.

اندازه دلخواه و اندازه دلخواه دو کلید واژهٔ مهمی است که توصیه می شود توجه دانش آموزان را به آن 
دو جلب کنیم، چرا که در تعریف حد، این دو کلید واژه نقشی اساسی ایفا می کنند.

در فعالیت دوم هم دانش آموزان با یک فرایند حدی آشنا می شوند که با مشاهده شکل ها و تکمیل جدول 
داده شده، به این نتیجه می رسد که با ادامه فرایند نصف کردن اضلاع مثلث ها، اندازهٔ هر ضلع و در نتیجه 

اندازه محیط مثلث ها به صفر نزدیک و نزدیک تر می شوند.
در این فعالیت دانش آموزان نزدیک شدن یا میل کردن از سمت چپ را مشاهده و تجربه می کنند. در این 
فعالیت نیز مفید هست که توجه دانش آموزان را مجدد به این نکته جلب کنیم که محیط مثلث ها را می توانیم 
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یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط 
این مثلث برابر6 می باشد.

مثلث جدیدی  تا  به هم وصل می کنیم  را  1 مطابق شکل، وسط اضلاع 

ایجاد شود، اندازه ضلع مثلث جدید راx1 و اندازه محیط آن را P1 می نامیم.
P1= 3      و     x1= 1   :در این صورت داریم

٢ اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و 

در مرحله nام طول ضلع مثلث به وجود آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش 
دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:

٣ اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟ صفر

٤  اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟ صفر

در فعالیت قبل، اگر طول ضلع اولیه را x درنظر بگیریم و f تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب 
.f     (x)  =3x ضلع آن بیان می کند، آن گاه  داریم

نزدیک  صفر  عدد  بـه   )x متغیر  )مقدار  ها  مثلث  ضلع  طول  وقتی  کردیم،  مشاهده  کـه  همان طور 
می شود،  محیط مثلث ها، یعنی مقادیر تابع f، نیز به عدد صفر نزدیک می شوند.

فعالیت  ص115
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یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط این مثلث برابر6 می باشد.
1  مطابق شکل، وسط اضلاع را به هم وصل می کنیم تا مثلث جدیدی ایجاد شود، اندازه ضلع مثلث جدید 

راx1 و اندازه محیط آن را P1 می نامیم.
P1=.....      و     x1=......  :در این صورت داریم

2  اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و در مرحله nام طول ضلع مثلث به وجود 

آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:

)1(                       )2(                     )3(

3  اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

4   اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

در فعالیت قبل، اگر طول ضلع اولیه را x درنظر بگیریم و f تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب ضلع آن بیان می کند، آن گاه  
.f     (x)  =3x داریم

همان طور کـه مشاهده کردیم، وقتی طول ضلع مثلث ها )مقدار متغیر x( بـه عدد صفر نزدیک می شود،  محیط مثلث ها، یعنی مقادیر 
تابع f، نیز به عدد صفر نزدیک می شوند.

عدد π )پی( سرگذشتی حداقل 3700 ساله دارد. پی یکی از مشهورترین عددها در دنیای ریاضی است و با نماد π ، یکی از حروف الفبای یونانی نشان داده می شود. ساده ترین 
و بهترین راه معرفی π این است:

π یک عدد گنگ است و در طول این 37 قرن، دانشمندان زیادی سعی کرده اند مقدار دقیق آن را حساب کنند. قدیمی ترین محاسبهٔ به دست آمده، به ١700 سال قبل از میلاد 
مربوط می شود.این محاسبات روی پاپیروسی نوشته شده است که درحال حاضر، در موزه ای در »مسکو« نگهداری می شود.حدود 240 سال قبل از میلاد، ارشمیدس اولین 

روش کلاسیک را برای تعیین مقدار تقریبی عدد π ارائه داد. 
ارشمیدس با استفاده از چندضلعی های محاطی و محیطی درون و بیرون یک دایره به شعاع واحد به محاسبه تقریبی عدد π پرداخت. او با 6 ضلعی منتظم شروع و مرتباً تعداد اضلاع 

را دو برابر کرد و با استفاده از 96 ضلعی های منتظم محیطی و محاطی مقدار π را با تقریب بسیار خوبی )π < 3/2150 > 3/1058( به دست آورد.
غیاث الدین جمشید کاشانی معروف به »الکاشی« در کتاب رسالهٔ محیطیه π را تا ١7 رقم پس از ممیز حساب کرده است.

اگر می خواهید عدد π را تا ده رقم اعشار به خاطر بسپارید تعداد حروف کلمات، در بیت دوم این شعر به شما کمک خواهد کرد:
π دانستن  ره  بپرسد  تو  از  کسی  آموزدگر  را  تو  هنرمند  که  ده  پاسخی 
دانشمندان آگاهی  و  دانش  و  آموزدخرد  بما  مقصود  سرمنزل  ره 
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π = محیط دایره
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خواندنی 

 فعالیت 

x1

115 فصل پنجم : حد و پیوستگی

1

2n
...1

8

1

4

1

2
١xn

...3

4

3

2
3Pn

یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط این مثلث برابر6 می باشد.
1  مطابق شکل، وسط اضلاع را به هم وصل می کنیم تا مثلث جدیدی ایجاد شود، اندازه ضلع مثلث جدید 

راx1 و اندازه محیط آن را P1 می نامیم.
P1=.....      و     x1=......  :در این صورت داریم

2  اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و در مرحله nام طول ضلع مثلث به وجود 

آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:

)1(                       )2(                     )3(

3  اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

4   اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

در فعالیت قبل، اگر طول ضلع اولیه را x درنظر بگیریم و f تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب ضلع آن بیان می کند، آن گاه  
.f     (x)  =3x داریم

همان طور کـه مشاهده کردیم، وقتی طول ضلع مثلث ها )مقدار متغیر x( بـه عدد صفر نزدیک می شود،  محیط مثلث ها، یعنی مقادیر 
تابع f، نیز به عدد صفر نزدیک می شوند.

عدد π )پی( سرگذشتی حداقل 3700 ساله دارد. پی یکی از مشهورترین عددها در دنیای ریاضی است و با نماد π ، یکی از حروف الفبای یونانی نشان داده می شود. ساده ترین 
و بهترین راه معرفی π این است:

π یک عدد گنگ است و در طول این 37 قرن، دانشمندان زیادی سعی کرده اند مقدار دقیق آن را حساب کنند. قدیمی ترین محاسبهٔ به دست آمده، به ١700 سال قبل از میلاد 
مربوط می شود.این محاسبات روی پاپیروسی نوشته شده است که درحال حاضر، در موزه ای در »مسکو« نگهداری می شود.حدود 240 سال قبل از میلاد، ارشمیدس اولین 

روش کلاسیک را برای تعیین مقدار تقریبی عدد π ارائه داد. 
ارشمیدس با استفاده از چندضلعی های محاطی و محیطی درون و بیرون یک دایره به شعاع واحد به محاسبه تقریبی عدد π پرداخت. او با 6 ضلعی منتظم شروع و مرتباً تعداد اضلاع 

را دو برابر کرد و با استفاده از 96 ضلعی های منتظم محیطی و محاطی مقدار π را با تقریب بسیار خوبی )π < 3/2150 > 3/1058( به دست آورد.
غیاث الدین جمشید کاشانی معروف به »الکاشی« در کتاب رسالهٔ محیطیه π را تا ١7 رقم پس از ممیز حساب کرده است.

اگر می خواهید عدد π را تا ده رقم اعشار به خاطر بسپارید تعداد حروف کلمات، در بیت دوم این شعر به شما کمک خواهد کرد:
π دانستن  ره  بپرسد  تو  از  کسی  آموزدگر  را  تو  هنرمند  که  ده  پاسخی 
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یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط این مثلث برابر6 می باشد.
1  مطابق شکل، وسط اضلاع را به هم وصل می کنیم تا مثلث جدیدی ایجاد شود، اندازه ضلع مثلث جدید 

راx1 و اندازه محیط آن را P1 می نامیم.
P1=.....      و     x1=......  :در این صورت داریم

2  اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و در مرحله nام طول ضلع مثلث به وجود 

آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:

)1(                       )2(                     )3(

3  اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

4   اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

در فعالیت قبل، اگر طول ضلع اولیه را x درنظر بگیریم و f تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب ضلع آن بیان می کند، آن گاه  
.f     (x)  =3x داریم

همان طور کـه مشاهده کردیم، وقتی طول ضلع مثلث ها )مقدار متغیر x( بـه عدد صفر نزدیک می شود،  محیط مثلث ها، یعنی مقادیر 
تابع f، نیز به عدد صفر نزدیک می شوند.

عدد π )پی( سرگذشتی حداقل 3700 ساله دارد. پی یکی از مشهورترین عددها در دنیای ریاضی است و با نماد π ، یکی از حروف الفبای یونانی نشان داده می شود. ساده ترین 
و بهترین راه معرفی π این است:

π یک عدد گنگ است و در طول این 37 قرن، دانشمندان زیادی سعی کرده اند مقدار دقیق آن را حساب کنند. قدیمی ترین محاسبهٔ به دست آمده، به ١700 سال قبل از میلاد 
مربوط می شود.این محاسبات روی پاپیروسی نوشته شده است که درحال حاضر، در موزه ای در »مسکو« نگهداری می شود.حدود 240 سال قبل از میلاد، ارشمیدس اولین 

روش کلاسیک را برای تعیین مقدار تقریبی عدد π ارائه داد. 
ارشمیدس با استفاده از چندضلعی های محاطی و محیطی درون و بیرون یک دایره به شعاع واحد به محاسبه تقریبی عدد π پرداخت. او با 6 ضلعی منتظم شروع و مرتباً تعداد اضلاع 

را دو برابر کرد و با استفاده از 96 ضلعی های منتظم محیطی و محاطی مقدار π را با تقریب بسیار خوبی )π < 3/2150 > 3/1058( به دست آورد.
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در مثال حل شدهٔ صفحه 116، رفتار یک تابع در اطراف نقطه x =2 به کمک رسم نمودار و جدول مقادیر 
بررسی شده است. معلم می تواند متناسب با سطح کلاس از مثال های جایگزین استفاده نماید. در همین مثال 

برای اولین بار دانش آموزان با نماد حد و نحوه نمایش دادن آن آشنا می شوند.
در کار در کلاس صفحه 117، سه تابع داده شده که یکی از آنها در x =3 تعریف شده (g     (x)) و یکی از 
آنها در نقطه x =3 تعریف شده ولی مقدار تابع در x =3 با مقدار حد تابع در آن نقطه یکسان نمی باشد (h     (x)) و 
تابع سوم از سه تابع داده شده (f     (x)) هم در x =3 تعریف شده و هم مقدار تابع در x =3 با حد تابع در آن نقطه 

برابر است.
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توابع g   ، f و h با ضابطه های f    (x) = x   +3     و

را درنظر بگیرید: 

1 مقادیر زیر را در صورتی که تعریف شده باشند به دست آورید: 

f   (3) =   6                          g  (3) =    تعریف نشده است                              h   (3)   =  4  
٢  با تکمیل جدول زیر، حدس بزنید که وقتی مقادیر x را به عدد 3 نزدیک می کنیم، مقادیر توابع g ، f و 

h هرکدام به چه عددی نزدیک می شوند.

3/13/013/0013/00013/00001←3→2/99992/9992/992/9x

6/16/016/0016/00016/00001←6→5/99995/9995/995/9f    (x(

تعریف ←6/16/016/0016/00016/00001
)5/99995/9995/995/9g   (x→نشده

6/16/016/0016/00016/00001←4→5/99995/9995/995/9h   (x(

٣  نمودارهای توابع g ،   f و h به صورت زیر رسم شده است.

از روی نمودار، توضیح دهید که وقتی مقادیر x را به 3 نزدیک می کنیم، مقادیر g  ( x  ) ،f     (x  ) و h  (x  ) هرکدام به 
چه عددی نزدیک می شوند. هر سه به عدد 6 نزدیک می شوند.

کار در کلاس  ص 117
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٤ حد هر سه تابع وقتی x به عدد 3 نزدیک می شود برابر 6 است به عبارت دیگر: 

lim ( )
x

f x
→

=
3

 6                    lim ( )
x

g x
→

=
3

 6                        lim ( )
x

h x
→

=
3

6   

fنمودار                                        gنمودار                                        h نمودار
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معلم پس از انجام این کار در کلاس توسط دانش آموزان طی بحث کلاسی باید روی دو نتیجه زیر تأکید 
نماید:

الف( ممکن است یک تابع در نقطه ای به طول a تعریف نشده باشد ولی در این نقطه حد داشته باشد.
ب( ممکن است یک تابع در نقطه ای به طول a تعریف نشده باشد و در این نقطه دارای حد نیز باشد ولی 

مقدار حد با مقدار تابع در این نقطه برابر نباشد.
پس از این کار در کلاس، تعریف همسایگی، همسایگی محذوف و نیز همسایگی راست و چپ ارائه شده 
است. با توجه به اینکه در این کتاب از تعریف دقیق حد )روش ε و δ( برای ارائهٔ حد استفاده نشده است، لذا 
از ورود به تعریف همسایگی متقارن و محذوف متقارن و نمایش آنها به صورت نا معادله قدر مطلقی اجتناب 

شده است و لزومی به ارائهٔ این تعاریف در کلاس درس نیست.

توجه: با توجه به تعریف، منظور از همسایگی یک نقطه در این کتاب، همسایگی دو طرفه است و هر جا 
که هدف همسایگی یک طرفه باشد، همسایگی راست )یا چپ( ذکر می شود.

کار در کلاس بالای صفحه 119 پس از ارائهٔ تعریف همسایگی، در خصوص مسائل مرتبط با تمرین 
همسایگی آورده شده است.

تعریف
اگر x0 یک عدد حقیقی باشد، هر بازهٔ باز شامل x0 را یک همسایگی x0 می نامیم.

بنابراین اگر x0∈(a   ,  b)، آن گاه بازهٔ (a   ,  b) یک همسایگی x0 است.

اگر نقطه x0 را از این بازه حذف کنیم، مجموعه {x0}-(a  ,  b) را همسایگی محذوف x0 می نامیم.

به همین ترتیب:
یک  را   (x0-  r , x0) بازهٔ  و  راست  همسایگی  یک  را   (x0, x0+  r) بازه صورت  این  در   ،r   >0اگر

همسایگی چپ x0 می نامیم.

a bx0

a bx0

a bx0

a bx0
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سؤال 1: این کار در کلاس، سؤالی باز پاسخ می باشد که دانش آموزان می توانند با توجه به سطح درک 
خود به آن، پاسخی متفاوت و درست ارائه دهند. به عنوان مثال دو نمونه پاسخ برای هر یک از قسمت های 

این سؤال در زیر ارائه شده است:

کار در کلاس  ص 119

1  یک همسایگی، یک همسایگی محذوف، یک همسایگی راست و یک همسایگی چپ برای 3، مثال 

بزنید.
همسایگی محذوف 3: {3}ــ)2,6( یا {3}ــ)1,4(

همسایگی راست3: )3,5( یا )3,10(
همسایگی چپ3: )1,3( و )10,3-(

٢  آیا بازهٔ (3  , 2) یک همسایگی 2می باشد؟ چرا؟ نه چون شامل 2 نمی باشد ولی این بازه یک همسایگی 

راست 2 می باشد.
پس از این کار در کلاس، تعریف حد بر اساس تعریف همسایگی ارائه شده است. در این تعریف بر دو 
واژهٔ به میزان دلخواه و به قدر کافی تأکید شده است و اساس این تعریف در واقع این دو واژه می باشد به همین 
دلیل پیشنهاد می شود در نمونه های قبل از این تعریف و بعد از این تعریف، بر این دو واژه و درک جایگاه آن 

در مشخص کردن حد داشتن یک تابع یا نداشتن حد تأکید زیادی داشته باشند.

تعریف حد یک تابع
فرض کنیم تابع f در یک همسایگی عدد a )به جز احتمالاً در خود a( تعریف شده باشد. 
L است«، هرگاه  برابر عدد حقیقی  نزدیک می شود   a به   x f وقتی  تابع  می گوییم »حد 
)با   x آنکه متغیر  به شرط  نزدیک کرد،   L به  بتوان  اندازهٔ دلخواه  به هر  f را  تابع  مقادیر 

مقادیر مخالف a از دوطرف( به قدر کافی به a، نزدیک شود. 
lim ( )
x a

f x L
→

= در این صورت می نویسیم:  
عدد L را حد تابع f در a می نامیم.

کار در کلاس دوم صفحه 119 در خصوص حد توابع می باشد که در صفحه بعد حل آنها ارائه می شود:
4 سؤال اول این کار در کلاس سؤال های باز پاسخی هستند که دانش آموزان می توانند پاسخ های متفاوت 

درستی به این سؤال ها بدهند.
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کار در کلاس  ص 119

1  نمودار تابعی مانند f را رسم کنید که در همسایگی راست نقطه 2- تعریف شده باشد ولی در همسایگی 

چپ آن تعریف نشده باشد.

 به عنوان نمونه 2 پاسخ برای هر یک از سؤال های 1 تا 4 این کار در کلاس به شرح زیر می باشد:
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٢  نمودار تابعی را رسم کنید که در نقطه 1 دارای حد باشد ولی حد آن با مقدار تابع در این نقطه برابر 

نباشد.
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در نقطه صفر تعریف نشده است. در  sin( ) x
f x

x
= با ضابطه   f تابع  5

جدول روبه رو برخی مقادیر این تابع در اطراف صفر داده شده است. با توجه 
به دست آورید. )محور xها  sinlim را 

x

x
x→0

تابع f، مقدار  به جدول و نمودار 
sinlim

x

x
x→

=
0

1 برحسب رادیان است(. 

sin x
f(x )

x
=

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

1

2

y

x

sinx
x

 

x

0/84147098±1
0/95885108±0/5
0/97354586±0/4
0/98506736±0/3
0/99334665±0/2
0/99833417±0/1
0/99958339±0/05
0/99998333±0/01
0/99999583±0/005
0/99999983±0/001

٣  نمودار دو تابع f و g را طوری رسم کنید که هر دو در یک همسایگی نقطه 3 تعریف شده باشند و  

 .f    (3)   ≠g    (3)

٤ نمودار دو تابع f و g را طوری رسم کنید که هر دو در نقطه 2 دارای حد یکسان باشند و     f در 2 تعریف 

شده باشد اما تابع   g در 2 تعریف نشده باشد.
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با اینکه این سؤال، سؤالی باز پاسخ نیست ولی سؤالی است که از نتیجه این سؤال در درس های بعد 
توابع مثلثاتی استفاده  به خصوص در محاسبه حدود کسری )حالت ÷( شامل  این فصل و حل مسائل آن 
می شود. با توجه به اینکه قضیه فشردگی در این کتاب ارائه نشده است، در محاسبه این تمرین یعنی محاسبه 

sinlim با استفاده از جدول مقادیر و نمودار رسم شده حد تابع 1 به دست می آید.
x

x
x→0

پس از کار در کلاس صفحه 119 و  صفحه 120، مثال حل شده ای ارائه شده است که در آن بر تعریف 
) در  )f x x= −2 شدن تابع در حداقل یک همسایگی محذوف برای حد داشتن تأکید شده است و چون 

هیچ همسایگی محذوف 2 تعریف نشده است پس این تابع در نقطه x =2 حد ندارد.

1 نمودار سه تابع g ، f و h به صورت زیر داده شده است. مقدار حد این توابع را در نقطهٔ x    =5، مشخص 

کنید 

-2 -1 1 2 30

1

2

3

y

x

4

y x= −2

-1

-2

-3

تمرین  ص 120

120

sinx
x

 

x

0/84147098±1
0/95885108±0/5
0/97354586±0/4
0/98506736±0/3
0/99334665±0/2
0/99833417±0/1
0/99958339±0/05
0/99998333±0/01
0/99999583±0/005
0/99999983±0/001

در نقطه صفر تعریف نشده است. در جدول روبه رو برخی  sin) ( x
f x

x
= 5   تابع f با ضابطه 

 sinlim
→0x

x
x

مقادیر این تابع در اطراف صفر داده شده است. با توجه به جدول و نمودار تابع f، مقدار 
را به دست آورید. )محور xها برحسب رادیان است(.
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4

y x= −2

-1

-2
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= )f   )x در نقطه  x      =2 حد دارد؟ چرا؟ − x2  مثال: آیا تابع 

می باشد.  Df       =   )-∞ , 2] صورت  به  تابع  دامنه  می دانیم  حل:   
چون تابع f در هیچ همسایگی محذوف 2، تعریف نشده است )مقادیر 

نقطه x      =2 حد  f در  تابع  بنابراین،  نیست(  تابع  از 2 در دامنه  بیشتر 
ندارد.

1  نمودار سه تابع g ، f و h به صورت زیر داده شده است. مقدار حد این توابع را در نقطهٔ x    =5، مشخص کنید.

  
x
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 تمرین 

 
x
lim

→5
 g  (x)= 2  

x
lim

→5
f   (x)= 2                                                 

x
lim

→5
 h  (x)= 2             

نقطه  x      =2 حد دارد؟  ) در  )f x x= −2 تابع  آیا  مثال: 
چرا؟

حل: می دانیم دامنه تابع به صورت [Df       =   (-∞ , 2 می باشد.
است  نشده  تعریف   ،2 همسایگی محذوف  هیچ  در   f تابع  چون 
)مقادیر بیشتر از 2 در دامنه تابع نیست( بنابراین، تابع f در نقطه 

x      =2 حد ندارد.
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٢ با استفاده از نمودار، مقدار حد توابع زیر را، در صورت وجود، در نقاط داده شده به دست آورید.
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3  با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطهٔ موردنظر بیابید. 

lim )الف 
→x 0 

)-3x+4)=....                                                                                                                                                        

١0/50/١0/0١0/00١←0→-0/0١-0/١-0/9-١x
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2  با استفاده از نمودار، مقدار حد توابع زیر را، در صورت وجود، در نقاط داده شده به دست آورید.
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1 حد ندارد 
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3  با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطهٔ موردنظر بیابید. 

lim )الف 
→x 0 

)-3x+4)=....                                                                                                                                                        

١0/50/١0/0١0/00١←0→-0/0١-0/١-0/9-١x

...............←?→............f   )x(

lim )ب ( )
x

f x
→−1

=....   ،        f  (x)= − ≠ −
           = −

4 1

3 1

x x

x                                                                       
 

-0/8-0/9-0/99-0/999←-١-→١/00١-١/0١-١/١-١/5-2x

............←?→...............f   (x(

2  با استفاده از نمودار، مقدار حد توابع زیر را، در صورت وجود، در نقاط داده شده به دست آورید.
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٣  با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطهٔ موردنظر بیابید. 

lim )الف 
x→0  

)-3x+4)= 4  

10/50/10/010/001←0→-0/01-0/1-0/9-1x

12/53/73/973/997←4→4/034/36/77f   )x(
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lim )ب ( )
x

f x
→−1

 = -5              ،            f  (x)= x x

x

− ≠ −
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٤  تابع f با ضابطه 

را در نظر بگیرید: 
الف( آیا تابع f در نقطه  x  =2، تعریف شده است؟ 

خیر
ب( با رسم نمودار f و یا نوشتن جدول مقادیر f در 
lim را به دست  ( )

x
f x

→
 

2
همسایگی محذوف 2 مقدار 

آورید.
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با ضابطه   g تابع    5

در نظر بگیرید: 
الف( نمودار g را در فاصله ]4,2-[ رسم کنید. 

ب( با استفاده از نمودار g، حدود زیر را محاسبه 
کنید.

                                      
lim ( )

x
g x

→
=

2
2

   
lim ( )
x

g x
→

=
1

2
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) را درنظر بگیرید: ) x
f x

x
−=

21 6 تابع f با ضابطه 

الف( دامنه تابع f را به دست آورید.

[ , ] { }f f
x x

D D
x

 − ≥ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ = − −
≠

21 0 1 1 1 1 0
0  

ب( دامنه تابع شامل همسایگی محذوف کدام نقطه است؟
شامل همسایگی محذوف تمام نقاط دامنه به غیر از 1 و 1- و همچنین شامل همسایگی محذوف 0 نیز 

هست.
پ( آیا این تابع در همسایگی 0/9 تعریف شده است؟ بله

ت( آیا تابع f در همسایگی چپ x   =1 تعریف شده است؟ در همسایگی راست x   =1 چطور؟
بله، این تابع در همسایگی چپ x   =1 تعریف شده ولی در همسایگی راست x   =1 تعریف نشده است.

7  اگر بازۀ (x  -1 , 2x  +3) یک همسایگی 2 باشد، مجموعه مقادیر x را به دست آورید.

 
 

توصیه های آموزشی   

امکان  حد  در  و  درس  این  در  می شود  توصیه  حد،  یادگیری  در  دانش آموزان  مشکلات  به  توجه  با 
فرصت های آموزشی زیادی را برای مشاهدهٔ حد توابع در نقاط مختلف با استفاده از بازنمایی های مختلف از 
جمله جدول مقادیر و رسم نمودار در کلاس تدارک ببینند. همچنین در تمامی مثال ها و نمونه های ارائه شده، 
تأکید ویژه ای بر دو عبارت »به اندازهٔ دلخواه« و »به مقدار کافی« که در تعریف حد آمده است، داشته باشند. 
همچنین با ارائهٔ سؤال هایی که در آنها تابع در یک نقطه حد دارد، از دانش آموزان بخواهند که با تعیین مقدار 

دلخواه، مقدار کافی را به دست آورند. به عنوان مثال:
. اگر بخواهیم فاصله f    (x) به 2 از دو طرف کمتر از 0/1  lim( )

x
x

→
+ =

1
1 2 در تابع f    (x) = x   +1 داریم: 

باشد، مقدار x باید در چه فاصله ای از 1 قرار گیرد؟

( , )
x x

x x x x
x x

− < ⇒ <∈ − + ⇒ − < < + ⇒  + > ⇒ > −

1 2 3
2 1 2 3 1 2 2 3 12 3 2

2

( , )x x⇒− < < ⇒ ∈ −
 1 13 3

2 2
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حل: 
2-0/1<   x   +1<2+0/1 ⇒ 1/9<   x   +1<2/1 ⇒ 0/9<   x   <1/1

بدفهمی های رایج دانش آموزان  

مفهوم حد به دلیل اینکه جزء مفاهیم دشوار برای دانش آموزان می باشد به همین دلیل بدفهمی های رایج 
این مفهوم برای دانش آموزان بسیار متنوع می باشد که مهم ترین آنها به شرح ذیل می باشد:

برخی از دانش آموزان فکر می کنند که:
1  تابع باید لزوماً در نقطه حدی خود تعریف شده باشد و مقدار تابع در آن نقطه با مقدار حدش در آن 

نقطه برابر باشد.
٢  حد تابع، همان مقدار تابع در آن نقطه است.

٣  حد به عنوان مقداری غیر قابل دسترس محسوب می شود.

٤  حد، یک نقطه مرزی است و مقدار تابع به ازای تمامی مقادیر تعریف شده در دامنه آن همواره از حد 

تابع کوچک تر است.
5 حد، مقدار تقریبی است.

6 توابعی حد دارند که پیوسته باشند و فقط توابع پیوسته حد دارند.

برای رفع این بدفهمی ها، استفاده از بازنمایی شهودی مختلف از جمله رسم نمودار و جدول مقادیر برای 
مفهوم بخش حد و تأکید بر جنبه های مختلف تعریف و توصیف حد و تبیین شهودی آنها می تواند بسیار مفید 

باشد.
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اهداف درس   

درک شهودی مفهوم حد چپ و حد راست به کمک رسم نمودار و آشنایی با تعریف ریاضی غیر رسمی 
حد چپ و حد راست

روش تدریس  

y، که دامنه آنها شامل نقاطی است که  x= + 2 در شروع این درس بهتر است ابتدا به توابعی مانند 
تابع فقط در یک طرف آنها تعریف شده است، اشاره کرده و این نکته را متذکر شد که با اینکه تابع در هیچ 
همسایگی این نقاط تعریف نشده است یعنی در این نقاط حد ندارد ولی رفتار تابع را در همسایگی چپ یا 

همسایگی راست این نقاط می توان بررسی نمود.
دانش آموزان با انجام فعالیت اول درس می توانند مفهوم حد چپ و حد راست را به طور شهودی درک 
کنند و پس از این فعالیت با تعاریف ریاضی غیر رسمی آنها آشنا می شوند. در ادامه دانش آموزان به این درک 

می رسند که اگر تابع f در همسایگی محذوف a تعریف شده باشد آنگاه:
حد f در نقطه a وجود دارد ⇔ حد چپ و حد راست f در a موجود و با هم برابرند.

2
درس

حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست(
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) به صورت  )
x x

f x
x x

− + >= 
<

2

3 2

2
نمودار تابع 
روبه رو است:

الف( اگر متغیر x با مقادیر بزرگ تر از 2 به 2 نزدیک 

شود آن گاه  مقادیر f   (x) به عدد 1 نزدیک می شوند.
ب( اگر x با مقادیر کوچک تر از 2 به 2 نزدیک شود 

آن گاه  مقادیر f   (x) به عدد 4 نزدیک می شوند.
پ( آیا تابع f در نقطهٔ x      = 2 حد دارد؟ خیر

فعالیت  ص123

) به صورت روبه رو  )
− + >= 

<
2

3 2

2

x x
f x

x x
نمودار تابع  

است:
الف( اگر متغیر x با مقادیر بزرگ تر از 2 به 2 نزدیک شود آن گاه  

مقادیر f   (x) به عدد...نزدیک می شوند.
آن گاه   نزدیک شود   2 به   2 از  مقادیر کوچک تر  با   x اگر  ب( 

مقادیر f   (x) به عدد...نزدیک می شوند.
پ( آیا تابع f در نقطهٔ x      = 2 حد دارد؟

) در نقطهٔ 2 حد ندارد. )چون در هیچ همسایگی راست 2  ) = −2f x x در درس قبل دیدیم که تابع
تابع را در  بازهٔ ]2,∞-) می باشد می توانیم رفتار  تابع  این  دامنهٔ  اینکه  به  توجه  با  تعریف نشده است.( ولی 
 a به a با مقادیر بزرگ تر از x همسایگی چپ   2 بررسی نماییم. گاهی لازم است، رفتار تابع را وقتی متغیر

نزدیک می شود یا وقتی متغیر x با مقادیر کوچک تر از a به a نزدیک می شود بررسی و توصیف نماییم.

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1
0

1

2

3

4

5

x

y

خواندنی 

 فعالیت 

2حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست(
درس

بزرگ  توده یخ هرچقدر  بر روی آب شناور است.  متوجه شده اید که یخ همیشه  حتماً 
بر روی آب دریاها و  یخ که  بزرگ  مانند کوه های  نمی شود؛  باز هم در آب غرق  باشد، 

اقیانوس ها شناورند. آیا می دانید چرا یخ در آب غرق نمی شود؟
به طور کلی وقتی مایعی به شکل جامد درمی آید، منقبض می شود و مولکول هایش به هم 
نزدیک تر می شوند. به همین دلیل حجم ماده، کم می شود و چگالی آن افزایش می یابد. 

بنابراین مواد در حالت جامد سنگین تر از زمانی اند که به شکل مایع درآمده اند.
ولی آب مایعی است که خاصیت غیرعادی دارد. آب پس از انجماد به جای منقبض 
شدن، منبسط می شود؛ درنتیجه حجمش افزایش می یابد. تراکم یخ نه دهم آب است؛ به  
عبارت دیگر از نه لیتر آب ده لیتر یخ به دست می آید. به همین جهت وزن یخ، کمتر از آب 
هم حجمش است. به این ترتیب وقتی یخ درون آب قرار می گیرد، تنها نه دهم آن در آب 

فرو می رود و 0/1 دیگرش بر روی آب شناور می ماند.
نمودار چگالی آب و یخ بر حسب دما به صورت روبه رو است:

-4-8 -6 -2 0 2 64 8

0/9170

0/9170

0/9997

0/9998

0/9999

1/0000

10

چگالی

یخ

آب

دما

به مفهوم حد  با توجه  باشد، آن گاه  a، تعریف شده  نقطه ای مانند  تابعی در یک همسایگی محذوف  اگر 
راست و حد چپ می توان گفت:

حد تابع f در نقطه x   = a وجود دارد اگر و تنها اگر حد چپ و راست تابع f در x   = a موجود و با 
هم برابر باشند.

نتیجه 
اگر حد چپ و حد راست f در نقطه x   = a، دو مقدار متمایز باشند آن گاه تابع f در نقطه x   = a، حد 

ندارد.

کار در کلاس  ص 125

در خصوص مفاهیم ارائه شده در این درس در خصوص حد چپ و حد راست و همچنین ارتباط آنها با 
حد توابع می باشد. سؤال 2 این کار در کلاس، سؤالی باز پاسخ است که می تواند پاسخ های درست بسیاری 

داشته باشد.



197فصل پنجم: حد و پیوستگی

دانش آموزان با انجام فعالیت صفحه 126 به این نتیجه می رسند که اگر دو تابع f و g در یک همسایگی 
راست نقطه ای مانند a با هم برابر باشند و حد راست یکی از آنها در a وجود داشته باشد، آنگاه حد راست 

تابع دیگر نیز در a وجود دارد و مقدار این دو حد با هم برابرند. یعنی:

lim ( ) lim ( )
x a x a

g x f x l
+ +→ →

= = lim آنگاه  ( )
x a

f x L
+→

= اگر 
 

lim ( ) lim ( )
x a x a

g x f x l
− −→ →

= = lim آنگاه  ( )
x a

f x l
−→

= اگر 
 

به طریق مشابه با بیان مطالب بالا در خصوص همسایگی چپ نقطه ای مانند a داریم:
lim ( ) lim ( )

x a x a
g x f x L

− −→ →
= = lim آنگاه  ( )

x a
f x l

−→
= اگر 

فعالیت   ص 126

1  نمودار تابع ]x[=f   (x) را در فاصله ]1,2-[

رسم کنید.
به عدد 1 نزدیک شود،  x از طرف چپ  ٢ اگر 

می شوند،  نزدیک  صفر  عدد  به   f   )x(مقادیر آن گاه 
بنابراین:    

lim ( )
x

f x
−→

=
1

0

به دست  را   x     =1 نقطه f در  تابع  ٣ حد راست 

آورید.                           
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x

y

4

lim ( )
x

f x
+→

=
1

1  
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

≠
1 1

٤ آیا تابع f در نقطه x     =1 حد دارد؟ چرا؟ خیر چون 

 f   (x)=]x[ در فعالیت قبل مشاهده کردیم که در بازهٔ )2 , 1( که یک همسایگی راست 1 می باشد نمودار تابع
. [ ]lim lim ( )

x x
x g x

+ +→ →
= =

1 1
1 بر نمودار تابع ثابت g  (x)= 1 منطبق است و داریم 

به همین ترتیب، در )1 , 0( که یک همسایگی چپ 1 می باشد نمودار تابع ]f (x)=]x بر نمودار تابع ثابت 
. [ ]lim lim ( )

x x
x h x

− −→ →
= =

1 1
0 h (x)=0 منطبق است و داریم 
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در کار در کلاس صفحه 127 انتظار می رود دانش آموزان با توجه به درک شهودیشان از حد چپ و حد 
) با حد چپ این تابع در نقطه x     =0 به این  )

x
f x

x
= راست توابع و با توجه به برابر نبودن حد راست تابع 

نتیجه برسند که تابع f   (x) در نقطه x     =0 حد ندارد.

) را درنظر بگیرید: )
x

f x
x

= 1 تابع f با ضابطه 

الف( با استفاده از تعریف قدرمطلق، تابع f را به صورت دوضابطه ای بنویسید.

( )

x
x

xf x
x

x
x

 = >= − = − <

1 0

1 0  
ب( نمودار تابع f را رسم کنید.

پ( با استفاده از نمودار f، حد چپ و حد راست تابع در صفر را به دست آورید.
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= − =
0 0

1 1  
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

≠
0 0

ت( آیا تابع f در نقطهٔ صفر حد دارد؟ چرا؟ خیر چون 

کار در کلاس  ص 127
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1 نمودار تابع f به صورت زیر است. حدهای زیر را در صورت وجود به دست آورید.

lim )الف ( )
→x

f x
0

 = 4   

lim ) ب ( )
→x

f x
2

 موجود نیست = 

lim ) پ ( )
→x

f x
5

 موجود نیست = 

lim ) ت  ( )
−→x
f x

6

موجود نیست =   

lim ) ث ( ) .....
+→−

=
x

f x
2

 = 1

) ج lim ( )
x

f x
→8  

 = 1

lim ) چ ( )
x

f x
→9

 = 1

حل تمرین های درس دوم )از صفحه 127 تا 129(

127 فصل پنجم : حد و پیوستگی

) را درنظر بگیرید: )
x

f x
x

= 1  تابع f با ضابطه

الف( با استفاده از تعریف قدرمطلق، تابع  f را به صورت دوضابطه ای بنویسید.
ب( نمودار تابع f را رسم کنید.

پ( با استفاده از نمودار f، حد چپ و حد راست تابع در صفر را به دست آورید.
ت( آیا تابع f در نقطهٔ صفر حد دارد؟ چرا؟

1 نمودار تابع f به صورت زیر است. حدهای زیر را در صورت وجود به دست آورید.

lim )الف ( )
→x

f x
0

   

lim ) ب ( )
→x

f x
2

   

lim ) پ ( )
→x

f x
5

  

lim ) ت ( )
−→x
f x

6

   

lim ) ث ( ) .....
+→−

=
x

f x
2

 

) ج lim ( )
→x

f x
8  

 

) چ lim ( )
→x

f x
9
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 تمرین 

کاردرکلاس 
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) به سؤالات صفحهٔ بعد پاسخ دهید: )
x x

f x
x x x

+ >= 
+ <

2

2 1 0

2 0
٢  با رسم نمودار تابع 
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الف( اگر x از طرف چپ به عدد صفر نزدیک شود آن گاه  مقادیر f     (x) به عدد صفر نزدیک می شوند، 
limبنابراین: ( )

x
f x

−→
=

0

 0 

lim ( )
x

f x
+→

=
0

1 ب( حد راست تابع f در نقطهٔ x  =0 را به دست آورید.                                            
limپ( آیا تابع f در نقطهٔ x  =0 حد دارد؟ چرا؟ خیر چون ( ) lim ( )

x x
f x f x

− +→ →
≠

0 0                                                                                              

٣  با توجه به نمودارهای توابع داده شده در زیر، هر کدام از گزاره های پایین صفحه در مورد چند تا از 

این توابع برقرار است؟ در هر مورد توابع را مشخص کنید.

128

) به سؤالات زیر پاسخ دهید: )
+ >= 
+ <

x x
f x

x x x2

2 1 0

2 0
2   با رسم نمودار تابع

الف( اگر x از طرف چپ به عدد صفر نزدیک شود آن گاه  مقادیر f     (x) به عدد...نزدیک می شوند، بنابراین:
 lim ( ) ....

−→
=

x
f x

0

 … 

ب( حد راست تابع f در نقطهٔ x  =0 را به دست آورید.
پ( آیا تابع f در نقطهٔ x  =0 حد دارد؟ چرا؟

3 با توجه به نمودارهای توابع داده شده در زیر، هر کدام از گزاره های پایین صفحه در مورد چند تا از این توابع برقرار است؟ 
در هر مورد توابع را مشخص کنید.

)پ()ب()الف(

)ج()ث()ت(

ــ تابع در همسایگی محذوف 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد. 
ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد ولی مقدار حد با مقدار تابع در این نقطه برابر نیست.

ــ تابع در همسایگی چپ 2 تعریف شده و در این نقطه حد ندارد.
ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد و حد آن برابر مقدار تابع در این نقطه است.

ــ تابع در نقطه 2 تعریف نشده ولی در این نقطه حد دارد.
ــ تابع در همسایگی راست 2 تعریف شده ولی در این نقطه حد ندارد. 
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ــ تابع در همسایگی محذوف 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد. )الف(، )ب( و )ج( 
ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد ولی مقدار حد با مقدار تابع در این نقطه برابر 

نیست. )الف(
ــ تابع در همسایگی چپ 2 تعریف شده و در این نقطه حد ندارد. )پ(، )ت( و )ث(
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ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد و حد آن برابر مقدار تابع در این نقطه است.)پ(
ــ تابع در نقطه 2 تعریف نشده ولی در این نقطه حد دارد. )چ(

ــ تابع در همسایگی راست 2 تعریف شده ولی در این نقطه حد ندارد. )ت( و )ث(
در نقطهٔ x   =1 چه می توان  ( )f x x x= −2 ٤ با توجه به دامنه تابع، در مورد حد چپ تابع f با ضابطه 

گفت:
x  2-x ≥ 0 ⇒ Df =)-∞ ,0[   ]1,+ ∞(  

چون تابع در هیچ همسایگی چپ x  =1 تعریف نشده است پس تابع در x  =1 حد چپ ندارد.
در نقطه x  =2 چه می توان گفت؟

[ ]( ) x
f x

x
=

−2
5 با توجه به دامنه تابع، در مورد حد راست تابع 

]x   [ -2=0 ⇒ 2 ≤ x < 3 ⇒ Df = )-∞,2(   ]3,+∞( = R - ]2,3(  
چون تابع در هیچ همسایگی راست x  =2 تعریف نشده است پس f  (x) در x  =2 حد راست ندارد.

6 با رسم نمودار تابع f    (x) =-(x  -1)2+2، حدود زیر را مشخص کنید.

] )الف ]lim ( )
x

f x
→1

 = 1

lim )ب ( )
x

f x
→

 
  1

= 2
 

)[ [ نماد جزء صحیح است(
lim[ ( )] lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

 ≠   
از این سؤال دانش آموز می تواند نتیجه بگیرد که در حالت کلی 
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:f  (x)=|x  | 7 با رسم نمودار تابع

lim را به دست آورید. | |
x

x
→0

الف( مقدار 

lim | |
x

x
→0

=0  
lim برقرار است؟ بله برقرار است. | | | |

x a
x a

→
= a یک عدد دلخواه باشد آیا تساوی  ∈ ب( اگر 
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اهداف درس  

1 آشنایی با قضایای اولیه حد توابع مانند مجموع، تفاضل، حاصل ضرب، خارج قسمت و ...

y = cos  x و y = sin  x ٢  آشنایی با قضایای حد توابع مثلثاتی

روش تدریس 

دانش آموزان در دو درس اول این فصل با مفهوم حد تابع آشنا شده اند. همچنین آنها یاد گرفته اند که 
برای محاسبه حد توابع در یک نقطه، از نمودار آنها یا جدول مقادیر استفاده کنند، که هر دو روش برای توابع 

نه چندان پیچیده، قابل استفاده است.
در این درس به بیان قضایای اولیه دربارهٔ حد تابع می پردازیم تا به کمک آنها دانش آموزان قادر به محاسبه 
حد توابع پیچیده تر شوند. هرچند اثباتی برای قضایای این درس آورده نشده است ولی در فعالیت ها و کار 
بهتر قضایا  برای درک  اثباتی شهودی  نمودارها  به وسیله رسم  ارائه شده، سعی شده است  در کلاس های 

فراهم شود.
اولین فعالیت این درس، فعالیتی است که دانش آموزان با انجام دادن آن به طور شهودی به درک قضایایی 

در خصوص نحوه محاسبه توابع ثابت و همانی دست می یابند.

3
درس

قضایای حد
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3 باشد. با توجه به 
2

الف( فرض کنید f تابع ثابت 
نمودار تابع،  مقدار حدهای زیر را بیابید.

lim ( )
x

f x
→−

=
1

 3
2

             lim ( )
x

f x
→

=
3

 3
2

برای  یعنی  باشد،  همانی  تابع   g کنید  فرض  ب) 
با توجه به   . g  (x)   = x x داشته باشیم   هر عدد حقیقی 

نمودار، مقدار حدهای زیر را بیابید.

lim ( )
x

g x
→−

=
1

 -1         lim ( )
x

g x
→

=
3

3
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y x=

فعالیت   ص 130

قضیه: 

الف( حد تابع ثابت f (x)  =c  در هر عدد دلخواه a برابر مقدار ثابت c است. یعنی،

lim
x a

c c
→

=

ب( حد تابع همانی  g (x) =x در هر عدد دلخواه a، برابر a است. یعنی،    
lim
x a

x a
→

=

توابع  بخشی شهودی قضایایی در خصوص حد مجموع  مفهوم  به  بعد )صفحه 131(  فعالیت صفحه 
و تفاضل دو تابع می پردازد. نتیجه این فعالیت به عنوان قضیه اصلی این درس در صفحه 132 بیان شده 
است. در بخش نتیجه فعالیت قضایای مربوط به محاسبه حد حاصل ضرب دو تابع و خارج قسمت دو تابع 

نیز ارائه شده است.
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، آن گاه  lim ( )
x a

g x L
→

= 2 lim و  ( )
x a

f x L
→

= 1 قضیه: اگر دو تابع f و g در نقطه x    =  a حد داشته باشند و 

الف( )حد مجموع( مجموع این دو تابع در x    =  a حد دارد و داریم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

+ = + = +1 2

ب( )حد تفاضل( تفاضل این دو تابع در x    =  a حد دارد و داریم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

− = − = −1 2

پ( )حد حاصل ضرب( حاصل ضرب این دو تابع در x   =a حد دارد و داریم:

( ) ( ) ( )lim ( ) ( ) lim ( ) . lim ( ) .
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

= = 1 2

f در x   =a حد دارد و داریم:
g

ت( )حد خارج قسمت( به شرط آنکه L2≠0، تابع 
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f x Lf x
g x g x L

→
→

→

= = 1

2

از  آن  در  شده  ارائه  مسائل  در  دانش آموزان  تا  می کند  فراهم  را  فرصتی   132 صفحه  کلاس  در  کار 
قضایای ارائه شده در خصوص حد مجموع، تفاضل، حاصل ضرب و خارج قسمت استفاده کنند.

کار در کلاس  ص 132

lim موجود و c یک عدد دلخواه است. با استفاده از قضیهٔ فوق، توضیح دهید  ( )
x a

f x
→

فرض کنید 

چرا تساوی های زیر برقرارند؟

lim )الف ( ) lim ( )
x a x a

cf x c f x
→ →

=
   

lim ( ) lim . lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

cf x c f x c f x
→ → → →

= =
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) )ب )lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

=
2

2

 

lim ( ) lim( ( ). ( )) lim ( ) . lim ( ) (lim ( ))
x a x a x a x a x a

f x f x f x f x f x f x
→ → → → →

= = =2 2

) )پ )lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

− = −    lim( ( )) lim . lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

f x f x f x
→ → → →

− = − = −1

lim )ت
( ) lim ( )x a

x a
f x f x→

→

=1 1  ) lim ( )
x a

f x
→

≠0 )به شرط آنکه 

lim
lim

( ) lim ( ) lim ( )
x a

x a
x a x a

f x f x f x
→

→
→ →

= =
11 1

تأکید  این تذکر  تعمیم داده شده است. در  تابع   n به  تابع  از دو  این قضایا  در صفحه 133 طی تذکری 
. بیان این مطلب به  lim n n

x a
x a

→
= lim شده است که برابر a  n می باشد. یعنی  n

x a
x

→
ویژه ای بر محاسبهٔ حد 

همراه قضیه حد توابع ثابت و قضیه حاصل ضرب توابع، دانش آموزان را برای درک قضیه حد توابع چند 
جمله ای آماده می کند که در صفحه 134 به آن پرداخته شده است.

تذکر: قضیه قبل را می توان برای سه تابع و بیشتر نیز بیان کرد. یعنی، اگر n یک عدد طبیعی و توابع 

 fn ،...، f1 همگی در نقطه  x   =a حد داشته باشند، آن گاه:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )n n
x a x a x a

f x f x f x f x
→ → →

+ + = + +1 1 

 
( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )n n

x a x a x a
f x f x f x f x

→ → →
× × = × ×1 1 

 

( ) ( )lim ( ) lim ( )
n

n

x a x a
f x f x

→ →
= به ویژه، اگر تابع f در نقطه  x   =a حد داشته باشد آن گاه:                  

که در حالت خاص، اگر تابع f را تابع همانی f (x) =x انتخاب کنیم، نتیجه می شود:  
lim n n

x a
x a

→
=  

نیازمند  که  استفاده شده است  مطلق  قدر  تابع  از حد  کار در کلاس صفحه 134  و  مثال حل شده  در 
یادآوری تمرین شماره 7 صفحه 129 قبل از حل این صفحه می باشد.
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فعالیت صفحه 135 به طور شهودی به دانش آموزان این درک را می دهد که:
1  حد مجموع دو تابع می تواند وجود داشته باشد در حالی که هیچ کدام از دو تابع حد نداشته باشند.

٢  زمانی می توانیم از قضایای حد مجموع، تفاضل، ضرب و ... استفاده کنیم که حد هر یک از توابع، 

موجود باشد.
از این نکات در طرح سؤالات کار در کلاس صفحه 136 استفاده شده است که بایستی در پاسخ دادن به 

آنها به این نکته توجه کرد.

کار در کلاس  ص 136

فرض کنید توابع f و g در یک همسایگی محذوف نقطه a تعریف شده اند.
 lim ( )
x a

g x
→

lim و  ( )
x a

f x
→

نتیجه گرفت  آیا می توان  باشد،  ) موجود  )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+ الف( اگر 
وجود دارند؟ چرا؟

برای حل این سؤال می توان از نمونه ارائه شده در فعالیت صفحه 135 و یا موارد مشابه به عنوان 
مثال نقض، استفاده کرد.

lim نیز وجود  ( )
x a

g x
→

lim موجود باشند، آن گاه  ( )
x a

f x
→

) و  )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+ ب( ثابت کنید اگر 
دارد.

 

lim ( )
lim ( ) lim( ( ) ( ) ( ))

lim ( ) ( )
x a

x a x a
x a

f x l
g x g x f x f x

f x g x k
→

→ →
→

=  ⇒ = + −+ =   

____________________طبق قضیه حد
مجموع و تفاضل             

lim( ( )
x a

K
g x

→
( )) lim ( )

x a
f x f x

→
+ − K L M

L

= − =  

lim وجود دارد. ( )
x a

g x
→

یعنی 

در ادامه فعالیت پایین صفحه 136، قضیه حد ریشه n ام تابع به صورت شهودی مفهوم بخشی شده است.
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 ( )f x x= در شکل روبه رو نمودار تابع 1+
رسم شده است.

حد  نمودار، مقدار  به  توجه  با  الف( 
lim را بیابید.

x
x

→
+

3
1

  lim lim( )
x x

x x
→ →

+ = +
3 3

1 1 تساوی  آیا  ب( 
برقرار است؟

فعالیت  ص 136

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

y x= +1

قضیه: 
فرض کنید تابع f در نقطه a حد دارد.

اگر تابع f در یک همسایگی محذوف a نامنفی باشد آن گاه داریم: 
lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

=      

) در یک همسایگی a تعریف شده باشد،  )n f x به طور کلی، برای هر عدد طبیعی n، اگر 
آن گاه داریم:

lim ( ) lim ( )n n
x a x a

f x f x
→ →

=

با انجام فعالیت صفحه 137 می توانند به صورت شهودی و به کمک نمودار ارائه شده،  دانش آموزان 
قضیه حد توابع مثلثاتی در خصوص sin  x و cos  x را درک کنند.

 
،a برای هر عدد حقیقی                                   

lim sin sin
x a

x a
→

= lim     و      cos cos
x a

x a
→

=

در ادامه پس از ارائه کار در کلاس در خصوص استفاده از قضایای حد توابع مثلثاتی، حل تذکری تمامی 
قضایای مطرح شده در خصوص حد توابع در کتاب به حد چپ و حد راست توابع نیز تعمیم داده می شود و 

در کار در کلاس مسئله مرتبط با این موضوع ارائه می شود.
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1  مقدار حدهای زیر را بیابید.

)lim )الف )
x

x
→

− 3

9
9 lim )ب    216 - =  ( )

x
x x

→−
− − +7 2

1
6 4 5  = 6-4+5 =7  

) )پ )( )lim
( )( )x

x x

x x→ −

+ π +
+ +35

3

3 5

3 6 1
lim )ت   0= 

x

x
x+

→

− =
−

2

2
2

1 1
24

lim )ث  
x

x x
→

+2

1
2

4 6  =2  

sinlim )ج
cosx

x
x x+→

= =
+0

0 0
1

 )چ     

lim cos lim cos
| cos |lim

lim cos lim cos

x x

x

x x

x x

x
x x x

+ +

− −

π π→ →

π→
π π→ →

 = =

− π = =


2 2

2

2 2

0

0  

cos
lim cos lim
x x

x
x

xπ π→ →
⇒ = ⇒ =

− π
2 2

0 0  

 f آیا می توان گفت . lim ( )
x

f x
→

=
2

3 lim و  ( )
x

f x
→

=
1

3 ٢  فرض کنید f یک تابع باشد، به طوری که 

تابع ثابت 3 است؟ حتماً 

) مثال نقضی است برای رد این ادعا. البته این سؤال باز  )
x x

f x
x x

 ≤= 
 + >


33
2
31
2

خیر. به عنوان مثال 

پاسخ است و می توان مثال های نقض دیگری نیز ارائه کرد.

. ( )lim
x

g x

x→
=

−22
4

1
٣  تابع g را به گونه ای تعریف کنید که داشته باشیم: 

اگر 
lim ( )( )lim ( ) lim

lim( )
x

x x

x

g xg x
g x

x x

→
→ →

→

⇒ = ⇒
− −

2
2 22 2

2

4
1 1

( )
lim ( ) ( )

( )
x

g x x

g x g x x

g x x
→

=
= ⇒ = = +
 = +

2

6
4 12 10

2 8
3

موجود باشد، این سؤال نیز سؤالی باز پاسخ است.

حل تمرین های درس سوم )از صفحه 139 تا 140(
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. آیا عکس این مطلب نیز برقرار است؟  ( )lim ( )
x a

f x L
→

− lim آن گاه 0= ( )
x a

f x L
→

= ٤   نشان دهید اگر 

بله چون
)lim اگر ( ) ) lim ( ) lim( ( ) )

x a x a x a
f x L f x f x L L

→ → →
− = ⇒ = − +0

0
lim( ( ) )
x a

f x L
→

= − lim
x a

L L L
→

+ = + =0

5   توابع زیر را در نظر بگیرید.

    y  =3x  +2        ,   y  =x2-1        ,   y  =]x[-1        x
y

x

− <
=  >

2 1

2 1

الف( مقدار حد هر یک از توابع فوق در x    =1 را )در صورت وجود( بیابید.

lim( )
x

x
→

+ = + =
1
3 2 3 2 5 )lim            و        )

x
x

→
− =2

1
1 0  

lim
lim lim lim

lim
x

x x x
x

y
y y y

y

+

+ −
−

→

→ → →
→

=
⇒ ≠

= −
1

1 1 1
1

2

2
 
پس حد ندارد

ب( با انتخاب توابع f و g از بین چهار تابع فوق، جدول زیر را کامل کنید.

f   (x)  = x2-1g   (x)  = 3x   +2 f  (x)+g  (x)  = x2 + 3x +1هر سه تابع g ، f و f  +g در 1 حد دارند.

تابع f.g در 1 حد دارد اما تابع f در 1 حد 
ندارد.

f   (x) = ]x  [-1g   (x)  = x2-1f   (x) g  (x)  = x2 +]x  [-2

تابع  دارند اما  g در 1حد راست  و   f توابع 
f در 1 حد راست ندارد.

g

f   (x)  = 3x   +2g   (x)  = ]x  [-1
 

( )
( )

=f x
g x  

3x  +]x  [+1 

f در 1 حد  تابع  تابع ٢     f در 1 حد دارد اما 
 =  f   (x)ندارد.

− <
 >

2 1
2 1

x

x
 f   2(x)=4 (x +1)

 1 در   f تابع  اما  دارد  حد   1 در   f تابع 
حد ندارد.

f   (x)= x2-1( )f x x= −2 1

x
y

x

− <
=  >

2 1

2 1
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 a در f  +g حد نداشته باشد در مورد وجود حد تابع a در g موجود باشد اما تابع a در f 6  اگر حد تابع

چه می توان گفت؟
تساوی بنابر  آنگاه  باشد  موجود   lim( ( ) ( ))

x a
f x g x

→
+ اگر  زیرا  ندارد  وجود   a در   f  +g تابع   حد 

 g   (x) = (f    (x) +g   (x) - f   (x)) و قضیه حدتفاضل حد تابع g نیز باید در a موجود باشد که خلاف فرض 
است.

7  مقدار b را طوری تعیین کنید که تابع زیر در x    = -1 حد داشته باشد:

[ ]
( ) | |

x x
x

f x x

x b x

 + < −= 
 + > −

2

1

3 1 

[ ]lim

lim
x

x

x x
x b b

x b b

−

+

→−

→−

 + −= = −⇒ ⇒ − + = − → =
 + = − +

2

1

1

1 2 1
1 3 1 2

3 3

8  در شکل زیر نمودار توابع f و g رسم شده اند. با استفاده از نمودارها، مقدار حدهای زیر را بیابید.

( )lim ( ) ( )
x

g x f x
→−

−
2

2

lim ( )
x

g x
→−

−
3

3

lim ( )
x

g x
→

3
2

8

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x

g x f x g x f x
→− →− →−

− = − = − =
2 2 2
2 2 4 0 4  

lim lim ( )
x x

g x g x
→− →−

− = − = − = −
3 3

3 3 3 1 3  

lim ( ) lim ( )
x x

g x g x
→ →

= = 33 3
2 2

8 2 2 3  

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

( )y g x=

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

( )y f x=

y

x
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اهداف درس  

1 درک نحوهٔ محاسبه حد توابع کسری که هم حد صورت و هم حد مخرج در نقطه مورد نظر صفر 

است.

این کتاب حد  اشاره شده است در  این درس  اول  زیرنویس کتاب در صفحهٔ  تذکر: همان طور که در 
کسرهایی مورد بررسی قرار می گیرد که صورت و مخرج کسر متعلق به یکی از دسته های زیر باشند:

٢  چند جمله ای های حداکثر از درجه 2

ax b+ ٣  عبارت رادیکالی به صورت 

2x   +b و یا x   +b ٤ توابع سینوس و کسینوس با حداکثر توان 2 و کمان به صورت

روش تدریس 

در محاسبه حد توابع کسری که به حالت ÷ منجر می شود سعی می شود با ساده کردن صورت و مخرج 
کسر و حذف عامل های صفر کننده، به جواب نهایی دست یابیم. در توضیح اینکه در محاسبه حد چرا مجاز 

به ساده کردن هستیم باید به نکته زیر )که در صفحهٔ 126 کتاب آمده است( اشاره شود:
»هرگاه دو تابع f و g در دو طرف نقطه x   =   a )به جز احتمالاً خود نقطه a( با هم برابر باشند و حد یکی از 
آنها در x   =   a موجود باشد آنگاه حد دیگری نیز در این نقطه موجود است و هر دو مقدار حد با هم برابرند«.

4
درس

محاسبه حد توابع کسری )حالت ÷(
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:x    ≠ 3 را درنظر بگیریم با این شرط که x
x

−
−

2 9
3

به عنوان مثال اگر دو تابع x    +3 و 
دامنه و برد این دو تابع در همسایگی محذوف 3، با یکدیگر برابر است به همین دلیل با توجه به اینکه:

lim نیز وجود دارد و برابر 6 است.
x

x
x→

−
−

2

3

9
3

lim طبق نکته بیان شده )صفحه 126(، 
x

x
→

+ =
3

3 6

lim را به صورت زیر با حذف عامل های صفر کننده از صورت و مخرج 
x

x
x→

−
−

2

3

9
3

به همین دلیل می توانیم 
از طریق ساده کردن حل کنیم:

( )(lim lim
x x

x x x
x→ →

− + −=
−

2

3 3

9 3 3
3

)
( x − 3

lim( )
) x

x
→

= + =
3

3 6  
کسب  قبلاً  که  دانشی  از  که چگونه  است  دانش آموزان  در  توانایی  این  ایجاد  این درس،  اصلی  هدف 
کرده اند برای درک و محاسبه مفاهیم جدید استفاده کنند. در واقع، دانش آموزان در این درس یاد می گیرند 
توابع استفاده  که چگونه از مطالب قبلی که دربارهٔ اتحادهای جبری و مثلثاتی آموخته اند در محاسبه حد 

کنند.
در این درس، همه روش های مورد نظر برای رفع ابهام )محاسبه حد توابع کسری در حالت ÷( به وسیله 
مثال های مختلف توضیح داده شده است. حالات کلی که به نحوهٔ رفع ابهام آنها پرداخته شده است به شرح 

زیر هستند:
1   چند جمله ای ها: در حالتی که با چند جمله ای هایی )البته با درجه حداکثر 2( سرو کار داریم، برای 

تجزیه آنها از اتحادهای جبری نظیر اتحاد مزدوج، اتحاد مربع دو جمله ای و ... استفاده می کنیم.
٢   عبارات گنگ: در صورت وجود عبارات رادیکالی در صورت یا مخرج کسر، برای رفع ابهام و 

حذف عامل های صفر کننده، با ضرب و تقسیم کسر بر مزدوج عبارت گنگ مورد نظر به حل مسئله می پردازیم.
٣  توابع مثلثاتی: در حالتی که کسر شامل توابع مثلثاتی سینوس و کسینوس است با استفاده از اتحادهای 

مثلثاتی نظیر sin2x     =2sinx cosx     =1، sin2x     + cos2x     =1 و cos2x     = cos2x     - sin2x = 1-2 sin2x به محاسبه 
حد  می پردازیم.

در پایان این درس نیز با ارائه مثالی، روش تغییر متغیر توضیح داده شده است. حل یک مسئله هم به روش 
تغییر متغیر و هم به روش های دیگر می تواند برای دانش آموزان جالب باشد.

 در استفاده از روش تغییر متغیر، تغییر متغیری که معمولاً می تواند کمک مناسبی به محاسبه حد در حالت ÷
بکند زمانی که حد تابع در x → a خواسته شده است تغییر متغیر t = x   -a است. به عنوان مثال برای حل  

کار در کلاس صفحه 143 به صورت صفحه بعد عمل می کنیم:
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مقدار حد زیر را بیابید.

sinlim
x

x
xπ→

−
− π

4

2 1

4  

sin ( ) sin( )
lim lim

( )t t

t t

tt
→ →

π π+ − + −
⇒ =

π+ − π0 0

2 1 2 1
4 2

44
4

coslim lim
t t

t
t→ →

−= =
0 0

2 1 1
4

− 2 sin t −2 1
t4

 

sin sinlim lim
t t

t t
t t→ →

−= = −
0 0

2 1
2 2

limsin
t

t
→

×
0  

= − × × =1 1 0 0
2                                                          

 x t
π− = ⇒
4  

t → 0،x π→
4

                                                       پس اگر 

x t
π= +
4

                       

کار در کلاس  ص 143

حل تمرین های درس چهارم ص 144

1 مقدار حدهای زیر را بیابید.
 

2x  2+x -1=x 2-1+x2+x =(x  -1)(x  +1) + x     (x  +1)=(x  +1)(2x  -1)

)الف
( )

lim lim
x x

xx x

x x→− →−

++ − =
+

2

21 1

12 1

3 3

( )
( )

x

x x

−
+

1

2 1

3 1
lim

x

x
x→−

− − −= = = +
−1

1

2 1 2 1
1

3 3

[ ]lim
x

x
+→

=
2

2

)ب ( )[ ] ( )lim lim lim lim
x x x x

xx x x x
x x x+ + + +→ → → →

−− − −= = =
− − −

2 2 2

2 2 2 2

2 28 2 8 2 4

2 2 2

( )x

x

+
−

1

2

2
1

lim ( )
x

x
+→

= + =
2

2 4 8  

)پ
 

( )( )lim lim
( )x x

xx x

x x→ →

−+ − + +× =
− + +22 2

22 2 2 2

4 2 2 ( )x −2 ( )( )x x
= =

×+ + +
1 1

4 4 162 2 2
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) )ت )( )lim lim
( )( )x x

x x x x x

x x x x x→ →

   − + + + − + +× × =      − + + + + − +   4 4

2 2 3 2 1 4 3 2 1

3 2 1 2 3 2 1 8 2 2

( )
lim
x

x

→

−
=

4

4 ( )

( )

x

x

+ +

−

3 2 1

2 4 ( )x
= =

+
6 3

8 42
       

) )ث )lim lim
( )x x

x x x x x

x x x x→ →

+ − − + + −× =
+ + + −20 0

1 1 1 1 2

1 1 x ( )( )x x x
= =

+ + + −2

2
1

21 1 1

) )ج )( )lim lim
( )( )x x

x x x x x x x x

x x x x x x x→ →

  − + + − +× =    − + + − +  

2

1 1

1 1

1 1 1

( )
lim
x

x x

→

−
=

1

1 ( )

( )

x

x

+

−

1

1 ( )x x
= =

+
2

1
2

 

lim را بیابید. ( ) ( )
x

f x g x
→− 1

2

، حاصل  ( ) x
g x

x
+= 2 1 ) و  ) x

f x
x x

+=
− −2

1

2 1
٢  اگر 

( )lim ( ). ( ) lim
( )x x

x
f x g x

x→− →−

+=
+1 1

2 2

1

2 1

( )
( )

x

x

+
×

−
2 1

1
lim

( )x

x
x x x→−

+= = = =
−1

2

1
1 4 22

31 6 3
4  

٣ مقدار حدهای زیر را بیابید.

sin )الف sin ( sin ) sinlim lim lim
cos cos ( sin ) cos ( sin )x x x

x x x x
x x x x xπ π π→ → →

− − + −= × =
+ +

2 2 2

1 1 1 1 2

1 1

 
coslim

cosx

x

xπ→
=

2

2

( sin )x
= =

+
0

0
21

 

)ب
 

cos( ) cos cos sin sin
lim lim

cos sin cos sinx x

x x x

x x x xπ π→ →

π π π+ −
=

− −
4 4

4 4 4

  
(cos sin )

lim
x

x x
π→

−
= ×

4

2

2 (cos sin )x x
=

−
2

2
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 )پ
lim lim lim

| cos | cos sinx x x

x x x
xx x− − −→ → →

= =
− − − +

2 2 2

0 0 0 21 1 1 1
2

  

lim
sinx

x

x−→
= ×

0

4 2
2

2
sin

x

x
× 2

2

= =4
2

2
 

)ت
 

cos cos sinlim lim lim
sin sinx x x

x x
x x x x→ → →

− − − += =
0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 4 2

sin
x

x x

sinlim
x

x
→

= ×
0
4

x
= 4

  

cos )ث cos( ) cos ( )lim lim lim
x t t

x t t
x t t→−π → →

+ − π + − π − += =
+ π 0 0

1 1 1

 

cos ( cos ) ( cos ) coslim lim lim
( cos ) ( cos )t t t

t t t t
t t t t t→ → →

− + − + −= = =
+ +

2

0 0 0

1 1 1 1

1 1
 

sinlim
t

t
→

=
0

sin
cos

t
t t

× = = =
+ +

0 0
0

1 1 1 2  x   +π= t
 

x   = t   -π  
حل: x    -a   =t و اگر x   →  a آنگاه t  →  0 و x    =t   +a پس داریم:

sin )ج cos cos sin sinsin( ) sinsin sinlim lim lim
x a t t

t a t a at a ax a
x a t a a t→ → →

+ −+ −− = =
− + −0 0  

sin (cos )cos lim sin lim cos cos
t t

t t
a a a a

t t→ →

−= + = + =
0 0

1
0  

(cos ) (cos )(cos ) cos sinlim lim lim lim
(cos ) (cos ) (cos )t t t t

t t t t t
t t t t t t t→ → → →

− − + −= = = −
+ + +

2 2

0 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1
 

sinlim(
t

t
t→

= −
0

sin )
cos

t
t

× = − =
+

0
0

1 2  

x t
π= +
3

x پس t  →  0 و داریم  π→
3

x، اگر  t
π− =
3

با تغییر متغیر 

 )چ
sin ( ) sin sinlim lim lim

t tx

x t t
x t tπ → →→

π−
= = × =

− π + π − π0 0
3

1 13
6 2 6 2 2 6 6

 

1 1

1

1

1
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x    =t   +1 و داریم t  →  0 پس x   →  1 اگر ،x    -1   =t با تغییر متغیر

lim )ح lim lim
x t t

x x t t t t
x t t→ → →

− + + − + + + − += =
−1 0 0

2 3 1 2 2 3 1 1 2 3 3 1

1  

( ) ( )lim lim lim
( )t t t

t t t t
t t t t→ → →

− + + + −= + × = +
+ +0 0 0

1 1 1 1
2 3 2 3

1 1
( )

( )t

−= + ×
+ +

1
2 3

21 1
 

= − = +3 1
2

2 2
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5
درس

پیوستگی

اهداف درس  

1  آشنایی با مفاهیم پیوستگی

٢  توانایی تعیین نقاط ناپیوستگی یک تابع با استفاده از نمودار تابع

٣ توانایی تعیین نقاط ناپیوستگی دسته های خاصی از توابع

روش تدریس 

درس با یک فعالیت که شامل نمودارهای چند تابع است آغاز می شود. دانش آموزان با انجام این فعالیت 
با مفهوم پیوستگی یک تابع در یک نقطه به صورت شهودی آشنا می شوند. در صفحهٔ بعد، تعریف پیوستگی 
و نتایج آن ارائه می شود و سپس نمونه هایی از توابع پیوسته و ناپیوسته در یک نقطه، با ارائه نمودارهای آنها 
برای تقویت درک شهودی دانش آموزان از مفهوم پیوسته بودن و ناپیوسته بودن توابع در یک نقطه، ارائه 
شده است. طی این نمونه ها دانش آموزان می توانند به این درک برسند که هرگاه نمودار یک تابع در نقطه ای 
این  تثبیت  برای  است.  ناپیوسته   x    =a در  تابع  است( حتماً  داشته  )گسستی  باشد  قطع شده   x    =a به طول 
مطلب، کار در کلاس صفحه 147 مطرح شده است. تمامی سؤالات کار در کلاس صفحه 147 باز پاسخ 
می باشند و می توانند شامل پاسخ های درست بسیاری باشند که به عنوان نمونه برای هر کدام از آنها یکی از 

پاسخ های درست در صفحهٔ بعد ارائه شده است:
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 3 نقطهٔ  در  که  کنید  رسم  را  تابعی  نمودار    1

تعریف نشده باشد اما حد تابع در x   =3 وجود داشته 
باشد. )توجه کنید که این تابع در x   =3 پیوسته نیست( 
نقطه ای  در  که  کنید  رسم  را  تابعی  نمودار    ٢

 a نقطه  در  هم  تابع  حد  و  باشد  شده  تعریف   a مانند 
موجود باشد اما با مقدار تابع در a برابر نباشد. )توجه 

کنید که این تابع در a پیوسته نیست(. 
عدد  هر  در  که  کنید  رسم  را  تابعی  نمودار    ٣

حقیقی پیوسته باشد.
٤  نمودار تابعی را رسم کنید که همه جا پیوسته 

باشد به جز در دو نقطه.

کار در کلاس  ص 147

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4
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-1

1
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x

y

4

a2-3-4 -2 -1 0 1 3 4
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-4

-2

-1

1

2

3

x

y
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تذکر: دو نکته مهم که درمورد پیوستگی باید به آن توجه شود موارد زیر می باشد:
1 در این کتاب و این فصل فقط مفهوم »پیوستگی تابع در نقطه« بیان شده است و از »تابع پیوسته« هیچ 

حرفی زده نمی شود و جزء اهداف کتاب نمی باشد.
٢ با توجه به تعریف حد و مطالب ارائه شده و بنابر تعریف پیوستگی، در شرایط زیر باید گفته شود که تابع 

f در نقطه x  =   a پیوسته نیست اگر یکی از شرایط زیر را دارا باشد:
fa D∉ الف( 

.)a  =   0 در y x ب( f فقط در یک نقطه a تعریف شده باشد )مانند تابع 
صورت  به  نقطه  در  تابع  یک طرفه«  »پیوستگی  مفهوم  با   ،148 صفحه  فعالیت  انجام  با  دانش آموزان 
a و  مانند  نقطه  تابع در یک  »پیوستگی راست  تعریف  آن  از درک شهودی  شهودی آشنا می شوند و پس 

پیوستگی چپ تابع در همان نقطه« ارائه شده است.
پس از بیان این تعاریف، ارتباط بین پیوستگی راست و چپ تابع برای پیوستگی آن )در یک نقطه( در 
قالب یک قضیه دو شرطی مطرح شده است. پس از آن مثال حل شده ای برای ارائه نمونه ای که از تعاریف 
تعیین  برای  مثال، کار در کلاسی  این  از  بیان شده است و پس  آن استفاده شده،  پیوستگی در  و قضایای 

پیوستگی راست، چپ و دو طرفه توابع در یک نقطه با استفاده از نمودار آنها ارائه گردیده است.

تعریف
lim ( ) ( )

x a
f x f a

+→
= گوییم تابع f در a از راست پیوسته است )یا پیوستگی راست دارد( هرگاه: 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
−→

= گوییم تابع f در a از چپ پیوسته است )یا پیوستگی چپ دارد( هرگاه:  

بنابراین، هرگاه تابع f در یک همسایگی )دوطرفه( a تعریف شده باشد:

f در a پیوسته است اگر و تنها اگر f در a هم از راست و هم از چپ پیوسته باشد.

در سؤال 1 کار در کلاس صفحه 149 تعیین پیوستگی تابع ]  f   (x  )= ]x در چند نقطه و همچنین پیوستگی 
راست و چپ آن با توجه به رسم نمودار تابع در نقاط ارائه شده خواسته شده است.
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تابع ]f   (x)=]x مشخص کنید که در  با رسم نمودار  الف( 
،{0 , 1

2
کدام یک از نقاط مجموعه {2 , 

1 پیوسته است.
2

1  تابع f پیوسته است. فقط در نقطه 

 {0 , 1
2

٢  تابع f پیوستگی راست دارد. در نقاط {2 , 

پیوستگی راست دارد.
پیوستگی   1

2
نقطه  در  دارد.  پیوستگی چپ   f تابع    ٣

چپ دارد.
پایین صفحه 149 تعریف پیوستگی تابع بر یک بازه بیان 

شده است.

کار در کلاس  ص 149
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تعریف )پیوستگی بر بازه(
تابع f را بر بازهٔ باز (a  , b) پیوسته گوییم هرگاه در هر نقطه (a , b) پیوسته باشد.

تابع f را بر بازهٔ بسته ]a , b[ پیوسته گوییم هرگاه تابع f در هر نقطه (a , b) پیوسته باشد و در 
a از راست پیوسته و در b از چپ پیوسته باشد.

بسته صرفاً جهت سهولت  بازه  یک  بر  تابع  پیوستگی  تعریف  دارند  اطلاع  محترم  دبیران  که  همان طور 
بیان صورت قضایایی مانند قضیه مقدار میانگین و ... بیان می شود و به نوعی آن را به عنوان قرارداد تلقی 

می کنند و نه یک مفهوم جدید!
تذکر: »پیوستگی تابع f بر بازه ]a , b[«با مفهوم »پیوسته بودن تابع f در هر نقطه ]a , b[« کاملاً متفاوت 
1 , 0[ پیوسته است اما نمی توان گفت تابع ]y  =]x در هر نقطه 

2
است. به عنوان مثال تابع ]x[=  y بر بازه بسته ]

از ] , 0[ پیوسته است. در این فصل از کتاب پیوستگی تابع بر یک بازه ارائه شده است نه پیوسته بودن 
تابع در تمام نقاط یک بازه. در کار در کلاس های صفحه 150 نیز به این مطلب )پیوستگی تابع بر یک بازه( 

پرداخته شده است.
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1  با رسم نمودار توابع زیر، نقاط ناپیوستگی هر تابع را )در صورت وجود( تعیین کنید.

y    =  x    -]x[ )ب                                        y    =   |x -1|+2 )الف

( )x x x
y

x x

−      ≤
= − +        >

1 1

2 1
پ( ]y     =  ]x[+]- x                                          ت( 

٢  در توابع زیر مقدار a را طوری تعیین کنید که هر تابع در نقطه x    =1 پیوسته باشد.

( )
x x

x
g x x

a x

 + −            ≠=  −
                          

2 2
1

1
1=

)                     ب(  )
x x

f x a x

x x

−        
=              
− +      >

2 1 1

1

2 1

<
= الف( 

k   (x)   =  ( ]x[ - a)]x[ )ت          ( )
[ ]

x
x

h x x
x a x

 −            =  −
 +             ≥

1
0 1

1
1

< < پ( 

٣  نشان دهید به ازای هیچ مقداری برای a، توابع زیر در x    =0 پیوسته نیستند.

| |( )
ax

x
xg x

x

             ≠= 
                  

0

1 0=
)                    ب(  )

x x

f x a x

x x

             
=              
 +        >

0

0

2 1 0

<
= الف( 

٤  الف( نمودار یک تابع را رسم کنید طوری که در صفر ناپیوسته باشد ولی در صفر حد داشته باشد.

ب( نمودار یک تابع را رسم کنید طوری که در دو نقطه 2 و 3 ناپیوسته باشد و در این نقاط حد نداشته 
باشد.

پ( ضابطه یک تابع f را بنویسید طوری که فقط در دو نقطه ناپیوسته باشد.
5 تابع ]f     (x)  =  ]x در بازه (k , 2) پیوسته است. حداکثر مقدار k  چقدر است؟

) بر آن بازه پیوسته باشد. )f x x= − −2 3 6  بازهٔ بسته ای را ارائه کنید که تابع 

حل تمرین های درس پنجم ص 151
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 در x  =0 پیوسته باشد.

cos

( )

x
x

x
b xf x

x a x

− >
 − == 



− <

2

1
0

1 0

2 0

 مقدار a و b را چنان تعیین کنید که تابع 

 
7

تمرین  ص 151

 1

)الف( 
تابع هیچ نقطه ناپیوستگی ندارد

| |y x= − +1 2

)ب( 
 است مجموعه نقاط ناپیوستگی تابع برابر 

[ ]y x x= −
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| |y x= − +1 2
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4 )پ( 
مجموعه نقاط ناپیوستگی تابع برابر مجموعه 

 است
[ ] [ ]

x
y x x

x

∈
= + − =  ∉

0

1





)ت( 
تابع فقط در نقطه x  =1 ناپیوسته است

( )x x x
y

x x

− ≤
= − + >

1 1

2 1

 ٢
lim ( ) lim ( )

lim ( )
lim ( ) lim ( )

x x

x

x x

f x x

f x
f x x

− −

+ +

→ →

→
→ →

= − =
=

= − + =

1 1

1

1 1

2 1 1

1
2 1

الف( 

.a =1 برقرار باشد باید داشته باشیم lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
1

1 چون f     (1)  =  a پس برای آنکه شرط 

( )
lim ( ) lim lim
x x x

xx x
g x

x→ → →

−+ −= =
−

2

1 1 1

12

1

( )
( )

x

x

+
−

2

1
= 3 ب( 

.a  =3 پس باید f     (1)  =  a چون
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( )
lim ( ) lim lim

x x x

xx
h x

x− − −→ → →

−−= =
−1 1 1

11

1 ( )x −1 ( )x
=

+

1

21
پ( 

lim ( ) lim [ ]
x x

h x x a a
+ +→ →

= + = +
1 1

1
 

lim موجود باشد باید داشته باشیم ( )
x

h x
→1

پس برای آنکه 

a a= + ⇒ = −1 1
1

2 2
 

lim پس h در x    =1 پیوسته می شود. ( ) ( )
x

h x h
→

= =
1

1
1

2
حال چون 

lim پس: [ ]
x

x
−→

=
1

0 lim و  [ ]
x

x
+→

=
1

ت( چون 1

lim ( ) lim ([ ] )[ ]
x x

h x x a x a
+ +→ →

= − = −
1 1

1  

lim ( ) lim ([ ] )[ ] ( )( )
x x

k x x a x a
− −→ →

= − = − =
1 1

0 0 0
پس برای وجود حد باید داشته باشیم a   =0  -1 پس a    =1 و در این صورت داریم: 

lim پس k در x    =1 پیوسته می شود. ( ) ( )
x

k x k
−→

= =
1

0 1

  ٣

وجود   lim ( )
x

f x
→0

پس   lim ( ) lim ( )
x x

f x x
+ +→ →

= + =
0 0

2 1 1 و   lim ( ) lim
x x

f x x
− −→ →

= =
0 0

0 الف( 

ندارد پس a هر مقدار هم که باشد تابع f در x    =0 پیوسته نیست.

lim ( ) lim lim
| |x x x

ax ax
g x

x x+ + +→ → →
= =

0 0 0
a= ب( 

lim ( ) lim lim
| |x x x

ax ax
g x a

x x− − −→ → →
= = = −

−0 0 0  
a   =  -a ⇒ 2a   =0 ⇒ a   =0 lim موجود باشد باید داشته باشیم:  ( )

x
g x

→0
پس برای آنکه 

 x    =0 در g نیز تابع a   =0 پس برای lim ( ) ( )
x

g x g
→

= ≠ =
0

0 1 0 اما در این صورت خواهیم داشت 
نمی تواند پیوسته باشد.
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٤  سؤالی باز پاسخ می باشد که یک پاسخ به عنوان نمونه آورده شده است.

( )
x

f x x

x

− ≤
= < <
 ≤

1 1

1 1 2

3 2

)پ(                      

5  تابع ]f     (x)  =  ]x در بازه )2,3( پیوسته است امّا چون دو نقطه x    =3 پیوسته نیست پس حداکثر 

مقدار k برابر 3 است.
) برابر است با ]3, ∞-( و تابع f روی بازه های بسته ای مانند  )f x x= − −2 3 6  دامنه تابع 

]2,3[ ، ]1,2/5[ و ... پیوسته است.
lim ( ) lim ( )

x x
f x x a a

− −→ →
= − = −

0 0
2 2    7

cos cos cos sinlim ( ) lim lim lim
cos ( cos )x x x x

x x x x
f x

xx x x x+ + + +→ → → →

− − + = = × = + + 

2

2 2 20 0 0 0

1 1 1

1 1

sinlim lim ( ) ( )
cosx x

x
x x+ +→ →

   = = =   +   

2
2

0 0

1 1 1
1

1 2 2  
f     (0)  =  b   -1                                                                      

a, مقدار تابع = حد چپ = حد راست b a b
−⇒ = − = − ⇒ = =1 1 3

2 1
2 4 2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4
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