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در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.



نگاه کلی به فصل  

این فصل در ادامه بحث مثلثات کتاب پایهٔ دهم آمده است. در پایهٔ دهم دانش  آموزان با مفهوم نسبت های مثلثاتی 
در مثلث قائم الزاویه آشنا شده و سپس به تعریف این نسبت ها در دایره مثلثاتی پرداخته شده است. همچنین مفهوم 
زاویهٔ  مثلثاتی و جهت مثلثاتی آموزش داده شده است. در ادامه همان فصل از کتاب دهم، آشنایی مقدماتی با برخی 
و   60°  ،45°  ،30° تند  زوایای  برای  فوق  مفاهیم  همه  است.  گرفته  مثلثاتی صورت  اتحادهای  و  مثلثاتی  معادلات 

زوایای مرزی °0، °90، °180، °270 و °360 انجام گرفته است.
پایهٔ یازدهم ادامه مباحث فوق دنبال می شود. به طورکلی این فصل بر دو  در فصل چهارم از کتاب حسابان 1 
مفهوم اصلی »رادیان« و »تابع مثلثاتی« و یک مهارت اصلی »یافتن مقدار نسبت های مثلثاتی برای زوایای غیرتند و 
غیرمرزی« تمرکز دارد. بدیهی است در خلال یادگیری این دو مفهوم و مهارت اصلی، دانش آموز با خرده مفاهیم و 

مهارت های دیگری نیز آشنا می شود.
به ترتیب در درس های اول و سوم مطرح شده است. درس دوم به مهارت  دو مفهوم اساسی گفته شده در بالا 
اساسی مورد اشاره می پردازد. از آنجا که مفاهیم مهارت های مدنظر این فصل در ارتباط تنگاتنگ با یکدیگر هستند 
سعی شده است تابه نوعی پیوستگی بین این مفاهیم و مهارت ها لحاظ شود. مثلاً تعمداً مهارت فوق الذکر را در درس 
دوم طرح کرده تا از آن در درس سوم که به مفهوم تابع مثلثاتی می پردازد استفاده شود. بنابراین رعایت تقدم و تأخر 
در ارائه ادامه مطالب به صورتی که در کتاب آمده ضروری است. نکته مهم دیگر این است که وصل کردن مفاهیم 
به یکدیگر گرچه یادگیری را معنادار و ماندگار می کند لیکن نباید در این زمینه افراط شود چرا که ضعف احتمالی 
دانش آموز در یک مفهوم در یادگیری مفاهیم دیگر ایجاد مانع می کند. بنابراین رعایت اعتدال در اتصالات مفهومی 
( که در درس اول  l

r
θ = ضروری است. به عنوان مثال رابطه بین طول کمان، شعاع و اندازه زاویه برحسب رادیان )

این فصل مطرح شده گرچه با مفهوم رادیان در ارتباط است لیکن همانطورکه در مثال های این درس آمده، دانش آموز 
می تواند طول کمان روبه رو به یک زاویه را بدون دانستن اندازهٔ زاویه برحسب رادیان و تنها با یک نسبت و تناسب 
ساده )و بدون تبدیل از درجه به رادیان( به دست آورد. بنابراین اصرار برحفظ این فرمول و تبدیل اندازه زاویه از درجه 

به رادیان و سپس به کارگیری فرمول غیرضروری سبب ایجاد درکی ناقص از این رابطه می شود. 
در توضیح تصویر عنوان فصل باید گفت که توابع مثلثاتی که موضوع اصلی و محوری این فصل می باشد در 
آنالیز فوریه نقش کلیدی دارند. از بسط های فوریه که براساس توابع مثلثاتی هستند برای مدل سازی امواج نوری در 

فوتونیک استفاده بسیار می شود. یکی از کاربردهای بسط های فوریه در مدل سازی فیبرهای نوری است.
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نقشه مفهومی فصل 4   
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اهداف درس    

1  آشنایی با مفهوم رادیان

٢  درک و استفاده از رابطه بین طول کمان، شعاع دایره و اندازه زاویه برحسب رادیان

٣  توانایی تبدیل واحدهای اندازه گیری زاویه )درجه رادیان( به یکدیگر

این سؤال  به جای درجه است.  از واحد رادیان  لزوم استفاده  مثلثات  از سؤالات اساسی مبحث  یکی 
اغلب از سوی دانش آموزان مطرح می شود که چرا باید از رادیان به جای زاویه استفاده کنیم. از زاویه دید 
آموزشی گام اول در آموزش یک مفهوم ایجاد انگیزه در یادگیرنده است و چنانچه دانش آموز به نحو مناسبی 
احساس نیاز به یادگیری مفهوم جدید نکرده و برانگیخته نشود در ادامه بحث نیز با کلاس درس همراهی 
نخواهد کرد. متأسفانه در مورد برخی مفاهیم ریاضی از جمله واحد رادیان امکان پاسخ گویی دقیق به این 
سؤال برای دانش آموز وجود ندارد. دلیل این امر نیاز به دانستن برخی مفاهیم دیگر است که هنوز دانش آموز 
با آنها آشنایی ندارد. در واقع عمده مفاهیم زمانی که در یک شبکه مفهومی ارائه می شوند معنا پیدا می کند 
و لزوم آموزش هر کدام هویدا می شود. ولی در فرایند آموزش ناچاراً باید تقدم و تأخری )ولو مصنوعی( 
را برای ارائه بخش های مختلف یک شبکه مفهومی در پیش گرفت تا دانش آموز به یکباره با حجمی زیاد 
از مفاهیم مواجه نشود. از این رو لزوم یادگیری برخی مفاهیم در زمان آموزش آنها به طور کامل قابل بیان 
نیست. برخی مفاهیم مثلثاتی از جمله رادیان از این دست است. واحد درجه هنگامی که با مسائل هندسی 
مواجه می شویم اغلب کافی و حتی مناسب تر است. در این نوع مسائل اغلب بحث از نسبت های مثلثاتی 
است )که معمولاً به صورت نسبت اضلاع در یک مسئله هندسی ظاهر می شوند( و نه تابع مثلثاتی به مفهومی 
که در جبر و آنالیز مطرح است. مفهوم رادیان هنگامی که می خواهیم عملیات های آنالیزی مانند مشتق گیری و 
انتگرال گیری بر روی توابع مثلثاتی انجام دهیم مناسب تر است و موجب ساده تر شدن روابط می شود. در 
این موارد چنانچه تابع مثلثاتی را برحسب درجه تعریف کرده باشیم اغلب هنگام مشتق گیری و انتگرال گیری 

ضرایبی تولید می شود که در محاسبات آزاردهنده است.

1
درس

رادیان
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θ برحسب رادیان:

θ برحسب رادیان = s
R

θ       رادیاندرجه        θ
=

π
r O

180

با توجه به اصول هندسی می توان نشان داد که )به مساحت مثلث ها و قطاع ایجاد شده توجه کنید.(
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BB

AB R

 ′ = θ


′ = θ
 ′ ′′=                  = θ = θ طول کمان

                                                                                              شعاع    زاویه برحسب رادیان
′ ′ ′< <AA AB BB

sin sin tansin tan
sin sin sin

θ≠ ⇒ θ≠ θ θ θθ < θ < θ → < <
θ θ θ

0 0

sincos
sin cos
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معکوس سازی
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θ θ θ0 0 0 0
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1 1 1

قضیه فشردگی
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θ برحسب درجه:
       θ        θ π= ⇒        θ = θ

π
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رادیان

مشابه قبل داریم:
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sin
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قضیه فشردگی

sin
lim
d

d

dθ →

θ π⇒ =
θ0 180

اکنون به مشتق تابع y   =sinx توجه کنید.

sin) ( sin sin cos)sin ( lim lim
h h

x h x x h
x

h→ →

+ −′ = =
0 0

cos sin sinx h x
h

+ −

sinlim
h

x
→

=
0

cos sin sinx h x+ − cos sin sinlim cos lim
h h

x h h
x

h h h→ →

    = =
0 0

اکنون بسته به اینکه در تابع y   =sinx متغیر x و به تبع آن متغیر h را برحسب رادیان گرفته ایم با درجه حد 
sinlim می تواند متفاوت باشد و لذا برای مشتق تابع y   =sinx خواهیم داشت

h

h
h→

  
0

sincos lim
h

h
x

h→

  
0

sinlim )sin ( cos

sinlim )sin ( cos

h

h

h
x x

h

h
x x

h

→

→

  ′          ⇒ = ⇒ =

  π π′                    ⇒ = ⇒ =

0

0

1

180 180

x و h برحسب رادیان

x و h برحسب درجه

اکنون فرض کنید که بخواهیم از تابعی که شامل توابع مثلثاتی متعدد است مشتق بگیریم. در این صورت 
ضرایب مختلفی ایجاد خواهد شد که به ویژه در مشتقات مراتب بالاتر باعث پیچیده شدن غیر ضروری عبارت 
می شوند. به هر حال ذکر دلایل فوق برای دانش آموزان ممکن نیست و باید به طریق دیگری لزوم استفاده از 

رادیان مطرح شود.
به هرحال باید یادآور شد که در هر مسئله ای که بتوان از درجه استفاده کرد قطعاً همان مسئله با مفهوم 
رادیان نیز قابل حل است و برعکس )از رابطه تبدیل واحدها استفاده کنید( و هدف تنها ساده سازی روابط 
است. این مشابه استفاده از دو واحد سانتی گراد و فارنهایت برای دما است. بدیهی است که همه مسائل 
فیزیکی را با هر دو می توان حل کرد اما گاهی استفاده از یکی راحت تر است. از آنجا که در درس اول از 
این فصل هنوز بخشی راجع به تابع مثلثاتی و همچنین مشتق گیری و انتگرال گیری مطرح نشده، بنابراین بیان 

دلیل اصلی معرفی و لزوم استفاده از واحد رادیان ساده نیست.

1
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روش تدریس   

به هر حال برای ایجاد انگیزه سؤالی در فعالیت اول این درس مطرح شده که از دانش آموز کشف رابطه ای 
بین اندازه زاویه و طول کمان روبه رو به آن مطالبه شده است و نهایتاً مفهوم رادیان در پایان این فعالیت تولید 
می شود. توصیه می شود که قبل از ورود به فعالیت توضیح چندانی راجع به دلیل معرفی رادیان داده نشود 

و به جای آن به فعالیت پرداخته شود.

در سؤال 1 از این فعالیت ابتدا از دانش آموز خواسته می شود تا طول ضلع PQ را با اطلاعات داده شده 
در شکل به دست آورند. این سؤال فرصتی برای مرور مفاهیم سال گذشته فراهم می کند. توصیه می شود که 
چنانچه دانش آموز برخی مفاهیم سال گذشته را فراموش کرده در همین جا توقف کوتاهی صورت گرفته و در 

چارچوب این سؤال مفاهیم یادآوری شود.
طول  دانش آموز  از  می تواند  معلم  اما  است.  سینوس  نسبت  از  استفاده  مستلزم  سؤال  این  پاسخ  مثلاً 
ضلع OQ را نیز مطالعه کند تا نسبت کسینوس نیز یادآوری شود. همین طور می توان نسبت های دیگر را 
OPQ همان روابط را جویا شد. پس از 

∧ درخواست کرد و سپس برای زاویه دیگری از شکل یعنی زاویه 
حصول اطمینان از یادآوری مطالب سال گذشته به صورت سریع و اشاره وار مجدداً به جریان اصلی فعالیت 
باز می گردیم. در سؤال 1 محاسبه طول ضلع روبه رو به زاویه α خواسته شده بود که با نسبت سینوس قابل 
محاسبه است. در سؤال 2 از دانش آموز خواسته می شود که با همان داده ها طول کمان روبه رو به همان زاویه 
را بیابد. گرچه یک دانش آموز تیزهوش با دانش قبلی خود و بدون مدد از مفهوم رادیان می تواند این رابطه 
را کشف کند لیکن سطح این مسئله برای دانش آموزان متوسط به حد کافی چالشی و برانگیزاننده است و 
لزوم ارائه مفهوم جدیدی به نام رادیان را در ذهن آنها منطقی جلوه می دهد. این فعالیت به صورت گام به گام 
به سمت معرفی رادیان حرکت می کند. این سؤال در ادامه پاسخ داده شده و از دانش آموزان خواسته شده تا 

به طور مشابه محاسبات را برای دایره های دیگری انجام دهند )قسمت الف سؤال 2(.
بین  رابطهٔ  برای کشف  که  می دهد  این سو سوق  به  را  دانش آموزان  اندک اندک  قسمت ب  محاسبات 
اندازه زاویه و طول کمان روبه رویش می بایست اندازه زاویه را به گونه ای دیگر بیان کنیم. ادامه فعالیت در 
واقع به دانش آموز پیشنهاد می کند که نسبت طول کمان روبه رو به زاویه به طول شعاع دایره می تواند معیاری 
جایگزین برای اندازه گیری زاویه باشد چرا که مستقل از دایره است و تا زمانی که اندازه زاویه تغییر نکند این 
نسبت نیز تغییر نمی کند )در دایره های با شعاع مختلف نسبت یکسان است(. دانش آموز با تعمیم این نسبت 
به حالت کلی )یعنی در هر دایره دلخواه( مطمئن می شود که مادامی که زاویه تغییر نکند، این نسبت نیز تغییر 

فعالیت  ص 92
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با این نوع اندازه گیری، ارتباط بین زاویه  نمی کند و لذا می تواند معیاری برای اندازه گیری زاویه باشد که 
و طول کمان روبه رو به آن به طور طبیعی پیدا می شود )البته با وساطت طول شعاع(. در پایان فعالیت این 
نسبت را که برای حالت تعمیم یافته )یعنی در دایره دلخواه( بررسی شد برای زاویه ای خاص که همان زاویه 
یک رادیان است بررسی می کنیم. این به آن دلیل است که در ریاضیات رادیان را تعریف نمی کنند بلکه »یک 

رادیان« را تعریف می کنند. یادآور می شود که سیر فعالیت به صورت زیر قابل بخش بندی است.
گام اول: یافتن نسبت طول کمان به شعاع برای یک زاویه خاص )برحسب درجه( در یک دایره خاص 

)به شعاع 2(: سادگی محاسبات
گام دوم: یافتن نسبت برای همان زاویه )برحسب درجه( در یک دایره تعمیم یافته )شعاع r(: استقلال 

مفهوم از ابعاد دایره
گام سوم: یافتن نسبت برای یک زاویه خاص )این بار برحسب رادیان است و اندازه آن برحسب درجه 

داده نشده است( در یک دایره تعمیم یافته: مفهوم یک رادیان.
است  شده  کشف  فعالیت  پایانی  بخش  در  آن  از  پیش  که  رادیان  یک  ریاضی  تعریف  فعالیت،  از  پس 
به طور صریح آورده شده است. سپس زوایای 1 تا 6 رادیان را رسم کرده تا اختلاف بین واحدهای رادیان 
و درجه برجسته تر شود و شهود اولیه دانش آموزان از رادیان کامل تر شود. در ادامه بر مبنای بحث های 
صورت گرفته در فعالیت، رابطه بین اندازه زاویه برحسب رادیان و نسبت طول کمان روبه رو به زاویه به شعاع 
و نیز به رابطه تبدیل درجه به رادیان و برعکس پرداخته شده و مثال هایی برای هر کدام آورده شده است. برای 
پرهیز از حفظ صرف فرمول ها ابتدا مثال ها آورده شده و برمبنای دانش کسب شده در فعالیت ها و مثال ها 
به رابطه ها پی برده و نهایتاً در پایان تصریح شده است. بنابراین لازم است تا به همین شیوه دانش آموزان در 
مسیر کشف رابطه ها هدایت شوند و نه صرفاً با مواجه آنی و تکیه برحفظ کردن مکانیکی روابط، این مفاهیم 

منتقل شوند.

کار در کلاس  ص95

در این کار در کلاس دانش آموزان زاویه هایی را که در مثلثات پایهٔ دهم فراگرفته مجدداً بررسی می کنند و 
ضمن یادآوری مفاهیم قبلی با تبدیل زاویه ها به رادیان مفاهیم فراگرفته شده در این درس را مرور می کنند.

در کتاب درسی ممکن است تعداد و تنوع مثال ها کافی نباشد. همکاران گرامی می توانند با ارائه مثال های 
بیشتر و متناسب با سطح دانش آموزان خود و نیز رعایت اصول مدنظر کتاب، این بخش را غنی تر کنند. نکته 

مورد تأکید در اینجا استفاده از مثال های کاربردی است. 
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1 در زیر برخی از زاویه ها بر حسب رادیان داده شده است. مانند نمونه، آنها را با زوایای داده شده 

در دایره های مثلثاتی زیر نظیر کنید.

          
πθ =1

2
2

ث( 
 

πθ =4
2
3  

ت(
 

πθ =5
2
4

پ( 
 

πθ =3
2
5

ب( 
 

πθ =6
2
6

الف(

θ10=6π )د
                

θ9=5π )خ
                

θ7=4π )ح
                   

θ8=3π )چ
          

θ2=2π )ج

حل تمرین های  برگزیده

٢ شکل فضایی و گستردهٔ یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعده مخروط  r    =6  cmو ارتفاع 

آن h  =8cm می باشد. اندازهٔ زاویه قطاع حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟

PR : رابطه فیثاغورس  rad
RP

π π= + = ⇒ θ = = =
= π× = π

2 2 12 66 8 10
10 52 6 12
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1  برای هر یک از زاویه های زیر مشخص کنید که انتهای کمان در کدام ربع دایره مثلثاتی قرار می گیرد و سپس شکل تقریبی 
زاویه را همانند نمونه رسم کنید.

انتهای کمان در ربع .... است.            انتهای کمان در ربع .... است.

1ــ به قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع و کمانی از دایره است قطاع گفته می شود.

24
cm

 h  =8cm و ارتفاع آن r    =6  cm 3  شکل فضایی و نیز شکل گستردهٔ یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعده مخروط
می باشد. اندازه زاویه قطاع1 حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟ 

انتهای کمان در ربع .... است.                 انتهای کمان در ربع چهارم است.

⇒⇒

h 
  

 c
m

=
8

r cm=6

اتـومبیلـی24سانتی متر است.  پـاک کن عقب  بـرف  2 طول 
طـی   120° انـدازه  بــه  کمانـی  پـاک کن،  برف  کنید  فـرض 

) /π 3 14 می کند.)
الف( اندازه کمان را برحسب رادیان به دست آورید.

ب( طول کمان طی شده توسط نوک برف پاک کن چند سانتی متر 
است؟

πθ = −
6                             

πα = π + =
3                         

π πβ = − =
2 4                         

πγ = π − =
6

O θ

 تمرین 

P

R

θ
R
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اهداف درس  

1  رابطه مقدار نسبت های مثلثاتی زوایای متمم

٢  به دست آوردن نسبت های مثلثاتی زوایای قرینه و مکمل
π + θ
2

٣  به دست آوردن نسبت های مثلثاتی زوایای 

گاهی بین دو زاویه ارتباطی وجود دارد، در این صورت معمولاً بین مقدار نسبت های مثلثاتی آنها نیز رابطه ای 
برقرار است. اهمیت درک این ارتباط ها به دو دلیل عمده برمی گردد. دلیل اول آن است که درک و استفاده از 
این روابط بعداً در حل معادلات مثلثاتی نیاز می شود. از سوی دیگر برای پیدا کردن مقدار نسبت های مثلثاتی 

زوایای غیرتند و غیرمرزی )مثلاً زاویه °120 که پرکاربرد نیز است( نیاز به دانستن این روابط می باشیم.

روش تدریس  

2
درس

نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

این فعالیت به کشف رابطه بین مقادیر نسبت های مثلثاتی برای دو زاویه متمم می پردازد. دقت شود که 
در مورد زاویه های متمم خود رابطه مهم است و از این رابطه برای محاسبه استفاده نمی شود. مثلاً این گونه 
به  دو  این  بین  رابطهٔ  از طریق  و سپس  یافته  را   cos30° مقدار  ابتدا   sin60° مقدار  یافتن  برای  که  نیست 

فعالیت  ص 98
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مقدار sin60° دست یابیم! این در حالی است که بقیه روابط مطرح شده در این درس عموماً جهت محاسبه 
نسبت های دیگر زوایا به کار گرفته می شود. بنابراین رابطه بین نسبت های زوایای متمم از این جهت که در 
محاسبه نسبت های دیگر زوایا به کار نمی رود استثنا است و به همین دلیل آن را در ابتدای این درس مطرح 

کرده و سپس به بیان دیگر روابط و محاسبات مربوط به آنها پرداخته ایم.

دهم  پایهٔ  مثلثات  در  که  شود  توجه  می پردازیم.  قرینه  زوایای  مثلثاتی  نسبت های  به  فعالیت  این  در 
دانش آموزان با محورهای سینوس و کسینوس و نیز نمایش مختصات یک نقطه برحسب زاویه مربوطه آشنا 
شده اند. در اینجا معلم می تواند در صورت نیاز مطالب سال قبل را ابتدا مرور کرده و سپس به این فعالیت 
بپردازد. دقت شودکه نحوهٔ پیدا کردن روابط بین زوایای قرینه از طریق دایره مثلثاتی است در حالی که برای 
یافتن رابطه برای زوایای متمم از مثلث قائم الزاویه استفاده شده بود. دلیل این امر آن است که یافتن رابطه 
برای زوایای متمم از طریق دایره مثلثاتی دشوارتر از مثلث قائم الزاویه است و ضمناً به این صورت دو روش 

مختلف )استفاده از مثلث قائم الزاویه و استفاده از دایره مثلثاتی( را به دانش آموز آموزش می دهیم.

یک مثلث قائم الزاویه دلخواه مانند شکل زیر 
را در نظر بگیرید.

A

B

C
a

bc

− θ
θ

π
2

با توجه به شکل، دو ستون روبه رو را همانند 
دو  در  مساوی  مقادیر  سپس  و  کامل  نمونه 

ستون را با هم نظیر کنید.

sin) ( c
a

π − θ =
2

sin θ = b
a

cos ) ( b
a

π − θ =
2cos θ = c

a

tan ) ( c
b

π − θ =
2

           tan θ = b
c

cot ) ( b
c

π − θ =
2

          cot θ = c
b

فعالیت  ص 99



163فصل چهارم: مثلثات

الف( باتوجه به رابطهٔ بین مختصات نقاط P و Q روابط مثلثاتی زیر را مانند نمونه تکمیل کنید.

xQ
 = xP ⇒ cos)-α( = cosα

yQ = -yP ⇒ sin)-α(=-sinα

ب( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط به دست آمده از قسمت الف کامل کنید.

tan )-α( = sin) ( sin tan
cos) ( cos

−α − α= = − α
−α α

 

cot )-α( = cos) ( cos cot
sin) ( sin

−α α= = − α
−α − α

 

o x

y

−α

α

Q QQ(x ,y ) Q(cos( ), sin( ))= −α −α

P PP(x ,y ) P(cos , sin )= α α

انتهای   P نقطه  روبه رو  مثلثاتی  دایره  در 
است.مختصات   α زاویه  به  روبه رو  کمان 
 α زاویه  مثلثاتی  نسبت های  برحسب   P نقطه 
که در سال گذشته آموختید، داده شده است. 
واضح  مختصات  دستگاه  به  توجه  با  همچنین 
است که قرینه نقطه )P  )xP   ,   yP نسبت به محور 
xها نقطه )Q  )xQ    ,   yQ( = Q  )xP   ,  -yP می باشد.

فعالیت  ص 100

روش فعالیت قبل مجدداً برای دو زاویه مکمل در این فعالیت نیز استفاده شده است. سپس روابط برای 
α و π + α  مشابهاً توضیح داده شده است. توصیه می شودکه برای حالت α و π + α نیز دبیر محترم دایره 

مثلثاتی را رسم و محاسبات را همانند  α و π - α  به کمک دانش آموزان به دست آورد.
 2kπ+ α 2 بحث شده و سپس آن را برای زوایایπ+ α و α در صفحه 101 ابتدا روابط برای زوایای
تعمیم داده ایم. توجه می شود که برای زوایای مکمل، ضلع پایانی دو زاویه در دایره مثلثاتی بر روی هم قرار 
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می گیرد. بنابراین توصیه می شود که در شکل بالایی صفحه 101 ابتدا زاویه α به تنهایی در دایره مثلثاتی 
رسم شود. )پای تابلو یا به کمک نرم افزار( و سپس به کمک دانش آموزان زاویه دوم که همان 2π+ α است 
ترسیم گردد تا وجود دو زاویه در شکل برجسته تر گردد. آنگاه به یافتن روابط بین نسبت های مثلثاتی این دو 

زاویه پرداخته شود.
از آنجا که زوایای  α- و 2π - α نیز هم انتها هستند با روشی مشابه می توان رابطه نسبت های مثلثاتی بین 
آنها را به دست آورد. سپس با توجه به رابطه بین زوایای قرینه که پیش تر در فعالیت ص 99 به آن پرداخته 

شده می توان رابطه بین 2π - α و α را به دست آورد.

این کار در کلاس به نوعی جمع بندی مطالب فرا گرفته شده در فعالیت های قبل است. گفتنی است در برخی 
منابع آموزشی مفهومی به نام »زاویه مرجع«1 مطرح می شود. این زاویه برخلاف زوایای مثلثاتی جهت )یا علامت( 
ندارد و همواره یک زاویه تند است. برای پیدا کردن نسبت های مثلثاتی یک زاویه داده شده در این منابع ابتدا 
نحوه پیدا کردن زاویه مرجع برای زاویه داده شده آموزش داده می شود و سپس نشان می دهند که مقدار نسبت 
مثلثاتی برای یک زاویه همواره به کمک مقدار نسبت مثلثاتی برای زاویه مرجع آن به دست می آید. زاویه مرجع 
کوچک ترین زاویه ای است که ضلع پایانی زاویه با محور xها )نه لزوماً بخش مثبت محور( می سازد. اگر به جدول 
داده شده در سؤال 2 این کار در کلاس دقت شود، زاویه θ در این جدول برای زوایای مختلف همان زاویه مرجع 
می باشد که با یافتن آن می توان مقدار نسبت های زوایای داده شده را یافت. در این جدول از دانش آموز خواسته 
θ که همان زاویه مرجع می باشد را نیز مشخص کند. همان طور که در نمونه کامل شده آمده برای زاویه θ می شود تا 

جهت مشخص نشده است در حالی که برای زاویه α داده شده که یک زاویه مثلثاتی است جهت رسم شده 
است. )به پیکان ها دقت کنید(. به هر حال متذکر می شود که آموزش زاویه مرجع جزء اهداف کتاب درسی 
نیست و بدون ذکر نام آن و با کمک جدول فوق نحوه محاسبه مقدار نسبت های مثلثاتی آموزش داده می شود. 

مطالب فوق راجع به زاویه مرجع جهت دانش افزایی دبیران محترم مطرح شده است.

کار در کلاس  ص 102

 Reference angel ــ1
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α = 2k   π + θα = 2k    π  - θα = π + θα = π - θ                  
   
نسبت

 زاویه         

انتهای کمانربع دوم ...............

نسبت+-نسبت+-نسبت+-نسبت+-

ترسیم زاویه α و 
تشخیص علامت 

نسبت ها

sin αsin αsin αsin α

cos αcos αcos αcos α

tan αtan αtan αtan α

sin )2kπ+θ( = sinθsin )2kπ- θ( =  - sinθsin )π+θ( = - sinθsin )π- θ( = sinθsin α

cos )2kπ+θ( =  cosθcos )2kπ- θ( =   cosθcos )π+ θ( = - cosθcos )π- θ( = - cosθcos α

tan )2kπ+ θ( =  tanθtan )2kπ- θ( =  -tanθtan )π+ θ( = tanθtan )π- θ( = - tanθtan α

cot )2kπ+θ( =  cotθcot )2kπ- θ(   =  -cotθcot )π+ θ( = cotθcot )π- θ( = - cotθcot α

 2kπ-θ از کدام ستون جدول بالا می توان کمک گرفت؟ چرا؟ از ستون )α=-θ( ٔ٣  برای زوایای قرینه

چون ضلع انتهایی آنها بر روی هم منطبق می شود و لذا مختصات نقطه پایانی کمان ها یکسان است.

θ
α

θ
θα

α
θ

α
θ

α

θ
θα

α
θ

α
θ

α

θ
θα

α
θ

α

) (π< θ <0
2

٢  جدول زیر را همانند نمونه کامل کنید. 

است  فعالیت  این  هدف  که   π + θ
2

و   θ زاویه  دو  مثلثاتی  نسبت های  بین  رابطه  آوردن  به دست  برای 
OP و  P

∆
′ ابتدا همنهشتی دو مثلث  اینجا  با فعالیت های قبلی استفاده شده است. در  از روشی متفاوت 

OQQ به حالت وتر )که شعاع دایره است( و یک زاویه تند )θ( به تساوی اضلاع آنها پی می بریم. سپس با 
∆

′

توجه به اینکه نقطه پایانی هر کدام از دو زاویه در چه قسمتی از صفحه مختصات هستند علامت مختصه های 
P و  بین مختصات  از طریق تساوی اضلاع مثلث های همنهشت رابطه  نقاط مشخص و  این  برای   y x و 
با تکمیل رابطه بین مختصه های طول و عرض این نقاط و بازنویسی هر کدام برحسب  Q کامل می شود. 
نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس زوایای مربوطه، رابطه های مثلثاتی مدنظر برای نسبت های سینوس و 

فعالیت  ص 103

θ
α

θ
θα

α
θ

α
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کسینوس کشف می شوند. در قسمت ب از این روابط برای پیدا کردن روابط دو نسبت تانژانت و کتانژانت 
استفاده شده است. روش ارائه شده در این فعالیت را می توان برای به دست آوردن روابط فعالیت های قبلی 
نیز به کار برد. معلم محترم می تواند از دانش آموزان بخواهد تا نحوه به دست آوردن روابط قبلی را به کمک 

این روش بررسی کنند. 
103 فصل چهارم : مثلثات

π  رسم شده اند.
2

 + θ و θ در دایرهٔ مثلثاتی روبه رو زاویه های

sin ( ( cosπ + θ = θ
2

 cos( ( sinπ + θ = − θ
2

 tan ( ( cotπ + θ = − θ
2

 cot ( ( tanπ + θ = − θ
2

O
x

y

θ

θ

P(cos θ,sin θ)

+ θ + θQ(cos( ),sin( ))
π π
2 2 Q′

P′

OQQهم نهشت هستند. 
∆

′ OPP و   
∆

′ الف( با توجه به شکل، نشان دهید دو مثلث 
ب( از تساوی اضلاع نظیر در دو مثلث فوق روابط زیر را همانند نمونه تکمیل کنید.

cos( ( sinQ px y
π= − ⇒ + θ = − θ
2

yQ = ………………  
پ( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط قسمت ب کامل کنید.

tan( (π + θ =
2

 ………………

cot ( (π + θ =
2

 ………………

π روابط زیر برقرار است.
2

 + θ و θ ٔبه طور کلی برای دو زاویه

 فعالیت 

π  رسم شده اند.
2

 + θ و θ در دایرهٔ مثلثاتی زیر زاویه های

OQQهم نهشت هستند. 
∆

′ OPP و   
∆

′ الف( با توجه به شکل، نشان دهید دو مثلث 
ب( از تساوی اضلاع نظیر در دو مثلث فوق روابط زیر را همانند نمونه تکمیل کنید.

cos ) ( sinQ px y
π= − ⇒ + θ = − θ
2

yQ = sin) ( cosPx
π⇒ + θ = θ
2

 
پ( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط قسمت ب کامل کنید.

tan) (π + θ =
2

 
sin) ( cos cot

sincos) (

π + θ θ= = − θ
π − θ+ θ

2

2

cot ) (π + θ =
2

 
cos) ( sin tan

cossin) (

π + θ − θ= = − θ
π θ+ θ

2

2
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اهداف درس    

1  آشنایی با مفهوم تابع مثلثاتی 

٢  درک رفتار تابع مثلثاتی از روی نمودار

٣  رسم توابع مثلثاتی ساده )فقط سینوسی یا کسینوسی(

به خوبی آشنا شده اند و می توانند مقدار  با مفهوم نسبت های مثلثاتی  تا قبل از این درس دانش آموزان 
نسبت های مثلثاتی را برای زوایای مختلفی بیابند. گذر از مفهوم نسبت مثلثاتی به مفهوم تابع مثلثاتی مستلزم 
عبور از گردنه »تعریف نسبت مثلثاتی برای هر عدد حقیقی است.« چنانچه دانش آموز به این درک برسد که 
نسبت های مثلثاتی برای هر عدد حقیقی قابل تعریف هستند می توان ادعا کرد که او به درک نسبتاً روشنی 
از مفهوم تابع مثلثاتی دست پیدا کرده است. در برخی منابع از مفهوم زاویه در دایره مثلثاتی به صورت زیر 

استفاده می کنند.
در دایرهٔ زیر زاویهٔ x داده شده است. اکنون طول ضلع y برحسب x چگونه به دست می آید؟ 

3
درس

توابع مثلثاتی

y

x
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در پاسخ به این سؤال دانش آموز رابطه ای را که قبلاً فراگرفته یعنی y = sinx را به دست می آورد و بعد 
توضیح داده می شود که x هر مقداری می تواند باشد و y متناسب با سینوس آن تغییر می کند. معمولاً روش 
فوق در قالب یک سناریوی نسبتاً واقعی )یا کاربردی( مانند محاسبه ارتفاع یک نقطه از یک چرخ و فلک یا 
دیگر اشیای دایره ای شکل ارائه می شود. به هرحال قلب اصلی داستان پیداکردن رابطه ای مشابه فوق است.

ضعف این شیوه ها در این است که دانش آموز درک روشنی از اینکه زاویه x می تواند اعداد گنگ مانند 
2 و یا حتی ساده تر از آن اعدادی مانند 3 و 5- و … باشد را پیدا نمی کند. ضمناً ارتباط بین تابع مثلثاتی 

با محور اعداد حقیقی اغلب مغفول می ماند.

روش تدریس  

در این فعالیت برای آموزش مفهوم تابع مثلثاتی از ساده ترین بازنمایی توابع که همان بازنمایی به کمک رسم 
چند نقطه از تابع )بازنمایی زوج مرتبی( است بهره گرفته شده است. دانش آموزان در فصل تابع در پایهٔ دهم با 
انواع بازنمایی های مختلف یک تابع آشنا شده اند. در این کتاب توابعی مانند تابع رادیکالی )در فصل 2( و توابع 
نمایی )در فصل 3( نیز به کمک بازنمایی زوج مرتبی تابع، آموزش داده شده است. در این شیوه بازنمایی ابتدا از 
دانش آموزان خواسته می شود تا به کمک دانش قبلی خود مقدار تابع را در چند نقطه که قبلاً یادگرفته به دست 
آورد و سپس آنها را در یک دستگاه مختصات مشخص کند. در این فعالیت به همین شیوه از دانش آموز 
خواسته شده تا مقدار سینوس را )بدون ذکر نام تابع سینوس( در یک سری از نقاط در بازهٔ ]π 0,2[ بیابد و 
آنها را در یک نمایش زوج مرتبی ارائه دهد. برای راهنمایی بیشتر نمودار تابع به صورت کم رنگ ترسیم شده تا 
نقاط برجسته تر دیده شوند. پس از نمایش نقاط در دستگاه مختصات دانش آموز پی می برد که این نقاط بر روی 
منحنی داده شده قرار می گیرند و لذا به ازای هر نقطه از محور xها در بازه ]π 0,2[ می توان نقطه ای از منحنی 
یافت. در سؤال 3 به طور مشخص از دانش آموز خواسته شده تا عدد 1 را روی محور xها یافته و سپس نقطه 
sin1 را برروی محور yها بیابد. برای این منظور او باید از منحنی داده شده کمک بگیرد. در واقع او ابتدا 
نقطه 1 را یافته و موازی با محور yها با خط چین به منحنی رسم می کند تا نقطه ای روی منحنی نظیر عدد 1 
بیابد. آنگاه از آنجا به سمت محور yها عمودی رسم می کند. چون منحنی سینوس اعداد را نمایش می دهد 
لذا مکان یافته شده بر روی محور y ها متناظر با sin1 است. این فرایند ممکن است نیاز به کمک معلم باشد که 
هرجا دانش آموز دچار ابهام شد آن را رفع کند. توصیه می شود که معلم این کار را برای اعدادی دیگر )فقط 

فعالیت  ص 105
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گویا( دربازه ]π 0,2[ تکرار نماید. در سؤال 4 از این فعالیت تمایز بین رادیان و درجه و نسبت های مثلثاتی 
تا این موضوع که در توابع مثلثاتی همواره )مگر خلاف آن تصریح شود( متغیر  آنها برجسته شده  برحسب 

برحسب رادیان است. این موضوع در خواندنی مربوط به ماشین حساب نیز اشاره شده است.

٣  نمودار داده شده در سؤال قبل منحنی تابع y  =    sin x در بازه ]0,2π[ می باشد. با توجه به 

نمودار، مقدار sin1 کجای محور yها قرار می گیرد؟ کافی است به طور تقریبی مکان x = 1 را روی 
محور xها مشخص کرده و سپس به موازات محور yها به نمودار sinx وصل کرده تا نقطه P مشخص 
 Q قطع کند. نقطه Q ها را در نقطهy ها رسم کرده تا محورx به موازات محور P شود. سپس از نقطه

روی محور yها متناظر sin1 است.

y

x

1

0

1
2

π2π3
2

π7
6

π11
6

π5
6

π
2

π
6

/
π

3
1

4


/
3

0 86
2


π
3

PQSin1

گام بعدی و تکمیلی در خصوص تابع مثلثاتی در این فعالیت آورده شده است. در فعالیت قبل تمرکز بر 
یافتن مقدار توابع مثلثاتی )به طور خاص تابع سینوس( برای اعداد ساده مانند sin1 و sin2 بود. در این 
فعالیت مهارت قبلی را برای اعداد گنگ تعمیم می دهیم. برای این منظور از منحنی کسینوس استفاده شود 
تا این منحنی نیز معرفی گردد. در سؤال 3 از این فعالیت تعمیم مفهوم تابع مثلثاتی به بازه های بزرگ تر از 
]π 0,2[ مدنظر است. دقت شود که ارائه مفهوم دوره تناوب در اینجا به هیچ وجه مطرح نیست و نباید به کار 
گرفته شود. بحث توابع متناوب در سال آینده مطرح خواهد شد. در اینجا فقط به رفتار تکراری )با همین 
مثلثاتی  توابع  برخی خواص  به  فعالیت  این  از  از حد( می شود. در سؤال 4  بیش  تأکید  نه  )و  لفظ( اشاره 

فعالیت  ص 106
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y

cos x

1

1

0 π2π3
2

π7
6

π11
6

π5
6

π
2

π
6

π
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1
2

π
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1
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/

−

−

1

2

2

2

cos 2 2 رادیان را بر روی محور xها یافته و سپس مکان  ٢  در نمودار بالا ابتدا نقطه نظیر 

 را بر روی محور yها به طور تقریبی پیدا کنید. درستی پاسخ خود را با ماشین حساب بررسی کنید. 
کافی است مربعی به طول ضلع 1 همانند شکل رسم کنیم. از قضیه فیثاغورث نتیجه می شود که طول 
آنگاه محل  این قطر )همانند شکل( رسم کنیم  به شعاع طول  اکنون اگر کمانی  2 است.  آن  قطر 
x = 2 است. ادامه فرایند مشابه سؤال 3 از فعالیت قبل است. تقاطع این کمان با محور xها متناظر 

تابع کسینوس بحث شده که توصیه  برای  این خواص فقط  پرداخته شده است.البته  سینوس و کسینوس 
می شود معلم بررسی این خواص برای تابع سینوس را نیز از دانش آموز مطالبه کند.

این کار در کلاس درصدد تصحیح بدفهمی ها یا رفع نواقص مربوط به مفهوم تابع مثلثاتی است. این کار 
در کلاس به نوعی به دنبال ایجاد تفاوت بین مفهوم نسبت مثلثاتی و تابع مثلثاتی و ارائه مفهوم تابع مثلثاتی 
به عنوان یک مفهوم مستقل )و البته در ارتباط تنگاتنگ با مفهوم نسبت مثلثاتی( است. لذا در این اینجا هیچ 
اشاره ای به زاویه نشده و همه جا صحبت از اعداد حقیقی است. مثلاً در قسمت ث پرسیده شده آیا عددی 
)و نه زاویه ای( می توان یافت که سینوس آن برابر 2- باشد. مشابه همین سؤال در پایه  دهم آورده شده بود 

اما با لفظ زاویه به دلیل اینکه آنجا صحبت از نسبت مثلثاتی بود و نه تابع.

کار در کلاس  ص 108
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در ادامه فعالیت ص 110 چند مثال از نمودارهای مثلثاتی آورده شده که برای سهولت مراحل به طور 
گام به گام و از کم رنگ به پررنگ ترسیم شده اند و یک کاربرد واقعی از مثلثات در صنایع آورده شده است. 
حالت تعمیم یافته این مثال کاربردی در آخرین تمرین این درس داده شده است که مشابه این مثال با اندکی 
تعمیم قابل حل است. به هر حال چنانچه تمرین داده شده برای دانش آموزان دشوار است می توان از ارائه 

آن صرف نظر کرد. 

مثال های  ص 108

حل تمرین های  برگزیده

y

-1

1

0
x

−π π

y

-1

1

0
x

π2π

y

-1

1

0
x

π2π

cos( )y x
π

= +
6| sin |y x= −

sin( )y x
π

= −
3

π π2−π π−
6

y

-1

0

1

x
π π2−π

y

-1

0

1

x
π π2−π π

3

y

-1

-2

0

1

x
π
2

π3
2

sin( )y x
π

= − +
6

| cos |y x= +1

cos( )y x
π

= − −1
3

1  توابع مثلثاتی زیر را با نمودارهای داده شده نظیر کنید.

sin ) (y x
π= −
3

cos                       پ(  ) (y x
π= +
6

الف( |  y   = -  |sin x                        ب( 

٢  در هر یک از نمودارهای زیر بخشی از یک تابع مثلثاتی رسم شده است. با توجه به بخش رسم شده، 

توابع مثلثاتی داده شده در زیر را به نمودارها نظیر کنید و سپس نمودار را کامل سازید.

y   =1+ |cos x  | )پ
                        

cos) (y x
π= −
3

ب( 1- 
                        

sin) (y x
π= − +
6

الف( 
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θ

α

5
0
cm

100cm

53cm

٣  با توجه به نمودارهای سؤال 2، بیشترین و کمترین مقدار توابع مثلثاتی داده شده در آن سؤال در چه 

نقاطی رخ می دهد؟
min= -1 , max= 1 )الف  
min= -2 , max= 0 )ب  
min= 0 , max= 2 )ج  

بازهٔ  در  سؤال  آن  در  شده  داده  مثلثاتی  توابع  از  کدام یک   ،2 سؤال  نمودارهای  به  توجه  با   4

)π ,0( یک به یک است؟

الف( یک به یک نیست                  ب( یک به یک است                   ج( یک به یک است

θ

5
0
cm

100cm 53cm

h

α = − 030

انعطاف  برای  5 در طراحی روبات های صنعتی 

مفصل  دو  معمولاً  روبات ها،  حرکت  در  بیشتر 
نظر  در  روبه رو  به صورت  آن  بازوی  برای  مکانیکی 

می گیرند. 

الف( ارتفاع نوک گیره این روبات را، از سطح زمین، بر اساس توابعی از θ و α مدل سازی کنید. 

  ) , (π π π− ≤ α ≤ ≤ θ ≤0
2 2 2

h = 50 + h1 + h2 = 50 + 100 sinθ + 53sinα  
توجه شود که حل معادلات ساده در پایه دهم مطرح شده است.

 α= -30° 23/5 مفصل دوم خود را در حالت cm ب( فرض کنید این روبات برای گرفتن یک شیء در ارتفاع
قرار داده است.تعیین کنید زاویه θ در این وضعیت چند درجه است؟

23/5 = 50 + 100sinθ + 53sin )-30°(

⇒ 23/5 = 50 + 100sinθ - 26/5
⇒  50 = 50 + 100sinθ

sin π≤θ≤
⇒ θ = →θ =

0
2

0 0
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اهداف درس  

1 آشنایی با روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا )فقط سینوس و کسینوس(

هدف از این درس صرفاً ارائه روابطی است که در سال آینده برای یافتن مشتق توابع سینوس و کسینوس 
براساس تعریف حدی مشتق نیاز است، یعنی محاسبه

sin) ( sinlim
h

x h x
x h→

− −
−0

 

بنابراین هدف از این درس را نباید با مبحث مشابهی که در سال های گذشته به طور سنتی آموزش داده 
می شد یکی گرفت. در گذشته روابط مثلثاتی متنوعی آموزش داده می شد که در اینجا هیچکدام از آنها مورد 
توجه نیست. لذا این درس که سبک ترین و ساده ترین درس فصل مثلثات است را نباید تبدیل به مفصل ترین 
درس این فصل نمود. رعایت چارچوب ارائه شده در این درس موجب حفظ تناسب در ساعات تخصیص 

یافته به محتوای ارائه شده در کل کتاب می گردد.

روش تدریس  

4
درس

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

فعالیت  ص 110

شده،  گفته  زوایای  مثلثاتی  نسبت های  برحسب  شده  خواسته  طولی  روابط  تکمیل  با  فعالیت  این  در 
(cos را به دست آورد. برای سادگی  (α + β (sin و  (α + β به سادگی می توان درستی هر دو رابطه مثلثاتی  
در محاسبات ضلع AF ابتدا برابر 1 فرض می شود و در سؤال 2 از دانش آموز خواسته می شود که روابط 
به دست آمده را در حالتی که این ضلع برابر 1 نباشد بررسی کند. با این بررسی مشخص می شود که اندازه 

این ضلع هرچه باشد )مثلاً l( در نهایت از طرفین رابطه ساده می شود و همان روابط قبل برقرار می شوند.
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در    سال    گـــذشته    بــــا   تــعــدادی   از    اتحادهــای    مثلثاتـی    مـانند   sin2α + cos2α= 1  و

 =cos α ≠0( 1+tan2α ( آشنا شدید. این اتحادها تنها شامل یک زاویه هستند. اکنون در این درس، 
cos α2

1

روابطی را که در آنها دو زاویه مختلف به کار رفته است فرا می گیرید.

1  در شکل  روبه رو،  چهارضلعی ABCD یک مستطیل است. اندازه 
پاره خط AF برابر 1 و زوایای α و β داده شده است.

 β و α را برحسب AF D
∧

F و  EC
∧

الف( با تکمیل روابط زیر اندازه 
به دست آورید.

F

A B

CD

?

?

E

1

α

β

F EC AE B
F EC

AE B

∧ ∧
° ∧

∧
°


+ + =  ⇒ =

α + + = 

90 180

90 180



: زاویه E نیم صفحه است.

ABE مجموع زوایای داخلی :  
AF ⇒    اضلاع AB و DC باهم مـوازی و پاره خط AF بـه صورت مـورب D

∧
=  ……

                                      آن را قطع کرده است.

4
درس

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

 فعالیت 

و  برحسب نسبت های سینوس   ،AF       =1 اینکه به  توجه  با  را   ADF
∆

از   DF و   AD اندازه اضلاع  ب( 
DF بنویسید. A

∧
کسینوس 

پ( اضلاع AE و EF از مثلث قائم الزاویه AEF را، که وتر آن برابر 1 است، برحسب نسبت های سینوس 
و کسینوس زاویه β بنویسید.

ت( اندازهٔ پاره خط های FC ،EC ،BE و AB را برحسب نسبت های سینوس و کسینوس زاویه α به دست 
آورید.

1  در شکل  روبه رو،  چهارضلعی ABCD یک مستطیل است و اندازه پاره 

خط AF برابر 1 و زوایای α و β داده شده است.
β به دست  α و  AF را برحسب  D

∧
F و  EC

∧
الف( با تکمیل روابط زیر اندازه 

آورید.

AF ⇒اضلاع AB و DC باهم موازی و پاره خط AF به صورت مورب   آن را قطع کرده است. D
∧

=  α + β

ADF را با توجه به اینکه AF       =1، برحسب نسبت های سینوس و 
∆

ب( اندازه اضلاع AD و DF از 
DF بنویسید. A

∧ کسینوس 
AD    =   sin)α + β(  DF = cos)α + β(  

ج( اضلاع AE و EF از مثلث قائم الزاویه AEF ، که وتر آن برابر 1 است را برحسب نسبت های سینوس 
و کسینوس زاویه β بنویسید.

EF =   sin)β(  AE = cos) β(  
 α زاویه  و کسینوس  نسبت های سینوس  برحسب  را   AB و FC ،EC ،BE پاره خط های  اندازهٔ  د( 

به دست آورید.
EC = EF * cosα = sinβ cosα  BE = AE * sinα = cosβ sinα  
AB = AE * cosα = cosβ cosα  FC = EF * sinα = sinβ sinα  

 ـ( از تساوی اضلاع روبه رو در مستطیل بالا روابط زیر به دست می آید. آنها را باتوجه به قسمت های الف  ه
تا د کامل کنید.

AD =  BE+EC   ⇒ sin )α+β(   =  sinα cosβ +  sinβ cosα

DF = AB -FC         ⇒ cos )α+β( = cosα cosβ -  sinα sinβ

٢ تـوضیح دهید چرا اگـر اندازهٔ پـاره خط AF برابر یک نباشد کماکان روابط فوق برقرار است. اگر 

AF = r باشد آنگاه مقدار r از طرفین رابطه های فوق ساده می شود. بررسی کنید.

F EC AE B
F EC

AE B

∧ ∧
° ∧

∧
°

+ + =  ⇒ = α
α + + = 

90 180

90 180

: زاویه E نیم صفحه است.

ABE مجموع زوایای داخلی :
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) , ( ) , (=d A P d P P3 1 2  اکنون از رابطه فاصله دو نقطه که در فصل اول آمده داریم:    
رابطه فاصله دو نقطه:

[cos) ( ] [sin) ( ] )cos cos ( )sin sin (α − β − + α − β − = α − β + α − β2 2 2 21 0  

به توان 2 رساندن )دقت شود که عبارات زیر رادیکال همگی بزرگ تر یا مساوی صفر هستند و لذا قدر 
مطلق حذف می شود(:

[cos) ( ] sin ) ( )cos cos ( )sin sin (α − β − + α − β = α − β + α − β2 2 2 21  
cos ) ( cos) ( sin ) (α − β − α − β + + α − β2 22 1  

cos cos cos cos sin sin sin sin= α − α β + β + α − α β + β2 2 2 22 2

)اتحاد مربع( 
cos) ( cos cos sin sin− α − β = − α β − α β2 2 2 2 2   sin2x +cos2x =1 سه باراستفاده از اتحاد

cos) ( cos cos sin sin− α − β = − α β − α β2 2 2 ساده کردن 2 از طرفین  
cos) ( cos cos sin sinα − β = α β + α β تقسیم طرفین بر 2  

از رابطه اخیر و با استفاده از )α + β = α - )-β می توان رابطه حاصل جمع زوایا را نیز به دست آورد.

در روش زیر ابتدا روابط تفاضل به دست می  آیند و سپس به 
کمک آنها روابط حاصل جمع زوایا.

انتهایی  نقاط  و  شده  رسم   α و   β زاویه  دو  مقابل  شکل  در 
کمان ها را به ترتیب P1 و P2 نامیده ایم. زاویه  α - β بین این دو 

زاویه و وتر روبه رو به آن نیز رسم شده اند. 
برای سادگی همهٔ زوایا را به اندازه زاویه β در خلاف جهت 
و   A نقطهٔ  آید.  به دست  زیر  شکل  تا  می دهیم  دوران  مثلثاتی 
مثلث  مشاهده  با  می باشند.   P2 و   P1 یافته  دوران  به ترتیب   P3

معلوم  این شکل  از   OAP
∆

3 مثلث   و  قبل  از شکل   OP P
∆

1 2

می شود که این دو مثلث به حالت دو ضلع و زاویه بین هم نهشت 
با وتر  AP3 برابر است. پس   P1P2 هستند )چرا؟( بنابراین وتر

فاصله نقطه P1 تا P2 برابر فاصله نقطه A تا P3 است.

O

α −β

P =(cos( ),sin( ))α −β α −β3

A ( , )= 10

O

α − β
α β

P (cos sin )= α α2 =    βP (cos     sin )1, ,β

 برای به دست آوردن روابط خواسته شده می توان فعالیت جایگزین زیر را نیز به کار برد.
فعالیت جایگزین    
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نمونه سؤالات ارزشیابی 

1 زاویه های داده شده زیر را برحسب رادیان به دست آورید. )تا دو رقم اعشار(

ج( 203/09° ب( 25°  الف( 64° 

٢  زاویه های داده شده زیر را برحسب درجه به دست آورید )تا دو رقم اعشار(

ج(7 ب(3/07  الف( 2/35- 

٣  فرض کنید اندازه شعاع چرخ های بزرگ و کوچک یک تراکتور به ترتیب 150 و 80 سانتی متر باشد. 

اگر این تراکتور نیم متر به سمت جلو حرکت کند آنگاه هر یک از چرخ های آن چند رادیان حرکت کرده اند؟
4 مقدار نسبت های مثلثاتی را برای زاویه های داده شده به دست آورید.

π11                      ج( °120-           د( 315°

2
−π                  ب(  9

2
الف( 

5  توابع مثلثاتی زیر را رسم کنید.

sin) (y x
π= − +2
6

 

cos) (y x
π= − +
3

 

6 معادله خط زیر را به دست آورید.

1 2 3 40

1

2

y

x30

7  مقدار نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویه های زیر به دست آورید.

ج( 105°- ب( 15°-  الف(  75° 
sinx و x زاویه ای در ربع سوم و y زاویه ای در ربع چهارم باشد آنگاه  = − 2

3
cosy و  = 5

3
8  اگر 

(sin را به دست آورید. (x y− مقدار 


