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مثلثات

درس اول

فصل

نسبت های مثلثاتی

دایرۀ مثلثاتیدرس دوم

روابط بین نسبت های مثلثاتیدرس سوم

2
23/44 °

5/14°

6/68°

مْسُ وَالْقَمَرُ بِحُسْبَانٍ   )رحمان: 5( الشَّ
  خورشيد و ماه برابر حساب ) منظمی در چرخش و گردش ( هستند.

به دور خورشيد می چرخد.  و هم  به دور خودش  زمين هم 
مسير حرکت زمين به دور خورشيد بيضی شکل است که 
حاصل آن پيدایش فصل های مختلف است. روز و شب نيز 
حاصل چرخش زمين به دور خودش است. این چرخش 
را حرکت وضعی زمين می ناميم که در آن چرخش زمين به 
سمت شرق است. ستارهٔ قطبی، ستاره ای است که موقعيت 
محلش نسبت به ناظر ساکن روی زمين تغيير نمی کند. اگر 
از سمت ستارهٔ قطبی به زمين نگاه کنيم، زمين خلاف جهت 

عقربه های ساعت به دور خود، دوران می کند.
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مثلث  یک  اضلاع  و  زوایا  بين  روابط  بررسی  به  که  است  ریاضيات  از  شاخه ای  مثلثات 
می پردازد. یکی از اهداف این علم، اندازه گيری فاصله ها به صورت غيرمستقيم است. مثلثات 

در علوم مهندسی، فيزیک، نقشه برداری، دریانوردی، نجوم و غيره کاربرد دارد. 
به عنوان مثال، فرض کنيد یک هواپيما در ارتفاع 2 کيلومتری از سطح زمين در حال فرود آمدن است. 

برای اینکه اتومبيل ها در پيچ جاده ها بتوانند 
بدون خطر انحراف، حرکت کنند، در جاده 
را  آن  یعنی  می کنند،  ایجاد  عرضی  شيب 
جاده  بيرونی  قسمت  که  می سازند  طوری 

نسبت به قسمت درونی، مرتفع تر باشد. 

درس اول: نسبت های مثلثاتی

اگر زاویهٔ هواپيما با افق °13 باشد، می خواهيم محل دقيق فرود هواپيما را بدانيم. این مسئله 
و مسائلی نظير این با استفاده از روابط مثلثاتی حل می شوند. 

برای معرفی مفهوم مثلثات، به مفهوم تشابه نياز داریم. در پایهٔ نهم با این مفهوم آشنا شدید و دیدید 
که دو مثلث با هم متشابه اند، هرگاه زوایای نظير در آنها برابر و نسبت اضلاع متناظر نيز با هم برابر 

آنگاه   ، ABC
∆

 ∼ A B C
∆

′ ′ ′ اگر  یعنی  باشند. 
AB و  BC AC

A B B C A C
= =

′ ′ ′ ′ ′ ′
داریم: 

.A A , C C , B B
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= = =′ ′ ′
در هندسه ثابت می شود:

هرگاه دو زاویه از مثلثی، با دو زاویه از مثلثی دیگر برابر باشند، آن دو مثلث، متشابه اند.

به عنوان یک نتيجه از مطلب بالا می توان دید:

، آنگاه C C
∧ ∧

= ′ A در شکل مقابل قائم الزاویه باشند و داشته باشيم  B C
∆

′ ′ ′ ABC و 
∆

اگر 

  ABC
∆

∼ A B C
∆

′ ′ ′  

2k
m

A

13o

محل فرود

A′

C′

B′

A

C

B

A′

C′B′

A

CB

اتم  با سه  اتم کربن  در صفحات گرافن، هر 
این  بين  زوایای  که  دارد  پيوند  دیگر  کربن 
آینده ای  در  است.  درجه   120 پيوندها 
ميکروفن های جهان  بهترین  دور،  نه چندان 
این  می شوند.  ساخته  گرافن  از  استفاده  با 
صوتی  امواج  ردیابی  قابليت  ميکروفن ها، 
را  انسان  شنوایی  شدت  دامنهٔ  از  فراتر 

دارند. 
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کار در کلاس

. جاهای خالی را کامل کنيد. A A
∧ ∧

′=  ،A'B'C' و ABC ٔ1 در مثلث های قائم الزاویه

ABC
∆

  A B C
∆

′ ′ ′ ⇒
AC AB C
A C

Β= =
′ ′

AB )چرا؟(. با توجه به این  A B
AC A C

′ ′
=

′ ′
، می توان نتيجه گرفت  AC AB

A C A B
=

′ ′ ′ ′
2 از تساوی 

نکته، جاهای خالی را کامل کنيد:
AB
BC

= BC و 
AC

=

 A'B'C' قائم الزاویه  مثلث  از   A' زاویه  با   ABC قائم الزاویه  مثلث  از   A زاویهٔ  اگر  نتيجه: 
)مطابق شکل بالا( برابر باشد، داریم:

 
BC B C
AC A C

′ ′=
′ ′

 و
AB A B
BC B C

′ ′
=

′ ′
و 

AB A B
AC A C

′ ′
=

′ ′

فعالیت

BC را بررسی کنيد. EF
AB AE

= 1 در شکل سمت راست، درستی تساوی 

2 نقطهٔ دیگری مثل M را در امتداد AC درنظر بگيرید و از آن نقطه، عمودی بر ضلع دیگرِ 
زاویه A  رسم کنيد و پای عمود را N بناميد. اکنون جاهای خالی را کامل کنيد:

BC MN
AB AE

= =

همان طور که در »کار در کلاس« بالا دیدیم، در مثلث قائم الزاویهٔ ABC برای زاویهٔ معين و 
حاده A، نسبت طول ضلع مقابل زاویهٔ A، به طول ضلع مجاور آن همواره مقداری ثابت است. 
این نسبت را تانژانت زاویهٔ A می ناميم و  آن را با tanA نشان می دهيم. به عبارت دیگر، در 

مثلث قائم الزاویهٔ ABC، داریم:

tanA=
A طول ضلع مقابل به زاویه

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
A طول ضلع مجاور به زاویه

 = BC
AB

عکس تانژانت زاویه A را کتانژانت می ناميم و آن را با cotA نشان می دهيم. به عبارت دیگر، 
در مثلث قائم الزاویه ABC داریم:

cotA=
A طول ضلع مجاور به زاویه
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

A طول ضلع مقابل به زاویه
 = AB

BC

A B

C

C

BA E

F
M

A'
B

B'

C

C'

A
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فعالیت

1  در هر یک از شکل های زیر، جاهای خالی را کامل کنيد.

A B

C

60o 60o

60o

B CM

A

2

BCtan A
AB

= = 5

3
           MNcot M

NO /
= =

2 5
          tan F = =  

cot A = =           tan M = =            cot F = =

2  مثلث متساوی الاضلاع ABC با اضلاعی به طول 2 واحد را درنظر بگيرید. 
الف( محل برخورد نيمساز زاویهٔ A با پاره خط BC را M بناميد. با توجه به خواص مثلث 

متساوی الساقين، AM ……… ضلع BC است. بنابراین
BM = MC = ……… .

ب( با استفاده از رابطهٔ فيثاغورس، طول AM و حاصل کسرهای زیر را به دست آورید.
BMtan
AM

= =30  , AMtan
BM

= =60 .

پ( با استفاده از یک مثلث قائم الزاویهٔ متساوی الساقين، تانژانت و کتانژانت زاویهٔ °45 را پيدا کنيد.

به طول وتر، همواره   A ٔنسبت طول ضلع مقابل زاویهٔ حاده ،ABC قائم الزاویه در هر مثلث 
مقداری ثابت است که آن را سينوس زاویهٔ A می ناميم و با sinA نشان می دهيم. به عبارت دیگر

BCsin A
AC

=  .
همچنين نسبت طول ضلع مجاور زاویهٔ حادهٔ A به طول وتر نيز مقداری ثابت است که آن را 
. cosA = کسينوس زاویهٔ A می ناميم و آن را با cosA نشان می دهيم. به عبارت دیگر 

از  و   
BC

BC sin AACtan A ABAB cosA
AC

= = =  ،ABC قائم الزاویهٔ  مثلث  در  دید  می توان  سادگی  به 

. cos Acot A
sin A

= . به طور مشابه، می توان دید  sin Atan A
cos A

= این رو 

2/5

2

3

2

5
4

G

C

BA

E
M

N O
F
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در یک مثلث قائم الزاویه، نسبت های سينوس، کسينوس، تانژانت و کتانژانت را نسبت های 
مثلثاتی می ناميم.

مثال

خانم جلالی از دانش آموزان خواست تا نسبت های مثلثاتی زاویهٔ °45 را حساب کنند. او ابتدا 
یک مربع با اضلاعی به طول 1 واحد رسم کرد و از دانش آموزان خواست تا قطر AC را رسم 

کرده و سپس طول آن را حساب کنند.
در   .)AD(2+)DC(2=)AC(2 داریم  است،  قائم الزاویه   ADC مثلث اینکه  به  توجه  با  فریبا: 
نتيجه AC(2( =12+12 و از این رو 2=2)AC(. چون اندازه قطر همواره عددی مثبت است، پس 

. AC = 2

. A C
∧ ∧

=1 معلم: با توجه به اینکه مثلث ADC متساوی الساقين است، از این رو ……… =1

. DCsin A sin= = = =1
1

45
22



وتر مبينا: طبق تعریف سينوس، 

سبا: من هم می توانم با توجه به روابط بالا کسينوس °45 را پيدا کنم.

cos A cos= = = =1 45
  

  

 .
مریم: اکنون در مثلث قائم الزاویهٔ ADC، طبق تعریف داریم

tan A tan= = =1
1

45 1
1

 cot و  A cot= = =1
1

45 1
1

 .

کار در کلاس

به کمک شکل فعاليت قبل،  با پيدا کردن نسبت های مثلثاتی زاویه های °30 و °60، جدول زیر 
را کامل کنيد )در صورت لزوم، کسرها را گویا کنيد(.

مقدار60°45°30°

2
2

sinA

2
2

cosA

313
3

tanA

3
3

13cotA

A

D

B

C

1 1

1

1

1

1
2

2
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مثال 

°30 پرتاب می شود. می خواهيم  با زاویهٔ  یک موشک در ارتفاع 15متری از سطح زمين و 
بدانيم پس از طی 2000 متر با همين زاویه، موشک به چه ارتفاعی از سطح زمين می رسد؟

حل: ابتدا یک مدل ریاضی برای حل این مسئله می سازیم. با توجه به شکل زیر، به سادگی 
می توان دید، ارتفاع موشک از سطح زمين برابر است با :

BC+ MC= BC + ………

sin. پس در مثلث قائم الزاویه  = 1
30

2
 بنابراین کافی است طول BC را پيدا کنيم. می دانيم 

ABC داریم:
BCsin BC= = ⇒ =1

30
2



و از این رو
……… = ……… + ……… = ارتفاع موشک

فعالیت 

طول های  اندازه گيری  و  قائم الزاویه  مثلث  یک  تشکيل  با  کنيد.  رسم   50° زاویهٔ  یک   1
تقریبی حساب  به صورت  را   50° زاویه  مثلثاتی  نسبت های  با یک خط کش مدرج،  موردنظر 

کنيد. سپس با ماشين حساب، مقادیر واقعی را به دست آورید و با مقادیر قبل مقایسه کنيد.

2 می خواهيم مساحت مثلث ABC در شکل زیر را پيدا کنيم. می دانيم:

ABC مساحت مثلث =
 
1

2
ارتفاع * قاعده * 

sin50°، داریم:
 الف( با توجه به اینکه 0/76

AH AHsin AH= = ⇒

50 وتر ………
ب( با توجه به قسمت )الف( داریم:

  ABC مساحت مثلث = AH BC× ×

1 1

2 2
 ………* ……… ………

30°

30°

متر
15

متر
15

A

A

B

B H

C

C

M

متر
 6

8 متر

50°

2000 متر
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کار در کلاس

1 در هر مثلث، با معلوم بودن مقادیر طول دو ضلع مثلث و اندازهٔ زاویهٔ بين آنها نشان دهيد:

ABC
∆

= مساحت  1

2
 * AB * BC * sinB.

2 در راه پيمایی 22 بهمن، یک بالن اطلاع رسانی توسط دو طناب به زمين بسته شده است. 
طول یکی از طناب ها 30 متر است. می خواهيم طول طناب دوم را پيدا کنيم.

الف( ابتدا اندازهٔ زاویهٔ B را به دست آورید. سپس ارتفاع وارد بر ضلع AC  را رسم  کنيد و 
آن را BH بناميد.

ب( طول BH را با استفاده از سينوس زاویهٔ A به دست آورید.

پ( اکنون با استفاده از سينوس زاویهٔ °65، طول طناب دوم را پيدا کنيد.

2 مطابق شکل مقابل، نردبانی به طول 8 متر در زیر پنجرهٔ ساختمانی قرار گرفته است. اگر 
زاویهٔ نردبان با سطح زمين θ=30° باشد، ارتفاع پنجره تا زمين را محاسبه کنيد. فاصلهٔ پای 

نردبان تا ساختمان چقدر است؟

BCsinθ = ⇒ =1

8 2 8



⇒ 2BC= ………⇒ BC =………                               

اکنون به کمک رابطهٔ فيثاغورس داریم:

 AB2 = AC2 - BC2 = ……… - ……… = ……… ⇒ AB = ………

B

متر
 30

A

B

C

تمرین

1 نسرین می خواهد ارتفاع یک تير برق را که طول سایهٔ آن 3 متر است، حساب کند. قد 
نسرین 1/5 متر و طول سایهٔ او در همان لحظه 0/5 متر است. ارتفاع تير برق چقدر است؟

?

60 65A

B

C

3

0/5

h   = ?

1
/5

A

C

B
θ

8 متر

متر

متر

متر
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3cm

2 مساحت شش ضلعی منتظم زیر را به دست آورید.

A

B C5 cm

3 c
m

75°

3 یک هواپيما در ارتفاع 2km از سطح زمين در حال فرودآمدن است. اگر زاویهٔ هواپيما 
با افق حدود °13 باشد، هواپيما در چه فاصله ای از نقطهٔ A فرود می آید.

tan /

13 0 23

sin75°. مساحت مثلث ABC در شکل زیر را به دست آورید.
 4 فرض کنيد 0/96

5  مساحت مثلث ABC را پيدا کنيد.

3 cm 3 cm

30° 30°
A

B

C

2k
m

A

13o

محل فرود

ماهواره ها به دور زمين در یک مسيرِ بسته، که 
آن را مَدار می نامند، درحال گردش هستند. 
بيضوی  یا  دایره ای  می توانند  مسيرها  این 
باشند، اما مرکز زمين در هر حالت در مرکز 
می گيرد.  قرار  آن  مسير  کانونی  نقطه  در  یا 
به  ماهواره ها روی سه نوع مدار که بستگی 

نوع کاربرد آن دارد، قرار می گيرند:
قطبی  مدار  زمين،  پایين  مدار  ماهواره های 
ماهواره های  از  برخی  زمين ایست.  مدار  و 
از  جاسوسی  ماهواره های  و  هواشناسی 
فاصله،  این  در  زمين اند.  پایين  مدار  نوع 
زمين  دورانی  حرکت  با  ماهواره ها  چرخش 
کاملًا هم زمان و برابر است و باعث می شود 
نقطه مفروض روی زمين  به  ماهواره نسبت 

ثابت بماند.
ماهواره مدار زمين ایست، نسبت به زاویه ای 
که ایستگاه زمينی آن را می بيند، ثابت است، 
در نتيجه احتياجی به تغيير جهت آنتن نيست 
 4/42 حداکثر  می تواند  ماهواره  هر  آنتن  و 
تمام  بپوشاند.  را  زمين  کره  سطح  درصد 
این  از  تلویزیونی  و  مخابراتی  ماهواره های 

نوع هستند.

75°

15°
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O

O Q

O

O

A

A

P

P

P

درنظر  را   1 شعاع  و  مختصات  مبدأ  مرکز  به  روبه رو،  دایرهٔ 
بگيرید. نقطهٔ A مبدأ حرکت برای رسم زاویه است. اگر نقطهٔ 
P روی این دایره در خلاف جهت عقربه های ساعت حرکت 
کند، زاویهٔ AOP مثبت و حرکت در جهت عقربه های ساعت، 

منفی است. چنين دایره ای را یک دایرهٔ مثلثاتی می ناميم.
مثال

 در هر یک از دایره های مثلثاتی سمت راست، مقدار زاویه های 
°90-، °90، °210- و °225 داده شده اند.

θ

θ

90°

-30° 135 ° -270°

225°

زاویهٔ مثبت

زاویهٔ منفی

زاویهٔ مثبت

دایرهٔ  روی  دلخواه  نقطه ای   P)x,y( کنيد  2 فرض 
نيم خط  که  است  زاویه ای   θ و  باشد  روبه رو  مثلثاتی 
Ox می سازد. از نقطهٔ P خطی بر محور 

→ OP با محور 
→

Ox عمود می کنيم و محل برخورد را Q می ناميم.
→

را   θ مثلثاتی زاویهٔ  الف( در مثلث OPQ، نسبت های 
به دست آورید.

{ {

درس دوم: دایره مثلثاتی

O
A

P

-90°

زاویهٔ منفی
y

xx′

y′

A

P

y

xx′

y′

y

xx′

y′

فعالیت 

1 هر یک از زاویه های زیر را روی دایره های مثلثاتی داده شده، نشان دهيد.
y

xx′

y′

y

xx′

y′

y

xx′

y′
       cosθ = ......        و        sinθ = ......      و        tanθ = ......    

x

y

x′

y′

x

y

x′

y′

y

xx′

y′

P

-210°

O O O

می توان از دایرهٔ مثلثاتی برای بيان مکان، زمان 
و توصيف بسياری از حرکات همانند چرخش، 
حرکات  دوره ای،  حرکات  دورانی،  حرکت 
تناوبی و حرکات رفت و برگشتی در یک مسير 
مشخص، استفاده کرد. یکی از این کاربردها، 

استفاده در سيستم رادارهاست.
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ب( با توجه به قسمت )الف( می توان دید فاصلهٔ Q تا مبدأ با ……… برابر است و فاصلهٔ نقطهٔ 
P تا پای عمود، یعنی نقطهٔ Q با ……… برابر است.

با توجه به قسمت )ب( محور x′ox یا محور xها را محور کسينوس ها و محور y'oy یا محور
yها را محور سينوس ها می ناميم. به عبارت دیگر، اگر P نقطهٔ دلخواهی روی دایرهٔ مثلثاتی باشد 
 )x,y( نقطه ای با مختصات P می سازد، آنگاه θ ٔها زاویهx با قسمت مثبت محور OP که نيم خط

.y=sinθ و x=cosθ است که در آن

نکته: دو محور عمود بر هم x′ox و y′oy صفحه را به چهار قسمت تقسيم می کنند. هر یک 
مثلثاتی،  دایرهٔ  به جهت  با توجه  مثلثاتی می ناميم.  یا یک ربع  ناحيه  این قسمت ها را یک  از 
ناحيهٔ xoy را ربع اول، ناحيهٔ x′oy را ربع دوم، ناحيهٔ ′x′oy را ربع سوم و ناحيهٔ ′xoy را 

ربع چهارم مثلثاتی می ناميم.
نکته: زاویه های °0، °90، °180، °270 و °360 زوایای مرزی هستند و آنها را در هيچ کدام 

از ناحيه های فوق در نظر نمی گيریم.

کار در کلاس

1 مشخص کنيد هر یک از زاویه های زیر در کدام یک از نواحی چهارگانه قرار می گيرد؟
الف( °30-                    ب( °65                      پ( °182                     ت( 95°-

2  با توجه به آنچه در فعاليت قبل، به دست آوردید، توضيح دهيد که اگر انتهای کمان روبه رو 
به زاویه ای در ربع اول باشد ) زاویه در ربع اول باشد(، آنگاه چرا نسبت های مثلثاتی آن زاویه، 

همگی مثبت اند؟

مثال 

می خواهيم نسبت های مثلثاتی زاویهٔ °0 را به دست آوریم. می دانيم در دایرهٔ مثلثاتی روبه رو، 
 ،sin0°=0 قرار می گيرد و داریم A ٔروی نقطه P آنگاه نقطه ،θ=0° اگر .cosθ=x و sinθ=y

، اما cot0° تعریف نمی شود )چرا؟(. ytan
x

= = =0
0 0

1
 همچنين cos0°=1 و 

O

O

cosθ

sinθ

P

P)x,y(

B)0,1(

C)-1,0(

D)0,-1(

A)1,0(

θ

θ

y

xx′

y′

y

xx′

y′

O

y

xx′

y′

ربع دومربع اول

ربع سومربع چهارم

Q
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O

P)x,y(
B)0,1(

C)-1,0(

D)0,-1(

A)1,0(
θ θ=0°

فعالیت

1 در دایرهٔ مثلثاتی روبه رو اگر θ=90°، نسبت های مثلثاتی θ را پيدا کنيد.

2 اگر θ=180°، نسبت های مثلثاتی θ را پيدا کنيد.

3 اگر θ=270°، نسبت های مثلثاتی θ را پيدا کنيد.

کار در کلاس

با توجه به نتایج بالا جدول زیر را کامل کنيد:

مقدار°0°90؟360°270°

0-100sinθ

-1cosθ

tanθتعریف نشده0

cotθتعریف نشده

فعالیت

 x=cosθ و y=sinθ زاویه ای در ربع سوم دایرهٔ مثلثاتی باشد. با توجه به اینکه θ 1 فرض کنيد
و در ربع سوم، x , y>0، علامت هر یک از نسبت های مثلثاتی θ را در ربع سوم مشخص کنيد.

نيز   α α زاویه ای در دایرهٔ مثلثاتی در ربع دوم باشد. فعاليت قبل را برای  2 فرض کنيد 
تکرار کنيد.

3 جدول زیر را کامل کنيد:

ربع چهارم
………

ربع سوم
………

ربع دوم
………

ربع اول
x,y<0

مقدار

+sinθ

-cosθ

+tanθ

-cotθ

y

xx′

y′

θ=90°

θ=180°

θ=270°

y

xx′

y′

P

O
P

x

y

x′

y′

θ

α

است اول  ربع  در   α ⇒ 0° > α > 90°

است دوم  ربع  در   α  ⇒
⇒

⇒

  90° > α > 180°

است سوم  ربع  در   α  
 α در ربع چهارم است

180° > α > 270° 

270° > α > 360°

،θ نکته: برای هر زاویهٔ دلخواه
. cos− ≤ θ ≤1 و 1 sin− ≤ θ ≤1 1 
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مثال

 ، sinθ = 5

7
آقای جلالی، از دانش آموزان پرسيد: اگر θ زاویه ای در ربع دوم مثلثاتی باشد و 

آیا می توان سایر نسبت های مثلثاتی θ را پيدا کرد؟ 
، بنابراین P نقطه ای به عرض ………  است. sin yθ = = 5

7
امين: می دانيم 

معلم: درست است و حالا طول نقطه P چگونه به دست می آید؟

اميرعلی: طبق رابطهٔ فيثاغورس، در مثلث قائم الزاویه داریم: x2+y2=1. بنابراین  ……… و در 

.x = ……… در ناحيهٔ دوم واقع است، داریم P  ٔاکنون با توجه به اینکه نقطه . x =2 24

49
نتيجه 

معلم: آفرین، این راه کاملاً درست است، ولی کدام مقدار قابل قبول است؟
محمد مهدی: چون θ زاویه ای در ربع ……… است، پس طول نقطهٔ P منفی است و از 

این رو ……… =x قابل قبول است.
مختصات  به  نقطه ای   P نتيجه  در  و  است  منطقی  کاملاً  محمدمهدی  استدلال  معلم: 

)……… و ………( است. در نتيجه:

cot θ = = 

 

 
  

,   ytan
x

θ = =
   

  ,   cos xθ = =  

فعالیت

. می دانيم  cos −θ = 2

2
1  فرض کنيد نقطه P روی دایرهٔ مثلثاتی قرار دارد به طوری که 

. y =sinθ =………… در ربع سوم مثلثاتی قرار دارد، بنابراین θ
الف( مختصات نقطهٔ P را به دست آورید.

ب( سایر نسبت های مثلثاتی زاویه θ را به دست آورید.

، آنگاه در مورد ناحيه ای که α در آن قرار می گيرد، بحث کنيد. cos −α = 2

5
2  اگر 

3  زاویه ای مثال بزنيد که سينوس آن منفی و کسينوس آن مثبت باشد.

O

θ

θ

y

xx′

y′

y

xx′

y′

O

P)x,y(

P)x,y(
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 رابطه شیب خط با تانژانت زاویه

فعالیت 

نمودار خط y=2x-4 در شکل روبه رو رسم شده است. دو نقطهٔ B و C روی این خط را 
درنظر بگيرید و خطی از آنها به محور xها عمود کنيد. پای عمودها را به ترتيب، E و F بناميد.

الف( تانژانت زاویهٔ α را به دست آورید.

ب( شيب این خط را پيدا کنيد.
= شيب خط

تفاضل عرض ها
ـــــــــــــــــــــــــــــــ

تفاضل طول ها
=…………

پ( از مقایسهٔ قسمت )الف( و )ب( چه نتيجه ای می گيرید؟ توضيح دهيد.

شيب هر خط که محور افقی را قطع می کند، برابر است با تانژانت زاویهٔ بين آن خط و جهت 
مثبت محور افقی. به عبارت دیگر، اگر α زاویه ای باشد که خط با جهت مثبت محور افقی 

می سازد، آنگاه: 
tanα= شيب خط

کار در کلاس

1  فعاليت بالا را برای خط های زیر، تکرار کنيد.
x+y=2 )ب   2y-3x=5 )الف

2  معادلهٔ خطی را بنویسيد که زاویهٔ آن با محور xها °30 است و از نقطهٔ )1,0( می گذرد.

تمرین

1 هر یک از زاویه های زیر را روی دایرهٔ مثلثاتی رسم کنيد، سپس مشخص کنيد در کدام 
یک از نواحی چهارگانه قرار می گيرد.

185° ت(                 -135° پ(                 225° ب(                 +270° الف( 

C

B

A
E F x

y=
٢x
-٤

α

y
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2 در هر یک از موارد زیر، نسبت مثلثاتی زاویه ای داده شده است. سایر نسبت های مثلثاتی 
را به دست آورید.

α( cosα در ربع چهارم(                     = 3

7
الف( 

β( sin در ربع سوم( −β = 1

2
ب( 

3  اگر tanθ و sinθ هم علامت باشند، آنگاه θ در کدام ربع مثلثاتی قرار دارد؟

4  حدود زاویهٔ θ را در هر یک از حالات زیر مشخص کنيد.
sinθ>0 , cosθ<0 )ب          sinθ<0 , cosθ<0 )الف

5  اگر sinα ×cosα>0، آنگاه α در کدام یک از نواحی چهارگانه می تواند قرار بگيرد؟ 
چرا؟

6 زاویه ای مثل α پيدا کنيد به طوری که tanα < cotα. اکنون زاویه ای مثل β پيدا کنيد، 
به طوری که cotβ < tanβ. از این تمرین چه نتيجه ای می گيرید؟

7 معادلهٔ خطی را بنویسيد که زاویهٔ آن با محور xها °45 است و نقطهٔ )0,2( روی آن قرار 
دارد.

8 با توجه به شکل زیر، معادلهٔ خط l را به دست آورید.

-3

120°
l

در اخترشناسی، اغلب به مسئله هایی برمی خوریم 
که برای حل آنها به مثلثات نيازمندیم. ساده ترین 
این مسئله ها، پيدا کردن یک کمان دایره بر حسب 
کمان  یک  سينوس  دید،  می توان  است.  درجه 
وتری  طول  نصف  با  برابر  قدرمطلق  لحاظ  از 
تعریف  همين  است.  کمان  آن  برابر  دو  به اندازهٔ 
در  را  وترها  و  کمان ها  بين  رابطه  اساس  ساده، 
همين جا  از  هم  مثلثات  و  می دهد  تشکيل  دایره 
رسيده  ما  به  که  جدولی  کهن ترین  شد.  شروع 
است و در آن طول وترهای برخی کمان ها داده 
سدهٔ  اخترشناس  هيپارک،  به  متعلق  است  شده 
دوم ميلادی است و شاید بتوان تنظيم این جدول 
را نخستين گام در راه پيدایش مثلثات دانست. 
اخترشناسان  و  ریاضی دانان  کارهای  همهٔ 
به  و هرگز  انجام گرفت  یونانی در درون هندسه 
خوارزمی  نرسيدند.  مثلثات  اصلی  مفهوم های 
کرد  تنظيم  را  سينوسی  جدول های  نخستين 
گام هایی  ایرانی  ریاضی دانان  همه  او  از  پس  و 
گسترش  و  جدول ها  این  تکميل  جهت  در 
جدول  مروزی  برداشتند.  مثلثاتی  مفهوم های 
درجه   30 به  درجه   30 تقریباً  را  سينوس ها 
تنظيم کرد و برای نخستين بار به دليل نيازهای 
کرد.  تعریف  را  تانژانت  مفهوم  اخترشناسی 
بيرونی  ابوریحان  به وسيله  تلاش ها  جدی ترین 
سرانجام  و  گرفت  انجام  بوزجانی  ابوالوفای  و 
کارهای  جمع بندی  با  خواجه نصيرالدین طوسی 
نخستين  خود،  از  پيش  ایرانی  دانشمندان 
کتاب مستقل مثلثات را نوشت. بعد از طوسی، 
جمشيد کاشانی ریاضی دان ایرانی با استفاده از 
سوم  درجه  معادلهٔ  حل  برای  که  زیبایی  روش 
برای محاسبهٔ  را  راهی  توانست  بود،  کرده  پيدا 
دلخواه  دقت  هر  با  درجه،  یک  کمان  سينوس 
بعدی دانش مثلثات از سدهٔ  پيشرفت  پيدا کند. 
پانزدهم ميلادی و در اروپای غربی انجام گرفت.
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در درس های قبل با نسبت های مثلثاتی و دایرهٔ مثلثاتی آشنا شدید. در این درس روابطی بين 
این نسبت ها و کاربردهایی از آنها را بيان می کنيم.

فعالیت

مثلث قائم الزاویهٔ ABC را درنظر بگيرید.
الف اندازهٔ وتر یعنی x را بيابيد و سپس مقدار عددی هر یک از چهار نسبت مثلثاتی را برای 

زاویهٔ θ و α  به دست آورید.
BCsin
AC

θ = = 3  sinα =………  

cosθ=………
 

BCcos
AC

α = = 3

  

 

BC sintan
AB cos

θθ = = =
θ


 ABtan
BC

α = = ………   

coscot θθ = = =1

 

………   cotα =………

 
 sin2α+cos2α و sin2θ+cos2θ ب با توجه به مقادیر عددی حاصل در قسمت )الف( مقدار

را به دست آورید. 

پ درستی رابطهٔ sin2θ+cos2θ =1 را با استفاده از تعریف و اضلاع مثلث، بررسی کنيد.

BC AB BC AB(sin ) (cos ) sin cos ( ) ( )
AC AC AC

+θ + θ = θ + θ = + = =
2 2

2 2 2 2 2 2
2

………

ت مشابه قسمت )ج( درستی رابطهٔ sin2α+cos2α =1 را بررسی کنيد.

A

CB
3

4
x

θ

α

درس سوم: روابط بین نسبت های مثلثاتی

sinθ  *  sinθ  =  )sinθ(2  =  sin2θ
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اگر α زاویهٔ دلخواهی باشد، همواره داریم:
sin2α+cos2α =1

کار در کلاس

با توجه به رابطهٔ بالا، یعنی sin2α+cos2α =1 جاهای خالی را پر کنيد:
=sin2α+cos2α =1 ⇒ sin2α = ……… ⇒ sinα )الف ± 

=sin2α+cos2α =1 ⇒ cos2α = ……… ⇒ cosα  )ب ± 

تذکر: در رابطه هایی که به دست آوردید، علامت نسبت مثلثاتی زاویهٔ α را با توجه به ناحيه ای که زاویهٔ α در آن قرار دارد، تعيين می شود.

مثال 

، آنگاه مقدار cosα ، tanα و cotα را به دست آورید. sin −α = 4

5
اگر α زاویه ای در ناحيهٔ سوم مثلثاتی باشد و 

cos sinα = ± − α21   ⇒ cosα = − − = −16 3
1

25 5
 

sintan
cos

−αα = = =
α −

4
45

3 3
5   

cot
tan

α = = =
α

1 1 3
4 4
3      

 
کار در کلاس

 رابطه های تانژانت برحسب کسینوس و کتانژانت برحسب سینوس

در این قسمت رابطه ای برای تانژانت بر حسب کسينوس یک زاویه و همچنين رابطه ای برای کتانژانت برحسب سينوس، به دست می آوریم:
 

sin cosα + α =2 2 1
sin cos
cos

α α⇒ + =
α

2 2

2

1

 

tan (cos )
cos

⇒ α + = α ≠
α

2
2

1
1 0

sinsin cos
sin

αα + α = ⇒ +
α

2
2 2

2
1  ………=………

cot (sin )
sin

⇒ + α = α ≠
α

2
2

1
1 0

α درناحيه سوم

1

2
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)1 + sinθ()1- sinθ( =1- sin2θ = cos2θ
اتحاد مزدوج

، آنگاه سایر نسبت های مثلثاتی زاویهٔ α را به دست  tan −α = 3

4
3 اگر α >180° < °90 و 

آورید.

 اتحاد مثلثاتی

و  tan (cos )
cos

+ α = α ≠
α

2
2

1
1 0 ، si n cosα + α =2 2 1 تساوی های  از  یک  هر 

را که به ازای هر α همواره برقرار است، یک اتحاد مثلثاتی  cot (sin )
sin

+ α = α ≠
α

2
2

1
1 0

می ناميم.
هرگاه بخواهيم ثابت کنيم بين دو عبارت مثلثاتی یک تساوی )اتحاد( برقرار است، می توانيم 
یک طرف تساوی را بنویسيم و با توجه به روابط بين نسبت های مثلثاتی به طرف دیگر برسيم. 

به مثال زیر توجه کنيد:

مثال 

درستیِ اتحاد مثلثاتی زیر را بررسی کنيد.

( tan )( sin ) cos
cos

+ θ − θ = θ
θ

1
1

اتحاد مزدوج

را  زمان  که  است  وسيله ای  آفتابی  ساعت 
آسمان  در  خورشيد  مکان  از  استفاده  با 
که  ميله ای ساخته شده  است  از  و  می سنجد 
ساعت های  و  دارد  قرار  صفحه ای  روی 
شبانه روز، روی صفحه نشانه گذاری شده اند. 
عوض  آسمان  در  خورشيد  مکان  وقتی 
صفحه  روی  هم  ميله  سایهٔ  مکان  می شود، 

جابه جا می شود و ساعت را نشان می دهد.

حل: 

= طرف چپ sin( tan )( sin ) ( )( sin )
cos cos cos

θ+ θ − θ = + − θ
θ θ θ

1 1
1 1

sin sin cos( )( sin ) cos
cos cos cos
+ θ − θ θ= − θ = = = θ

θ θ θ

2 21 1
1         طرف راست =

کار در کلاس

1 با فرض بامعنی بودن هر کسر، درستی هر یک از تساوی های زیر را بررسی کنيد:
)الف sin cos sin cosθ − θ = θ − θ4 4 2 2

 
= طرف چپ sin cosθ − θ4 4 = (sin cos ) (sin cos )θ − θ × θ + θ2 2 2 2  = ……
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tan )ب coscot
cos sin

α + α+ α =
α α

1

طرف راست tan cos
sin
α + α=

α
=

sin
tan cos cos
sin sin sin

α
α α α+ = +
α α α

……… = ……… + ………

2 کدام یک از تساوی های زیر یک اتحاد است؟ چرا؟
)الف sin cos sin cosα + α = − α α4 4 1 2 )ب  sin cos sin cosα + α = − α α4 4 2 21 2  

tan در cotα یک اتحاد مثلثاتی بسازید؛ سپس درستی آن را اثبات کنید.
cos

+ α =
α

2
2

1
1 3 با ضرب کردن طرفینِ اتحاد مثلثاتی 

تمرین

. نسبت های دیگر مثلثاتیِ زاویهٔ α را به دست آورید. cosα = − 3

5
1 فرض کنید α زاویه ای در ناحیهٔ دوم مثلثاتی باشد و 

tan و α زاویه ای در ناحیهٔ چهارم مثلثاتی باشد، نسبت های دیگر مثلثاتی زاویهٔ α را به دست آورید. −α = 4

3
2 اگر 

، آنگاه نسبت های دیگر مثلثاتیِ زاویه °135 را به دست آورید. sin = 2
135

2
 3 اگر 

، آنگاه نسبت های دیگر مثلثاتیِ زاویهٔ °240 را به دست آورید. tan =240 3 4 اگر  

5 شخصی می خواهد عرض یک رودخانه را اندازه گیری کند. او ابتدا مطابق شکل، نقطه ای چون C و سپس نقطه ای مانند A را در امتداد 
C و در طرف دیگر رودخانه مشخص می کند و به اندازهٔ 200 متر از C به صورت افقی در امتداد رودخانه حرکت می کند تا به نقطهٔ B برسد. اگر 
sin20° ، او چگونه می تواند عرض رودخانه را محاسبه کند؟ )پاسخ خود را  زاویهٔ دید این شخص )از نقطهٔ B به نقطهٔ A(، °20 باشد و 0/34

تا دو رقم اعشار برحسب متر بنویسید.(

A

C
B 200m

θ=20°
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6 با فرض بامعنی بودن هر کسر، درستی هر یک از تساوی های زیر را بررسی کنيد.

cos sin
sin cos

θ − θ=
+ θ θ

1

1
ب(      tan

sin cos
× θ =

θ θ
1 1 الف( 

cos x sinx
sinx

− =
+

2

1
1

ت(   tan tan
cot

+ α = α
+ α

1

1
پ( 

cosxtanx
cosx sinx

− =
+

1

1
ث( 

اولين دانشمندی که جدول سينوس، کسينوس، شعاع دایره ای و نسبت مثلثاتی را کشف کرد، ابوالوفا 
از مفاخر عـلمی  یکی  بوزجانی خراسانی است. وی  بن عباس  بن اسماعيل  بن یحيی  محـمد 

ایران، ریاضی دان و اخترشناس سده ٔ چهارم هجری قمری در اول رمضان 328 )هـ.ق( در 
بوزجان )تربت جام امروزی(، در مرز خراسان و افغانستان زاده شد. او مقدمات ریاضيات 
زمان را، همان جا، نزد دایی و عمویش فرا گرفت. در سن 20 سالگی به بغداد رفت و نزد 
اساتيد مختلفی به تحصيل خود ادامه داد. وی پس از مدتی به یکی از دانشمندان مشهور 
زمان خود تبدیل شد و با دانشمندان هم  عصر خود، مکاتبات علمی داشت. به عنوان مثال، 

وقتی ابوریحان در خوارزم بود، برای رصد همزمان گرفتگی ماه، با بوزجانی که در بغداد 
بود، قرار گذاشتند تا نتيجه  دو رصد که در دو نقطه  مختلف انجام می گرفت را با هم مقایسه 

کنند. ابوالوفا بر بسياری از آثار پيشينيان )ایرانی و یونانی( مثل »مقدمات« اقليدس، »جبر و 
مقابله« خوارزمی، »جبر« دیوفانت، »مجسطی« بطلميوس و غيره تفسير نوشت. خود نيز ابتکارات و 

نوآوری های بسياری در هندسه و مثلثات دارد. سرانجام وی در سوم رجب 388 )هـ.ق( در بغداد درگذشت.


