
سال سوم آموزش متوسطه

رشتۀ ریاضی و فیزیک

جبر و احتمال

1395



وزارت آموزش و پرورش 
سازمان پژوهش وبرنامه ریزى آموزشى

برنامه رىزى محتوا  و نظارت بر تألىف: دفتر تألیف کتاب هاى درسى ابتدایی و متوسطه نظری
 نام کتاب :   جبر و احتمال ـ258/2 

 مؤلفان :بیژن ظهورى زنگنه، زهرا گویا، یحیى تابش و یداللّه ایلخانى پور
آماده سازى و نظارت بر چاپ و توزىع : ادارۀ کل نظارت بر نشر و توزیع مواد آموزشی

                                                            تهران:  خیابان ایرانشهر شمالى ـ ساختمان شمارۀ 4آموزش و پرورش )شهید موسوى(
 ـ 88831161      ،   دورنگار:  88309266       ،      کد پستى:  1584747359،                    تلفن: 9 

 www.chap.sch.ir :وب سایت                        
 مدىر امور فنى وچاپ: لیدا نیک روش

 طراح جلد: زهرا گویا، محمّدقاسم علیمردانى
 صفحه آرا: سمیه قنبرى

 حروفچىن: زهرا ایمانی نصر، سیّده فاطمه محسنی
 مصحح: علیرضا کاهه، علی مظاهری نظری فر

 امور آماده سازى خبر: زینت بهشتی شیرازی
 امور فنى راىانه اى:  احمدرضا امینی، حمید ثابت کلاچاهى

ناشر :  شرکت چاپ و نشر کتاب هاى درسى ایران  : تهران ـ کیلومتر 17 جادۀ مخصوص کرج ـ خیابان61 )دارو پخش( 
  تلفن : 5 ـ 44985161 ، دورنگار : 44985160، صندوق پستى : 139ـ 37515

چاپخانه : شرکت چاپ و نشر کتابهاى درسى ایران»سهامى خاص«
سال انتشار: 1395

حقّ چاپ محفوظ است.

ISBN  964-05-0055-0       964-05- 0055-0  شابک



اگر منحرفىن و معوجىن در ىک کشورى سرنوشت آن کشور را به دست بگىرند، آن کشور رو     به 
انحطاط و انحراف مى رود، و اگر افاضل و دانشمندان که با فضىلت هستند، با فضىلت انسانى هستند، 
اىنها سررشته دار ىک کشور بشوند، فضىلت در آن کشور زىاد مى شود؛ براى اىنکه در آن مقامى که 
هستند مردم به حسب عادت توجه به آنها دارند و حرف هاى آنها در ذهن هاى آنها، در ذهن هاى عموم 

مردم کارگر است و تأثىر مى کند.
امام خمینى
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پیشگفتار
حکاىتى دربارهٔ ىکى از رىاضى دان هاى مشهور مى گوىند که خالى از لطف نىست: روزى قرار 
او در شروع صحبت ىک  اىن رىاضى دان در حضور جمع تحصىل کرده اى سخنرانى کند.  بود که 
عبارت رىاضى روى تخته نوشت و گفت: » در واقع اىن عبارت بدىهى است «. رىاضى دان دوباره به 
عبارت نوشته شده نگاه کرد و گفت: » حداقل من فکر مى کنم که بدىهى است «. امّا همچنان که شکّ او 
قوى تر مى شد گفت: » ببخشىد « و کاغذ و مدادى برگرفت و سالن سخنرانى را ترک کرد. بعد از بىست 

دقىقه اوخندان به سالن بازگشت و پىروزمندانه گفت: » بله حضار محترم، اىن عبارت بدىهى است! « 
به طور  ما مى توانىم  بود که  آن  بودن عبارت  بدىهى  از  نظرمى رسدکه منظوراىن رىاضى دان  به 
شهودى درستى آن را قبول کنىم. با اىن حال اىن پذىرش کافى نىست و در نهاىت، تجزىه و تحلىل منطقى، 
آن را تأىىد و ىا رد مى کند. بنا به گفتهٔ اسکمپ1 ) 1971 ( » مطمئن بودن از چىزى ىک قصّه است و 
دانستن اىن که چرا آن چىز درست است قصّه اى دىگر « و هدف ما نىز کمک به دانستن اىن چراهاست.
با درنظر گرفتن نقشى که رىاضىّات در تربىت هر شهروند مى تواند اىفا کند، آشناىى با قسمت هاى 
مختلف اىن علم براى نوجوانان مستعد، متفکّر و تواناى ما الزامى به نظر مى رسد. نمونه هاى شهودى و 
تجربى زىباىى در رابطه با رشد و توسعهٔ مطالب مطرح شده در اىن کتاب وجود دارند که ىادگىرى و فهم 
آنها را آسان مى کنند. امّا براى بهتر فهمىدن و ىادگرفتن موضوعات ىاد شده، به دانش هاى پىش نىاز و 
ابزار مختلفى نىازمندىم. مهم ترىن آنها نحوۀ استدلال کردن  و سپس تکمىل آنچه که دربارهٔ مجموعه ها 

و بالاخره حاصل ضرب دکارتى و رابطه  ىاد گرفته اىم مى باشد.
نىاز به دانش هاى پىش نىاز ما را بر آن داشت که دو فصل اوّل کتاب را به مفاهىم فوق اختصاص 
دهىم تا علاوه بر تعمىق ىادگىرى هاى قبلى، زمىنهٔ مناسب ترى براى بهتر فهمىدن مطالب فصل هاى بعد 

فراهم آىد.
هم چنىن، توجه معلمّان گرامى و دانش آموزان عزىز را به اىن مهم جلب مى کنىم که تجدىد   نظر 
کتاب پس از جمع آورى و تجزىه و تحلىل نتاىج حاصل از 4 سال تدرىس آن صورت گرفته است. از 
حضور شما و تمامى صاحب نظران گرامى خواهشمندىم که با پىشنهادها و انتقادهاى سازندهٔ خوىش ما 

را در تصحىح، توسعه و تکمىل آن ىارى دهند.
مؤلفان    

Skemp ــ ١
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 ـ1 ـ درک شهودی1   1
طى قرن هاى متمادى، مردم باور کرده بودند که زمىن صاف است و ستاره ها به دور آن در گردش 
هستند. آنها نظرىهٔ گرد بودن زمىن و چرخش آن به دور خورشىد را رد مى کردند. اگر چه امروزه اىن نظرىه 
حتّى براى خردسالان نىز امرى کم و بىش واضح است، لىکن با شهودِ مردم آن زمان مطابقت نداشت.

   شهود مى تواند ىک دانش غرىزی ىا احساس بدون استدلال باشد.

وقتى که از شهود خود استفاده مى کنىم، هىچ گاه نمى توانىم با اطمىنان صد درصد بگوىىم که 
نتىجه گىرى ما درست است. با اىن حال در بسىارى مواقع، درک شهودى به ما کمک مى کند که مطالب 
رىاضى را بهتر بفهمىم و حدس هاى بهترى براى اثبات قسمت هاى مختلف بزنىم. چنىن حدس هاىى 
کم و بىش محتمل و به صورت استدلال موقّت، رضاىتى در ما به وجود مى آورنـد که با اشتىاق بىشترى 
براى دستىابى به ىک استدلال حتمى تلاش کنىم. معمولاً استدلال موقّت بر مبناى تمثىل و استقرا 

مى باشد که در قسمت هاى بعد با محدودىت هاى آنها آشنا مى شوىم.

 ـ2 ـ استدلال تمثىلى ىا قىاسى2   1
در اکثر کارهاى روزمرّه ــ از نتىجه گىرى هاى سطحى تا موفقىّت هاى عمدهٔ علمى و ىا کارهاى 
هنرى ــ از تمثىل ىا قىاس استفاده مى کنىم. قىاس که در   واقع همان ىافتن نوعى مشابهت بىن مفاهىم 
گوناگون مى باشد، در تمام سطوح مختلف قابل استفاده است.انواع تمثىل با توجّه به محدودىتّ هاىى که 
دارند، مى توانند در اىجاد ىک زمىنهٔ شهودى براى درک بسىارى از مفاهىم و اثبات هاى رىاضى کمک 

استدلال رىاضی

فصل1

Intuitive ــ 1
Analogy ــ 2
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مؤثرّى باشند و نباىد اهمّىت آنها را نادىده گرفت. به مثال زىر توجّه کنىد:
مثال 1: از تمثىل براى درک بهتر اىن حقىقت که حاصل ضرب عدد منفى در عدد منفى، عددى 

مثبت است استفاده مى کنىم:
وارد شدن آب به مخزن را عملى مثبت )+(  و خروج آب از آن را عملى منفى )-( درنظر مى گىرىم. 
در نماىش فىلم نىز، جلوبردن فىلم را عملى مثبت )+(   و عقب بردن آن را عملى منفى )-(  به حساب 
مى آورىم. حال اگر فىلمى نماىش داده شود که در آن، آب در حال خروج از ىک مخزن است )-( و فىلم 
را به عقب برگردانىم ) -(، آب دوباره به مخزن باز مى گردد ) +(! ىعنى حاصل دو عمل منفى ) خروج آب 

و عقب بردن فىلم (، عمل مثبت بازگشت آب به مخزن شده است.
همان طور که مى دانىد، مثال بالا به هىچ عنوان ىک اثبات رىاضى نىست، امّا تمثىل خوبى است 

تا ما را براى اثبات دقىق آماده کند. 
تمرىن 1ـ با توجه به داستان زىر، توضىح دهىد که طوطى چه تمثىلى به کار برد و علت خندهٔ 

مردم چه بود؟
بــقــالــى و وى را طــوطــىــى بــود 
دکـــان نـگـهـبـان  بــودى  دکـــان  در 
بــــدى نــاطــق  آدمــى  در خــطــاب 
جـسـت از سـوى دکـان سـوىـى گـرىخت
از ســوى خــانــه بـىـامـد خـواجـه اش
دىــد پــر روغـن دکــان و جــامــه چــرب
روزکــى چــنــدى سـخـن کـوتـاه کـرد
رىــش بـر مـى کـنـد و مـى گـفـت اى درىـغ
دســت مـن بـشـکـسـتـه بـودى آن زمان
را دروىــش  هـر  مــى داد  هــدىــه هــا 
بـعـد سـه روز و سـه شـب حـىـران و زار
مى نـمـود آن مـرغ را هـرگـون شـگـفـت
مـى گـذشـت بــرهـنـه  ســـر  جـولـقـى 
طـوطـى انــدر گـفـت آمــد در زمــان
از چـــه اى کــل بــا کــلان آمـىـخـتـى
از قـىـاسـش خـنــده آمــد خـلـــق را
کــار پـاکـان را قـىـاس از خــود مـگـىـر
جـمـلـه عــالـم زىــن سـبـب گـمـراه شـد

خــوش نــواىــى ســبــز گـوىـا طـوطـىـى
نـکـتـه گـفـتـى بـــا هــمــه ســوداگــران
در نــواى طـــوطـىـان حــاذق بـــدى
شـىـشـه هــاى روغـن گــل را بـرىـخـت
بــر دکـان بـنـشـسـت فـارغ خواجه وش
بـر سـرش زد گـشت طوطى کـَل ز ضـرب
کــــرد آه  نــدامــت  از  بــقــال  مــرد 
کــآفــتــاب نــعــمــتــم شــد زىــر مـىـغ
چـون زدم مـن بـر سـر آن خـوش زبـان
را خــوىـش  مــرغ  نـطـق  بـىـابــد  تــا 
بــر دکــان بـنـشـسـتـه بُـد نـومـىـدوار
تــا کــه بـاشـد کــانـدر آىـد او بـگـفـت
بـا سـر بــى مــو چـو پـشـت طـاس و طشت
بــانـگ بـر دروىـش زد کـه هــى فــلان
تــو مـگـر از شـىـشـه روغــن رىـخـتـى
کــو چـو خـود پـنـداشـت صـاحب دلق را
گــرچــه مــانــد در نـبـشـتـن شىر و شىر
کــم کـسـى ز ابــدال حــق آگـــاه شــد
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 ـ3 ـ استدلال استقراىى1  1
اگر وارد قرىه اى شوىد و اوّلىن فردى که به او برخورد مى کنىد داراى چشمانى آبى باشد چه 
مى گوىىد؟ حال اگر به گردش در کوچه پس کوچه هاى قرىه بپردازىد و متوجّه شوىد که رنگ چشمان 
تمام افرادى که با آنها در آن قرىه مواجه شده اىد آبى است، ممکن است نتىجه بگىرىد که رنگ چشمان 

تمامى افراد قرىه آبى است. 
و  نـتاىج شدىم  بودن  ىکسان  متوجّه  را جمع آورى کردىـم،  متعدّدى  قـرىه، شواهـد  به  در سفـر 
براساس آنها، نتىجه گىرى کلىّ را انجام دادىم. عالمان تجربى نىـز با روشى مشابه مشاهدات خود را نظم 
داده و با توجه به نظم حاکم بر آنها، قوانىن عمومى طبىعت را کشف مى کنند. در علوم تجربى به اىن نوع  

استدلال، روش تجربى ىا علمى و در رىاضى به آن استدلال استقراىى گفته مى شود.

 استدلال استقراىى روش نتىجه گىری کلّى بر مبنای مجموعۀ محدودی از 
مشاهدات است.

مثال 2: فرض کنىد که اعداد متوالى فرد را با هم جمع مى کنىم. براى اىن کار از 1 شروع مى کنىم:
1+٤ = ٣  
1+٩ = ٥+٣  
1+٧+٥+٣ = 1٦  

با توجّه به مشاهدات بالا نتىجه مى گىرىم تمام حاصل جمع ها مربع کامل هستند.
حال با ادامهٔ الگوى بالا، نتىجهٔ به دست آمده را کنترل مى کنىم.

از اىن ىافته ها چه نتىجه اى مى توان گرفت؟ آىا مى توان ادّعا کرد که همىشه حاصل جمع اعداد 
فرد متوالى ىک مربع کامل است؟

 ـ4 ـ محدودىت استدلال استقراىى  1
مشاهدۀ 1ــ آب آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 

مشاهدۀ 2ــ برف آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 
مشاهدۀ 3 ــ ىخ آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 
نتىجه: هر چىزى آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند. 

Inductive reasoning ــ 1
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در شکل بالا مرد غارنشىن با مشاهده و جمع آورى اطلّاعات و دىدن الگوىى که تکرار مى شد 
نتىجه گىرى کرد که » هر چىزى آنقدر مى جوشد تا آن که چىزى از آن باقى نماند! «

همان طور که مى بىنىد، شکل بالا ضعف اساسى چنىن استدلالى را به ما نشان مى دهد زىرا که 
همىشه اىن احتمال وجود دارد که شواهد بىشترى کشف بشوند تا نادرستى نتىجه گىرى کلىّ، بر مبناى 

مجموعهٔ محدودى از مشاهدات را نشان دهند.
تمرىن 2ـ محاسبات تعىىن شده را انجام دهىد تا اعدادى را که در معادلات زىر صدق مى کنند 

پىدا کنىد:
1 (  1 × ٨ + 1 =        
2 ( 12 * 8 + 2 =       
3 ( 123 * 8 + 3 =    
4 ( 1234 * 8 + 4 = 

الف( آىا فکر مى کنىد اىن الگو تا بى نهاىت ادامه داشته باشد؟
ب( بدون محاسبه و با توجّه به الگوى  بالا، اعدادى را که در معادلات زىر صدق مى کنند حدس بزنىد:

5 (12345 * 8 + 5 =             
6 ( 123456 * 8 + 6 =                  

پ( نتاىج قسمت ) ب ( را محاسبه کنىد تا مشخّص شود که آىا حدس شما درست بوده است ىا خىر؟ 
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اثبات  سعى کنىد آنچه را شهودی به نظر مى رسد، به طور رسمى و دقىق 
کنىد و آنچه را که به طور رسمى و دقىق اثبات کرده اىد به طور شهودی درک کنىد. 

اىن ىک ورزش مغزی جالب است.
       جورج پولىا1، 1945    

1 ـ 5  ـ استقرای رىاضى2
ممکن است به طور تصادفى مشاهده کرده باشىد که: 100 = 64+27+8+1. با تشخىص مربع ها 

و مکعب هاى اعداد، شاىد بتوانىم به مشاهدهٔ خود شکل جالب ترى بدهىم:
13+23+33+43 = 102

پاسخ  براى  است؟  عدد  ىک  مربع  متوالى،  مکعب هاى  مجموع  همىشه  آىا  افتاد؟  اتفّاق  اىن  چطور 
به  کنجکاوى خود، مى توانىم موارد مشخّص دىگرى را نىز بررسى کنىم و براى تکامل و ىگانگى حالت، 

n = 1 ىعنى حالتى که فقط ىک عدد مکعب شده وجود دارد، را نىز اضافه مى کنىم:

مکعب های اعداد متوالی مجموع مکعب ها مربع مجموع 

12

٣2

٦2

1٠2

1٥2

1
٩

٣٦
1٠٠
22٥

1٣

1٣ + 2٣

1٣ + 2٣٣ + ٣

1٣ + 2٤٣+ ٣٣ + ٣

1٣ + 2٥٣ + ٤٣+ ٣٣ + ٣

با جمع آورى مشاهدات فوق و استفاده از استدلال استقراىى مى بىنىم که:
 مجموع مکعب هاى اعداد متوالى برابر است با مربع مجموع آنها.امّا چنىن نتىجه گىرى اى 
کامل نىست. به همىن دلىل است که در رىاضى استقرا را نه فقط با مشاهدات بلکه به کمک اثبات دقىق 

نىز محک مى زنىم. حال براى اثبات دقىق به طرىق زىر عمل مى کنىم:
.)اثبات کنىد!( مى خواهىم تحقىق کنىم و ببىنىم  n(n )... n ++ + + + = 1

1 2 3
2

 شاىد بدانىم که 
که اگر مجموع مکعب هاى nعدد متوالى برابر با مربع مجموع آنها باشد 

George Polya ــ 1
2 ــ برگرفته از کتاب ?How to solve it اثر جورج پولىا.
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n(n )... n + + + + + =   

2
3 3 3 3 1

1 2 3
2  )1(

آىا اىن ادّعا براى n+1 عدد متوالى نىز درست است؟ ىعنى آىا رابطهٔ 
(n )(n )... n (n ) + + + + + + + + =   

2
3 3 3 3 3 1 2

1 2 3 1
2   )2(

نىز برقرار است؟
با ىک کنترل ساده، رابطهٔ زىر را با کم کردن )1( از )2( به دست مى آورىم:

(n )(n ) n(n )(n ) + + +   + = −      

2 2
3 1 2 1

1
2 2  )3(

n فاکتور مى گىرىم: + 
  

21

2
از جملهٔ مشترک 

n(n ) (n ) n+   + = + −    

2
3 2 21

1 2
2                  

)4(

(n ) n n n+  = + + − 
2

2 21
4 4

4  
 ) 5 (

(n ) [ n ]+= +
21

4 4
4  

)6(

(n ) (n )+= + ×
21

1 4
4  

)7(

= )n +1(3  )8(
رابطهٔ تجربى ما امتحان حىاتى را گذراند، ىعنى درستى تساوى )3( را نتىجه گرفتىم که معادل 

تساوى ) 2 ( است، ىعنى
(n )(n )... n (n ) + + + + + + + + =   

2
3 3 3 3 3 1 2

1 2 3 1
2  

)9(

در بررسى اىن موضوع، درستى ادّعا را در حالت هاى خاص از n = 1 تا n = 5 مشاهده کردىم. 
سپس با فرضى که اىن ادّعا براى n اُمىن حالت درست است، نشان دادىم که براى )n + 1( اُمىن حالت نىز 

چنىن ادّعاىى درست است. حال با اطمىنان خاطر مى گوىىم:

 مجموع مکعب های  n عدد متوالى، برابر با مربع مجموع آنهاست.
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مطلب فوق نمونهٔ خوبى براى گذار از استدلال استقراىى ) تجربى ( به استقراى رىاضى است. 
براى بهتر فهمىدن استقراى رىاضى به مثال زىر توجّه کنىد:

مثال 3     : براى هر عدد صحىح و مثبت n ثابت کنىد که:

n n...+ + + = −
2

1 1 1 1
1

2 2 2 2  
)1(

حل: اگر n = 1، آنگاه:

= = −
1 1

1 1 1
1

22 2  )2(

مى بىنىم که در اىن حالت، تساوى )1( درست است.
اگر n = 2، آنگاه

 
+ = = −

1 2 2

1 1 3 1
1

42 2 2  )3(

2 بـه دست آورىم:

1

2
که مجدداً تساوى )1( را نشان مى دهد. اىـن تساوى را مى توانىم با جمع )2( و 

 − + = = −  1 2 2 2

1 1 3 1
1 1

2 2 2 2  
ادامهٔ اىن بررسى براى تمام اعداد عملى نىست، پس چه کار کنىم؟ 

ىک قدم دىگر هم جلو مى روىم و با استفاده از نتاىج به دست آمده براى دو جملهٔ اوّ ل، حالت  
n = 3 را نىز بررسى مى کنىم:

   + + = − + = = −      2 3 2 3 3 3

1 1 1 1 1 7 1
1 1

2 2 2 2 2 2 2  )4(
درنتىجه درستى رابطه براى حالت n = 3 را نىز نتىجه گرفتىم.

حال اگر در حالت کلىّ، درستى رابطه را براى n = k فرض کنىم، ىعنى داشته باشىم

k k...+ + + + = −
2 3

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2  
و بتوانىم از اىن فرض، درستى رابطه را براى n = k + 1 ىعنى
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              k k k... + +
 + + + + + = −  2 3 1 1

1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2  )5(

نتىجه بگىرىم، آنگاه مى توانىم ادّعا کنىم که تساوى )1( در هر حالتى درست است.
 را از تساوى)1( 

k
 −  

1
1

2
در طرف اوّل تساوى )5( به جاى مـقدار داخل پرانتـز، معادل آن ىعنى 

جاىگزىن مى کنىم

k k+
 − +   1

1 1
1

2 2  
)6(

k k+ += − +
1 1

2 1
1

2 2  
)7(

       k+= −
1

1
1

2  
)8(

از درستى رابطه در حالت n = k، درستىِ آن در حالت n = k + 1 نىز ثابت شد. اىن گونه اثبات 
را، اثبات به وسىلهٔ استقراى رىاضى ىا اثبات به وسىلهٔ اصل استقرا مى نامىم که از اهمّىت وىژه اى در 
رىاضىّات برخوردار است.اصل استقرا براى اثبات رابطه هاىى نظىر رابطهٔ بالا مورد استفاده قرار مى گىرد.

 اصل استقرا
فرض کنىد P(n) حکمى دربارۀ عددطبىعى n باشد. اگر P(1) درست باشد و از درستى 
P(k) درستى P(k +1) نتىجه شود، در اىن صورت P(n) برای هر عدد طبىعى n نىز 

درست است.

درنتىجه بنابراصل استقرا، براى هر عدد طبىعى n، تساوى )1( در مثال قبل، درست است.

براى استفاده از اصل استقرا گام هاى زىر را برداشتىم:
گام 1: درستى حکم را براى n =1 نشان دادىم.

گام 2: ثابت کردىم که اگر حکم براى n =k درست باشد، آنگاه براى n = k + 1 نىز درست است.
مثال 4     : با استفاده از اصل استقرا ثابت  کنىد که براى  هر عدد طبىعى 42n-1 ،n بر 5 بخش پذىر 

است.
حل: با دانستن اىن که Pn = 42n-1 بر 5 بخش پذىر است، گام اوّ ل را برمى دارىم.
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گام 1: درستى حکم را براى n = 1 نشان مى دهىم:
P1 = 42)1(-1 = 15 = 5 * 3  )1(

که بر 5 بخش پذىر است پس )P )1 درست است.
گام 2: مى خواهىم ثابت کنىم که اگر حکم براى )k(P درست باشد، درنتىجه براى )P)k+1 نىز 

درست است.
فرض کنىم: 

Pk = 42k -1 = 5r  )2(
که بر 5 بخش پذىر است. حال باىد بخش پذىر بودن

 Pk+1 = 42)k+1( -1   )3(
بر 5 را نشان دهىم. براى اىن کار، طرفىن تساوى )2( را در 42 ضرب مى کنىم ىعنى

42)42k -1( = 42)5r(  
از ساده کردن )3(، تساوى )4( به دست مى آىد:

42k+2 - 42 = 42)5r(  )4(
با اضافه کردن 15 به طرفىن تساوى خواهىم داشت:

42)k+1( -1 = 15 + 42)5r(  )5(
  = 15 + 16)5r(  )6(
= 5 )3 + 16r(  )7(

تساوى )7( بخش پذىر بودن )k+1(P بر 5 را نشان مى دهد.ىعنى از )k(P، درستى )P)k+1 را 
نتىجه گرفتىم.در اىن صورت بنابر اصل استقرا، )P)n براى هر عدد صحىح و مثبت n نىز درست است. 

در حالت کلى، از گام هاى 1 و 2 نتاىج زىر را به دست مى آورىم:
)P)2(، P)1 را  نتىجه مى دهد.
)P)3(، P)2 را نتىجه مى دهد.
)P)4(، P)3 را نتىجه مى دهد.

و الى آخر که اىن توجىه کنندهٔ درست بودن حکم )P)n براى هر عدد طبىعى n است.

 ـ 6 ـ استقرای تعمىم ىافته  1
در مثال هاىى که تاکنون دىدىم، استقراى رىاضى را از n = 1 شروع کردىم، ىعنى درستى حکم 
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مورد نظر را براى n = 1 نشان دادىم.امّا گاهى لازم است که اوّلىن مرحلهٔ استقرا را از ىک عدد طبىعى  
n <1 آغاز کنىم. به مثال زىر توجّه کنىد:

مثال 5     : ثابت کنىد عدد طبىعى مناسبى مانند m <1  وجود دارد به طورى که براى هر عدد 
طبىعى n ≥ m( n( دارىم

  n! < 3n                                                          )1(          
حل: ابتدا با اندکى جست  و جو، تحقىق مى کنىم که n چه اندازه باىد بزرگ باشد؟

٨٧٦٥٤٣21n
٤٠٣2٠٥٠٤٠٧2٠12٠2٤٦21n!
٦٥٦121٨٧٧2٩2٤٣٨12٧٩٣٣n

مى بىنىم که براى n هاى طبىعى کوچکتر از 7، اصلاً چنىن حکمى درست نىست. امّا براى n = 7، رابطهٔ 
n! < 3n درست است و به نظر مى رسد که براى n هاى بزرگتر از 7 نىز حکم درست باشد. حال فرض 

مى کنىم براى k ≥ 7 حکم درست باشد ىعنى: k! < 3k.  آنگاه درستى حکم زىر را تحقىق مى کنىم:
)k +1(! < 3k+1  )2(

براى نشان دادن )2( طرفىن k! < 3k را در )k +1( ضرب مى کنىم:
   )k +1(k! < )k + 1( 3k                                                                                    )3(           

و چون k ≥ 7 فرض شده است، پس:
)k +1(k! < 7 * 3k                                                                                          )4(           

با اىن حال مى بىنىم که طرفىن نامساوى )4( چنىن خاصىتى را دارد که:
7 * 3k < 3 * 3k = 3k+1                                                                                   )5(           

پس:
7 * 3k < 3k+1                                                                                                   )6(              

درنتىجه طبق )4( و )6(: 
)k+1(k! < 3k+1                                                                                               )7(              

اما طبق تعرىف:
)k+1(k! = )k+1(!                                                                                            )8(                 

که معادل آن را در )7( قرار مى دهىم درنتىجه:
)k +1(! < 3k+1  )9(
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بدىن ترتىب براى k ≥ 7، نشان دادىم که اگر k! > 3k، آنگاه 3k+1 < !(k +1).حال با اطمىنان 
 .n! > 3n دارىم n ≥ 7 مى توانىم بگوىىم که براى هر

در اىن مثال مشاهده شد m مناسب 7 است که به روش جست     و جو آن را به دست آوردىم.
چنىن شىوهٔ استدلالى را روش استقراى تعمىم ىافته مى گوىند.

 اصل استقرای تعمىم ىافته
فرض کنىد P(n) حکمى دربارۀ عدد طبىعى n باشد. اگر P(m) برای m <1 درست 
باشد و از درستى P(k) برای هر عدد طبىعى k ≥ m درستى P(k +1)نتىجه شود، 
آنگاه P(n) برای هر عدد طبىعى n ≥ m درست است. ( دقّت کنىد که در هرمسأله ای 

باىد m مناسب را پىدا کرد. )

براى استفاده از اصل استقراى تعمىم ىافته، گام هاى زىر را برمى دارىم:
گام m :1 مناسب را به دست مى آورىم، 

گام 2: درستى حکم را براى n = m نشان مى دهىم،
گام 3: ثابت مى کنىم که اگر حکم براى n = k ≥ m درست باشد، آنگاه حکم براى n = k +1 نىز 

درست است.
آنگاه نتىجه مى شود که حکم براى هر عدد طبىعى n ≥ m درست است.

تمرىن

1 ــ براى هر عدد طبىعى n ثابت کنىد:
n(n )( n )... n + ++ + + + =2 2 2 2 1 2 1

1 2 3
6 الف) 

... ( n ) n+ + + + − = 22 6 10 4 2 2 ب) 

... ( n ) n+ + + + − = 21 3 5 2 1
پ) 

... n ( n )+ + + + < + 21
1 2 3 2 1

8
ت) 
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n(n )(n )... n(n ) + +× + × + × + + + = 1 2
1 2 2 3 3 4 1

3  
ث)

2 ــ اگرr ≠ 1 ، براى هر عدد طبىعى n ثابت کنىد:
n

n rr r ... r
r

+−+ + + + =
−

1
2 1

1
1  

3 ــ در هر ىک از بندهاى زىر ابتدا عدد طبىعى مناسب m را بىابىد و سپس حکم را براى هر 
عدد طبىعى n (n ≥ m) ثابت کنىد.

2n > n2 الف)  
2n < n! ب)  

n
n...+ + + + <

−
1 1 1

1
3 7 22 1 پ)  

4 ــ مجموع جملات زىر را حدس بزنىد و ادعاى خود را با استقراى رىاضى ثابت کنىد:

...
n(n )

+ + + +
× × × +
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1

5  ــ با استفاده از اصل استقرا ثابت کنىد:
. n(n )− 3

2
الف) تعداد قطرهاى هر n ضلعى محدّب برابر است  با 

.(2n -4) * 90° ضلعى محدّب برابر است  با n  ب) مجموع زاوىه هاى داخلى هر
6 ــ ثابت کنىد به ازاى هر عدد طبىعى8n -1 ،n  بر 7 بخش پذىر است.

7 ــ اگر a ≥ -1 و n ∈ N، آنگاه به کمک استقراى رىاضى درستى رابطهٔ زىر را ثابت کنىد:
(1 + a)n ≥ 1 + na

8  ــ نامساوى مثلث براى هر دو عدد حقىقى a و b به صورت |a + b| ≤ |a| + |b| برقرار است. 
با  استفاده از استقرا ثابت کنىد که براى هر n  عدد حقىقى xn،...،x2 ،x1 دارىم:

|x1+ x2 +...+ xn| ≤ |x1| + |x2| + ... + |xn|  
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مجلۀ رىاضى
مى شده  استفاده  آن  از  داشته،  وجود  استقرا  اىده های  قدىم،  زمان های  از 
مىلادی  شانزدهم  قرن  اواىل  از  استقرا  کمک  به  اثبات  حال،  اىن  با  است. 
استفاده  مورد  اروپاىى  رىاضى دانان  از  بعضى  توسط  و  است   شده  متداول 
استقرا  از  مشهور،استفاده  رىاضى دان  فرما  هفدهم  قرن  در  است.  گرفته  قرار 
در  رىاضى «  » استقرای  اصطلاح  ولى  ساخت.  مطرح  بىشتری  تنوع  با  را 
و  رفت  کار  به  انگلىسى،  رىاضى دان  دِمُرگان،  توسط  نوزدهم  قرن  اواىل 
گرفت. قرار  استفاده  مورد  مدون  به طور  رىاضى  اثبات های  در  استقرا  روش 
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در طول تارىخ، مردم از علامت ها و نشانه هاى مختلفى براى نماىش اعداد استفاده کرده اند. بعضى از اىن نشانه ها در 
پاپىروس راىند دىده مى شوند. رىاضى دان ها هنوز به مطالعه و ىادگىرى بىشتر در مورد اعداد مشغول اند.

 ـ7 ـ استدلال استنتاجى1  1

 در مقدمۀ پاپىروس راىند که شاىد قدىمى ترىن تارىخ موجود رىاضى باشد 
) 1650 سال قبل از مىلاد ( چنىن آمده است :

» به جرأت مى توان گفت که بارزترىن مشخّصۀ شعور انسان که نشان دهندۀ درجۀ تمدن 
هر ملّت است، همان قدرت استدلال کردن است و به طور کلّى اىن قدرت به بهترىن 

وجهى مى تواند در مهارت های رىاضى افراد آن ملّت به نماىش گذاشته شود.«

Deductive reasoning ــ 1
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ـ موجود است ىک سرگرمى به صورت  ـ پاپىروس راىند ـ ىکى  از مسائلى که در تارىخ رىاضى مصر ـ
بازى با اعداد است. با توجّه به دستورالعمل هاى مسئله، عددى انتخاب مى شود و سپس چندىن کار 

دىگر روى آن انجام مى شود. در پاىان بدون درنظر گرفتن عدد انتخابى، نتىجه همىشه ىکسان است! 
مثال 1     : اىن مثال از نوع سرگرمى با اعداد است. هر مرحله از اىن بازى در سمت راست و 

نتاىج هر مرحله براى 4 عدد انتخابى و تصادفى در سمت چپ جدول زىر نشان داده شده است.

471235ىک عدد انتخاب کنىد
٩121٧٤٠به آن ٥ را اضافه کنىد 

1٨2٤٣٤٨٠نتىجه را دوبرابر کنىد
1٤2٠٣٠٧٦از آن ٤ را کم کنىد 

٧1٠1٥٣٨حاصل را بر 2 تقسىم کنىد
عددی را که از ابتدا انتخاب کرده بودىد از 

٣٣٣٣اىن نتىجهٔ تقسىم کم کنىد 

بررسى بالا ما را مطمئن مى سازد که نتىجه همىشه برابر با 3 است. 
اگرچه با استدلال استقراىى مى توان استدلال کرد که اىن نتىجه شاىد براى همهٔ اعداد درست باشد، 
امّا به هر حال براى اثبات کلىّ اىن مطلب، ىعنى، تبدىل شاىد به باىد، به استدلال استنتاجى نىازمندىم. 
مثال 2     : همان مثال قبلى را با اندکى تغىىر بررسى مى کنىم و به جاى انتخاب ىک ىا چند عدد 
مشخص در موقع شروع از علامت گذارى استفاده مى کنىم. در طول بازى، مربعّ کوچک معرّف عدد 
انتخابى اوّلىه است و براى هر بار افزودن ىا کاستن اعداد جدىد،از ىک داىرهٔ کوچک استفاده مى کنىم.

 
عدد انتخابی

      عدد انتخابی به اضافهٔ ٥
     دو برابر نتىجهٔ قبل 

      
    کم کردن ٤ واحد 

   
    نصف نتىجه قبل 

  کم کردن عدد اوّلىه 
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به اىن ترتىب ثابت کردىم که نتىجه همىشه 3 است. حال به وضوح مى بىنىم که عدد انتخابى اوّلىه  
هرچه که باشد، باز هم نتىجه 3 است! 

شاىد مربع ها و داىره ها نمادهاى جالبى براى استفادهٔ همىشگى  نباشند. در رىاضىّات معمولاً از 
حروف براى نشان دادن اعداد دلخواه استفاده مى کنىم.

مثال 3     : حال مثال قبلى را با نماد جبرى، ىعنى با استفاده از حرف براى عدد انتخابى اوّلىه، 
دوباره بررسى مى کنىم:

nعدد انتخابی

٥ + nعدد انتخابی به اضافه ٥

2n + 1٠دو برابر نتىجهٔ قبل 

٦ + 2nکم کردن ٤ واحد 

٣ + nنصف نتىجه قبل 

٣کم کردن عدد اوّلىه 

نکته اى که در هر سه مثال به چشم مى خورد اىن است که نتاىجى را بر مبناى عباراتى که درستى 
آنها را قبول کرده اىم به دست آوردىم. ىعنى از استدلال استنتاجى استفاده کردىم.

 
 استدلال استنتاجى روش نتىجه گىری  با استفاده از حقاىقى است که درستى 

آنها را پذىرفته اىم.

مثال هاى فراوانى از دنىاى اطراف ما وجود دارند که نشان دهندهٔ استفاده از استدلال استنتاجى 
در زندگى روزمرّه هستند.

مثال 4     : رستورانى براى جلب مشترى و فروش بىشتر، اعلام کرده است که بىن ساعت هاى 
12 ظهر تا 2 بعدازظهر اگر کسى در آن رستوران غذاىى سفارش داد و آماده شدن غذا بىش از 10 
دقىقه به طول انجامىد، غذا را مجانى به مشترى بدهد. زمانى که خانوادهٔ بهارلو به اىن رستوران رفتند، 

عبارت هاى زىر درست بودند:
الف( ساعت بىن 12 ظهر و2 بعدازظهر بود.

ب( آماده شدن غذا بىش از 10 دقىقه به طول انجامىد.
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خانوادهٔ بهارلو نتىجه گرفتند که غذاىشان مجانى خواهد بود که نتىجه گىرى درستى بود! 
اىن مثال نىز نمونه اى از استدلال استنتاجى است.

مثال 5     :  فرض کنىد که دو عدد فرد را با هم جمع مى کنىم. توضىح دهىد که چرا مجموع آنها 
همىشه زوج است؟ 

حل: فرض کنىد 2m + 1 و 2n +1 نشان دهندهٔ دو عدد فرد باشند که m و n اعداد طبىعى 
هستند. درنتىجه مجموع آنها چنىن است:

)2m +1( + )2n+1( = 2m + 2n + 2 = 2)m +n +1(  
به دلىل وجود ضرىب 2 در اىن مجموع، نتىجه مى گىرىم که مجموع دوعدد فرد همىشه زوج است.

ثابت کردىم که مجموع دو عدد فرد همىشه ىک عدد زوج است، حتّى براى اعدادى که آنها را 
جمع نکرده اىم! اىن امر نشان دهندهٔ قدرت استدلال استنتاجى است.

نتىجه  که  هستىم  مطمئن  مى کنىم،  استفاده  استنتاجى  استدلال  از  وقتى   
همىشه درست است. 

هدف از مثال هاى فوق، اىجاد زمىنه اى مناسب براى آشناىى با مفهوم استدلال استنتاجى بود. 
بىشتر اىن مثال ها نمونه هاىى از قضاىاى کلّى هستند.

 قضاىای کلّى احکامى هستند که همىشه برقرار مى باشند.

به عنوان مثال، اهمىّت قضىهٔ فىثاغورث در  اکثر قضىه هاى مهمّ رىاضى قضاىاى کلىّ هستند. 
اىن نىست که در ىک مثلث قائم الزاوىه صدق مى کند، بلکه اىن قضىه براى همۀ مثلث هاى قائم الزاوىه 
صحىح است، و ىا اهمىّت اتحّاد sin2x + cos2x = 1 در اىن است که x  هر زاوىه اى که باشد، اىن 

تساوى برقرار است. 

 ـ 8    ـ مثال نقض  1
 استدلال استنتاجى به ما اطمىنان مى دهد که نتىجهٔ به دست آمده حتماً درست است. اىن جامعىّت، 
ىکى از نشانه هاى اقتدار و زىباىى اىن نوع استدلال است. گاهى اتفّاق مى افتد که با مثالى، عمومىّت 

نتىجه اى که حدس مى زنىم نقض مى شود. 
 مثال 6     : بسىارى از اعداد طبىعى را مى توان به صورت حاصل جمع اعداد متوالى نوشت. 
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به نمونه هاى زىر توجّه کنىد:
٩ = 2 + ٤ + ٣  
1٥ = 1 + 2+ ٥ +٤ +٣  
22 = ٧ +٦ +٥ +٤  
٣٩ = 12+ 1٣+ 1٤  
٧٤ = 1٧+ 1٨+ 1٩+ 2٠  

حال اىن سؤال مطرح مى شود که آىا هر عدد طبىعى را مى توان به صورت مجموع اعداد متوالى 
نوشت؟

حل: براى درست فهمىدن مسأله، باىد به دو سؤال اساسى پاسخ گوىىم. اوّل آن که آىا مثال ها 
براى حل مسأله کافى هستند؟ و دوّم اىن که آىا امکان دارد که تمام اعداد طبىعى را براى بررسىِ داشتنِ 

چنىن کىفىّتى کنترل کرد؟
ىکى از راه هاى خوب آن است که سعى کنىم ىک عدد طبىعى بىابىم که چنىن کىفىّتى را نداشته 

باشد. از هر عددى که بخواهىم شروع مى کنىم و به جست    و جو ادامه مى دهىم. 
22 +21 +2٠ +1٩ +1٨ = 1٠٠ )  ج  ٥ +٤ +٣ = 12 )الف  
٣٤ +٣٣ +٣2 +٣1 = 1٣٠ )  چ  ٩ + ٨ = 1٧ )ب  
٣ +2 +1 = ٦ )  ح  ٨ +٧ +٦ +٥ = 2٦ )پ  
٤ +٣ = ٧ )  خ  11 +1٠ +٩ = ٣٠ )ت  
? = ٨ )  د  1٠ +٩ +٨ +٧ +٦ = ٤٠ )ث  

مى بىنىم که عدد 8 را نمى توان به صورت مجموع اعدادِ  متوالى نوشت. عدد 8 مثال نقضى 
است که نشان مى دهد هر عدد طبىعى را نمى توان به صورت اعداد متوالى نوشت. 

اگر دو نقطهٔ اختىارى بر روى پىرامون داىره را به وسىلهٔ ىک پاره خط به هم وصل  مثال 7     : 
کنىم، داىره به دو ناحىه تقسىم مى شود. با اتصّال سه نقطهٔ اختىارى بر روى داىره، داىره به 4 ناحىه تقسىم 
مى شود. شکل زىـر اىن مـوضوع را بـراى 2 ، 3 ، 4 و 5 نقطهٔ اختىارى بـر روى داىـره نشان مى دهد:
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٢٣٤٥تعداد نقطه ها

٢٤٨١٦تعداد ناحىه ها 

نتىجه احتمالى: اگر تعداد نقاط 6 باشد، تعداد ناحىه ها 32 است. 
هم وصل  به  پاره خط هاىى  وسىلهٔ  به  را  آنها  و  مى کنىم  اختىار  داىره اى  روى  بر  نقطه   6 حل: 
مى کنىم. با توجّه به شکل زىر، مى بىنىم که تعداد ناحىه ها به صورت 2 ، 4 ، 8 ، 16، ... افزاىش مى ىابند. 
با استدلال استقراىى، به نظر مى رسد که پاره خط هاىى که 6 نقطه را به هم متّصل مى کنند، داىره را به 32 
ناحىه تقسىم مى کنند. امّا با توجّه به شکل زىر مشاهده مى شود که اىن نتىجۀ احتمالى نادرست است. 

با شمردن تعداد ناحىه ها، مى بىنىم که تعداد آنها 30 است.

اىن مثال، معرّف مراحلى است که  نشان دهندهٔ  نادرستى حدس ما است. اگرحتّى ىک مثال پىدا 
شود که حدس ما را نادرست کند، گوىىم که با مثال نقض نادرستى حدس ثابت شده است. 

  به مثالى که نشان دهد نتىجه گىری کلّى غلط است، مثال نقض مى گوىند.

مثال 8     : براى هر دو عدد گنگ x و y مى خواهىم ببىنىم آىا x + y نىزگنگ است ىا خىر؟
 ،x + y اى پىدا مى شوند که گنگ  باشند امّا مجموع آنها، ىعنى  y و x حل: کافى است نشان دهىم که

y را انتخاب کنىم، مى بىنىم = −2 2 x و  = +2 2 گنگ نباشد.براى اىن کار اگر دو عدد گنگ 
x y ( ) ( )+ = + + −2 2 2 2  

= 2 + 2 = 4                                                                                                
که ىک عدد گوىا است. پس اىن مثال، نتىجه گىرى کلىّ را نقض کرد. ىعنى مجموع دو عدد گنگ 

همىشه ىک عدد گنگ نىست.
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 ـ9 ـ قضاىای شرطى  1
پىامدهاى  از  مردم  کردن  آ گاه  هدف شان  معمولاً   که  فارسى  المثل هاى  ضرب  با  شما  بىشتر 
کارهاى بخصوصى است آشنا هستىد. » نابرده رنج گنج مىسّر نمى شود «، » کارها نىکو شود امّا به  صبر « 
به ترتىب شرط » رنج  تا کامروا باشى « از اىن نوع ضرب المثل ها هستند، ىعنى اگر  و » سحرخىز باش 
بردن «،  » صبورى « و » سحرخىزى « وجود داشته باشد، آنگاه » رسىدن به گنج «، » نىکوىى در کارها « و 

» کامرواىى « مىسّر مى شود.
همان طور که دقّت کرده اىد، در سرتاسر رىاضى که  تا به حال ىاد گرفته اىد، به دفعات با جملات 
تمام مقادىر حقىقى  x برقرار هستند روبرو  شرطى از قبىل » اگر x < 5 آنگاه 2x < 10« که به ازاى 

شده اىد. اىن نوع جملات را قضاىاى شرطى مى نامند.
قسمت شرطى چنىن جمله هاىى ) در مثال بالا x < 5( را فرض قضىه و نتىجهٔ جمله را ) در مثال 

بالا 2x < 10( حکم قضىه مى نامند.
به ىک  مثال 9     : » هر نقطهٔ دلخواه روى عمود منصّف ىک پاره خط، از دو سر آن پاره خط 
فاصله است « مثالى از ىک قضىهٔ شرطى است که در آن M معرّف نقطهٔ دلخواه بر عمود منصّف پاره خط 

AB است و
فرض:نقطهٔ   M بر عمود منصّف پاره خط AB است.

MA = MB :حکم
حال به مثال زىر و وىژگى آن توجّه کنىد:

مثال 10     : اگر نقطهٔ M از دو سر پاره خط AB به ىک فاصله باشد ىعنى: MA=MB، آنگاه 
M بر عمود منصّف پاره خط AB قرار دارد. 

دىده مى شود  که جاى فرض و حکم در اىن مثال، با  فرض و حکم مثال بالا عوض شده است.

 جای فرض و حکم در عکس قضىۀ شرطى با هم عوض مى شوند.

نکته : باىد توجّه داشت که همىشه عکس قضىه، ىک قضىه نىست.
x2 < 0  آنگاه ،x < 0 مثال 11     : اگر

اىن مثال ىک قضىه است که در آن:
x < 0 :فرض
x2 < 0 :حکم
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حال عکس اىن قضىه را در نظر بگىرىد
» اگر x2 > 0، آنگاه x > 0« که در اىنجا

x2 > 0 :فرض
x > 0 :حکم

امّا اىن ىک قضىهٔ کلى نىست، زىرا به ازاى x هاى منفى ــ در حالى که فرض درست است ــ 
.x = -1 < 0 امّا x2 = (-1)2 = 1> 0 ًحکم درست نىست.مثلا

 ـ10 ـ اثبات بازگشتى  1
از دانش آموزان کلاسى خواسته شده بود که قضىهٔ زىر را اثبات کنند:

قضىه: ثابت کنىد که به ازاى هر دو عدد حقىقى و مثبت x و y،نا برابرى زىر همىشه برقرار است.

(x y) xy+ ≥1

2   (1)

نحوهٔ استدلال ىکى از دانش آموزان چنىن بود:
او طرفىن (1) را به توان 2 رساند:

x2 + 2xy + y2 ≥ 4xy  (2)
سپس 4xy را از طرفىن ( 2) کم کرد و آن را بدىن صورت نوشت:

x2 - 2xy + y2 ≥ 0  (3)
(x - y)2 ≥ 0  (4)

و نتىجه گرفت که چون همىشه 2(x - y) مثبت ىا صفر است، پس ( 4) برقرار و حکم ثابت است. 
اىن گونه استدلال وىژهٔ اىن دانش آموز نىست و در بىن ساىر دانش آموزان نىز کم و بىش مرسوم 
 است. آنها به جاى اثبات حکم، آن حکم را درست فرض کرده و به ىک نتىجهٔ بدىهى ىا دانسته شده 
ـ مى رسند. اىن شىوه،اثبات نىست بلکه اىدهٔ خوبى براى اثبات به دانش آموزان  ــ ىعنى از حکم به فرض ـ
براى  از چنىن روش هاى شهودى  استفاده  گفته شد،  نىز  اىن فصل  ابتداى  در  و همچنان که  مى دهد 
فهمىدن استدلال واقعى مفىد است. با اىن حال باىد دقّت داشته باشىم که استدلال شهودى ــ هرچند 
طبىعى و مفىد ــ اگرچه مى تواند مارا به طرف اثبات رىاضى راهبرى کند امّا ىک اثبات رىاضى نىست.

حال به بررسى مجدد اثبات فوق مى پردازىم. مى بىنىم که در  واقع اىن دانش آموز عکس قضىهٔ 
فوق را ثابت کرده بود، ىعنى با فرض درستى 

 (x y) xy+ ≥1

2
                                                                                         (1)
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به درستى ) 4 (، ىعنى 2 ≥ 0)x - y(، رسىده بود. درحالى که فرض قضىه اىن بود که x و y اعداد 
اثبات درستى  ىعنى  اثبات حکم  برقرار است و هدف،  آنها )4(  حقىقى و مثبت هستند، پس در مورد 

نامساوى )1( است: 
(x y) xy+ ≥1

2  
با اىن توضىحات، دوباره به اثبات رىاضى اىن قضىه مى پردازىم. 

 x2 - 2xy + y2 ≥ 0 ( همىشه بزرگ تر و ىا مساوى صفر است ، نامساوى ) 3( ىعنىx - y(2 اثبات:  چون
از آن نتىجه مى شود. 

با افزودن 4xy به طرفىن نامساوى ) 3(، نامساوى )2( به دست مى آىد، ىعنى:
x2 + 2xy + y2 ≥ 4xy  )2(

نامساوى )2( را مى توان به صورت زىر نوشت:
)x + y(2 ≥ 4xy  

چون x و y  هر دو مثبت هستند، درنتىجه:
(x y) xy+ ≥2 4  

و ىا:
(x y) xy+ ≥ 2  

که با تقسىم طرفىن بر 2 دارىم:

 (x y) xy+ ≥1

2
 

 
تساوی ها،  مورد  در  خصوص  به  ـ  قضىه ها   از  بعضى  اثبات  برای  گاهى   
نامساوی ها و تساوی  مجموعه ها ـ  با استفاده از درستى حکم به ىک رابطۀ بدىهى و 
ىا فرض قضىه مى رسىم. در چنىن حالتى، برای تکمىل اثبات مى باىستى نشان دهىم 
که تمام مراحل انجام شده بازگشت پذىر هستند وگرنه درستى اثبات تأىىد نمى شود. 

گاهى براى ارزىابى ذکاوت و دقت افراد، اثبات هاىى ارائه مى شود که در آنها درستى تساوى هاى 
غىر ممکنى را با اىجاد شبهه در فرد نشان مى دهند! و سپس از آنها علت را جوىا مى شوند ؟! در واقع، 
در اىن گونه اثبات ها، حکم را فرض در نظر گرفته، روى آن عملىاتى انجام داده و ظاهراً گاهى )اکثر 
اشتباهات( در اثبات قضىه ها و حل مسائل رىاضى حکم را فرض در نظر گرفته ، روى آن عملىات انجام 
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داده، ظاهراً به نتىجه مى رسىم! به مثال زىر توجه کنىد:
مثال 12     : ثابت کنىد  6 = 2!

اثبات: 
 2=6       )1(

با توجه به خاصىت جا به جاىى تساوى   
6=2  )2(

ــــــــــــــ سپس از جمع دو رابطهٔ )1( و )2( خواهىم داشت! 
 8 = 8  )3(

 
که  است  درست  اثبات  اىن  درصورتى  تنها  که  مى دانىم  گرفتىم،  ىاد  که  مطالبى  به  توجّه  با  امّا 
برگشت پذىر باشد، ىعنى بتوانىم از )3( به )2( و سپس به )1( برسىم. درحالى که با ىک نگاه درمى ىابىم 
که چنىن امرى محال است ىعنى از )3( که 8=8 است نمى توانىم به تساوى )2 ( که  2=6 و سپس به 
تساوى )1( که  6 =2 است برسىم. درنتىجه عدم برگشت پذىرى ادّعاى فوق نشان مى دهد که اثبات مذکور 
نادرست  و فقط اىجاد شبهه بوده است! در واقع در اثبات فوق، حکم را فرض در نظر گرفته، روى آن 

عملىاتى انجام داده و ظاهراً به نتىجه رسىدىم.
تمرىن : اثبات مثال 12 را با اثـبات دانش آموز در بخش 1ــ10 مقاىسه کنـىد. چه نتىجه اى 

مى گىرىد؟

 » همه مى دانند که اگر کسى جواب معمّا1 را به شما گفته باشد، حلّ  آن 
ساده خواهد بود. به سادگى مى توان گفت که اىن عمل ىک آزمونِ حافظه است. فقط 
درصورتى مى توانىد ادّعا کنىد ىک رىاضى دان هستىد که معمّاهاىى را که قبلاً هرگز 

مطالعه نکرده اىد حل کنىد. اىن ىک آزمونِ  استدلال کردن است. «
                                                                                                                           ساىر2

Puzzle ــ 1
W.W. Sawyer: Mathematician’s Delight ــ 2
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1 ــ با استفاده از استدلال استنتاجى، نتاىج زىر را کامل کنىد.
الف( اگر باران ببارد، زمىن مرطوب مى شود. الآن باران مى بارد.

نتىجه:زمىن  است.
ب( خطوط موازى هىچ گاه ىکدىگر را قطع نمى کنند. خطوط L1 و L2 موازى هستند.

 L2 و L1 :نتىجه
2 ــ آىا نتاىج زىر از عبارات داده شده حاصل مى شوند؟ جواب خود را توضىح دهىد.

الف( تمام دانش آموزانى که رىاضى ىاد مى گىرند مى توانند محاسبه کنند.
حمىد دانش آموزى است که رىاضى ىاد مى گىرد.

نتىجه: حمىد مى تواند محاسبه کند.
ب( بعضى از دانش آموزان با طرز کار کامپىوتر آشنا هستند.

نرگس دانش آموز است.
نتىجه: نرگس با طرز کار کامپىوتر آشنا است.

پ( مثلث متساوى الساقىن داراى حداقل دو ضلع مساوى است.
مثلث متساوى الاضلاع داراى سه ضلع مساوى است.

نتىجه: هر مثلث متساوى الاضلاع، ىک مثلث متساوى الساقىن است.
3 ــ نشان دهىد که چرا مجموع دو عدد زوج همىشه زوج است؟

4 ــ على، احمد، کامران، داوود و ابراهىم عضو تىم بسکتبال مدرسهٔ خود هستند.
با توجّه به شراىط زىر، آنها را برحسب افزاىش قد مرتبّ کنىد:

الف( حداقل دو نفر از آنها از على کوتاه تر مى باشند،
ب( داوود از کامران کوتاه تر است،

پ( احمد کوتاه ترىن پسر نىست، 
ت( داوود از على بلندتراست.

5  ــ کدام ىک از عبارات زىر درست و کدام ىک غلط ) نادرست ( است. در صورت غلط بودن 
ىک مثال نقض پىدا کنىد.

الف( اگر 1 با هر عدد فردى جمع شود، نتىجه همىشه ىک عدد زوج است.

تمرىن
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ب( توان دوم ىک عدد همىشه از آن بزرگ تر است.
پ( مجموع دو زاوىهٔ حادّه کمتر از °180 است.

ت( همىشه ارتفاع ىک مثلث داخل آن قرار مى گىرد.
ث( هر مستطىلى ىک مربع است.
ج( هر مربعى ىک مستطىل است.

6 ــ نمونه هاى زىر را درنظر بگىرىد:
6 = 12 + 12 + 22  
14 = 12 + 22 + 32  
24 = 22 + 22 + 42  
59 = 12 + 32 + 72  
61 = 32 + 42 + 62  

 89 = 22 + 22 + 92  
نتىجهٔ احتمالى آن است که: هر عدد طبىعى را مى توان به صورت مجموع سه مربع کامل 

نوشت. با ارائه ىک مثال نقض نشان دهىد که نتىجه گىرى فوق غلط است.
7 ــ کدام ىک از احکام زىر درست هستند؟

الف( اگر x گنگ و y گوىا باشد، آنگاه )x+y ( گوىا است.
ب( اگر x وy هر دو گوىا باشند، آنگاه x+y گوىا است. 

احکام درست را اثبات کنىد و براى رد احکام نادرست مثال هاى نقض بىاورىد. 
8   ــ بعضى از احکام زىر قضاىاى کلىّ هستند. قضاىاى کلىّ را اثبات کرده و براى نادرستى باقى 

احکام مثال نقض بىاورىد:
الف( حاصل ضرب هر دو عدد حقىقى کوچک تر ىا مساوى نصف مجموع مربع هاى آنهاست.

ب( مربع هىچ عدد صحىح صفر نىست.
پ( هر دو زاوىهٔ مساوى، متقابل به رأس هستند.

.x < 2  آنگاه ،x < 1 ت( اگر
 .x < 1 آنگاه ،x < 2 ث( اگر

.x = 1 آنگاه ،)x -1(2 = 0 اگر ) ج
.b = 0  و a = 0 آنگاه ،ab = 0 چ ( اگر
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 ـ11 ـ برهان خلف ) اثبات غىرمستقىم (  1
گاهى اوقات براى اثبات ىک قضىه، ابتدا فرض مى کنىم که حکم قضىه درست نباشد. آنگاه با 

استفاده از روش استنتاج  به ىک تناقض مى رسىم. 
مثال 1     : نشان دهىد که با فرض صحىح بودن n، اگر n2 زوج باشد، n نىز زوج است.

حل: به جاى اثبات زوج بودن n، مى توانىم نشان دهىم که n نمى تواند فرد باشد. 
ابتدا فرض مى کنىم n فرد باشد ىعنى n = 2k + 1 که دراىنجا  k ىک عدد صحىح است.درنتىجه 

دارىم:
n2 = (2k +1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4(k2 + k) + 1  

و اىن نشان دهندهٔ آن است که n2 فرد است. 
مى بىنىم که اىن ىک تناقض است. زىرا فرض مسئله بر اىن بود که n2 زوج باشد. ىعنى n2 نمى تواند 
هم زوج ( طبق فرض مسئله ) و هم فرد ( طبق نتىجه اى که به دست آورده اىم ) باشد، بنابراىن به ىک تناقض 
مى رسىم. تنها توجىه اىن تناقض آن است که فرض فرد بودن n نادرست است، پس  n باىد زوج باشد.

مثال 2     : فرض کنىد AD نىمساز زاوىه A در مثلث ABC باشد. اگر BD ≠ CD ثابت کنىد 
.AB ≠ AC

حل: اثبات را از طرىق برهان خلف انجام مى دهىم. فرض کنىد نتىجه مطلوب ىعنى AB ≠ AC درست 
نباشد ىعنى AB=AC.   بنابراىن مثلث  ABC متساوى الساقىن است. مى دانىم در مثلث متساوى الساقىن 
نىمساز AD مىانه نىز هست. بنابراىن BD = DC که اىن با فرض مسئله ىعنى BD ≠ CD در تضاد است. 

.AB ≠ AC رد مى شود. ىعنى AB ≠ AC بنابراىـن فرض درست نبودن
روش استدلالى مورد استفاده در دو مثال قبل را برهان خلف ىا اثبات غىرمستقىم مى نامند که 

در تمام رىاضىّات کاربرد دارد.

برهان خلف
برای استفاده از برهـان خلف ) اثبات غىرمستقىم ( گام های زىر را در نظر مى گىرىم :

گام 1: فرض مى کنىم نتىجۀ مطلوب درست نباشد.
گام 2  : نشان مى دهىم که اىن فرض نتىجه ای به دست مى دهد که حقاىق دانسته شده 

A

B D C
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را نقض مى کند.
گام 3 : حال که به ىک تناقض رسىده اىم، معلوم مى شود که فرضى که در گام اوّل 

کرده  بودىم نادرست است. بنابراىن نتىجۀ مطلوب باىد درست باشد. 

2 گنگ است. مثال 3     : نشان دهىد که 
2 گنگ نبوده، گوىا  باشد ( گام 1 ).  اثبات: فرض کنىم نتىجهٔ مطلوب درست نباشد ىعنى 
q  و p  مى نوىسىم که در آن p

q
2 را به صورت کسر  حال با توجّه به تعرىف گوىا بودن ىک عدد، 

p به ساده ترىن صورت خود است. ىعنى p و  q نسبت به هم اوّل 
q

اعداد صحىح ( متعلقّ به Z ) و کسر 
هستند ىعنى 1 = (p,q) و 

2  = p
q  (1)

طرفىن (1) را به توان دو مى رسانىم:
p
q

=
2

2
2  (2)

سپس با ضرب طرفىن (2) در q2 خواهىم داشت:
2q2 = p2  (3)

 ،p  عددى زوج است. حال طبق مثال 1، مى دانىم که با فرض صحىح بودن p2 از (3 ) نتىجه مى شود که
اگر p2 زوج باشد، p نىز زوج است ىعنى:

p = 2k  (4)
درنتىجه:

p2 = 4k2  (5)
در ( 5 ) به جاى p2 ، معادل آن را از ( 3 ) که همان ٢q2 باشد جاىگزىن مى کنىم:

2q2 = 4k2  (6)
پس از تقسىم طرفىن بر 2 دارىم:

q2 = 2k2  (7)
از (7) نتىجه مى گىـرىم که q2 زوج بـوده، بـاز طبـق مثالq ،1 نىز زوج است و اىـن خلاف فرض است. 
زىـرا در اىن صورت   pو  q هر دو مضارب 2 هستند و نمى توانند نسبت به هـم اوّل بـاشند ( گام 2 ). 

2 مى باىستى گنگ باشد . 2 نادرست بوده پس  درنتـىجه فرض گوىا بـودن 
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تمرىن

 اگر مطالب ىک موضوع درسى ىکدىگر را نقض کنند، آن درس گىج کننده 
مى شود. با اىن حال در استدلال استنتاجى  گاهى وقت ها اگر سعى کنىم و عامدانه 

به تناقض برسىم مفىد خواهد بود !
هارولد ژاکوبز، 1974 1  

 ـ12 ـ اصل لانه کبوتر  1
بسىارى از بدىهىات دنىاى اطراف و زندگى روزمرّهٔ ما، قانونمندى رىاضى دارند و درعىن سادگى 
و ظرافت، داراى کاربردهاى گوناگون و متنوّع هستند. به عنوان مثال، واضح است که اگر 5  کبوتر به 
طرف 4 لانه پرواز کنند و بخواهند داخل لانه ها بشوند، حداقل ىکى از لانه ها شامل دو کبوتر خواهد 

H. Jacobs ــ 1

با استفاده از روش استدلالى برهان خلف، احکام زىر را ثابت کنىد:
1 ــ اگر n عددى صحىح و n2 فرد باشد، نشان دهىد n نىز فرد است.

2 ــ اگر n2 مضربى از 3 باشد، نشان دهىد که n نىز مضربى از 3 است. 
3 ــ اگر n2 مضربى از 10 باشد، نشان دهىد که n نىز مضربى از 10 است.

4 ــ از ىک نقطه خارج ىک خط نمى توان بىش از ىک خط بر آن عمود کرد.
3 گنگ است. 5  ــ ثابت کنىد 

) بخوانىد d موازى  ′d( و   d||d′ باشند و  ′′d دو به دو متماىز  6 ــ اگر سه خط راست d′، d و 
.d||d′′ آنگاه ،d′||d′′

( گنگ است. 2  - 3 7 ــ ثابت کنىد ) 
8 ــ ثابت کنىد اگر x گوىا و y گنگ باشد، آنگاه ) x + y( گنگ است.

9ــ به برهان خلف ثابت کنىد اگر p عددی اول باشد آنگاه به ىکی از دو صورت p = Sk + 1 ىا 
p = Sk + 5 نوشته می شود. 
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بود! همچنىن اگر 9 نفر در ىک مىهمانى حضور داشته باشند،حداقل روز تولد دو و ىا چند نفر از آنها 
در ىک روز هفته مى باشد. مثال هاىى از اىن قبىل براى همهٔ ما آشناست. اصل لانه کبوتر توجىه کنندهٔ 
دو مثال بالا و ىکى از همىن بدىهىات است که با اىن حال بعضى از مساىل پىچىدهٔ رىاضى را قابل حل 
مى کند. اىن اصل، بخصوص در مواقعى که مى خواهىم رخداد موقعىّت خاصّى را بررسى کنىم، مورد 

استفاده قرار مى گىرد.

 اصل لانه کبوتر
اگر m کبوتر، n لانه کبوتر را اشغال کنند و تعداد کبوترها بىش از تعداد لانه کبوترها 
باشد ) m  <  n (،آنگاه  طبق اصل لانه کبوتر حداقل ىک لانه کبوتر وجود خواهد داشت 

که دست کم دو کبوتر در آن قرار داشته باشند. 

مثال S :     1 ىک زىرمجموعهٔ 37 عضوى از اعداد طبىعى است. اگر اعضاى S را بر عدد 36 
تقسىم کنىم، حداقل دو عضو از اىن مجموعه داراى باقىماندهٔ ىکسانى بر 36 هستند.

حل: مى دانىم که تقسىم هر عدد طبىعى n بر 36 به صورت n = 36q + r است که q خارج قسمت، 
r باقىمانده و r < 36 ≥ ٠ است. بنابراىن مجموعهٔ باقىمانده ها، ىعنى {35 ,...,0,1,2}، داراى 36 
عضو است. مشابهت اىن مثال با لانهٔ کبوتر چنىن است که اگر اعضاى S ) 37 عضو ( را  تعداد کبوترها 
و تعداد باقىمانده ها ) 36 ( را لانه کبوترها در نظر بگىرىم، آن وقت درمى ىابىم که حداقل ىکى از لانه ها 

پذىراى دو و ىا تعداد بىشترى کبوتر مى باشد! ىعنى:
 حداقل دو عضو از مجموعۀ S داراى باقىماندۀ ىکسانى بر 36 خواهند بود.

تمرىن: S ىک زىرمجموعهٔ 70 عضوى از اعداد طبىعى است.اگر اعضاى S را بر 25 تقسىم 
کنىم، نشان دهىد که دست کم سه عضو S داراى ىک باقىمانده اند.

مثال 2     : پنج نقطه داخل مربعى به ضلع 1 مفروض اند.  ثابت  کنىد  حداقل فاصلهٔ  دو  نقطه از 

2 است.

2
اىن پنج نقطه کمتر از 

حل: با رسم محورهاى تقارنى که موازى اضلاع هستند، سطح مربع را به 4 مربع مساوى تقسىم 
مى کنىم ) مطابق شکل (.  

4 مربع کوچک تر را 4 لانه کبوتر و 5 نقطهٔ مفروض را 5 کبوتر در  نظر مى گىرىم که مى خواهند به 
داخل لانه ها برگردند در ضمن، نقاط روى مرز را متعلقّ به هر دو مربع مى گىرىم . بنابر اصل لانه کبوتر، 
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A

B
H

1

2

حداقل دوتا از نقطه ها به ىکى از مربع هاى کوچک تعلقّ دارند 
ــ  همان طورى که حداقل دو کبوتر، به  لانهٔ  مشترک مى روند  ــ 
دو  آن  فاصلهٔ  که  درمى ىابىم  فىثاغورس  از قضىهٔ  استفاده  بـا  و 
2 است. با توجّه به شکل ، صحّت اىن ادّعا را 

2
نقطه کمتر از 
نشان مى دهىم

محاسبه: با توجّه به اىنکه طول ضلع مربع بزرگ 1 است، 
1 و فاصلهٔ دو نقطهٔ A و 

2
درنتىجه طول ضلع مربع هاى کوچک  

B با استفاده از قضىهٔ فىثاغورس به دست مى آىد:
)AB(2 = )AH(2 + )BH(2  

1 که طول ضلع مربع هاى کوچک است کمتر 

2
امّا شکل معلوم مى کند که طول هاى AH و BH از 

هستند. درنتىجه:
(AB)    < +      

2 2
2 1 1

2 2  

          
(AB) <2 2

4  

AB < 2

2
ىعنى: 

 و حکم ثابت است.

تمرىن

1 ــ13 نـفر در ىک مىهمـانى حضور دارنـد. نشان دهىد حداقل 2 نفر از آنها در ىک ماه متولدّ شده اند. 
2 ــ آمار نشان مى دهد که تعداد تارهاى موى سر افراد بىش از 300000 نىست.ثابت کنىد در شهرى 
که 300002 نفر جمعىّت دارد، حداقل دو نفر از شهروندان تعداد تارهاى موىشان با هم مساوى است.
3 ــ مثلث متساوى الاضلاع ABC به ضلع 1 مفروض است. پنج نقطه را در داخل مثلث درنظر 

1 است.

2
مى گىرىم. نشان دهىد حداقل دو نقطه وجود دارند که فاصلهٔ آنها کمتر از 

4 ــ نشان دهىد هر زىرمجموعه اى از مجموعهٔ S = {1,2,3,...,9} که داراى 6 عضو باشد 
حداقل دو عضو دارد که مجموع آنها برابر 10 است.

5 ــ در ىک دبىرستان با 2٥٥ دانش آموز ثابت کنىد حداقل ٤ نفر روز، هفته و ماه تولد ىکسان دارند.  
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مجلۀ رىاضى
بىستم  قرن  اواىل  و  نوزدهم  قرن  اواخر  از  مجموعه ها  نظرىۀ 
مىلادی مطرح شد و پس از مدتى به عنوان مبانى رىاضىات جاىگاه 

وىژه ای پىدا کرد.
رىاضى دانان گوناگونى در تحکىم اىن نظرىه فعاّلىت داشته اند ولى 
رىاضى دان آلمانى گ.کانتور در اىن مورد نقشى اساسى داشت. 
در  خانواده اش  شد،  متولد  )روسىه(  سن پترزبورگ  در  کانتور 
طفولىت وی به آلمان مهاجرت کردند. وی در سال های 1872 
الى 1913 استاد دانشگاه هالد در آلمان بود و در اىن دوران آثار 

عمىق خود را در نظرىه مجموعه ها تألىف کرد.
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2 ـ1ـ مجموعه
فکر مى کنىد مى توانىم مفهوم مجموعه را به کمک مفهوم هاى ساده ترى از خود مفهوم مجموعه 

تعرىف کنىم؟!
اىن کار امکان پذىر نىست! ولى اغلب افراد با اىن مفهوم آشنا هستند و آن را به کار مى برند. به عنوان 
مثال عبارت هاى »دانش آموزانى که معدل آنها 16 است«، »نقطه هاىى در فضا که از دو نقطهٔ مفروض 
به ىک فاصله اند«، »عددهاى 2 ، 3 ، 5 و 7« و »همهٔ کسانى که گواهىنامهٔ رانندگى دارند« هر کدام ىک 
مجموعه هستند. درواقع مجموعه به عنوان دسته اى از اشىاى کاملاً معىن درنظر گرفته مى شود که با 

نام بردن اعضاى آن ىا معرفى خاصىت مشترک اعضاى آن مشخص مى شود.
متعدد  و  بررسى روش هاى طبىعى  به  با طبىعت مجموعه ها  بىشتر  آشناىى  اىن فصل ضمن  در 
ترکىب و پىراىش مجموعه ها، براى تشکىل مجموعه هاى دىگر مى پردازىم. همان طور که بررسى نظام وار 
با اعمال جمع، تفرىق، ضرب و تقسىم به جبر اعداد مى انجامد؛ مطالعهٔ  وىژگى هاى کلى اعداد همراه 

نظام وار اىن روش ها نىز به »جبر مجموعه ها « منجر مى شود.
معمولاً در حالت کلى مجموعه را با ىکى از حروف بزرگ C ،B ،A،… نشان مى دهىم.

اشىاىى که با هم مجموعهٔ مفروضى را تشکىل مى دهند، عضوها ىا عنصرهاى آن مجموعه نامىده 
مى شوند. براى آنکه تعلق عضوى چون x به مجموعه اى چون A را به طور نمادى بىان کنىم، مى نوىسىم

x∈A  
و اگر x عضو مجموعهٔ A نباشد و ىا به عبارت دىگر x متعلق به A نباشد، مى نوىسىم

x∉A  
بدىهى است براى شناختن ىک مجموعه باىد بدانىم دقىقاً چه چىزهاىى عضو آن هستند.

آن مشخص  اعضاى  معرفى خاصىت مشترک  ىا  آن  اعضاى  بردن  نام  با  گفتىم ىک مجموعه 

مجموعه ـ ضرب دکارتی و رابطه

فصل2
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مى شود. مثلاً مجموعه اعداد اول ىک رقمى را با نام بردن اعضاى آن به صورت
 }2 ,3 ,5 ,7{  

و ىا با بىان خاصىت مشترک اعضاى آن به صورت
}x | عدد اول ىک رقمى است x{  

نشان مى دهىم که آن را با به کار بردن نماد » x > 10« به جاى »x ىک رقمى است« و »x∈P« به جاى 
»x عددى اول است« به صورت

 }x| x > 10 , x∈P{  
مى نوىسىم.

به عنوان مثالى دىگر؛ مى دانىم مجموعه نقطه هاىى از ىک صفحه که به فاصلهٔ معىنى از نقطهٔ مفروضى 
در آن صفحه باشند ىک داىره تشکىل مى دهند. در اىن مثال مجموعه را به کمک ىک شرط تعرىف 
کرده اىم که باىد عضوهاى مجموعه با آن سازگار باشند و ىا مى توان گفت، خاصىتى را معىن کرده اىم 
که عضوهاى مجموعه باىد آن را داشته باشند. نقطه هاى واقع بر محىط داىره، با اىن شرط سازگارند و 
ىا داراى اىن خاصىت هستند که، همهٔ آنها در ىک صفحه قرار گرفته اند و از نقطه مفروضى )O مرکز 

داىره( به ىک فاصله )r اندازهٔ شعاع داىره( هستند.
در مشخص کردن ىک مجموعه، ممکن است مناسب، ىا حتى امکان پذىر نباشد که فهرست کاملى 
از اعضاىش را بنوىسىم. مجموعهٔ نقاط روى داىره به مرکز O و شعاع r از آن جمله هستند؛ ىا مانند 

مجموعهٔ اعداد اول امکان نوشتن همهٔ عضوهاى آن نباشد،
P = }2 ,3 ,5 ,7 ,11 ,13 ,17 ,19 ,…{  

مفهوم هاى »شرط« و »خاصىت« پىوندى جدى با مفهوم »مجموعه« دارند. به طور کلى هر تعرىف 
از نوع

S = }x |x شرطى در مورد {  
به اىن معنى است که S مجموعهٔ همهٔ xهاىى است که در مورد آنها شرط مفروضى صادق باشد. 

به طور مثال اگر A را مجموعهٔ جواب هاى معادلهٔ درجه دوم
x2 - 4x - 5 =0  

در  نظر بگىرىم مى توان آن را بعد از حل معادله به صورت
A = }-1 , 5{  

نشان داد، ىا از حل معادله اجتناب کرده آن را به صورت
 A = }x | x2 - 4x - 5 = 0{  
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بنوىسىم. به اىن طرىق نىز تعرىفى دقىق و بدون ابهام براى A به دست مى آىد.
حال به عنوان مثالى دىگر مجموعهٔ B را به صورت زىر درنظر بگىرىد

B = }x | -2 ≥ x ≥3{  
با کمى دقت متوجه ابهامى در تعرىف اىن مجموعه مى شوىم. زىرا اگر فقط اعداد صحىح مورد 
نظر باشند، مجموعهٔ B شامل اعداد 2 -، 1 -، 0 ، 1 ، 2 و 3 مى شود ولى اگر اعداد حقىقى مورد نظر 

باشند آنگاه همهٔ اعداد حقىقى دىگر بىن 2 - و 3 را نىز شامل مى شود.
براى رفع چنىن ابهامى، مجموعه اى چون U را که اعضاى مجموعهٔ موردنظر باىد از آن انتخاب 

شوند، مشخص مى کنىم. به طور کلى هر تعرىف به صورت
 X = }x ∈ U | x شرطى در مورد {  

به اىن معنى است که X مجموعهٔ تمام اعضاىى مانند x موجود در مجموعهٔ U است که به ازاى 
آنها شرط مفروض در مورد x برآورده مى شود. البته صورت معادل

X= }x | x  و شرطى در مورد x ∈ U {  
نىز همان معنا را دارد ولى ما نماىش اول را ترجىح مى دهىم چون بر نقش U تأکىد بىشترى دارد.

ىا  مرجع  مى شوند، مجموعهٔ  انتخاب  آن  از  تعىىن شده  اعضاى X طبق شرط  که   U مجموعه
مجموعهٔ جهانى1 خوانده مى شود.

به عنوان مثال اگر A مجموعهٔ اعداد مضرب 3 باشد، آنگاه مجموعهٔ جهانى را مجموعه اعداد 
صحىح »Z« مى گىرىم و آن را به صورت 

A= }x∈Z| x=3k , k ∈Z{  
نشان مى دهىم.

معمولاً خاصىت مشترک اعضاى ىک مجموعه را با )x(P ىا )q)x نشان مى دهىم و آن را گزاره نما 
بـا متغىر x مى خوانىم. بنابراىن براى نشان دادن مجموعهٔ X درحالت کلى مى نوىسىم:

X=}x∈U | P)x({  
که U مجموعهٔ جهانى و )x(P به معنى »x خاصىت P دارد« مى باشد )گزاره نما(.

در مجموعهٔ
 A =}x∈R|1>x>2{  

Universal Set ــ1
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اعداد حقىقى R، مجموعهٔ جهانى و x>2<1 همان )P)x است.
به طور کلى

 a∈U که هرگاه هر عضو مانند x گزاره نما عبارتى است شامل نمادی مانند
را به جای x قرار دهىم جملۀ حاصل ىا به وضوح درست باشد ىا به وضوح نادرست.

اگر چنىن باشد مى گوىىم که اىن گزاره نما براى مجموعهٔ U معتبر است.
مثلاً عبارت x≥3≤2- ىک گزاره نماست که براى مجموعهٔ Z و براى مجموعهٔ R معتبر است. 
ىعنى با قرار دادن هر عدد صحىح ىا حقىقى به جاى x جمله اى به دست مى آىد که ىا درست است ىا 

نادرست. مثلاً جملهٔ 3≤1≤2- درست است ولى 3≤6≤2- نادرست است.
را   M اگر مثلاً  مى شود.  تعرىف  متفاوت  در مجموعه هاىِ جهانىِ  گزاره نما  که  کرد  توجه  باىد 
مجموعهٔ چهارضلعى هاى محدب واقع در صفحه درنظر بگىرىم آنگاه عبارت »x مربع است« گزاره نماىى 

است معتبر براى مجموعهٔ M و مجموعهٔ 
}x∈M | مربع است x{  

فقط مجموعهٔ مربع هاى واقع در صفحه است.
ىا اگر S مجموعهٔ نقاط صفحه باشد، داىرهٔ به مرکز O و شعاع r را به عنوان ىک مجموعه از 

نقاط به صورت
}x∈S| است r برابر O از x ٔفاصله{  

مى نوىسىم.
مجموعه   A اگر  مثلاً  شود.  توصىف  مختلف  روش هاى  به  است  ممکن  مجموعه  ىک  گفتىم 

جواب هاى معادلهٔ
x2- 6x +8 = 0  

باشد و B مجموعهٔ اعداد صحىح زوج بىن 1 و 5، آنگاه A و B هر دو دقىقاً داراى دو عضو 2 و 4 
هستند. با مشخص شدن اعضاء مشاهده مى شود که اىن دو مجموعه برابرند.حال تساوی بىن دو مجموعه 

را به صورت زىر تعرىف می کنىم: 

 دو مجموعۀ A و B برابرند اگر و فقط اگر اعضاىشان ىکى باشد و مى نوىسىم
A=B
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.A≠B برابر نباشند مى نوىسىم B و A اگر
 B=}15,25,5{ و A=}5,15,25{ بالا مشاهده مى شود که مجموعه هاى تعرىف  به  توجه  با 

برابرند، زىرا هر عضو A عضو B نىز هست و هر عضو B نىز عضو A است.

 تغىىر ترتىب عضوهای ىک مجموعه، آن مجموعه را تغىىر نمى دهد.

همچنىن مجموعه هاى }1,3,1,6{=C و }D=}3,1,3,6 نىز برابرند زىرا هر عضو C متعلق به 
D نىز هست و هر عضو D نىز به C تعلق دارد.

 تکرار عضوها در ىک مجموعه، آن مجموعه را تغىىر نمى دهد.

مجموعهٔ 
A = }x∈R | x2+x+1=0{  

را درنظر بگىرىد، با کمى دقت ملاحظه مى کنىد که هىچ عدد حقىقى در شرط اىن مجموعه صدق نمى کند، 
درنتىجه اىن مجموعه خالى از عضو است.

 مجموعه ای که هىچ عضوی نداشته باشد مجموعۀ تهى نامىده مى شود و با 
نماد ∅ ىا }   { نشان داده مى شود.

حال با توجه به تعرىف بالا آىا مى توانىد تفاوت مجموعه هاى ∅، }0{ و }∅{ را بىان کنىد؟

2ـ2ـ زىرمجموعه
به دست مى آىند که اىن  با حذف برخى از اعضاى مجموعهٔ غىرتهى A، مجموعه هاى دىگرى 

مجموعه ها را زىرمجموعه هاى A مى نامىم. مثلاً اگر از مجموعهٔ
A = }1,2,3,4{  

اعضاى 1 و 2 را حذف کنىم مجموعهٔ
B =}3,4{  

به دست مى آىد که همهٔ اعضاى آن در A نىز هستند. در اىن حالت مى گوىىم B زىرمجموعهٔ A است ىا 
A شامل B است.
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و  باشد  نىز   A از  عضوی   B عضو  هر  اگر  است   A از  زىرمجموعه  ىک   B  
. B⊆A مى نوىسىم

به عبارت دىگر B⊆A  اگر براى هر x∈U از x∈B  نتىجه شود که x∈A. با توجه به اىن تعرىف 
مى توان گفت براى دو مجموعهٔ A و B اگر عضوى در B وجود داشته باشد که اىن عضو در A نباشد 

B نشان مى دهىم. ⊆ A نىست و آن را به صورت A ٔزىرمجموعه B در اىن صورت
بنابراىن مى توان گفت:

هر مجموعه اى زىرمجموعهٔ خودش است.
.A⊆U همچنىن بدىهى است که .A⊆A دارىم A ٔىعنى براى هر مجموعه

مثال 1: نشان دهىد مجموعهٔ }2,3,4,5{ = A زىر مجموعهٔ }x زوج باشد | B = }x∈Z نىست.
حل: باىد نشان دهىم حداقل ىک عضو A در B نىست.

.A ⊆ B 3 بنابراىن∉B 3 و∈A چون
توجه کنىد که لازم نىست بدانىم که آىا عضوهاى دىگر A عضو B هستند ىا خىر.

 اگر B⊆A ولى B≠A، آنگاه B زىرمجموعۀ سرۀ A نامىده مى شود.

مثال 2 : نشان دهىد که مجموعهٔ }a,b{ = A زىرمجموعهٔ سرهٔ }B = }a,b,c است.
c∉A  ولى c∈B است. اما چون B و هم متعلق به A هم متعلق به b و a است زىرا A⊆B :حل

درنتىجه A ≠ B. بنابراىن A ىک زىرمجموعهٔ سرهٔ B است.
مثال 3 : اگر

A = }x∈Z| -20≥x ≥20{  
B = }n∈Z | n2 ≥49{  
C = }A,B ,-3 ,4 ,6{  

                      D = }-3 ,4 ,6,7{  
آنگاه:

                                            B⊆A )چرا؟(
  A∉A  ولى A∈C زىرا C ⊆ A  

                                            D⊆A )چرا؟(
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   7∉C  7 ولى∈D زىرا D ⊆ C  
   -3∉B  3 ولى∈D زىرا D ⊆ B  

مثال 4 : ثابت کنىد ∅ زىرمجموعهٔ هر مجموعه است.
∅ باىد عضوى مانند x در ∅ باشد که در A نباشد، و اىن غىرممکن  ⊆ A زىرا اگر ∅⊆A :حل

است چون ∅ عضوى ندارد.
با توجه به تعرىف زىرمجموعه مى توان تعرىف تساوى دو مجموعه را به صورت قضىهٔ زىر بازنوىسى 

کرد.
B⊆A و A⊆B اگر و تنها اگر ،A=B مساوى هستند، ىعنى B و A ٔقضىه 1: دو مجموعه

.B⊆A و A⊆B نتىجه مى گىرىم که ،A⊆A آنگاه از آنجا که A=B برهان: اگر
 ،B است و هر عضو B عضوى از ،A آنگاه هر عضو B⊆A و A⊆B برعکس، فرض مى کنىم

                                          .A=B ىکى هستند و لذا B و A از اىن رو اعضاى .A عضوى از
.A⊆C آنگاه دارىم B⊆C و A⊆B اگر داشته باشىم C و B ،A ٔقضىه 2: براى سه مجموعه
برهان: چون A⊆B پس هر عضو A در B است و چون B⊆C پس هر عضو B در C است.

                                              .A⊆C نىز هست درنتىجه C عضو ،A بنابراىن هر عضو
با اعضاى مجموعه اشتباه گرفت زىرا که اىن دو مفهوم  نباىد  توجه کنىد که زىرمجموعه ها را 

کاملاً متفاوت هستند.
نادرست است؟ در  از احکام زىر درست و کدام ىک  اگر }M =}r,s,t، کدام ىک  مثال 5 : 

صورت نادرستى دلىل آن را بىان کنىد.
  r⊆M )ب     r∈M )الف

    }r{⊆M )ت        }r{∈M )پ
حل: الف( درست.

ب( نادرست، علامت ⊇ باىستى دو مجموعه را به هم مربوط کند ولى در اىن جا r زىرمجموعهٔ 
M نىست بلکه عضو M است.

پ( نادرست، علامت ∋ باىستى ىک شیء را به ىک مجموعه مربوط کند، ولى }r{ زىرمجموعهٔ 
.M است نه عضو M

ت( درست.
مثال 6 : اگر }A =}x∈R | 2x=6 آىا A=3؟
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حل: A ىک مجموعه است که داراى تنها ىک عنصر 3 است، ىعنى }A=}3. پس عدد 3 
.A است نه مساوى A متعلق به

درنتىجه باىد توجه داشته باشىم که عضو a و مجموعهٔ }a{ متفاوت هستند و آنها را ىکى نگىرىم.
مثال 7 : آىا هر مجموعه اى داراى زىرمجموعهٔ سره است؟

حل: مجموعهٔ تهى داراى زىرمجموعهٔ سره نىست ولى بقىه مجموعه ها ∅ را به عنوان زىرمجموعهٔ 
سره خود دارند. اگر مجموعهٔ سره غىرتهى موردنظر باشد، مجموعه هاى تک عضوى داراى زىرمجموعهٔ 
ناتهى  بقىهٔ مجموعه ها که بىش از ىک عضو دارند داراى زىرمجموعهٔ سرهٔ  نىستند ولى  سرهٔ غىرتهى 

مى باشند.

2ـ3ـ مجموعۀ توانى
مجموعهٔ }A=}1 ,2 ,3 را درنظر مى گىرىم و همهٔ زىرمجموعه هاى A را مى نوىسىم که عبارتند از:

A=}1 ,2 ,3{                                                    
 ∅  
A1=}1{  
A2=}2{  
A3=}3{  
A4=}1,2{  
A5=}1,3{  
A6=}2,3{  

حال اگر مجموعهٔ اىن زىرمجموعه ها را با
P)A(=}A ,∅,A1,A2,A3,A4,A5,A6{  

نشان دهىم، )P)A مجموعهٔ توانى A خوانده مى شود. پس

 مجموعۀ کلىۀ زىرمجموعه های X، مجموعۀ توانى X نامىده مى شود و با 
P(X) نشان داده مى شود.

مثال 8 : مجموعهٔ توانى }B=}a,b را بنوىسىد.
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حل: کلىهٔ زىرمجموعه هاى B عبارتند از:
B=}a,b{   
 ∅  
B1=}a{  

  B2=}b{  
بنابراىن

P)B(=}}a,b{ ,∅, }a{,}b{{.  
چنانکه ملاحظه شد مجموعهٔ B که 2 عضو داشت، مجموعهٔ توانى آن داراى 22=4 عضو بود و 
مجموعه A که 3 عضو داشت، مجموعهٔ توانى آن 23=8 عضوى شد. شاىد شما نىز با مشاهدهٔ مثال هاى 

بالا به حدس زىر رسىده باشىد.
قضىه 3 : اگر مجموعهٔ A داراى n عضو باشد، مجموعهٔ توانى آن داراى 2n عضو خواهد بود.

برهان: اىن قضىه را با استفاده از استقراى رىاضى اثبات مى کنىم.
اگر n=1، مثلًا }A=}a ، آنگاه:

P)A(=}A,∅{  
مى بىنىم که در اىن حالت )P)A داراى 21 عضو است و درنتىجه حکم قضىه برقرار است. اگر 

n=2، مثلًا }A=}a,b ، آنگاه 
P)A(=}A ,∅, }a{,}b{{  

که داراى 22 عضو است و درنتىجه حکم قضىه در اىن حالت نىز برقرار است.
حال درستى حکم را براى n=k فرض مى کنىم )فرض استقراء(، ىعنى فرض مى کنىم اگر مجموعهٔ 

A داراى k عضو باشد، مجموعهٔ توانى آن، )P)A، داراى 2k عضو است.
اگر به مجموعهٔ A ىک عضو اضافه کنىم، ىعنى مجموعه k+1 ،A عضوى شود )n=k +1(، آنگاه 
اىن عضو با 2k عضو دىگر مجموعهٔ توانى، 2k مجموعهٔ جدىد براى مجموعهٔ توانى پدىد خواهد آورد.

ىعنى تعداد عضوهاى مجموعهٔ توانى A جدىد، )2k(2 ىعنى 2k+1 مى باشد و به اىن ترتىب نتىجه 
مى شود که حکم قضىه براى هر عدد طبىعى n برقرار است.            

مى نامىم و  متناهى  مجموعه اى را که تعداد اعضاى آن برابر ىک عدد حسابى باشد مجموعهٔ 
مجموعه اى را که متناهى نباشد، مجموعهٔ نامتناهى مى نامىم. مثلاً مجموعهٔ اعداد صحىح ىک رقمى 
متناهى است ولى مجموعهٔ اعداد صحىح Z نامتناهى است همچنىن مجموعهٔ N نامتناهى است. تعداد 



41

A

B
C

عضوهاى ىک مجموعهٔ متناهى را عدد اصلى آن مجموعه مى نامىم. مثلاً عدد اصلى مجموعهٔ 
A=}2,4,6,8,10,12,14,16,18,20{  

10 است، چون تعداد عضوهاى آن 10 تاست. عدد اصلى مجموعه اى مانند A را با |A| ىا )n)A نشان 
مى دهىم. باىد توجه داشت که همواره مى توان تعداد زىرمجموعه هاى ىک مجموعهٔ متناهى را برحسب 
تعداد اعضاى همان مجموعه به دست آورد ولى تعداد زىرمجموعه هاى ىک مجموعهٔ نامتناهى تعرىف 

نشده است.
تذکّر : مجموعهٔ }A=}x∈R | 0>x>1 نىز نمونه اى از مجموعه هاى نامتناهى است.

2ـ4ـ نماىش هندسى مجموعه ها
ىکى از ابزارهاى مهم استدلال هاى شهودى و استقراىى براى فهم بهتر مجموعه ها استفاده از 
تمثىل هندسى است. اىن کار براى بار اوّل توسط رىاضىدانى به نام وِن1 انجام شد و نمودار ون نام گرفت. 
در نمودار ون در حالت کلى اعضاى مجموعه درون ىک خم بسته در صفحه مانند داىره ىا مستطىل نشان 
داده مى شود. گاهى ناحىه داخلى شکلى را که براى نماىش مجموعه به کار مى رود هاشور مى زنند. در 

زىرمجموعه هاى B ،A و C با استفاده از نمودار ون نشان داده شده اند.

Vennــ1

به عنوان مثال اگر A⊆B و A≠B، آنگاه A و B را مى توان به صورت هر ىک از نمودارهاى 
زىر نشان داد.

B
A

A

B
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A a

b d

c
f

e

B
به عنوان مثالى دىگر، اگر }A = }a,b,c,d و 
}B = }c,d,e,f، آنگاه اىن مجموعه ها را با استفاده از 

نمودار ون به صورت مقابل مى توان نشان داد.
باىد توجه داشت که نمودار ون خود ىک نوع 
تمثىل شهودى و هندسى است و به وسىلهٔ آن نمى توان 
اثبات  براى  بلکه  کرد.  ثابت  را  رىاضى  قضىه  ىک 

مى توان از آنها اىده گرفت.

1ــ مجموعه هاى زىر را که با بىان خاصىتى معىن، مشخص شده اند با گزاره نما نشان دهىد.
الف( مجموعهٔ اعداد حقىقى مثبت

ب( مجموعهٔ اعداد صحىح که مربعشان بزرگ تر از 25 نباشد.
پ( مجموعهٔ اعداد حقىقى بىن 2 - و 2

2ــ مجموعه هاى زىر را که با گزاره نما نوشته شده اند با نوشتن اعضا نشان دهىد:
  A = }x∈N |  x > 5{ الف( 
 B = }x∈Z |  x2 ≥25{ ب(  
 C = }x∈Q |  10x2+3x-1=0{ پ(  
 D = }x∈R |  x3+1=0{ ت(  
 E = }x∈N |  x3+1=0{ ث(  

3ــ هرىک از مجموعه هاى زىر را با استفاده از ىک گزاره نما بنوىسىد.
 A=}1,4,9,16,25,…{ الف(  
B=}2,4,6,8,10,…{ ب(  

 C , , , , =  
 

1 2 3
0

2 3 4
 پ(  

 { }D ,= − +1 3 1 3 ت(  
4ــ نشان دهىد که مجموعه حروف لازم براى هجى کردن »بىنابىن« با مجموعهٔ حروف لازم براى 

هجى کردن »بىان« مساوى است.

تمرىن
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5 ــ چه شراىطى بىن d,c,b,a وجود داشته باشد تا تساوى زىر برقرار باشد؟
}}a{,}a,b{{=}}c{,}c,d{{  

A=∅ آنگاه A⊆∅ 6  ــ نشان دهىد: الف( اگر
A=U آنگاه U⊆A ب( اگر

7ــ تمام زىرمجموعه هاى مجموعهٔ  }1, 0, 1-{ را بنوىسىد.
8  ــ تمام زىرمجموعه هاىِ مجموعهٔ }}S=}3,}1,4 را بنوىسىد.

9ــ از گزاره هاى زىر کدام ىک درست و کدام ىک نادرست است.
 ∅=}∅{ الف(  
 ∅∈}∅{ ب(  
 ∅⊆}∅{ پ(  
}∅,}∅{{∈}∅,}∅{,}∅,}∅{{{ ت(   

10ــ کدام ىک از مجموعه هاى زىر با هم مساوىند.
 A = }m∈Z | |m| >2{         
 B = }m∈Z | m3=m{     
 C = }m∈Z | m2 ≥2m{     
D = }m∈Z | m2 ≥1{  
 E = }0,1,2{  

11ــ تعىىن کنىد که در مجموعه هاى زىر، کدام مجموعه، زىرمجموعهٔ دىگرى است.
 A = }x∈R | x2-8x+12=0{   
B = }2,4,6{                         
C = }2,4,6,8,…{  
 D = }6{  

12ــ تعىىن کنىد کدام ىک از گزاره هاى زىر درست و کدام ىک نادرست است.
 x∈}}x{,}x,y{{ الف(  
 }x{⊆}}x{,}x,y{{ ب(   
 }1,x,2{⊆}1,2,x{ پ(  
 }a,b{⊆}b,a{ ت(  
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U
A

 A   B

B



}x{∈}x{ ث(   
13ــ مثال هاىى از مجموعه هاى دلخواه A و B و C بىاورىد که براى آنها احکام زىر درست باشند.

A∉C و B∈C و A∈B الف(   
A∈C و B∈C و A∈B ب(   
A⊆B و A∈B پ(   

 ـ 5   ـ جبر مجموعه ها 2ـ
همان طور که با اعمال جمع و تفرىق و ضرب و تقسىم در مجموعهٔ اعداد، اعداد جدىدى حاصل 
مى شود، در نظرىهٔ مجموعه ها نىز اعمالى مانند اجتماع، اشتراک، تفاضل تعرىف مى شود که به کمک 

آنها مى توان از دو مجموعهٔ داده شده، مجموعهٔ جدىدى ساخت.

اجتماع دو مجموعه
اجتماع مجموعه هاى A و B،مجموعه اى است که اعضاىش، همهٔ اعضاى A و همهٔ اعضاى 

B را شامل مى شود. به عنوان مثال اگر
  A=}1,2,3{ , B=}3,4,5{  

آنگاه اجتماع آنها مجموعهٔ }1,2,3,4,5{ است. ىعنى

 اجتماع مجموعه های A و B مجموعه ای است که اعضاىش متعلق به A ىا 
متعلق به B ىا متعلق به هر دو مجموعۀ A و B باشد.

اجتماع A و B را به صورت AB نماىش مى دهىم. لذا دارىم:
 AB=}x| است B و A ٔمتعلق به هر دو مجموعه x ىا x∈B ىا x∈A{

با استفاده از نمودار ون، اجتماع دو مجموعه را مى توان به صورت زىر نماىش داد.
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تبصره: با توجه به تعرىف اجتماع دو مجموعه مى توان نتىجه گرفت که دو مجموعهٔ AB  و 
BA ىکى هستند ىعنى:

AB= BA  
همچنىن هرىک از دو مجموعهٔ A و B زىرمجموعهٔ  AB هستند، ىعنى

A⊆AB   و   B⊆AB  
مثال 1 : اگر }2,4,6,8{ ،A=}1,2,3{=B و }C=}3,4,5,6 آنگاه طبق تعرىف اجتماع دارىم:

AB=}1,2,3,4,6,8{  
CB=}2,3,4,5,6,8{ 
 BB=}2,4,6,8{ 

. BB= B  در اىن مثال مشاهده مى شود که
مثال 2 : فرض کنىد B ،A و C مجموعه هاى مثال 1 باشند. مى توان نشان داد

)AB(C= A )BC(  
براى اىن منظور ابتدا AB را تعىىن مى کنىم

AB=}1,2,3,4,6,8{ 
سپس اجتماع AB را با C به دست مى آورىم

)AB(C=}1,2,3,4,6,8,5{ 
A ابتدا BC را تعىىن مى کنىم: )BC( ٔبه همىن ترتىب براى محاسبه

BC=}2,4,6,8,3,5{   
و بعد اجتماع A و BC را به دست مى آورىم

A )BC(=}1,2,4,6,8,3,5{  
به وضوح مشاهده مى شود که

)AB(C=A


)BC(  
مثال 3 : براى مجموعه هاى }2,3{ ،A=}1,2{=B و }C=}1,2,3,4 ملاحظه مى شود:

A⊆C و B⊆C  
در اىن حالت براى مجموعهٔ 

AB =}1,2,3{  
نىز دارىم 

 AB ⊆C                                                                
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مشاهدهٔ بالا در حالت کلى برقرار است. اىن مطلب را مى توان به صورت قضىهٔ زىر بىان کرد.
.AB⊆C آنگاه B⊆C و A⊆C قضىه 1: اگر

برهان: فرض مى کنىم x∈AB آنگاه طبق تعرىف اجتماع، x∈A ىا x∈B. اگر x∈A، چون 
طبق فرض قضىه دارىم A⊆C، بنابراىن x∈C؛ اگر x∈B، چون طبق فرض قضىه B⊆C، بنابراىن x∈C؛ 

ىعنى در هر صورت از x∈AB  نتىجه مى شود x∈C. بنابراىن 
AB⊆C  

قضىهٔ زىر خواص مقدماتى اجتماع را بىان مى کند.
قضىه 2 : براى هر سه مجموعهٔ B ، A وC دارىم:

               A∅ =A  )الف
               AA =A  )ب

)AB(C=A )BC(   )پ
برهان: بندهاى الف و ب با توجه به تعرىف به سادگى اثبات مى شود. در اىنجا فقط به اثبات 

قسمت پ مى پردازىم.
BC ⊆ A بنابراىن )BC( و B⊆ BC چون

B ⊆ A )BC(  
A ⊆ A بنابراىن طبق قضىهٔ 1 )BC( امّا

AB⊆ A )BC(   )1(
BC ⊆ A بنابراىن  )BC(  و C ⊆ BC  امّا

 C ⊆ A )BC(   )2(
براساس قضىهٔ 1 ، از )1( و )2( نتىجه مى شود:

)AB(C⊆A )BC(  
با استدلالى مشابه مى توان ثابت کرد

A )BC(⊆ )AB(C  
بنابراىن 

 A )BC(= )AB(C  
با توجه به برابرى به دست آمده مى توان پرانتزها را برداشت و نوشت

ABC  
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AB=BA ⊆ B

.AB=B آنگاه A⊆B قضىه 3 : اگر
برهان: اگر A⊆B چون B⊆B طبق قضىهٔ 1 خواهىم داشت:

AB⊆B  
اما از طرف دىگر مى دانىم

B ⊆ AB  
به اىن ترتىب از دو رابطهٔ اخىر نتىجه مى شود:

AB=B  
با استفاده از نمودار وِنْ نىز نتىجهٔ اىن قضىه را مى توان مشاهده کرد.

عکس قضىهٔ 3 نىز برقرار است.
.A⊆B آنگاه AB=B  اگر ،B و A ٔقضىه 4 )عکس قضىۀ 3( : براى هر دو مجموعه

  .A⊆B پس .AB=B و طبق فرض قضىه دارىم A⊆AB برهان: مى دانىم

اشتراک دو مجموعه
در دو مجموعهٔ }1,2,3{=A و }3,4,5{=B، عدد 3 مشترک است، لذا مجموعهٔ }3{ اشتراک 

دو مجموعهٔ A و B خوانده مى شود.

 اشتراک دو مجموعۀ A و B مجموعه ای است که اعضاىش به هر دو مجموعۀ 
A و B تعلق داشته باشد.

B

A

B

A

A   B A   B = B⊆ 

B

A

B

A

A   B A   B = B⊆ 

B

A

B

A

A   B A   B = B⊆ 
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A

A   B

B

U



اشتراک دو مجموعهٔ A و B را با AB نماىش مى دهىم، پس
AB =}x| x∈B , x∈A{  

با استفاده از نمودار ون، اشتراک دو مجموعه را به صورت زىر مى توان نشان داد.

تبصره: از تعرىف اشتراک دو مجموعه نتىجه مى شود که
AB = BA  

همچنىن چون عضوهاى AB هم در A و هم در B قرار دارند، بنابراىن
AB⊆A  
AB⊆B  

 
اگر دو مجموعهٔ غىرتهى A و B عضو مشترک نداشته باشند، آنگاه

AB = ∅  
در اىن حالت دو مجموعهٔ A و B را جدا از هم ىا مجزا مى نامىم.

مشابه وىژگى هاىى که براى اجتماع دو مجموعه برقرار بود، براى اشتراک هم برقرار است.
قضىه 5  : براى هر سه مجموعهٔ B ،A و C دارىم:

          A الف( ∅ = ∅
            AB =A )ب

           )AB(C=A )BC( )پ
قسمت های الف و ب با استفاده از تعرىف اشتراک به راحتی اثبات شده و قسمت پ را بدون 

اثبات می پذىرىم.
.AB =A آنگاه A⊆B اگر ،B و A ٔقضىه 6  : براى هر دو مجموعه
 .A⊆AB بنابراىن کافى است ثابت کنىم AB⊆A برهان: چون

A B



49

A

CB

CB

A

اگر x∈A چون A⊆ B  پس x∈B. حال با توجه به اىنکه x∈A و x∈B مى توان نتىجه گرفت که 
   .AB=A نتىجه مى شود A⊆AB و AB⊆A  ٔحال از دو رابطه .A⊆AB ىعنى .x∈AB

   )عکس قضىهٔ 6 را به عنوان تمرىن ثابت کنىد.(
در پاىان دو تساوى وجود دارند که اجتماع و اشتراک را درهم مى آمىزند. ما اىن مطلب را در 

قضىهٔ زىر بدون اثبات بىان مى کنىم.
قضىه 7   : )قوانىن پخش پذىرى(

براى هر سه مجموعهٔ B ،A و C دارىم:
A )BC(= )AB( )AC( الف(  

)پخش پذىرى اجتماع نسبت به اشتراک(
 A )BC(= )AB( )AC( ب(  

)پخش پذىرى اشتراک نسبت به اجتماع(
ىک راه تصورِ تساوى هاىى که در قضىهٔ بالا مطرح شد،استفاده از نمودار ون است. براى تحقىق 

تساوى
 A )BC(= )AB( )AC(  

سه داىرهٔ دو به دو متقاطع براى نماىش مجموعه هاى B ،A و C درنظر مى گىرىم.

حال BC را ساىه مى زنىم و سپس اجتماع آن ناحىه را با A مشخص مى کنىم. به اىن ترتىب 
A را نماىش مى دهد.  )BC( ٔناحىهٔ ساىه دار مجموعه

A

CB

CB

A
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CB

A

A   B

CB

A

 A   C

U

A

A − B

B

CB

A

از سوى دىگر اگر دو مجموعهٔ AB و AC را روى شکل مشخص کنىم 

     )AB( )AC(                             :اشتراک اىن دو ناحىه ىعنى

را به صورت مقابل خواهىم داشت. 
همىن طور که ملاحظه می کنىد ناحىه های ىکسانی به دست آمد.

تفاضل دومجموعه
فرض کنىم A و B دو مجموعه باشند

 تفاضل مجموعه ای A-B عبارت است از مجموعۀ تمام اعضاىى از A که 
به B تعلق ندارند.

تفاضل دو مجموعه  با استفاده از نماد رىاضى چنىن بىان مى شود
A-B=}x∈A|  x∉B{  

و با استفاده از نمودار ون، تفاضل دو مجموعه به صورت زىر نشان داده مى شود.
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U
A

B

A-B

U

B

B׳

اگر B زىرمجموعه اى از A باشد، آنگاه  A-B را متمم B نسبت به A مى نامىم.

اگر A را برابر U )مجموعهٔ جهانى( بگىرىم آنگاه U-B را با ׳B نشان مى دهىم و آن را متمم 
مجموعهٔ B نسبت به مجموعهٔ جهانى مى نامىم. پس

U-B=B׳  

عمل متمم گىرى از قوانىن ساده اى پىروى مى کند که برخى از آنها در قضىهٔ زىر مطرح شده است.
قضىه 8 : اگر A و B دو زىرمجموعه از مجموعهٔ جهانى U باشند، آنگاه

 U=׳∅ الف(
U׳=∅ ب( 

)A׳)׳=A پ( 
A-B=AB׳ ت( 
B׳⊇Aآنگاه ׳ A⊇B ث(  اگر
AA׳=∅ ج( 
AA׳=U  چ(

اثبات قضىه به کمک تعرىف ها به سادگى انجام مى شود.
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به عنوان مثال اگر R مجموعهٔ اعداد حقىقى و Q مجموعهٔ اعداد گوىا باشد آنگاه R-Q مجموعهٔ 
اعداد گنگ است.

اعمالى که تا اىنجا تعرىف شدند از دو قانون دىگر به نام قوانىن دمرگان تبعىت مى کنند.
قضىه 9 : اگر A و B زىرمجموعه هاىى از مجموعهٔ جهانى U باشند، آنگاه:

  )AB(׳=A׳B׳ الف(  
)AB(׳=A׳B׳   ب(

 x∈Aدرنتىجه ׳ x∉B و x∉A پس ،x∉AB آنگاه x∈)AB(فرض کنىم  ׳ )برهان: الف
و ׳x∈B بنابراىن ׳B׳x∈A، به اىن ترتىب مى توان نتىجه گرفت

)AB(׳⊇A׳B׳  
و اگر مراحل استدلال بالا را وارونه کنىم خواهىم داشت

A׳B׳⊇)AB(׳  
از روابط به دست آمده مى توان تساوى 

)AB(׳=A׳B׳  
را نتىجه گرفت.                                                                                                                          

اثبات قسمت )ب( به عنوان تمرىن به عهدهٔ دانش آموز است.
از قوانىن دمرگان و بند )پ( قضىهٔ 8 نتىجه مى شود که اگر متمم گىرى را بدانىم آنگاه اجتماع ىا 

اشتراک را مى توان به صورت زىر برحسب دىگرى بىان کرد.
AB=)A׳B׳)׳  
AB=)A׳B׳)׳ 

گفتىم اگر براى دو مجموعهٔ A و B داشته باشىم ∅= AB آنگاه دو مجموعه را جدا از هم 
مى نامىم. حال با توجه به تعرىف متمم ىک مجموعه، مى توان وىژگى زىر را براى دو مجموعهٔ جدا از 

هم A    و B نتىجه گرفت.
 .B⊇Aو ׳ A⊇Bآنگاه ׳ AB =∅ نتىجه: اگر

توجه کنىد که مفهوم مجزا بودن سه مجموعه معناىى وسىع تر از 
ABC=∅  

دارد. در  واقع سه مجموعه B ،A و C مجزا هستند اگر
AB=∅ و AC=∅ و BC=∅  
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U

A B

AΔB

A

C

B
A

C

B

ولى B ،A و C مجزا نىستند
B ،A و C مجزا هستند ABC=∅

A

C

B
A

C

B

تفاضل متقارن
مجموعهٔ تفاضل متقارن دو مجموعهٔ A و B شامل اعضاىى است که دقىقاً به ىکى از دو مجموعه 
A ىا B تعلق دارند. اىن مجموعه به طور نمادى با AΔB نماىش داده مى شود و به صورت زىر تعرىف 

مى شود:
AΔB = )A-B( )B-A(  

تفاضل متقارن دو مجموعه را با استفاده از نمودار ون به صورت زىر مى توان نماىش داد.

همان طور  که از روى نمودار ون مشاهده مى شود
AΔB = )AB(-)AB(  

بنابراىن دو مجموعهٔ AΔB و AB مجزا هستند. همچنىن سه مجموعهٔ AB ،A-B و 
B-A نىز مجزا هستند.

اىن فصل را با اثبات دو اتحاد از طرىق جبر مجموعه ها به پاىان مى رسانىم.
مثال 1: مى خواهىم ثابت کنىم

A )B-C(=)AB( -)AC( 
براى اثبات اىن تساوى به کمک قوانىن مجموعه ها که جبر مجموعه ها خوانده مى شود از ىک 
طرف تساوى شروع مى کنىم و به طرف دىگر تساوى مى رسىم )ىا مى توانىم دو طرف را ساده کنىم تا به ىک 
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نتىجه برسىم(. اکنون سمت راست رابطهٔ بالا را درنظر مى گىرىم:
        )AB( - )AC( = )AB( )AC(طبق ت از قوانىن متمم    ׳

     =)A B( )A׳ Cقانون دمرگان  )׳
پخش پذىرى اشتراک نسبت به اجتماع  

 =])AB(A׳[ ])AB(C׳[  
قوانىن جابه جاىى و شرکت پذىرى 

=])AA׳(B[ ]A )BC׳([  
 = )∅B( ]A )BC׳([ طبق ج از قوانىن متمم  
 = ∅ ]A )BC׳([ طبق الف از قضىه 5  

 = A )BC׳( طبق الف از قضىه 2  
 = A )B-C( طبق ت از قوانىن متمم  

مثال 2 : مى خواهىم ثابت کنىم
A )AB(=A  

از طرف چپ تساوى شروع مى کنىم
A )AB(= )A∅( )AB(  

= A )∅B(  
= A∅  
= A  

 A-B، AB ،AB مطلوب است B=}1,2,}1,2{{ و A=}1,2,3,}1,2,3{{ 1ــ اگر
.B-A و

 C=}3,4,5,6{ و   B=}2,4,6,8{ ،A=}1,2,3,4{  ،U=}1,2,3,4,5,6,7,8,9{ اگر  2ــ 
مطلوب است:

)AC(׳ )ب  Aالف( ׳
)AB(׳ )ت  B-C )پ

3ــ اگر n∈N و }A1، An=}m∈Z| -n ≥ m , 2m ≥ n و A2 و A3 و A4 را تعىىن کنىد 

تمرىن
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چه رابطه اى بىن A1 و A2 و A3 و A4 وجود دارد؟
 ،) i iA ?= =4

1 ( چىست؟   A4 تا   A1 اجتماع   ) i iA ?= =4
1 ( چىست؟   A4 تا   A1 اشتراک 

 ) n
i i nA A A A= =1 1 2   )توضىح:

، مطلوب است A1 و A2 و A3 سپس اجتماع و اشتراک    و
n

nA
n n

− = −  
1 2 1 4ــ اگر n∈N و

A1 و A2 و A3 را مشخص کنىد.

5   ــ اگر }i∈}1,2,…,10 و ]A1 ، Ai=]-i , 10-i و A2 و … و A10  را حساب کنىد. سپس  

i را مشخص کنىد. 
i

A
=


10

1
و 

 
i

i
A

=


10

1

6   ــ با ذکر مثال )AB(n را حساب کنىد. آىا )n)AB( = n)A( + n)B؟
7ــ به کمک جبر مجموعه ها ثابت کنىد اگر A  و B مجموعه باشند. دارىم:

  AB = )A-B( )AB( )B-A( الف( 
 )A-B( )B-A( =∅ ب(   
A  B ⊂ C  آنگاه B ⊂ C و A ⊂ C اگر پ(     
 A⊂ BC  آنگاه A⊂ C و A⊂ B اگر ت(   
A=B  آنگاه  AB = AB اگر ث(    
B׳⊂ Aآنگاه  ׳  A⊂ B اگر ج(   

8    ــ براى هر دو مجموعهٔ  A  و B ثابت کنىد:
 AΔB=BΔA الف( 
AΔB = )AB(-)AB( ب(   
AΔB = AB  آنگاه  AB = ∅ پ(   اگر
A )BΔC( =)AB( Δ )AC( ت(   

9ــ به وسىلهٔ نمودار ون نشان دهىد که
A׳-B׳= B - A  

10ــ به کمک جبر مجموعه ها ثابت کنىد اگر A و B دو مجموعه باشند آنگاه دارىم:
)A-B(B=∅ الف(  
 A- )BC( = )A-B( )A-C( ب(  
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O

A(1,2)

B (2,1)

 A-B = A- )AB( پ(  
)A Δ B( )AB( = AB ت(  

11ــ در هرىک از موارد زىر به جاى S ىکى از مجموعه هاى، Z ،N ىا R را چنان جاىگزىن 
کنىد تا تساوى درستى حاصل شود.

 }x∈S |  x3=5{=∅ الف(  
 }x∈S |  -1≥ x ≥1{=}1{ ب(  
 }x∈S |  2> x2>5{ - }x∈S| x<0{ = }-2{ پ(  
 }x∈S |  1> x≥4{ = }x∈S| x2=4{ }3,4{ ت(  

2 ـ6  ـ حاصل ضرب دکارتى دو مجموعه 
دىدىد که با اجتماع واشتراک ومتمم گىرى و تفاضل مجموعه هاى مفروض، مجموعه هاى جدىدى 
حاصل مى شوند. حاصل ضرب دکارتى دو مجموعه روش دىگرى براى ساختن ىک مجموعهٔ جدىد از 
مجموعه هاى مفروض است، ولى اىن کار با استفاده از مفهوم زوج مرتب انجام مى شود. همان طور که 
خوانده اىد اگر دستگاه محورهاى مختصات در صفحه را در نظر بگىرىم هر نقطه از صفحه با ىک زوج 
مرتب منحصر به فردى مانند )x,y( مشخص مى شود که x و y اعداد حقىقى اند و x را مختص ىا مؤلفّهٔ 
اوّل و y  را مختص ىا مؤلفّهٔ دوم مى نامىم. معمولاً در صفحهٔ مختصات، x را طول و y  را عرض نقطهٔ 
مفروض مى گوىند. به شکل زىر که نمودار خط y=-x+3 است، توجّه کنىد. ملاحظه مى کنىد که نقاط 
A  و B به ترتىب به مختصات )1,2( و )2,1( با اىنکه متعلق به نمودار خط هستند ولى با هم متفاوت اند. 

بنابراىن دو زوج )x,y( و )y,x( در حالت کلى با هم برابر نىستند.
پس دو زوج مرتب )a,b( و )c,d( زمانى مساوىند که مؤلفّه هاى اوّل آنها با هم و مؤلفّه هاى دوم 

)b = d( و )c = a( .آنها نىز با هم مساوى باشند
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شلوار  پىراهن  )پىراهن، شلوار( 
 

طوسى )طوسى،آبى( 

سفىد     آبى )سفىد، آبى(  

P*S    

آبى      )آبى، آبى( 

طوسى )طوسى، طوسى(  

سفىد                              طوسى )سفىد، طوسى( 

آبى  ) آبى، طوسى( 

مثال x : 1 و y را طورى تعىىن کنىد که زوج هاى مرتب )x+y ,6( و )xy ,5-( با هم مساوى باشند.

x که پس از حل دستگاه  x=-2 و   y
xy

+ = −
 =

5

6
حل: طبق شرط تساوى دو زوج مرتب باىد 

y=-3 به دست مى آىد.
اکنون به مثال زىر توجّه کنىد.

اگر شخصى دو شلوار طوسى و آبى و سه پىراهن آبى، سفىد و طوسى داشته باشد به شش طرىق 
مى تواند ىک شلوار و ىک پىراهن را انتخاب کند:

)طوسى، آبى( و )سفىد، آبـى( و )آبـى، آبـى ( و )طوسى، طوسى( و )سفىـد، طوسى( و )آبـى، طـوسى(. ملاحظـه    
و    P=}آبى شلوار  طوسى،  } شلوار  اگر  است.  شده  تشکىل  مرتب  زوج  ىک  انتخاب،  هر  براى  مى کنىد 
}پىراهن  آبى، پىراهن سفىد، پىراهن طوسى{=S آنگاه مجموعهٔ همهٔ زوج هاى مرتبّ تشکىل شده را به صورت 

P * S نشان مى دهىم ىعنى
 P*S = })آبى، طوسى( ، )سفىد، طوسى( ، )طوسى، طوسى( ، ) آبى، آبى( ، )سفىد، آبى( ، )طوسى، آبى ({

و نمودار درختى آن به صورت زىر است:
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4

3

2

1

0 1 2 3 4(−2,0)

−1

(−1,0)

−2

به عبارتى اگرx  را رنگ شلوار و y را رنگ پىراهن بنامىم
P*S =})x,y( | x∈P , y∈S{  

P*S را حاصل ضرب دکارتى مجموعهٔ P  درمجموعهٔ  S مى نامىم. دقّت کنىد که چون مؤلفّه هاى 
اوّل زوج ها نماىندهٔ شلوار و مؤلفّه هاى دوّم زوج ها نماىنده پىراهن است ترتىب آنها اهمّىت دارد.

 تعرىف : حاصل ضرب دکارتى مجموعۀ A در مجموعۀ B که با A*B نشان 
مى دهىم، مجموعۀ همۀ زوج های مرتب )a, b( است که a عضوی از A و b عضوی 

از B است ىعنى :
A*B = })a,b( | a∈A  , b∈B{                                                                                                                                                       

اگر A=B باشد A*A را با A2 نشان مى دهىم و R*R ىعنى R2 را صفحهٔ مختصات مى نامىم.
مثال  2 : اگر }1 ,0 ,1,-2-{=A و }A*B ،B=}1 ,4 ,0  را مشخص کنىد و نمودار مختصاتى 

A*B را رسم کنىد. 
حل: حاصل ضرب دکارتى A درB  به صورت زىر است:

 A*B=})-1 ,1( ,)-1 ,4( ,)-1 ,0(,)0 ,1( ,)0 ,4( ,)0 ,0(,)1 ,1( ,)1 ,4( ,)1 ,0( ,)-2 ,1( ,)-2 ,4( ,)-2 ,0({
            

 براى رسم نمودار مختصاتى A*B کافى است هر عضو آن را به عنوان مختصات ىک نقطه 
در نظر بگىرىم و در صفحهٔ مختصات رسم کنىم. مانند شکل.
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B

A

2

1

4

31

A B×

نمودار A*B را در صفحه   B=}x∈R|  2>x>4{ و A=}x∈R|  1≥x≥3{ اگر مثال  3 : 
نماىش دهىد.

A*B =})x,y( | 1≥x≥3  2  و>y>4{  :حل

1 ــ  x و y را طورى تعىىن کنىد که زوج هاى مرتبّ زىر با هم مساوى باشند.
))x-1(2 + )y-1(2 , 3( و )الف(  )3, 0

)x2 + y2 , 6( و )13 , xy(     )ب
2ــ اگر مجموعهٔ A داراى m عضو و مجموعهٔ B  داراى n  عضو باشد، مجموعهٔ A*B چند 

عضو دارد؟ تعداد زىرمجموعه هاى A*B چند تاست؟
B=}y |y∈N , y2≥9{  و  A=}2k+1 | k∈Z , -2≥ k ≥0{ 3ــ اگر

الف( A*B را به صورت زوج هاى مرتبّ بنوىسىد.
A*B(( را بنوىسىد. )B*A( و )A*B( )B*A( تعداد اعضاى مجموعه هاى )ب

پ( A2-B2 چند زىرمجموعه دارد؟
4ــ اگر A و B دو مجموعهٔ غىرتهى باشند درچه شراىطى A*B=B*A ؟ و در چه شراىطى 

A*B(( تهى است؟ )B*A(
5 ــ اگر شهر B بىن دو شهر A  وC  باشد و براى رفتن از شهر A به شهر B سه راه و براى رفتن 
از B به C  چهار راه موجود باشد به چند طرىق ىک مسافر مى تواند از شهرA  به شهرC  برود؟ به چند 

تمرىن
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طرىق مى تواند برگردد؟ آىا راه هاى رفت و برگشت ىکى است؟
6  ــ در پرتاب دو سکهٔ 2 رىالى و 5 رىالى با هم، چند زوج مرتب از پشت و روى سکه ها حاصل 

مى شود؟
7ــ هرىک از مجموعه هاى زىر را در صفحهٔ مختصات نماىش دهىد.

الف ( 
ب (

پ (  
8   ــ حاصل ضرب دکارتى هر ىک از مجموعه هاى زىر را در دستگاه مختصات رسم کنىد.

          ) الف
ب (  

پ (               
9 ــ روابط زىر را ثابت کنىد.

الف (   
ب ( 

 ـ رابطه  2 ـ7 
ىکى از مهم ترىن مفاهىم در نظرىه مجموعه ها، مفهوم رابطه است که نه تنها در تمام رىاضىات 
بلکه در خارج از رىاضىات نىز کاربرد دارد. عبارات »بزرگ تر است از«، »کوچک تر است از«، »عاد 
x« مى کند«، »برابر است با« در اعداد و »زىرمجموعه اى است از«، »متعلقّ است به«، درمجموعه ها و
برادر y است« ، »x فرزند y است« در مجموعهٔ انسان ها، هر ىک مثالى از رابطه است. آنچه در تمام 
 )x,y( اىن مثال ها مشترک است اىن است که همهٔ عبارات به دو شیء اشاره مى کنند ىعنى ىک زوج مانند
و اىنکه در هر حالت شیء اوّل با شیء دوم در رابطه هست ىا نىست. مثلاً x <y که x و y اعداد حقىقى 

باشند، ىا درست است ىا نادرست )2>3 درست است ولى 3>2 نادرست(.
با y <x متفاوت است ىعنى )x,y( ≠ )y, x( )مفهوم زوج مرتبّ( پس هر رابطه را  بنابراىن x<y کاملا ً
مى توان مجموعه اى از زوج هاى مرتبّ در نظر گرفت. از طرفى هرکدام از روابط در مجموعهٔ مشخصى 
تعرىف شده اند مانند مجموعهٔ اعداد، مجموعهٔ انسان ها و … . حتماً دقت کرده اىد که مثلاً x<y ىک 
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گزاره نما در مجموعهٔ اعداد است.
پس مى توان رابطهٔ »x بزرگ تراست از y« در اعداد حقىقى را مجموعه اى از زوج هاى مرتبّ 

به صورت }x,y( | x<y({ در نظر گرفت.
 y پدر x« به معنى P)x,y( مثال  1 : فرض کنىم مجموعهٔ عام مجموعهٔ انسان ها و گزاره نماى

است« باشد بنابراىن رابطهٔ پدرى در مجموعهٔ انسان ها چنىن است:
  }x پدر y است | )x,y({ = رابطهٔ پدرى
ىا             })x,y( | P)x,y({= رابطهٔ پدرى

بنابراىن شرط اىنکه حسن پدر تقى باشد آن است که زوج مرتب )تقى ، حسن( متعلقّ به مجموعهٔ رابطهٔ 
پدرى باشد.

راه ساختن  کرد، ىک  تعرىف  مرتبّ  از زوج هاى  به کمک مجموعه اى  را  رابطه  مى توان  پس 
زوج هاى مرتبّ به کمک ضرب دکارتى مجموعه هاست.

 تعرىف : فرض کنىم A و B دو مجموعه باشند. هر زىرمجموعه از حاصل ضرب 
R⊂  A*B ، 1 نشان  دهىم R است. اگر رابطه را با B در A  رابطه ای از A*B دکارتى

جملهٔ »از A در B« ىعنى اوّلىن مؤلفّه هاى زوج هاى مرتبّ، عضوهاى A و دومىن مؤلفّه هاى 
زوج هاى مرتبّ عضوهاى B  مى باشند.

اگر A=B، گوىىم R رابطه اى روى A است.
اگر a∈A و b∈B گوىىم a با b توسط R در رابطه هستند. هرگاه a,b(∈R(، متداول تر است که 

aRb/ نماد aRb را به معنى a,b(∈R( به کار ببرىم. در صورتى که R∌)a,b( مى نوىسىم 
مثال  2 : فرض کنىم، Z مجموعهٔ عام باشد. ىکى از مهم ترىن رابطه هاى رىاضى رابطهٔ عادکردن 
درZ است که با علامت »|« نماىش داده مى شود اگر بنوىسىم: a|b ىعنى عدد صحىحى مانند c هست 

.b=ac که
 aRb معادل a|b 6, 3-( است پس(∈R 3- ىا معادلR6 مثلاً 6|3-، 6|2 ، 6-|3 که 6|3- معادل

aRb ىا }R=})a,b( | a, b∈Z , a|b نشان مى دهىم. ⇔ a|b است که به صورت
ىعنى  مى گىرىم  در  نظر   A روى  را   »<« رابطهٔ   A=}1,2,3,4,5,6,7{ کنىم  فرض   : مثال  3 
a,b(∈R( معادل است با a <b. براى نماىش اىن رابطه ابتدا حاصل ضرب دکارتى A*A را به دست 

Relationــ1
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7
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1

1 2 3 4 5 6

مى آورىم  و روى مختصات دکارتى مشخص مى کنىم.
A*A =})1,1( , )1,2( , … , )1,7( , )2 ,1(, … , )2 ,7( , … , )7,7({  

روى شکل، زىرمجموعهٔ  A*A که با نقاط پررنگ مشخص شده اند، نمودار رابطهٔ R  مى  باشد 
R =})2,1( , )3 ,1(,… , )7,1(, )3,2(, )4,2( , )4 ,3(,…, )7,6({ که

مثال  4 : فرض کنىم رابطهٔ تساوى روى R به صورت زىر تعرىف شده باشد.
R=})x,y(∈R2|y=x{  

نمودار مختصاتى اىن رابطه خط راست y=x است که نىمساز ربع اوّل و سوم دستگاه مختصات است.

y =
x

1

1 2 3 4

2

3

4

 y=x رابطهٔ تساوى فقط نقاطى از خط A= N  تذکّر : اگر
مى باشند که مؤلفّه هاى صحىح مثبت داشته باشند مانند شکل.
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O

−1

1
−1

1

y

x

o

1

−1

1−1

تعرىف  چنىن  را   R رابطه   xoy در صفحه   : مثال  5 
مى کنىم که x با y  در رابطه است اگر )x,y( نقطه اى در داخل 

ىا روى داىرهٔ واحد1 باشد ىعنى x2+y2≥1 به عبارتى 
xRy ⇔  x2+y2≥1                                               

بنابراىن نمودار اىن رابطه قرصى به شکل روبه رو است.
با توجه به مثال ها، تاکنون متوجه شده اىد که کلىّهٔ معادلات 

و نامعادلات )نامساوى ها( دو متغىّره اى که قبلاً خوانده اىد مى توانند به عنوان رابطه در نظر گرفته شوند.
مثال  6 : نمودار رابطهٔ }R=})x,y(∈R2 | x2+y2=1 ىک داىره به شعاع 1 است که مرکز آن 

)O)0,0 مى باشد2.

1ــ داىرهٔ واحد، داىره ای است به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 1. 

O و به شعاع r به صورت x-α(2 + )y-B(2 =r2( نوشته می شود )اىن مطلب سال 
α

′
β

2ــ در حالت کلی معادلهٔ ىک داىره به مرکز 
بعد اثبات می شود(.

مثال  7 : نمودار رابطهٔ }R=})x,y(∈R2 | y   ≤  x2 نقاط مرز و داخل سهمى y=x2 مى باشد. 
مانند شکل
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مثال  8 :  نمودار  رابطهٔ »≤« در اعداد حقىقى ىعنى رابطهٔ }R=})x,y(∈R2 | x≥y سطح ىک 
نىم صفحه است. )ناحىه ساىه دار در شکل زىر(

y =
x

تمرىن

1 ــ رابطهٔ })1 ,π( ,)0 ,2( ,)π ,1( ,)2,2({=R در }A=}0 ,1 , π ,2 ,4 تعرىف شده است.
الف( تحقىق کنىد کدام ىک از موارد زىر درست است.

   4R1    ،      2R0     ،      1Rπ      ،      πR1    ،    1R2  
ب( مجموعهٔ اعضاىى ازA  که با 2 رابطه دارند را مشخص کنىد.

2ــ چند رابطه در مجموعهٔ A از تمرىن 1 مى توان نوشت؟
3 ــ آىا ∅ ىک رابطه است؟

 R .تعرىف شده است R=})x,y( |  x,y∈A, x|y{ ٔرابطه A=}0 ,1 ,2 ,… ,9{ ٔ4ــ در مجموعه
را به صورت مجموعه اى از زوج هاى مرتب بنوىسىد، دامنه و برد R را تعىىن کنىد.

5  ــ اعضاى رابطهٔ }R=})x,y( | x2+y2=4 را در Z به صورت مجموعه اى از زوج هاى مرتب 
مشخص کنىد و نمودار آن را رسم کنىد.

6 ــ اگر }A=}1,2,3,4  نمودار رابطه هاى زىر را رسم کنىد .
 a,b∈A  a  R  b ⇔ a+b ≥  4  )الف

  aRb ⇔  a ) b+1( ≥   6         )ب
 aRb ⇔  -10 ≥ a +  5b ≥10 پ( 
 xRy ⇔  x2+y2≥  4         )ت
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A

A1A2

A3

A4

xf تعرىف شده است،  y y
x

⇔ =
+2

1

1
7ــ رابطهٔ f از R در فاصلهٔ بستهٔ ]1, 0[ به صورت 

نمودار رابطهٔ  f را رسم کنىد.
8   ــ رابطه هاى زىر، روى مجموعهٔ }A=}1,2,3,6  تعرىف شده اند. اولاً هر رابطه را به صورت 

زوج هاى مرتبّ نشان دهىد. ثانىاً نمودار رابطه ها را رسم کنىد.
              R1=})x,y( |   x|y{  ,      R2=})x,y( | x>y{  

R3=})x,y( |   x=y{  ,      R4=})x,y( | x≠y{     
R5=})x,y( |   x2≥y{    ,     R6=})x,y( |فرد است x+y{                                     

9 ــ رابطه هاى زىر، روى مجموعهٔ R تعرىف شده اند. نمودار آنها را رسم کنىد.
  R1=})x,y( | x2+y2≥4{  

R2=})x,y( | x2+y2≥1 , y≤x{  
R3=})x,y( | |x|=|y|{  

   R4=})x,y( | |y|=-x{  

 ـافراز ىک مجموعه  ـ  8      2
مجموعهٔ اعداد صحىح Z را به صورت  }… , Z =}… , -3 , -2,  -1 ,0 ,1 ,2 ,3 در نظر مى گىرىم. 
ZO  زىرا   ZE =∅  ًاىن مجموعه را مى توان به دو زىرمجموعهٔ اعداد فرد و اعداد زوج تقسىم کرد. مسلما
ZO ، اىن تقسىم را افراز  Z به دو مجموعهٔ  ZE و   ZE=Z هىچ عددى نمى تواند هم زوج و هم فرد باشد و
  ZOمى نامىم. همچنىن هرمجموعهٔ A با متمم خود ىعنى ׳A ىک افراز براى مجموعهٔ عام U مى باشند زىرا:

AAو  ∅=׳ AA׳=U  
مى توان اىن اىده را تعمىم داد. در شکل زىر، مجموعهٔ A به چهار مجموعهٔ A1 و A2 و A3 و 

A4  افراز شده است.
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 تعرىف : فرض کنىم A ىک مجموعۀ غىر تهى باشد گوىىم A به n زىرمجموعۀ  
A1  و A2 و … و An افراز شده است اگر:

Ai≠∅     ,     1≥i≥n الف( برای هر
)1≥ j ≥n(      Ai   Aj=∅            i≠j  ب( برای هر

n
n i iA A A A A== =1 2 1   پ( 

مثال    : اگر }A=}1,2,3 آنگاه A داراى 5 افراز به صورت زىر است:
 }1{ , }2{ ,}3{   )1(

     }1{ , }2,3{   )2(
      }2{ , }1,3{   )3(
      }3{ , }1,2{   )4(

        }1,2,3{   )5(

2 ـ9ـ  رابطۀ هم ارزی
فرض کنىم که مجموعهٔ A به قطعات مجزاى از ىکدىگر مانند شکل، افراز شده باشد  مثال    : 

مى توانىم رابطهٔ »∽« را چنىن تعرىف کنىم.
x ∼ y ⇔                              x وy  هر دو در ىک قطعه هستند 

A4

A3

A5

A2A

A1

براى داشتن شهودى بهتر فرض کنىد A نقشهٔ ىک کشور باشد و زىرمجموعه هاى A1 و A2 و 
A3 و A4 و A5 استان هاى اىن کشور باشند. رابطه اى که بىن هر دو شهروند اىن کشور برقرار است 

رابطهٔ هم استانى بودن است. ىعنى
x ∼ y ⇔ x وy  در ىک استان هستند 

بنابراىن اگر x متعلق به استان A1 است و y  متعلق به استان x ،A2  و y رابطه اى باهم ندارند.
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اىن رابطه داراى اىن خواص است که اگرx  و y و z افرادى از اىن کشور باشند: 
1ــ  x با خودش هم استان است.

2ــ اگر x با y هم استان باشد y نىز با x هم استان است.
3ــ اگر x با y و  y با z هم استان باشند، x نىز با z هم استان است.

برعکس مى توانىم ناحىه ها را با رابطهٔ »∽« بازسازى کنىم. ناحىه اى که  x متعلق به آن است 
)استانى که x در آن زندگى مى کند( با Ex نماىش مى دهىم. که عبارت است از: 

Ex = }y∈A | x ∼ y{  
ىعنى استانى که x  متعلق به آن است مجموعهٔ تمام شهروندان کشور A است که با x در ىک استان 
زندگى مى کنند. ىعنى مجموعهٔ Ex ىکى از استان هاى کشور است ىا ىکى از ناحىه هاى مورد نظر است. 
بنابراىن اگر x∈ A2 باشد آنگاه Ex=A2 و اگر x∈ A5 آنگاه Ex=A5 پس دقىقاً رابطهٔ هم استانى بودن، 
کشور را به استان ها تقسىم مى کند. به طور کلىّ مى توان گفت: رابطه اى که داراى خواص )1( و )2( 

و )3( باشد ىک رابطه  هم ارزى است.

 تعرىف : رابطه ای چون »∽« روی مجموعهٔ A ىک رابطۀ هم ارزی است اگر 
به ازای هر x وy  و z ازA  سه خاصىت زىر برقرار باشد : 

الف( x∼x ىعنى هر عضو با خودش رابطه داشته باشد. )بازتابى ىا انعکاسى(
ب( اگر x∼y آنگاه y∼x )تقارنى(

پ( اگر x∼y و y∼z آنگاه x∼z )تعدی ىا تراگذری(

مثال    : رابطهٔ توازى خطوط در صفحه و رابطهٔ همنهشتى دو مثلث رابطه هاى هم ارزى روى 
صفحه هستند.

ملاحظه کردىد که هرگاه مجموعهٔ A  را به قطعات مجزا تقسىم کنىم، رابطهٔ ) x هم استان است با 
y ( ىک رابطهٔ هم ارزى است و برعکس. بنابراىن

 هر رابطۀ هم ارزی روی ىک مجموعه، آن مجموعه را به زىرمجموعه های 
مجزا که هر ىک از آنها دسته ىا کلاس هم ارزی نامىده مى شود تقسىم مى کند.

به صورت   و  نماىندهٔ دسته مى گوىىم  را   a .نشان مى دهىم  ]a[ با علامت را   a دستهٔ هم ارزى
}a[=}x| xRa[ تعرىف مى کنىم.
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مثال    : سطح مربع واحد ]D=]0 ,1[*]0 ,1 را در نظر بگىرىد. هر دو نقطه از اىن مربع را با رابطهٔ 
اىنکه مؤلفّه هاى اوّل آنها با هم برابرند تعرىف مى کنىم ىعنى:

)x,y(R)a,b( ⇔  x=a  
اىن رابطه ىک رابطهٔ هم ارزى روىD  است. و مجموعهٔ D )صفحهٔ D( را به دسته هاى هم ارزى 
افراز مى کند، دسته هاى هم ارزى خطوط عمود بر محورx ها مى باشند زىرا مثلاً دستهٔ )0,0( عبارت 

است از:
])0,0([ = })x,y(  |  )x,y( R)0,0({      

= })x,y(  |  x=0{      
که نمودار آن خط x=0 است.

(1,1)1

10

1ــ رابطهٔ R در Z به صورت
xRy ⇔  3|x-y  

تعرىف شده است. اولاً ثابت کنىد R ىک رابطهٔ هم ارزى است. ثانىاً رابطهٔ R مجموعهٔ Z را به چند 
کلاس هم ارزى افراز مى کند؛ اىن کلاس هاى هم ارزى را مشخص کنىد.

2ــ ثابت کنىد رابطهٔ تشابه دو مثلث، ىک رابطهٔ هم ارزى است.
3ــ از رابطه هاى زىر که روى R2 تعرىف شده اند کدام ىک هم ارزى است؟

 )a,b( R )c,d( ⇔  a +d =b+c الف( 
)a,b( R )c,d( ⇔  )a-c()b-d( =0 ب(  
)a,b( R )c,d( ⇔  ab=cd پ( 

تمرىن
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هنگامى که علم احتمالات هنوز دوران طفولىت خود را سپرى مى کرد، لاپلاس رىاضى دان 
بازى هاى  بررسى  براى  که  احتمالات  » علم  گفت:  فرانسه ــ  نىوتن  به  مشهور  فرانسوى ــ  معروف 
باىستى به مهم ترىن هدف دانش بشرى تبدىل گردد... .در بخش اعظم زندگى،  شانس مطرح شده، 
مهم ترىن سؤالاتی که مطرح مى شوند در واقع فقط مسائل احتمالات هستند « ]راس1 ،1976،ص7 [ . 
که  همان طور  زىرا  ولى خود حقىقتى است  برسد،  نظر  به  اغراق آمىز  فوق ممکن است  بىان  هر چند 
رىاضى دان برجستهٔ قرن بىستم مارک کتز2 مى گوىد:» نظرىهٔ احتمالات، سنگ بناى تمام علوم شمرده 
فىزىک،  از  بشرى  دانش  شاخه هاى  تمام  424[. تقرىباً  جىکوب3 ،  1982،ص  از  مى شود. « ]به   نقل 
شىمى، زىست شناسى، مهندسى و پزشکى گرفته تا قضاوت، جامعه شناسى، اقتصاد  و … احتمالات 
را به    عنوان ىکى از ابزارهاى اساسى خود درنظر مى گىرند. چون بررسى درستى ىک مطلب در مسائل 
مختلف همىشه امکان پذىر نىست در  نتىجه براى انسان متفکر و جستجوگر اىن عصر، احتمال درستى 
شانزدهم  قرن  به  احتمالات  علم  تارىخچهٔ  مى ىابد.  اهمىت  مطلب  از  درستى خود  بىش  مطلب  ىک 
به  ) 1576 ــ 1501 (  کاردانو4  اىتالىاىى  پزشک  و  ىعنى زمانى که رىاضى دان  باز مى گردد،  مىلادى 
بررسى معارف رىاضى زمان خود که شامل تحلىل سازمان ىافتهٔ مسئلهٔ بازى هاى مبتنى بر شانس بود 
پرداخت. درسال 1654، پاسکال رىاضى دان معروف فرانسوى به مسئلهٔ شانس و بازى ها علاقه مند 

احتمال و پدىده های تصادفى

فصل3

Ross ــ 1
Mark Katz ــ 2
Jacob ــ 3
Cardano ــ 4
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شد و نتىجهٔ مطالعات خود را با رىاضى دان مشهور دىگر فرما1 ) 1665 ــ 1601 ( در مىان گذاشت. 
در نتىجه مطالعهٔ احتمالات رىاضى با بررسى مسائل مربوط به بازى هاى شانسى متولد شد. على رغم 
اىن تولد مبتنى بر تفنن، اکنون پس از گذشت چند سده احتمالات به ىک رشتهٔ کاملاً ضرورى و مورد 
نىاز تبدىل شده است. نظرىهٔ احتمالات به علم عدم قطعىت نىز مشهور است. منظور از عدم قطعىت 
اىن است که در حىطهٔ احتمالات از قوانىن پىش بىنى کننده که به طور قطع وقوع پدىده هاىى را در کنترل 
داشته  باشد  سخن  نمى گوىىم. به   عنوان مثال در پرتاب  سکه نمى توانىم به    طور قطع بگوىىم رو ىا پشت 
سکه نماىان خواهد شد. با اىن حال اگر اىن پرتاب را بارها تکرار کنىم، نسبت دفعات مشاهدهٔ پشت و ىا 
روى سکه به کل دفعات آزماىش در دراز مدت تقرىباً قابل پىش بىنى است. پرداختن به اىن نسبت ها 

در حىطهٔ نظرىۀ احتمال است.

3ـ1ـ  پدىده های تصادفى
نىوتن با مشاهدهٔ افتادن سىب از درخت متوجّه قانون جاذبه شد. زىرا تکرار اىن پدىده و قطعى    بودن 
نتىجه، اىن باور را در او تقوىت کرد که حتماً باىد جاذبه اى وجود داشته باشد تا بتوان افتادن سىب را 
به طور قطع توجىه کرد. همچنىن اگر سنگ  رىزه اى را از ىک بلندى رها کنىم بالاخره پس از مدّتى به 
زمىن اصابت خواهد کرد. مثال هاىى از قبىل مشاهدهٔ افتادن سىب از درخت و ىا آزماىش رها کردن 

سنگ رىزه نمونه هاىى از پدىده هاى قطعى هستند.

و  آزماىش  نتىجۀ  قطعى،  پدىده های  در  شراىط،  بودن  ىکسان  فرض  با   
ىامشاهده را قبل از وقوع مى توان به طور قطع مشخصّ کرد.

پدىده هاى دىگرى نىز وجود دارند که مشاهدهٔ تکرارى آنها تحت شراىط مشخّص همىشه به    نتىجهٔ 
ىکسانى ختم نمى شود. ىک مثال آشنا در اىن مورد پرتاب سکّه است. اگر ىک سکّه را 100 بار پرتاب 
کنىم افتادن سکّه به رو ىا به پشت از قبل قابل پىش بىنى نىست2، ىعنى نمى توانىم بگوىىم مثلاً در    پنجاهمىن 
بار، سکّه به رو مى افتد ىا به پشت. اىن نوع پدىده ها که آنها را تصادفى مى نامىم در اىن فصل مورد مطالعه 

قرار مى گىرند.

Fermat ــ 1
2 ــ در نشستن ىک سکّه طرفى که عدد نوشته شده است را پشت و طرف دىگر را رو نامىده و آنها را به ترتىب با »پ« و »ر« نشان 

مى دهىم.
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طىف وسىعى از پدىده هاىى که در جهان اطراف ما وجود دارند داراى ماهىت تصادفى هستند. 
شما نىز در محىط آموزشى خود ناظر پدىده هاى بى شمارى با ماهىّت تصادفى هستىد. به عنوان مثال 
اتومبىل هاىى که در ساعت هاى مشخّصى از مقابل مدرسهٔ شما مى گذرند، مىانگىن طول عمر دانش آموزان 
هر کلاس، کشىدن قرعه از بىن کارت هاىى که نام دانش آموزان کلاس بر آنها نوشته شده است، تعىىن 
موقعىت مکانى ىک دانش آموز خاص در زمىن فوتبال، تعداد افراد چپ دست در هر کلاس، تعداد 
دانش آموزانى که در هر زنگ تفرىح زمىن مى خورند، تعداد نمرات 20 در درس فىزىک در هر سال و 

مىانگىن قد دانش آموزانِ هر کلاس نمونه هاىى از پدىده هاى تصادفى هستند.
ملاحظه مى کنىد که وقوع بعضى از پدىده ها مانند تعداد اتومبىل هاىى که در ساعت مشخّصى 
از مقابل مدرسه مى گذرند را از طرىق مشاهده و وقوع بعضى دىگر مانند پرتاب سکّه و ىا  کشىدن 

قرعۀ نام دانش آموزان را از طرىق آزماىش نظاره مى کنىم.

 با فرض ىکسان بودن شراىط، در پدىده های تصادفى، نتىجۀ آزماىش و ىا 
مشاهده را قبل از وقوع نمى توان به طور قطع مشخصّ کرد.

براى بهتر آشنا شدن با پدىده هاى تصادفى، به مثال زىر توجّه کنىد.
مثال 1: بر روى صفحه اى تعدادى داىرهٔ متحدالمرکز مطابق شکل زىر رسم مى کنىم:

سطح داىره هاى متحدالمرکز درون صفحهٔ مذکور را به عنوان هدف هاى تىراندازى مورد استفاده 
قرار مى دهىم به طورى که هر  قدر تىر به داىرهٔ کوچک تر نزدىک تر باشد، امتىاز بىشترى نصىب تىرانداز 
مى شود. همچنىن سطح  بزرگ ترىن داىره را صفحۀ هدف مى نامىم. در چنىن شراىطى، اگر فرض کنىم 
تىرى که به سمت هدف پرتاب شده است حتماً به صفحهٔ هدف برخورد خواهد کرد، با اىن حال قبل از 

اصابت تىر به هدف، تشخىص اىنکه تىر به کدام داىره برخورد خواهد کرد ممکن نىست.
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1 ــ چند نمونه از پدىده هاى قطعى که در درس هاى فىزىک و شىمى با آنها آشنا  شده اىد را بنوىسىد. 
2ــ چند نمونه از پدىده هاى تصادفىِ محىط اطرافتان را بازگو کنىد.

تمرىن

3 ـ 2 ـ فضاهای نمونه ای
در بررسى شانس وقوع آزماىش هاى تصادفى، همانند بسىارى دىگر از مفاهىم رىاضى ناگزىر از 

مدل سازى هستىم. انجام اىن کار در قالب سه مرحلهٔ زىر صورت مى گىرد:
1 ــ تعىىن فضاى نمونه اى مناسب؛

2 ــ مشخص کردن پىشامد مورد بررسى؛
3 ــ اندازه گىرى شانس وقوع پىشامد در فضاى نمونه اى مربوطه)احتمال(.

 چنان که مشاهده مى شود، نخستىن مرحله تعىىن فضاى نمونه اى مناسب است ) مرحلهٔ دوم  و 
مرحلهٔ سوم در فصل آىنده مورد بحث قرار خواهند گرفت (. بدىن منظور نخست به تعرىف مفهوم فضاى 

نمونه اى در آزماىش هاى تصادفى مى پردازىم . 
مثال 2 : ىک سکه به هوا پرتاب مى شود. اىن سکه در فرود آمدن بر روى زمىن ىا رو » ر « مى آىد 
و ىـا پشت » پ «. بنـابراىـن مجموعهٔ تمـام نتاىـج ) بـرآمدهاى ( ممکن آزماىش پـرتـاب سکه، مجموعهٔ دو 

عضوى }ر , پ{ است،که فضاى نمونه اى ما را در اىن مثال تشکىل مى دهد.
مثال 3 : ىک تاس1 رىخته مى شود. بعد از نشستن اىن تاس ىکى ازاعداد 1 تا 6 به دست خواهد 
آمد. بنابراىن، تمام برآمدهاى ممکن اىن آزماىش ىعنى فضاى نمونه اى اىن مثال را مى توان به صورت 

مجموعهٔ 6 عضوى 
}1,2,3,4,5,6{  

نشان داد. 

را فضای  پدىدۀ تصادفى  ) برآمدهای ( ممکن ىک  نتاىج  تمام   مجموعۀ 
نمونه ای آن پدىده نامىده و معمولاً آن را با S نشان مى دهىم.

1 ــ تاس، مکعبى است که روى وجوه آن به ترتىب اعداد 1 تا 6 نوشته شده است.
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y

x

در  مثال هاى فوق فضاهاى نمونه اى به ترتىب  }پ , ر{ = S1 و }S2 = }1,2,3,4,5,6 هستند که 
مجموعه هاىى متناهى اند. به چنىن فضاهاىى، فضاى نمونه اى گسسته1 گفته مى شود. حال به    مثال هاى 
زىر توجه کنىد و ببىنىد آىا فرقى بىن فضاهاى نمونه اى مثال هاى فوق با اىن مثال ها وجود دارد؟ دربارهٔ 

آنها فکر کنىد.
مثال 4 : مى خواهىم طول عمر ىک ترانزىستور را برحسب ساعت اندازه گىرى کنىم. با توجه 
به    اىنکه طول عمر ترانزىستور مى تواند هر عدد حقىقى مثبت و در   صورت خراب بودن صفر باشد لذا 

برآمدهاى ممکن اعداد حقىقى مثبت ىا صفر خواهد بود. پس اىن فضا را مى  توان به   صورت 
 S = }x ∈ R   :   x ≥ 0{  

که در آن x نشان دهندهٔ طول عمر ترانزىستور است نوشت. 
چنان که مشاهده مى شود، فضاى نمونه اى مربوط به اىن مسئله برخلاف مثال هاى قبلى نامتناهى 

است زىرا تمام اعداد حقىقى مثبت را شامل مى شود. 
مثال 5 : تىراندازى به هدف را در  نظر بگىرىد. محل برخورد تىر به داىره هاى متحدالمرکز ىعنى 
هدف ممکن است نقطه اى ازمىان تمام نقاط واقع بر سطح داىره ها باشد. درنتىجه فضاى نمونه اى اىن 
به   صورت  آن   را  مى توان  که  است  داىره  بزرگ ترىن  ىعنى سطح  هدف  همان صفحهٔ  تصادفى  آزماىش 
صفحه اى داىره اى شکل به مرکز مبدأ مختصات و شعاع بزرگ ترىن داىره واقع بر صفحهٔ هدف تصور کرد.

با توجه به معادلهٔ داىره، فضاى نمونه اى را مى توان به صورت زىر نوشت:
 S = })x,y( ∈ R2|   x2 + y2 ≤ r2{  

که در آن x و y مختصات نقاط واقع بر صفحه وr  شعاع داىرهٔ مذکور مى باشند )شکل زىر(.
فضاهاى نمونه اى مثال هاى 4 و 5 از وىژگى خاصى برخوردارند. فضاى نمونه اى مثال 
4 ىعنى  }∞ > S = }x  : 0 ≤ x بازه اى از اعداد حقىقى و فضاى نمونه اى مثال 5 ىعنى: 

}S = })x,y( ∈ R2| x2 + y2 ≤ r2 ىک  شکل  هندسى 
نوع فضاهاى  ــ مى باشد.اىن  ــ  قسمت  هاشور خورده 

نمونه اى را پىوسته مى نامىم. 

1 ــ فضاهاى گسسته به مجموعه هاى متناهى ىا نامتناهى شمارش پذىر )countable( گفته مى شود. با اىن حال در اىن کتاب فضاى 
نمونه اى گسسته فقط به فضاى نمونه اى متناهى اطلاق مى شود.
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 فضای نمونه ای پىوسته ىک مجموعۀ نامتناهى به صورت بازه هاىى ازاعداد 
حقىقى و ىا اشکال و احجام هندسى مى باشد.

فضاهاى نمونه اى اندازه گىرى هاى فىزىکى از قبىل دما، شتاب و فشار از  نوع فضاهاى نمونه اى 
پىوسته هستند.

تمرىن

1 ــ ىک سکه را دوبار به هوا مى اندازىم، فضاى نمونه ای اىن آزماىش چىست؟
2 ــ ىک تاس و ىک سکه را با هم به هوا مى اندازىم، فضاى نمونه اى اىن آزماىش را بنوىسىد.

3 ـ3 ـ پىشامدهای تصادفى
در رىختن تاس، فضاى نمونه اى مجموعهٔ }S = }1,2,3,4,5,6 است. اگر به   عنوان مثال در اىن 
آزماىش، رو شدن ىک عدد فرد مورد   نظر باشد، مجموعهٔ }A = }1,3, 5 که تمام نتىجه هاى مطلوب در اىن 
آزماىش را نشان مى دهد، ىک پىشامد تصادفى فضاى نمونه اى مورد بحث نامىده مى شود. در حقىقت، 
هر زىرمجموعه دىگرى از فضاى نمونه اى S نىز داراى همىن خاصىت مى باشد. ىعنى، هر زىرمجموعه 
از فضاى نمونه اى گسسته ىک پىشامد تصادفى است1. در اىن کتاب هر زىرمجموعهٔ فضاى نمونه اى 

را ىک پىشامد در نظر مى گىرىم. پىشامد A زمانى رخ مى دهد که برآمد آزماىش عضوى از آن باشد.

 هر زىرمجموعۀ فضای نمونه ای را ىک پىشامد مى نامىم.

بر 3  را رو شدن عددى مى گىرىم که   A پىشامد تاس،  نمونه اى رىختن  در فضاى  مثال 6 : 
.A = }3,6{ بخش پذىر باشد، پس

مثال 7 : ىک تاس قرمز و ىک تاس سبز را با هم مى رىزىم. اولاً فضاى نمونه اى اىن آزماىش 
را پىدا کنىد، ثانىاً اگر پىشامدB ظاهر شدن دو عدد با مجموع 7 بر روى تاس ها باشد، اىن پىشامد را 

توصىف نماىىد.

1 ــ با وجود اىن، حالت هاى پىچىده اى در فضاهاى نمونه اى پىوسته وجود دارند که پىشامد محسوب نمى شوند.
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حل: فضاى نمونه اى اىن آزماىش حاصل ضرب دکارتى S ) فضاى نمونه اى رىختن ىک تاس ( 
در خودش است، ىعنى:

S1 = S * S = })x,y( | x = 1,2,3,...,6 , y = 1,2,3,...,6{  

جواب قسمت دوم مسئله، مجموعهٔ B می باشد که اىن مجموعه، شامل همهٔ حالت هاىی است که 
مجموع دو عدد رو شده 7 است:

B = })1,6(, )2,5(, )3,4(, )4,3(, )5,2( و )6,1({  
در شکل، پىشامد مورد بحث عبارت است از مجموعه نقاط داخل نقطه چىن.

مثال 8 : ىک سکه دو بار به هوا پرتاب مى شود. فضاى نمونه اى مربوط به اىن دو پرتاب را توصىف 
کرده و پىشامد تصادفى ظاهر شدن رو )ر( در هر دو پرتاب ىا پشت )پ( در هر دو پرتاب را مشخص کنىد.
حل: فضاى نمونه اى پرتاب ىک سکه }پ , ر{ = S1 مى باشد، پس فضاى نمونه اى دو بار پرتاب 

برابر حاصل ضرب دکارتى مجموعه S1 در خودش است.
ىعنى:
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بنابراىن فضاى نمونه اى عبارت است از:
 S = S1 * S1 = {)پ،پ( , )ر،پ( , )پ،ر( , )ر،ر({

در اىن آزماىش، پىشامد تصادفى A ىعنى ظاهر شدن )ر( در هر دو بار و ىا )پ( در هر دو بار، 
چنىن نماىش داده مى شود:

A = {)پ،پ( , )ر،ر({
مثال 9 : ىک سکه سه بار پرتاب مى شود. فضاى نمونه اى اىن آزماىش تصادفى را مشخص کرده 
و پىشامدA  که در آن هر سه بار پشت بىاىد و پىشامدB  که در آن فقط ىک بار پشت بىاىد را معىّن کنىد.

حل: در اىن آزماىش، عضوهاى فضاى نمونه اى به صورت زىر مشخص مى شوند:

پس فضاى نمونه اى اىن آزماىش تصادفى به قرار زىر است:

S = {)پ,پ,پ( , )ر,پ,پ( , )پ,ر,پ( , )ر,ر,پ( و )پ,پ,ر( , )ر,پ,ر( , )پ,ر,ر( , )ر,ر,ر({

در اىن فضاى نمونه اى، پىشامدهاى A وB  عبارت اند از:
A = {)پ,پ,پ({؛B = { )ر,ر,پ( , )ر,پ,ر( , )پ,ر,ر({

باىستى توجه شود سه مرحله اى که براى مدل سازى آزماىش هاى تصادفى شرح داده شد، کلىّت 
به مشخص    کردن  بعد  پىدا کرد و  ندارد؛ ىعنى لازم نىست که همىشه اول فضاى نمونه اى مناسب را 
پىشامد مورد بررسى پرداخت؛ زىرا اولاً فضاى نمونه اى ىک آزماىش تصادفى ىگانه نىست و بستگى به 

برآمدهاى ممکن                                         بار سوم                                     بار دوم                        بار اول

ر   ) ر, ر, ر(       

) پ, ر, ر (   پ                                                       ر

ر                                                       پ                                           ر ) ر,پ,ر (  

پ  ) پ,پ,ر (  
پ

ر                                                        ر                                          ) ر,ر,پ (  

پ                                                       پ   ) پ,ر,پ (  

ر   ) ر,پ,پ (  

پ    ) پ,پ,پ (  
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مدلى دارد که ما از آن پدىده مى سازىم. ثانىاً خىلى وقت ها به دلىل اىنکه به دنبال جواب دادن به سؤال 
مشخصى هستىم و عموماً اىن سؤالات را با تشکىل پىشامد مطلوب پاسخ مى گوىىم؛ لذا ممکن است 
مدل سازى فضاى نمونه اى ما متأثر از پىشامد تصادفى باشد.مثلاً آزماىش تصادفى مثال 9 را مى توان 

به صورت دىگرى مدل سازى کرد.
را  نمونه اى  فضاى  مى توان  باشد  مورد نظر  آمدن ها  »رو«  تعداد   9 مثال  در  اگر   :  10  مثال 
}S = }0,1,2,3 درنظر گرفت که 0 نماىش دهندهٔ برآمدى است که در آن هىچ »رو« نىامده باشد و به    همىن 

ترتىب 2 نماىش دهندهٔ برآمدى است که در آن 2 رو آمده است و غىره.
مثال 9 مجموعهٔ  در   B پىشامد  و  مثال 9 مجموعهٔ تک عضوى }0{   A پىشامد  ترتىب  اىن  به 

تک عضوى }2{ است.
حال به چند مثال از پىشامدهاى تصادفى پىوسته توجه مى کنىم.

 A مثال 11 : فضاى نمونه اى مربوط به طول عمر ىک لامپ روشناىى را بىان کرده و پىشامد
براى از کار افتادن لامپ قبل از 60 ساعت را مشخص کنىد.

حل: اگر t طول عمر مفىد لامپ بر حسب ساعت باشد، فضاى نمونه اى را مى توان به  صورت   
}t|  t ≥ 0{ = S نوشت. }A = }t |0 ≤ t < 60 پىشامدى است که سوختن لامپ قبل از ساعت شصتم 

استفاده را نشان مى دهد.
مثال 12 : در مثال تىراندازى به هدف داىره اى شکل، شعاع بزرگترىن داىرهٔ هدف را 4 و شعاع 

ساىر داىره ها را به ترتىب 3 ، 2 و 1 سانتى متر مى گىرىم.
 B، A و Cرا به ترتىب پىشامدهاىى در نظر مى گىرىم که عبارت باشند از اصابت تىر به   داىره هاى 

داراى شعاع 1 ، 2 و 3 سانتى متر. فضاى نمونه اى و B ،A و C را مشخص کنىد. 
S = })x,y(|     x2 + y2 ≤ 16{ حل:  
A = })x,y(|     x2 + y2 ≤ 1{  
B = })x,y(|     x2 + y2 ≤ 4{  
C = })x,y(|     x2 + y2 ≤ 9{  

مثال 13 : فرض کنىم دو عدد حقىقى بىن 0 و 1 به تصادف انتخاب شوند. در اىن صورت 
فضاى نمونه اى چنىن خواهد بود:

S = })x,y(|   0 < x < 1   ,   0 < y < 1{  
S در  واقع مجموعهٔ نقاط داخلِ مربعى به ضلع ىک است. اگر پىشامد مورد  نظر انتخاب دو عدد 
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x + y = 3
2

x + y = 1
2

y

x

A

c

a

b

حقىقى با مجموع کوچک تر از 1/5 و بزرگ تر از 0/5 باشد، مى توان آن را به صورت زىر بىان کرد:

A {)x, y( | x y , x , y }= < + < < < < <1 3
0 1 0 1

2 2  

مثال 14: سکه اى به شعاع 10 را بر روى ىک صفحهٔ مربعى به طول ضلع 25 پرتاب مى کنىم. 
فرض مى کنىم که مرکز سکه پس از فرود آمدن حتماً داخل مربع ىا روى محىط مربع قرار گىرد. فرض 
مى کنىم که اگر براثر پرتاب، سطح سکه کاملاً در داخل مربع واقع شود؛ برنده و اگر با محىط مربع تماس 
داشته باشد، ىا در خارج مربع بىفتد، بازنده محسوب شوىم. در چنىن شراىطى مطلوب است تعىىن فضاى 

نمونه اى مناسب و پىشامد مطلوب ىعنى برنده شدن.
حل: طبق فرض سکهٔ a در شکل زىر برنده و سکه هاى b و c بازنده خواهند بود.

کلىد حل اىن مسئله آن است که فرود آمدن سکه را چگونه مدل سازى کنىم. سکه داىره اى است 
به شعاع 10 و مرکز متغىر )بستگى به اىن دارد که کجا فرود آىد(. بنابراىن، چون شعاع سکه ثابت است 
مى توان مکان سکه را تنها با مرکز آن مشخص نمود. مجموعهٔ برآمدهاى ممکن، مجموعهٔ همهٔ آن نقاطى 
است که مرکز سکه در آن فرود مى آىد، طبق فرض حتماً سکه در داخل مربع ىا روى مرز آن فرود مى آىد. 

بنابراىن فضاى نمونه اى ما داخل و مرز مربعى به طول 25   است.
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اگر مرکز سکه به فاصلهٔ بىشتر از 10 از اضلاع مربع قرار گىرد، سکه کاملاً در داخل مربع واقع 
خواهد شد و در صورتى که فاصلهٔ مرکز سکه از اضلاع مربع کمتر ىا مساوى 10 باشد، سکه بر    محىط 
مربع مماس است و ىا اضلاع مربع را قطع مى کند، ىعنى بازنده خواهىم بود. به شکل هاى زىر توجه کنىد.

بنابراىن براى برد باىد مرکز سکه به فاصلهٔ بىشتر از 10 از اضلاع مربع قرار داشته باشد؛ ىعنى 
در   داخل مربع هاشور خورده در شکل زىر به ضلع 5 = 10 - 10 - 25 بىفتد.

3 ـ4 ـ عملىات بر روی پىشامدها
انجام عملىات بر روى پىشامدها و دست ىافتن به پىشامدهاى جدىد با استفاده از اجتماع، اشتراک، 

و متمم گىرى از دو ىا ىک پىشامد انجام مى شود.
الف( پىشامد AB: اجتماع پىشامدهاىA  وB  تنها وقتى به دست مى آىد که ىکى از دو پىشامد  

A ىا  B و ىا هر دو اتفاق بىفتد.
  A تنها وقتى حاصل مى شود که پىشامدهاى B و Aاشتراک پىشامدهاى :AB ب( پىشامد

و B هر دو واقع شوند.
ج( پىشامد ′A: متمم پىشامد A، تنها وقتى اتفاق مى افتد که پىشامد A اتفاق نىفتد.

 S و ∅ هر دو نىز زىرمجموعه S  چون ،S لازم است دقت کنىم در مورد ىک فضاى نمونه اى
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S
A B A B

S

هستند، اىن دو را هم مى توانىم پىشامد تلقى کنىم وS  را پىشامد حتمى و ∅ را پىشامد نشدنى مى نامىم 
و بدىهى است که پىشامدهاى حتمى و نشدنى متمم ىکدىگرند.

حال به چند مثال در مورد عملىات روى پىشامدها توجه کنىد.
عبارت هاى  صورت  به  را  زىر  پىشامدهاى  باشند،  معىن  پىشامد  دو   Bو  A اگر   :15 مثال 

مجموعه اى بىان کنىد و با استفاده از نمودار وِن آنها را نشان دهىد.
الف ( A اتفاق بىفتد ولى B اتفاق نىفتد.

ب ( تنها ىکى از دو پىشامد A ىا B اتفاق بىفتد.
 A ٔاتفاق نمى افتد پس برآمدهاى ما متعلق به مجموعه  B امّا  اتفاق مى افتد   A الف( چون حل: 
هستند و متعلق به مجموعهٔ B  نىستند ىعنى داخل A و خارج B مى باشند و در نتىجه پىشامد مطلوب عبارت 

.A - B است از

تمرىن

عبارت  ىک  زىر  پىشامدهاى  از  هرکدام  براى  باشند.  پىشامد  سه   Cو  B ،A کنىد  فرض  1 ــ 
مجموعه اى پىدا کرده و آن را با استفاده از نمودار وِن نشان دهىد:

الف( پىشامد A و پىشامد B اتفاق بىفتند اما پىشامد C اتفاق نىفتد. 
ب ( فقط پىشامد A اتفاق بىفتد.

2 ــ شرکتى در نظر دارد ىک آزماىشگاه تحقىقاتى را در خوزستان و در ىکى از شهرهاى اهواز، 
آبادان، دزفول، خرمشهر، ىا شوشتر تأسىس کند. اگر A پىشامد انتخاب خرمشهر ىا شوشتر، B پىشامد 

ب ( چون A ىاB  اتفاق مى افتد ولى هر دو با هم اتفاق نمى افتند بنابراىن برآمدهاى ممکن متعلق 
به AB مى باشد و متعلق به هر دو ىعنى AB نىست پس متعلق به  )AB(-)AB(مى باشد. با توجه 

به قسمت ) الف ( اىن پىشامد مساوى اجتماع دو پىشامد ′AB و ′BA است درنتىجه: 
 )AB(-)AB( = )AB′(  )BA′(  

که همان پىشامد مطلوب است و اىن مجموعه را تفاضل متقارنA و B مى نامند.
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انتخاب خرمشهر ىا آبادان و C پىشامد انتخاب اهواز ىا شوشتر باشند، هر ىک از مجموعه هاى زىر را 
مشخص کنىد.  

 B  C )ت  B  C )پ  C′ )ب  A′ )الف
B′  C′ )چ  )B  C(′ ) ج  A  B )ث

3 ــ هر ىک از ارقام 1 تا 9 را روى ىک کارت نوشته و پس از مخلوط کردن کارت ها ىکى را 
به  طور قرعه برمى دارىم. مطلوب است تعىىن:

الف( فضاى نمونه اى
ب( پىشامد A  که در آن عدد روى کارت کوچک تر از 6 باشد.

پ( پىشامد  B که در آن عدد روى کارت، عددى اول باشد.
ث ( پىشامد C که در آن عدد روى کارت بزرگ تر از 6 باشد.

4 ــ ىک سکه را دو بار پرتاب مى کنىم. فضاى نمونه اى اىن آزماىش و پىشامد آنکه سکه اقلاً ىک 
بار پشت بىاىد را بنوىسىد.

5 ــ ىک سکه را سه بار مى اندازىم فضاى نمونه اى اىن تجربه و پىشامد آنکه اقلاً ىک بار رو بىاىد 
را بنوىسىد.

6 ــ ىک تاس و ىک سکه را با هم به هوا مى اندازىم فضاى نمونه اى اىن تجربه و پىشامد آنکه 
سکه رو ىا تاس 6 بىاىد را بنوىسىد.

7 ــ ىک کىسه محتوى 15 مهرهٔ قرمز و 10 مهرهٔ سفىد است. ىک مهره را به طور تصادفى از 
داخل کىسه بىرون مى آورىم، اىن مهره مسلماً سفىد ) س ( ىا قرمز )ق( خواهد بود. آىا مجموعهٔ }س , ق{ 

مى تواند نماىش فضاى نمونه اى اىن تجربه باشد؟ توضىح دهىد.
8    ــ سکه اى را ىک بار پرتاب مى کنىم، اگر رو بىاىد آنگاه تاس را مى رىزىم و اگر پشت بىاىد، 
سکه را دو بار دىگر پرتاب مى کنىم. مثلاً )2 , ر( نشان دهندهٔ آمدن رو در پرتاب سکه و 2 در انداختن 

تاس است و )پ,  پ,  پ( سه بار متوالى پشت را نشان مى دهد، 
الف( ده عضو از فضاى نمونه اى S را بنوىسىد.

ب( اگر A پىشامدى باشد که در آن دقىقاً ىک بار سکه  به پشت بىاىد، عناصر اىن پىشامد را بنوىسىد.
پ( اگر B پىشامدى باشد که حداقل دو بار ظاهر شدن پشت در پرتاب سکه را نشان دهد، عناصرى 

از S که با اىن پىشامد متناظر هستند را  بنوىسىد.
9 ــ با به کارگىرى عبارت هاى مجموعه اى، فضاى نمونه اى مرکب از تمام نقاط واقع بر محىط و 

داخل داىره اى به شعاع 3 به مرکز )3- و 2 ( را مشخص کنىد.
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با مفاهىم پدىده هاى تصادفى، فضاهاى نمونه اى و پىشامدهاى تصادفى  به  آشناىى که  با توجّه 
پىدا کردىم، اکنون مى توانىم احتمال وقوع ىک پىشامد تصادفى را مورد مطالعه قرار دهىم. به عبارت 
منظور احتمال  اىن  براى  کنىم.  اندازه گىرى  را  پىشامد تصادفى  دىگر، مى خواهىم شانس وقوع ىک 
وقوع پىشامدهاىى را مورد بررسى قرار مى دهىم که در تمام فضاى نمونه اى به طور ىکسان در  نظر گرفته 

مى شوند مانند پرتاب سکه که در آن احتمال آمدن پشت ىا رو ىکسان است.

4ـ1ـ احتمال هم شانس در فضاهای گسسته
فضاى گسسته را فضاىى گرفتىم که  تعداد عناصر آن متناهى  باشند، و بنابراىن هر زىرمجموعهٔ آن 
داراى تعداد معىنى عضو است که قابل شمارش مى باشد و چون هر زىرمجموعه ىک فضاى نمونه اى، 
ىک پىشامد مى باشد، بنابراىن، با تعىىن تعداد اعضاى متناظر با هر پىشامد خاص و تقسىم آن بر تعداد کل 
عناصر فضاى نمونه اى، مى توان شانس وقوع آن پىشامد ىا احتمال وقوع آن را اندازه گرفت. به زبان 

رىاضى براى به دست آوردن P(A)، احتمال وقوع پىشامد A، رابطهٔ زىر را به کار مى برىم.

n(A)P(A)
n(S)

=  

احتمال   : اندازه گیری شانس

فصل4
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     نتىجه پرتاب دو سکه         سکه دوم               سکه اول

)پ , پ(             پ

)ر , پ(             ر    پ 

)پ,  ر(            پ

ر )ر , ر(            ر   

1ــ تاس سالم تاسى است که متقارن بوده و شانس آمدن هر وجه آن ىکسان باشد.

که n(A) تعداد عضوهاى A و n(S) تعداد عضوهاى فضاى نمونه اى S است. احتمال در  فضاهاى 
گسستهٔ هم شانس، احتمال کلاسىک نىز نامىده مى شود.

مثال 1  : در رىختن ىک تاس سالم1، احتمال آمدن عدد 4 چقدر است؟
حل: فضاى نمونه آزماىش مورد بحث عبارت است از:

 S  =  {1, 2, 3, 4, 5, 6}  
احتمال ظاهر شدن عدد 4 ىا به عبارت دىگر احتمال وقوع پىشامد A  =  {4} عبارت است از:

 n(A)P(A)
n(S)

= = 1

6
 

مثال 2  : دو سکه سالم را با هم پرتاب مى کنىم. احتمال وقوع پدىده هاى زىر را محاسبه کنىد.
الف) هر دو سکه به پشت بىفتد.

ب) ىکى از دو سکه به پشت، و دىگرى به رو بىفتد.
پ) حداقل ىکى از سکه ها به پشت بىفتد.

حل: فضاى نمونه اى آزماىش مورد بحث با استفاده  از  نمودار درختى به قرار زىر است:

 به عبارت دىگر فضاى نمونه اى عبارت  است از{(ر, ر) ,(پ , ر) ,(ر ,پ) ,(پ ,پ) } =  S  پىشامد وقوع دو 
سکه به  پشت زىرمجموعه {(پ , پ) } =  A1 از S است، پس:

n(A )P(A )
n(S)

= =1
1

1

4
 

 A2  = {   (پ , ر), (ر,پ)} ٔپىشامد اىنکه ىکى از دو سکه به پشت و دىگرى به رو بىفتد  زىرمجموعه
از S مى باشد، در نتىجه:

n(A )P(A )
n(S)

= = =2
2

2 1

4 2
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که است   S از   A3 زىرمجموعه  بىفتد  به پشت  سکه  ىک  حداقل  اىنکه  پىشامد  بالاخره  و   
{(ر, پ) ,(پ , ر) ,(پ , پ) } =  A3، زىرا کافى است ىکى از سکه ها به پشت بىفتد ىا هر دو سکه به پشت 

بىفتند، پس:

 

n(A )P(A )
n(S)

= =3
3

3

4
 

مثال 3  : در رىختن ىک جفت تاس قرمز و سبز، احتمال اىنکه مجموع ارقام ظاهر شده برابر 7 
باشد را محاسبه کنىد.

حل: در اىن آزماىش، فضاى نمونه اى عبارت است از
 { }S (a,b) a,b K K K= ∈ = ×  
که K = {1,2,3,4,5,6}،پس S داراى 36 عضو مى باشد.پىشامد مورد   نظر عبارت است از:

  {A = (1,6) ،(2,5) ،(3,4) ،(4,3) ،(5,2) ،(6,1)}  
پس:

n(A)P(A)
n(S)

= = =6 1

36 6  
نوشته  مختلف  کارت هاى  روى  }را  }, ,12 3 اعداد مجموعهٔ  رقمى  دو  ترکىبات  تمام   :  4 مثال 
(هرترکىب روى ىک کارت) و پس از مخلوط کردن کارت ها، ىک کارت را به طور تصادفى برمى دارىم 

احتمال آنکه روى اىن کارت عدد 2 باشد چىست؟
حل: فضاى نمونه آزماىش مورد نظر عبارت است از:

{ }S , , , , ,= 12 13 2123 31 32  
و پىشامد مطلوب زىرمجموعهAٔ از فضاى نمونه است:

{ }A , , ,= 12 2123 32  
در نتىجه احتمال آن برابر است با :           

  
n(A)P(A)
n(S)

= = =4 2

6 3  
}، عددى به تصادف انتخاب مى کنىم. احتمال اىنکه  }, , , ,12 3 1000 مثال 5  : از مجموعهٔ 

عدد انتخاب شده بر 3 بخش پذىر باشد چقدر است؟
حل: فضاى نمونه اى اىن آزماىش تصادفى شامل هزار عضو است. پس n(S)  =  1000. فرض 
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مى کنىم A مجموعهٔ همهٔ اعدادى باشد که بىن 1 تا 1000 هستند و بر 3 نىز بخش پذىرند، پس:
{ }A m : m= ≤ ≤3 1 333  

333 است.

1000
و n(A)  =  333. در نتىجه احتمال اىنکه عدد انتخابى بر 3 بخش پذىر باشد برابر 

}  عددى به تصادف انتخاب مى کنىم، احتمال  }, , , ,N12 3  مثال 6  : از مجموعهٔ اعداد طبىعى
اىنکه عدد انتخابى بر عدد k، (1 ≤ K ≤ N) بخش پذىر باشد چقدر است؟

حل:    فضاى نمونه اى اىن آزماىش تصادفى شامل N عضو است. فرض کنىد A پىشامد بخش پذىر 
بودن عدد انتخابى بر عدد k باشد، در اىن صورت:

NA km : m
k

  = ≤ ≤    
1

 

[x]بزرگ ترىن عدد صحىح کوچک تر ىا مساوى با x است. پس که در آن،

Nn(A)
k

 =   

N
kP(A)
N

 
  =  

مثال 7    : از ىک سبد محتوى 4 سىب سالم و 5 سىب فاسد، 2 سىب به طور تصادفى بىرون 
مى آورىم. مطلوب است احتمال آنکه هر دو سىب سالم باشند.

به صورت  نمونه اى  فضاى  و  مطلوب  پىشامدهاى  نوشتن  اصولاً  موارد  از  بسىارى  در  حل: 
فهرست وار، کارى وقت گىر و دشوار است و باىد از راه دىگرى تعداد عناصر مورد نىاز را شمارش 
کنىم. در اىن مثال فضاى نمونه عبارت است از همهٔ ترکىبات دوتاىى از سىب ها که مى توان آنها را از 
ىک سبد محتوى 9 سىب خارج کرد. با استفاده از آنالىز ترکىبى از رىاضى (2) مى دانىم که تعداد اىن 

ترکىبات چنىن به دست مى آىد:
!n(S)

! !
 

= = = 
 

9 9
36

2 2 7  

پىشامد مطلوب A، آن است که هر دو سىبى که خارج کرده اىم سالم باشند، 4 سىب سالم دارىم، 
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با توجه به اىنکه سىب هاى خروجى باىد حتماً ىک جفت از اىن 4 سىب باشند، دارىم:

!n(A)
! !

 
= = = 

 

4 4
6

2 2 2
 

پس:
n(A)P(A)
n(S)

= = =6 1

36 6  

مثال 8  : از بىن 22 دانش آموز قرار است به طور تصادفى 8 نفر براى تشکىل تىم کوهنوردى 
دبىرستان انتخاب شوند. اگر 10 نفر از اىن دانش آموزان در سال اول و 12 نفر دىگر در سال دوم مشغول 

به تحصىل باشند، مطلوب است احتمال آنکه 4 نفر از سال اول و 4 نفر از سال دوم انتخاب شوند.
حل: در اىنجا فضاى نمونه اى عبارت است از تمام حالات ممکن براى انتخاب 8 نفر از 22 

. پىشامد مطلوب حالت هاىى است که 4 نفر از دانش آموزان سال اول (که تعداد آنها   
 
 

22

8
نفر، ىعنى 

10 نفر است) و 4 نفر از دانش آموزان سال دوم (که تعداد آنها 12 نفر است) انتخاب شوند. تعداد 

 و تعداد انتخاب هاى ممکن 4 نفر از 12 نفر  
 
 

10

4
حالت هاى انتخاب 4 نفر از 10 نفر عبارت است از 

. طبق اصل اساسى شمارش ( ىا اصل ضرب که در رىاضى (2) خوانده اىد)،   
 
 

12

4
مساوى است با 

 مى باشد. پس: 
 
 

10

4
 و  

 
 

12

4
تعداد تمام حالت هاى اىن پىشامد مساوى با حاصلضرب اىن دو عدد 

n(A)   
=   

  

10 12

4 4
 

n(A)P(A)
n(S)

   
×   

   = = =
 
 
 

10 12

4 4 210
22 323

8  
مثال n :  9 نفر را در نظر مى گىرىم احتمال اىنکه روز تولد هىچ دو نفرى از آنها ىک روز نباشد 
را مشخص کنىد (براى سادگى کار، از احتمال وقوع تولد افراد در روز آخر سال هاى کبىسه صرف نظر 

مى کنىم).
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حل: چون تعداد افراد مورد بررسى n است و هرىک از آنها ممکن است در 365 روز مختلف 
هستىم،  روبه رو  365n عضوى  نمونه اى  فضاى  ىک  با  مسأله  اىن  در  بنابراىن  باشد،  آمده  به دنىا  سال 
(با    استدلالى مشابه وقتى که دو تاس را با هم مى اندازىم و فضاى نمونه اى ما 62 عضو دارد) پس دارىم 
n(S) = 365n، از مىان n نفر مورد نظر، نفر اول احتمال دارد که در ىکى از 365 روز سال به دنىا آمده 

باشد. چون فرض بر   ىکسان نبودن روز تولد افراد است پس نفر دوم ممکن است در ىکى از 364 روز 
باقىمانده سال متولد شده باشد و به همىن ترتىب نفر سوم در ىکى از 363 روز باقىمانده و بالاخره نفر nام در 
ىکى از n + 1 - 365 روز ممکن است متولد شده باشد. بدىن ترتىب، با توجه به اصل اساسى شمارش، 
 A 364 * 365 روز تولد متفاوت داشته باشند. بنابراىن اگر * ... * (365 -n +1) نفر ممکن است n

پىشامد مورد نظر باشد دارىم:
n(A) ( n )= × × × − +365 364 365 1  

پس:

 n
n(A) ( n )P(A)
n(S)

× × × − += = 365 364 365 1

365



 
دقت کنىد که اگر n   > 365   آنگاه طبق اصل لانهٔ کبوترى حتماً دو نفر در ىک روز متولد شده اند، 

.P(A)  =0 که در اىن حالت

4ـ2ـ احتمال دو جمله ای
1 است. اگر سکه را 

2
اگر ىک سکهٔ سالم ىک بار پرتاب شود هرکدام از برآمدها داراى احتمال 

دو،سه ىا چهار بار پرتاب کنىم، به ترتىب چهار، هشت ىا شانزده حالت هم شانس وجود دارد که در نمودار 
درختى صفحهٔ بعد نشان داده شده است:
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ر (ر,ر,ر,ر)   
ر پ   (پ, ر,ر,ر)   

ر
ر     (ر, پ, ر,ر)   

ر پ    پ   (پ, پ, ر,ر)   
ر    (ر,ر, پ, ر)   

ر
پ   (پ, ر, پ, ر)   

پ ر     (ر, پ, پ, ر)   
پ پ   (پ, پ, پ, ر)  

ر (ر, ر, ر, پ)   
ر پ   (پ, ر, ر, پ)   

ر     ر (ر, پ, ر , پ)  

پ     پ   (پ, پ, ر, پ)  
                                             ر

ر پ   (ر, ر, پ, پ)   

ر پ(پ, ر, پ, پ)  

پ   پ   (ر, پ, پ, پ)  

(پ, پ, پ, پ)  

پ

ر
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21

1 1

1

11

1 1

3 3

4 6 4

بدىن ترتىب جدول زىر را براى پرتاب 1 ، 2 ، 3 و 4 سکه به دست مى آورىم.

پرتاب … سکهتعداد روآمدن هااحتمال
1

2
٠

ىک سکه
1

2
١

1

4
٠

دو سکه 2

4
١

1

4
٢

1

8
٠

سه سکه

3

8
١

3

8
٢

1

8
٣

1

16
٠

چهار سکه

4

16
١

6

16
٢

٣

٤

حال صورت کسرهاى احتمال در جدول فوق را به صورت نمودار زىر درمى آورىم:

4

16

1

16
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اىن اعداد ىک مثلث تشکىل مى دهند که به مثلث خىام ــ پاسکال موسوم است. هر عدد در ىک 
سطر مثلث از جمع کردن جفت اعداد چپ و راست آن در سطر بالاىى به دست مى آىد. اىن مثلث را تا 
بى نهاىت مى توان ادامه داد. اگر به ضراىب حاصل از بسط توان هاى طبىعى دوجمله اى a + b نگاه کنىم، 

همىن اعداد موجود در مثلث فوق را مى ىابىم:
(a +b)1  =  1a  +1b  
(a +b)2  =  1a2  +2ab  +1b2  
(a +b)3  =  1a3  + 3a2b  +3ab2+1b3  
(a +b)4  =  1a4  + 4a3b  +6a2b2+4ab3+1b3  

و در حالت کلى از آنالىز ترکىبى در رىاضى (2) مى دانىم که:

 n n n n n nn n n n n
(a b) a a b a b ab b

n n
− − −         

+ = + + + + +         −         
1 2 2 1

0 1 2 1
  

بنابراىن:

P (روk آمدن) n

n
k

 
 
 =
2

مثال 10: تاس سالمى را 15 بار مى رىزىم. احتمال اىنکه 6 بار برآمد تاس ىک عدد فرد باشد، 
چىست؟ احتمال اىنکه 10 بار برآمد تاس ىک عدد زوج باشد، چقدر است؟

حل: چون در رىختن ىک تاس سالم، برآمد مشاهده شده ىا زوج است و ىا فرد، بنابر  اىن مى توان 
(فرد آمدن تاس) P= (زوج آمدن تاس)P و مانند مثال پرتاب سکهٔ سالم،  = 1

2
S} و  = {فرد و زوج گفت

خواهىم داشت

P(6بار مشاهدهٔ عدد فرد ) /

 
 
 = =

15

15

6
0 15

2

P(10 بار مشاهدهٔ عدد زوج ) /

 
 
 = =

15

15

10
0 09

2
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1ــ در ىک خانواده با دو فرزند  احتمال اىنکه بچه ها از دو جنس مخالف وىا هردو دختر باشند 
را پىدا کنىد.

2ــ رمز ىک قفل، عددى سه رقمى است که تنها با تنظىم سه رقم آن به طور صحىح مى توان قفل 
را باز کرد. با علم به تکرارى نبودن ارقام رمز، احتمال کشف کردن تصادفى رمز قفل فقط با ىک بار 

تنظىم ارقام را پىدا کنىد.
3ــ مسألهٔ فوق را با فرض وجود ىک رمز پنج رقمى حل کنىد.

4ــ اگر ىک عدد 4 رقمى کمتر از 5000 به طور تصادفى با ترکىب ارقام 9,7,5,3,1 به وجود 
آىد، احتمال اىنکه عدد ساخته شده بر 5 بخش پذىر باشد را پىدا کنىد.

5 ــ ىک کلمه چهار حرفى به طور تصادفى با استفاده از حروف کلمهٔ »خوارزمى« ساخته شده 
است. احتمال اىنکه اىن کلمه داراى حرف نقطه دار نباشد را پىدا کنىد.مسأله را با فرض تکرارى  بودن 

حروف و نىز بدون اىن فرض حل کنىد.
6 ــ ىک جفت تاس مخصوص دارىم که در هرکدام از آنها به جاى ارقام 1 تا 6 دو عدد 1، دو 
عدد 2 و دو عدد 3 نماىش داده شده است. اىن دو تاس را با هم مى اندازىم. احتمال وقوع مجموع هاى 

زىر را پىدا کنىد:
ب) عددى فرد الف) 5    

7ــ 5 نفر زن و 6 نفر مرد براى شغلى تقاضا کرده اند. با اىن حال، امکان استخدام تنها براى  
5    نفر از آنها وجود دارد احتمال انتخاب 5 نفر را در حالت هاى زىر پىدا کنىد:

الف) 3 زن و 2 مرد انتخاب شوند.
ب) 5 زن انتخاب شوند.

پ) حداقل 4 مرد انتخاب شوند.
8 ــ ىک تاس و ىک سکه با هم انداخته مى شوند، مطلوب است:

الف ) احتمال آنکه تاس عدد زوج و سکه رو بىاىد.
ب ) احتمال آنکه تاس عدد زوج ىا سکه رو بىاىد. 

ـ ىک کىسه محتوى 20 مهره قرمز، 10 مهره سفىد و 15 مهره سبز است. ىک مهره را به   طور  9 ـ
تصادفى از کىسه بىرون مى آورىم. مطلوب است:

تمرین
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  د 

     د  غ 

     د   د 

    غ غ 

د
       د 

    غ   غ 

     غ  
د

غ
سؤال سوم 

سؤال دوم

سؤال اول

پ 

         پ  
د 
پ 

د
           

د

الف ( احتمال آنکه اىن مهره سفىد باشد.
اىن مهره را به کىسه برگردانده 2 مهره را به طور تصادفى بىرون مى آورىم.

ب ( احتمال آنکه ىک مهره قرمز وىک مهره سفىد باشد.
10ــ نمودار درختى زىر راه هاى پاسخ دادن به سه سؤال در ىک آزمون دو  گزىنه اى )درست ــ 
غلط( را نشان مى دهد. حرف »د« ىعنى درست و حرف »غ« ىعنى غلط. اگر سؤال ها به تصادف انتخاب 

شوند، مطلوب است احتمال:

الف( اىنکه هر سه سؤال صحىح جواب داده شده باشند؛
ب( هىچ ىک از سؤالات صحىح جواب داده نشده باشند؛
پ( تعداد سؤالات صحىح پاسخ داده شده بىشتر باشند.

11ــ نمودار درختى زىر حالات ممکن تولد پسر و دختر را در ىک خانوادهٔ دو فرزندى نشان 
 باشد. 1

2
مى دهد. فرض مى کنىم احتمال پسر بودن فرزند 
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الف( با توجه به نمودار درختى جدول زىر را کامل کنىد:

2  1   0 تعداد پسرها 
 1  2  1 تعداد حالات 

 

1

2  

1

4
احتمال 

       
0/25

 
 0/25 درصد احتمال 

ب( احتمال اىنکه دو فرزند هم جنس باشند چىست؟
پ( احتمال اىنکه دست کم ىک فرزند پسر باشد چىست؟

12ــ نمودار درختى زىر احتمال هاى بارىدن برف را طى چهار روز متوالى در ىک محوطهٔ اسکى 
نشان مى دهد. )»ن« ىعنى نبارىدن برف و »ب« ىعنى بارىدن برف( فرض مى کنىم احتمال آمدن برف در 

 باشد. 1
2
ىک روز مفروض 

الف( با توجه به نمودار درختى جدول زىر را کامل کنىد:

تعداد روزهای بارىدن برف
تعداد امکان های مختلف

/

0 1 2 3 4

1 4 6 4 1

1 4 6 4 1

16 16 16 16 16

25 25 6 25% % %

 احتمال                                 

       درصد احتمال 
              

ب( درصد احتمال اىنکه طى چهار روز متوالى دست کم دو روز برف ببارد چىست؟ 
پ( کدام محتمل تر است؟ دقىقاً ىک روز برف ببارد ىا دقىقاً سه روز؟
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13ــ نمودار زىر احتمال هاى رخ دادن پىشامد »رو« در پرتاب 20 سکه را نشان مى دهد.  

روز اولروز دومروز سوم  روز چهارم

ب  
ب          

ن     
ب

بن          نب             
ب                          

ن

ن          ب            

ب 
ن           ن

ب  

ن                                                        ب
ب 

    
ن

ن            
 ن

ن                  
ب           ب             

ن

ب            ن
ن

0

20

10 155

30

20

10

مال
احت

صد 
در

تعداد »رو« ها 

ب
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به نمودار صفحهٔ قبل رجوع کنىد و به اىن سؤالات پاسخ دهىد:
الف( اگر هر بىست سکه پرتاب شوند آمدن چند »رو« محتمل تر است؟

ب( با توجه به فرض الف احتمال آن که آن تعداد »رو« بىاىد چقدر است؟ )به کمک نمودار تقرىب بزنىد(
پ( کدام ىک عجىب تر است؟ اىنکه در پرتاب 10 سکه تعداد »رو« ها و »پشت« ها مساوى باشد 

ىا در پرتاب 20 سکه؟
ت( اگر تعداد سکه هاىى که پرتاب مى شود را افزاىش دهىم،احتمال مساوى بودن تعداد »ر« و 

»پ« ها چه تغىىرى مى کند؟

4ـ3ـ احتمال غىر هم شانس در فضاهای گسسته
در بخش قبل فرض کرده بودىم احتمال وقوع پىشامدهاى مورد بررسى در تمام نقاط فضاى 
 بود. اما اىن فرض  1

2
نمونه اى ىکسان باشد. مثلاً در پرتاب سکه، احتمال آمدن »پشت« ىا »رو« هر دو 

همىشه ىک فرض واقع بىنانه نىست و براى سادگى مطلب در بندهاى قبل گذاشته شده بود. ىکى از 
راه هاى محاسبه احتمال، استفاده کردن از محاسبهٔ فراوانى است.

مثال 1     : در مورد مثال بالا اگر ىک سکه را 100 بار پرتاب کنىم و در اىن 100 بار، 45 بار 
 و ىا 45% و ىا 0/45 را احتمال آمدن »رو« در نظر بگىرىم. در اىن  45

100
»رو« بىاىد، فرض کنىد که کسر 

، دارىم: {S = {پ , ر  صورت احتمال آمدن پشت ٥٥% مى باشد. بنابراىن در فضاى 
                                                                            پ                                     ر { }( )P /=0 45   و    { }( )P /=0 55

   
مجموعه هاى تک عضوى }پ{و }ر{  را  مجموعه هاى ساده مى گوىىم. و احتمال هر مجموعهٔ 

 نشان مى دهىم. { }( )P x } را با )P)x ىا  }x تک عنصرى

 هر زىرمجموعۀ تک عضوی از فضای نمونه ای را ىک  پىشامد ساده  گوىىم.

مى بىنىم که:
P )ر( + P )1=0/55+0/45= )پ  

ىعنى احتمال پىشامدهاى ساده بزرگ تر ىا مساوى صفر و کوچک تر ىا مساوى ىک مى باشد و 
مجموع احتمال هاى پىشامدهاى ساده 1 مى باشد. 

} بگىرىم که  }, , ,012 3 در مسألهٔ پرتاب سه سکه بخش قبل، اگر فضاى نمونه اى را مثال 2     : 
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در آن هرعضو اىن فضا تعداد »رو« آمدن هاى سه سکه باشد، آن گاه با استفاده از احتمال دو جمله اى 
مى دانىم که:

                                                                               هىچ رو نىاىد
                                                                             

{ }( )P( ) P= = 1
0

8  
                                                                         ىک بار رو آمده باشد                           

                                               
{ }( )P( ) P= = 3

1
8  

}                                                                           دو بار رو آمده باشد }( )P( ) P= = 3
2

8  

                                                                     سه بار رو آمده باشد
                                              

{ }( )P( ) P= = 1
3

8  
)Pملاحظه مى کنىم که:  ) P( ) P( ) P( )+ + + = + + + =1 3 3 1

0 1 2 3 1
8 8 8 8  

} شامل n عضو باشد. به هر  }nS e ,e , ,e= 1 2  در حالت کلى فرض کنىم فضاى نمونه اى ما 
}  است را نسبت مى دهىم. اىن  }ke } ىک عدد حقىقى P({ek}) که احتمال پىشامد  }ke پىشامد ساده 

عدد باىد تحت شراىط زىر انتخاب گردد:
1) احتمال ىک پىشامد ساده عددى بىن 0 و 1 است؛ ىعنى

kP(e )≤ ≤0 1  
2) مجموع احتمالات تمام پىشامدهاى ساده در فضاى نمونه اى برابر 1 است؛ ىعنى:

nP(e ) P(e ) P(e )+ + + =1 2 1  
اعداد P(en) ،...،P(e2)،P(e1) را که در شرط بالا صدق مى کنند »تخصىص احتمال مقبول« مى نامىم.

فرض کنىم ىک تخصىص احتمال مقبول به پىشامدهاى ساده در فضاى نمونه اى S داده شده 
باشد. چگونه مى توان ىک احتمال براى پىشامد دلخواه A در S تعرىف نمود؟

4ـ4ـ احتمال یک پیشامد اختیاری
باشد،  نمونه اى S داده شده  به پىشامدهاى ساده در فضاى  اگر ىک تخصىص احتمال مقبول 

به پىشامد A احتمالى را که با P(A) نشان مى دهىم به صورت زىر نسبت مى دهىم:
الف) اگر A پىشامد غىرممکن (ىعنى مجموعهٔ ∅) باشد آنگاه

P(A)  =  0  
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ب) اگر A ىک پىشامد ساده باشد P(A) خودبه خود تعرىف شده است.
ج) اگر A پىشامد مرکب باشد، ىعنى A  اجتماعى از پىشامدهاى ساده باشد، آنگاه P(A) مجموع 

احتمالات تمام پىشامدهاى ساده در A مى باشد.
د) اگر Aخود فضاى نمونه اى S باشد، آنگاه:

P(A)  =  P(S) =  1  
در واقع اىن قسمت حالت خاصى از (ج) است.

حال اگر حالت هم شانس بخش قبل رادر نظر بگىرىم، ىعنى:
P(e1)  =  P(e2) = ...  = P(en )  

آنگاه چون P(e1) + P(e2) + ...  +P(en)=1 دارىم:

nP(e ) P(e ) P(e )
n

= = = =1 2
1

  
} باشد طبق تعرىف فوق دارىم:  }mf ,f , , f1 2  حال اگر مجموعهٔ A داراى m عضو

                   { }( ) { } { }m m

m

mP f ,f , ,f P f P f
n n n

= + + = + + =1 2 1
1 1

  



 
                                                       بار

ىعنی:
A تعداد اعضای  

P(A) =    
S تعداد اعضاى  

که همان فرمول بخش قبل است. ىعنى ملاحظه مى کنىم که مطالب اىن بخش در واقع تعمىم بخش قبل 
است.

}  باشد. در هر دو حالت زىر به پىشامدهاى  }S , , ,= 12 3 4 مثال 3     : فرض کنىم فضاى نمونه اى ما 
سادهٔ S اعدادى را نسبت داده اىم. بررسى کنىد که آىا اىن نسبت ها که آنها را تخصىص دادن احتمال 

مى نامىم مجاز هستند و ىا نه، دلىل پاسخ خود را بىان کنىد.
 P(1)  =  0/12 ,  P(2) = 0/63,   P(3) = 0/45 ,       P(4) =   -0/20    (الف

       P( ) = 9
1

120
 ,  P( ) = 45

2
120

,  P( ) = 27
3

120
,  P( ) = 46

4
120

ب)  

حل: در مورد (الف) چون P(4)  =  -0/20 ناقض فرض ( 1) در مورد پىشامدهاى ساده است، 
ىعنى احتمال باىد نامنفى باشد، بنابراىن تخصىص احتمال مجاز نىست. اما در مورد (ب) دارىم
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 P( ) P( ) P( ) P( )+ + + = + + + = >9 45 27 46 127
1 2 3 4 1

120 120 120 120 120
 

و اىن خاصىت (2) در مورد پىشامدهاى ساده را نقض مى کند بنابراىن، اىن تخصىص احتمال هم مجاز 
نىست.

مثال 4     : تاسى به گونه اى ساخته شده است که احتمال وقوع هر عدد فرد دو برابر احتمال وقوع هر 
عدد زوج است. اگر در ىک پرتاب اىن تاس، A پىشامد وقوع عددى بزرگ تر از 3 باشد، P(A) را بىابىد.
. حال اگر به هر عدد زوج احتمال  { }S , , , , ,= 12 3 4 5 6 حل: فضاى نمونه اى عبارت است از

w نسبت دهىم، آنگاه احتمال عدد فرد برابر 2w است؛ ىعنى:
P( ) P( ) P( ) w= = =1 3 5 2 )P و  ) P( ) P( ) w= = =2 4 6   

و چون مجموع اىن پىشامدهاى ساده باىد 1 باشد، بنابراىن:
w w w w w w w+ + + + + = =2 2 2 9 1  

طبق خاصىت (ج) دارىم: { }A , ,= 4 5 6 ، حال قرار مى دهىم w = 1

9
و از آنجا

P(A) P( ) P( ) P( )= + + = + + =1 2 1 4
4 5 6

9 9 9 9
 

مثال 5     : سه اسب b ،a و c با هم مسابقه مى دهند. فرض کنىم احتمال برد a دو برابر احتمال 
برد b و احتمال برد b دو برابر احتمال c است.

الف) مطلوب است احتمال برد هر کدام از اسب ها.
ب) مطلوب است احتمال اىنکه a ىا b ببرند.

حل: گىرىم P(c)  =  p، چون شانس برد b دو برابر شانس برد c است. پس: P(b)  =  2p و چون  
شانس  برد a  دو برابر  شانس  برد b است  پس: P(a)  =  2(2p) = 4p. حال چون مجموع احتمال هاى 

فوق باىد برابر 1 باشد پس:
p  +2p  +4p  =1  

p و از آنجا دارىم: = 1

7
ىا 7p  = 1. در نتىجه 

      P(a) p= = 4
4

7
 
 

P(b) p= = 2
2

7  
P(c) p= = 1

7  
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}است. طبق تعرىف: }a,b پىشامد اىنکه ىا a ببرد ىا b، مجموعهٔ

{ }( )P a,b P(a) P(b)= + = + =4 2 6

7 7 7
                                  

، مطلوب است محاسبهٔ  { }S a ,a ,a ,a= 1 2 3 4 مثال 6     : گىرىم 

P(a ) =4
1

9
  ، P(a ) =3

1

6
 ، P(a ) =2

1

3
الف) P(a1)، اگر 

P(a ) P(a )=1 22 و  P(a ) P(a )= =3 4
1

4  
ب) P(a1) و P(a2) اگر   

P(a ) =2
1

3
و 

 
{ }( )P a ,a =2 4

1

2
و 

 
{ }( )P a ,a =2 3

2

3
ج) P(a1) اگر  

S  است  به فضاى  مقبول  احتمال  تخصىص   P آنگاه چون   .p  =P(a1) کنىم فرض  الف)  حل: 
بنابراىن:

P(a1) + P(a2)+P(a3)+P(a4) =1  
و از آنجا:

 p p+ + + = ⇒ =1 1 1 7
1

3 6 9 18
 

ب) گىرىم p  =P(a2). آنگاه P(a1) = 2p. و از آنجا:

                       p p+ + + =1 1
2 1

4 4
 

. P(a ) =1
1

3
P(a و  ) =2

1

6
. بنابراىن  p = 1

6
و ىا 

ج) گىرىم P(a1)  =p. آنگاه چون

{ }( )P(a ) P a ,a P(a )= − = − =3 2 3 2
2 1 1

3 3 3
 

و

{ }( )P(a ) P a ,a P(a )= − = − =4 2 4 2
1 1 1

2 3 6
 

در نتىجه:

            p + + + =1 1 1
1

3 3 6
  

. P(a ) =1
1

6
. ىعنى  p = 1

6
و ىا 
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1ــ در دستگاه زىر داىره را به چهار رنگ سبز (G)، قرمز (R)، آبى (B)، سفىد (W) رنگ آمىزى 
کرده اىم. عقربه رابه چرخش درمى آورىم. اگر احتمال هاى اىستادن عقربه روى رنگ هاى مختلف، متفاوت 

باشند، کدام ىک از تخصىص احتمال هاى زىر غىرمجازند؟

تمرین

R

G B

W

   P(B)  =  0/30 و P(W)  =  0/24 و  P(G)  =  0/28  و  P(R)  =  0/32 الف) 
P(B)  =  0/30 و P(W)  =  0/30 و  P(G)  =  0/14  و  P(R)  =  0/26   (ب

2ــ ىک سکهٔ ناسالم را پرتاب مى کنىم. فرض کنىم شانس آمدن »رو« دو برابر شانس آمدن »پشت« 
.P(پ) و P(ر) ٔباشد. مطلوب است محاسبه

ـ سه شناگر b ،a و c با هم مسابقه مى دهند. a و b داراى احتمال بردن مساوى هستند و شانس  3 ـ
بردن هرکدام از آ نها دو برابر c است. مطلوب است احتمال اىنکه b ىا c ببرد.

4ـ 5 ـ احتمال در فضاهای پیوسته
برخلاف  پىوسته،  مى پردازىم.فضاهاى  پىوسته  فضاهاى  در  احتمال  محاسبهٔ  به  بخش  اىن  در 
فضاهاى گسسته که از تعدادى متناهى نقطه تشکىل شده اند، مجموعه هاىى نامتناهى مى باشند نظىر بازه ها 
در محور اعداد حقىقى ىا سطوح در صفحه و غىره.واضح است که در اىن حالت دىگر شمارش تعداد 
عناصر فضاى نمونه اى ىا پىشامد مىسر نىست ولى آنچه که مى تواند مورد استفاده قرار  گىرد »اندازه« طول 
بازه ها، مساحت سطوح، و حجم شکل هاى فضاىى است.در اىن حالت نسبت » اندازهٔ« فضاى پىشامد به 
» اندازهٔ « فضاى نمونه اى،احتمال وقوع پىشامد را مشخص مى کند.به عبارت دىگر اگر پىشامد مطلوب 
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را با A نماىش دهىم، دارىم:1             
                                                                                                                      طول

  A

S

lAP(A)
S l

= = اگر S ⊂   R و A دارىم: 
                                                                                                                                                                                                                                                                  طول 

                                                                                                                              مساحت A

S

aAP(A)
S a

= = اگرS ⊂   R 2 و A  دارىم: 
                                                                                                                   مساحت
    

حجم
                                                                                                                                  

  
A

S

vAP(A)
S v

= =           اگرS ⊂   R 3 و A  دارىم: 
  
    

 حجم
                                                                                                                                 

حال به ذکر چند مثال مى پردازىم.
داىره اى شکل، فرض مى کنىم شعاع صفحهٔ هدف 20  به هدفِ  تىراندازى  مثال  مثال 1     : در 
سانتىمتر و شعاع داىرهٔ کوچک تر 10 سانتىمتر است.فرض مى کنىم تىر حتماً به صفحهٔ هدف برخورد 

مى کند، احتمال برخورد تىر به داىرهٔ کوچک تر را محاسبه کنىد.
حل: فضاى نمونه، مساحت داىرهٔ بزرگ تر و پىشامد A مساحت داىرهٔ کوچک تر است، بنابر اىن:

A

S

aP(A)
a

π×= = =
π×

2

2

10 1

420
 

مثال 2     : از بىن اعداد حقىقى بىن 0 و 3 ىک عدد به تصادف انتخاب مى شود،مطلوب است 

1ــ در اىن قسمت فرض بر اىن است که احتمال روی طول، سطح و حجم ىکسان توزىع شده است.

1 2 30

محاسبهٔ احتمال آنکه اىن عدد بىن 1 و 2 انتخاب شده باشد.
است،پس: [ ]A ,= 12  و پىشامد مطلوب بازهٔ  [ ]S ,= 0 3 حل: فضاى نمونهٔ بازهٔ 

A

S

lP(A)
l

= = 1

3
                                                  

مثال 3     : فرض مى کنىم دو عدد حقىقى بىن 0 و 1 به تصادف انتخاب شوند، مطلوب است احتمال 
آنکه مجموع اىن دو عدد بىن 0/5 و 1/5 باشد.

حل: فضاى نمونه اى مناسب عبارت است از:
 

{ }S (x, y) x , y= < < < <0 10 1
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A E B
x 1− x

A

y

x

(1
2

,1)

(1,1
2

)

(1
2

,0)

(0,1
2

)

x + y = 3
2

x + y = 1
2

و پىشامد مطلوب مجموعهٔ زىر است:

A (x, y) x y = < + < 
 

1 3

2 2
 

بنابراىن:

A

S

aP(A)
a

= = =

3
34

1 4  
مثال 4     : فرض مى کنىم دو قطعه چوب دارىم که طول هاى آنها به ترتىب 1 و 0/5 متر مى باشد. 
قطعه بزرگ تر را با ارّه دو قسمت مى کنىم که در نتىجه سه قطعه چوب حاصل مى شود، احتمال اىنکه سه 

قطعه چوب تشکىل ىک مثلث را بدهند، چقدر است ؟
حل: فرض مى کنىم قطعه چوب ىک مترى، در نقطه E برىده شود که به فاصله x از ىک سر چوب 

قرار دارد.

بنابراىن فضاى نمونه اى را مى توان خط AB به طول 1 متر در  نظر گرفت، در اىنجا پىشامد مطلوب 
آن است که پاره خط هاى AE و EB و پاره خط دىگر که آن را CD مى نامىم )همان چوب به      طول 0/5 
متر(  مثلثى تشکىل دهند. ولى اگر سه پاره خط بخواهند تشکىل مثلث بدهند باىد طول هر   پاره  خط از 

مجموع طول هاى دو پاره خط دىگر کمتر باشد ىعنى:
AE   +  EB  >  CD  
AE   +  CD  >  EB  
EB   +  CD  >  AE  
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CD و AE  =  x و EB  =  1-x، پس دارىم: = 1

2
چون 

 
x ( x)+ − > 1

1
2

 

x x+ > −1
1

2
 

( x) x− + >1
1

2 با ساده کردن سه نامساوى بالا: 
 > 1
1

2
( به طور بدىهى درست است ) 

x > 1

4
 

x < 3

4
 

در نتىجه پىشامد مطلوب به صورت زىر قابل بىان خواهد بود:

A x x = < < 
 

1 3

4 4
 

A

S

lP(A)
l

= = =

1
12

1 2
 

مثال 5     : ىک چترباز از داخل هواپىما بر روى زمىن مربع شکلى به طول ضلع 2 کىلومتر مى پرد.
در چهارگوشهٔ زمىن،مناطقى پوشىده از درخت وجود دارند که مى توان آنها را به   صورت ربع داىره هاىى 
1 کىلومتر و به مرکز رأس هاى مربع تصور کرد ( به شکل زىر نگاه کنىد ) . اگر چترباز در ىکى 

11
به شعاع 

از مناطق مزبور فرود بىاىد چتر او به درختان گىر خواهد کرد.اگر فرض کنىم که چترباز حتماً در نقطه اى 
از قطعه زمىن مورد بحث فرود آىد و با فرض اىنکه مختصات مکان فرود نىز تصادفى باشد، مطلوب است 

محاسبهٔ احتمال اىنکه فرود او بدون گىر کردن به درخت ها انجام بگىرد.

2

1

11

1

11

1

11

1

11
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حل: فضاى نمونه اى مربعى به ضلع 2 کىلومتر مى شود و پىشامد موردنظر مجموعهٔ هاشور زده 
شده است.بنابراىن احتمال برابر است با :

/

π−
≈

4
121 0 99
4 ( ≈ علامت تقرىب است.) 

ىادداشت: در اىن مسأله احتمال اىنکه چترباز در ىک نقطه فرود آىد صفر است حتى احتمال 
اىنکه چترباز روى ىک خط فرود آىد صفر است، زىرا سطح اىن نوع مجموعه ها صفر مى باشد.

 پیشامدهایى که احتمال وقوع آنها صفر است را پیشامدهای تقریباً غیر  ممکن 
مى نامیم.

مثال 6     :  در مثال (14)  فصل قبل احتمال برنده شدن چقدر است ؟
فضاى  کردىم.  مشخص  را  مطلوب  پىشامد  و  نمونه اى  فضاى  قبل  (14) فصل  مثال  حل: در 
نمونه اى مربعى به طول 25 و پىشامد مطلوب مربع کوچکى در داخل آن به طول 5 بود.اگر A پىشامد 

موردنظر باشد، احتمال برابر است با:

A

S

a ( )P(A)
a ( )

= = =
2

2

5 1

2525
 

بر روى صفحه اى شطرنجى شکل  به جاى مربع مطرح شده در مسئله  یادداشت : اگر سکه را 
متشکل از مربع هاى بسىار نىز پرتاب کنىم، باز احتمال آنکه سکه بر روى مرز مشترک بىن هىچ دو مربعى 

نىفتد، برابر با مقدارى خواهد بود که به دست آوردىم.

توجىه اىن مطلب با توجه به شکل فوق بدىهى به نظر مى رسد.
مرکز سکهٔ پرتاب شده ممکن است در داخل هر کدام از مربع هاى هم اندازه با مربع Q واقع شود 
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′Q خواهد بود (شکل صفحه  و در آن صورت همان طور که در مسئله مشاهده کردىد، پىشامد ما مربع
79). بنابراىن در داخل هر ىک از مربع هاى بزرگ تر مجموعه اى به اندازهٔ مربع هاشور خوردهٔ داخل 
آن وجود دارد که اگر سکه داخل آن بىفتد، بازى را خواهىم برد.در نتىجه اگر پىشامد آنکه سکه بر روى 

محىط هىچ کدام از مربع ها نىفتد را A بنامىم، دارىم:
                                                                               مساحت مربع های هاشورخورده

P(A) = = 1

25
 

مساحت کل صفحه  
                                                                                                      

مثال 7     :  اتوبوس هاى شرکت واحد از ساعت 7 صبح شروع به کار مى کنند و هر 15 دقىقه 
ىک بار به اىستگاه مى رسند. اگر شخصى در لحظه اى بىن ساعت 7 تا 7:30 به ىک اىستگاه وارد شود، 
احتمال اىنکه کمتر از 5 دقىقه معطلّ بماند چقدر است؟ احتمال اىنکه بىشتر از 10 دقىقه معطلّ بماند تا 

اتوبوس برسد چقدر است؟
حل: چون شخص در لحظه اى بىن 7 تا 7:30 به اىستگاه مى رسد، فضاى نمونه اى مربوط 
به   آزماىش تصادفى رسىدن به اىستگاه اتوبوس فاصلهٔ (7:30 و 7) است. براى اىنکه شخص کمتر از 
5 دقىقه منتظر اتوبوس شود باىد در ىکى از لحظات بىن 7:10 تا 7:15 ىا 7:25 تا 7:30 به اىستگاه 
برسد. بنابراىن پىشامد مورد نظر از دو فاصلهٔ زمانى (7:15 و 7:10) و (7:30 و 7:25) تشکىل 
. براى اىنکه شخص بىشتر از 10  + = =5 5 10 1

30 30 3
ىافته است. لذا احتمال اىن پىشامد برابر است با 

دقىقه منتظر اتوبوس بماند، باىد در ىکى از لحظات بىن 7 تا 7:5 ىا 7:15 تا 7:20 به اىستگاه برسد، 
لذا در اىن حالت پىشامد مطلوب عبارت است از اجتماع دو فاصلهٔ (7:5 و 7) و (7:20 و 7:15)، 
. ملاحظه مى کنىد که احتمال هاى هر دو پىشامد  + = =5 5 10 1

30 30 3
در نتىجه، احتمال آن برابر است با

مساوى هستند. اىن مطلب عجىب نىست؟
بازدىد  مثال 8     : مسئلۀ روبه رو شدن دو دوست: حسن و احمد قرار گذاشتند که هنگام 
از نماىشگاه کتاب ىکدىگر را بىن ساعت 4 تا 5 بعد از ظهر در بخش کتاب هاى مرجع ببىنند. قرار آنها 
به  اىن  صورت بود که هر کدام زودتر سر قرار حاضر شد 15 دقىقه منتظر دىگرى بماند و بعد از آن، به   بازدىد 
از نماىشگاه ادامه دهد. با فرض اىنکه زمان سر قرار رسىدن هرىک به  طور تصادفى بىن 4 تا 5 بعد  از   ظهر 

است، احتمال اىنکه اىن دو ىکدىگر را ملاقات کنند، چقدر است؟
حل: فرض کنىم حسن x دقىقه بعد از ساعت 4 بعد از ظهر و احمد y دقىقه بعد از ساعت 4 
(x,y) بعد     از ظهر سر قرار حاضر شوند، مى توانىم زمان هاى رسىدن هرىک را به  صورت زوج هاى مرتب
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60

60

15

15

x − y

y

=−15

x

x

− y =15

در  نظر بگىرىم به  طورى که x  <  60   >0 و y   <  60   >0. عضو هاى فضاى نمونه اى، نقاط داخل مربعى به 
ضلع 60 دقىقه خواهند بود (شکل زىر).

60

60O

y

x

براى اىنکه حسن و احمد بتوانند ىکدىگر را ملاقات کنند، باىد موقع سر قرار رسىدنشان در فاصلهٔ 
زمانى 15 دقىقه از ىکدىگر رخُ دهد. زىرا قرار گذاشته بودند که فقط 15 دقىقه براى ىکدىگر صبر کنند. 

اىن شرط را مى توان با نامساوى قدرمطلقى 
x y− <15  

بىان کرد. براى مثال، اگر احمد 14 دقىقه بعد از حسن برسد همدىگر را ملاقات مى کنند. ىعنى
y  -  x  =  14  

ىا 
x -  y  =  -14  
 x y− =14 در نتىجه 

بنابراىن، نامساوى برقرار است.
x که در داخل فضاى نمونه اى محصور است، ناحىهٔ موفقىت را نشان مى دهد.  y− <15 نمودار 
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اگر ناحىهٔ موفقىت (ناحىهٔ هاشور خورده) را با r و فضاى نمونه اى را با R نشان دهىم، آنگاه احتمال 
مطلوب ىعنى P(r) به صورت زىر به دست مى آىد:

r  ٔمساحت ناحىه                                                                                                           
P(r) =      

مساحت مربع

                                                                                           
      (دو مثلث قائم الزاوىهٔ متساوى الساقىن به ضلع قائمه 45) - (مساحت مربع  به ضلع 60)

 
=

260

  

 
( ) ( )

/

 − +  = ≅

2 2 2

2

1 1
60 45 45

2 2
0 44

60
       

1ــ  نقطه اى مانند x را به طور تصادفى در بازهٔ (0,3)  انتخاب مى کنىم.احتمال اىنکه داشته باشىم  
x < 2/5 > 1 را تعىىن کنىد.

طور  به  را  نقطه  ىک   { }Q (x, y) x , y= ≤ ≤ ≤ ≤0 10 1 مشخصات با   Q مربع  روى  2ــ  بر 
تصادفى انتخاب مى کنىم.احتمال اىنکه داشته باشىم x  ≤  y  ≤  1-x را تعىىن کنىد.

x را پىدا کنىد. y− < 1

2
 ـ  دو نقطه را به طور تصادفى در بازهٔ (0,1) انتخاب مى کنىم. احتمال اىنکه  3ـ

] دو نقطه به طور تصادفى طورى انتخاب مى شوند که بازه را به سه پاره خط  ],01  ـ در بازهٔ  4ـ
تقسىم کنند.احتمال اىن را پىدا کنىد که سه پاره خط تشکىل ىک مثلث بدهند.

5 ــ  ىک نقطه (x,y) را به طور تصادفى بر روى مثلثى به رأس هاى (0,0)، (4,0) و (3,2) انتخاب 
مى کنىم.احتمال پىشامدهاى زىر چىست ؟

x  <  2y ( ب                                 x  <  2  ( الف
پ )  (x,y) درون ىک مستطىل به رأس هاى (1,0)، (1,2)،  (2,2) و (2,0)، قرار داشته باشد.

انتـخاب   3 ضلع  بـه  متساوى الاضلاع  مثلث  ىک  درون  تصادفى  طور  به  نـقطه   ـ  ىک  6   ـ
مى شود، مطلوب است احتمال آنکه فاصله آن نقطه از هر رأس بىشتر از 1 باشد.

  -2  ≤  b  ≤0 :بـه طور تصادفى انتخاب شده اند به طورى    که bو a نقاط ،R  ،ـ   روى محور اعداد حقىقى  7ـ

تمرین



108

و a  ≤  3    ≥  0، مطلوب است محاسبهٔ احتمال آنکه فاصلهٔ بىن a و b بزرگ تر از 3 باشد.
8  ــ دو عدد حقىقى به طور تصادفى بىن 0 و 2 انتخاب مى شوند.مطلوب است احتمال آنکه:

الف)  مجموع دو عدد کمتر از 2 باشد.
ب )  مجموع دو عدد بىشتر از 1 باشد.
پ )  مجموع دو عدد بىن 1 و 2 باشد.

9ــ دو عدد به طور تصادفى بىن 0 و 2 انتخاب مى شوند.
الف )  مطلوب است احتمال آنکه نسبت دو عدد مساوى 1 باشد.

ب )  مطلوب است احتمال آنکه نسبت دو عدد کمتر از 1 باشد.
پ )  مطلوب است احتمال آنکه نسبت دو عدد بىن 0/4 و 0/5 باشد.

10ــ  در مثال 4 اىن بخش فرض مى کنىم پاره خط بزرگ تر AB برابر 2l و پاره خط کوچک تر 
CD مساوى l باشد.نقطه E را به طور تصادفى روى AB انتخاب مى کنىم.مطلوب است احتمال آنکه 

AE ، EB  و CD تشکىل ىک مثلث بدهند.
11ــ  مسئله 10 را در حالات زىر حل کنىد.

.CD  =  l و AB  =  4l الف )  اگر
ب )  اگر AB  =  nl و CD  =  l، که در آن n ىک عدد طبىعى است.

 ـدر عبارت 2p - q مقدار ضرىب p را به طور تصادفى بىن 1و 2 و مقدار ضرىب q را به طور  12ـ
1 باشد.

2
تصادفى بىن 1- و 3 انتخاب مى کنىم.مطلوب است احتمال اىنکه حاصل عبارت بالا کمتر از 

1 قرار دهىد و مسئله را حل کنىد.در 

9
، عدد  1

11
13ــ در مثال ( 5 )  مسئلهٔ چترباز، به جاى شعاع 

حالت کلى مسئله را براى مربعى به ضلع l و شعاع R حل کنىد.
14ــ اتوبوس هاى شرکت واحد از ساعت 7 صبح شروع به کار مى کنند و هر 15 دقىقه ىکبار به 
اىستگاه خاصى مى رسند. اگر شخصى در لحظه اى بىن ساعت 8 تا 8:30 به اىن اىستگاه وارد شود، 
احتمال اىنکه کمتر از 5 دقىقه معطلّ بماند چقدر است؟ احتمال اىنکه بىشتر از 10 دقىقه صبر کند تا 

اتوبوس برسد چقدر است؟
15ــ تجربه قبلى نشان مى دهد که هر کتاب جدىد از ناشر خاصى مى تواند بىن 4 تا 12درصد بازار 
کتاب را به خود اختصاص دهد. مطلوب است محاسبه احتمال اىنکه کتاب بعدى اىن ناشر حداکثر 6/35 

درصد بازار کتاب را به خود اختصاص دهد.
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16ــ زمان تصادفى برحسب دقىقه که حىوان خاصى نسبت به داروى خاصى عکس العمل نشان 
دهد بىن 2 و 4/3 دقىقه مى باشد. مطلوب است احتمال اىنکه عکس العمل اىن حىوان نسبت به آن دارو 

کمتر از 3/25 دقىقه طول بکشد.
] انتخاب می کنىم. مطلوب است احتمال آنکه  ],0 4 17ــ دو عدد مانند x و y به تصادف از بازهٔ 

. x y− < 3

] و ضرىب b نىز به طور  ],12 18ــ در معادلهٔ ax  +  b  =  0، ضرىب a به طور تصادفى عددى در بازهٔ 
] انتخاب شده است. احتمال اىنکه جواب معادله بزرگ تر از 0/25 باشد  ],−11 تصادفى عددى از بازهٔ 

چقدر است؟
19ــ ىک تاجر منتظر دو تماس تلفنى از على و رضا است. احتمال اىنکه على در فاصلهٔ زمانى 
بىن 2 تا 4 بعد از ظهر با او تماس بگىرد به اندازه احتمال تماس تلفنى رضا در همان فاصلهٔ زمانى است. 

احتمال در حالت هاى زىر را محاسبه نماىىد:
الف) على قبل از رضا تلفن بزند؛

ب) فاصلهٔ دو تماس تلفنى کمتر از 10 دقىقه باشد؛
پ) على اوّل تماس بگىرد، فاصلهٔ تلفن ها کمتر از 10 دقىقه باشد و هر دو تلفن قبل از ساعت 3 

بعد از ظهر باشد.

4ـ6  ـ قوانین احتمال
 مى دانىم که از تقسىم کردن اندازهٔ پىشامد؛ ىعنى طول، سطح و حجم پىشامد بر اندازهٔ فضاى نمونه اى 
در حالت پىوسته، احتمال به دست مى آىد. با توجه به اىنکه فضاى پىشامد A همواره زىر مجموعهٔ فضاى 

نمونه اى S است،پس اگر P(A) احتمال وقوع پىشامد A باشد، همىشه دارىم:

P(A)  ≤   1  ≥  0اصل 1

S

A
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در اىنجا در واقع چون A زىرمجموعهٔ S است پس نسبت » اندازهٔ « A به » اندازهٔ « S، کوچک تر 
ىا مساوى 1 مى باشد و واضح است که وقتى مساوى 1 است که A  =  S، پس:

P(S)     =1  اصل 2
حال اگر A و B را پىشامدهاىى در فضاى نمونه اى S  بگىرىم که هر دو با هم اتفاق نمى افتند ىعنى 
در واقع ∅  =  A    B، که در اىن صورت دو پىشامد را ناسازگار مى نامىم،  مى خواهىم احتمال وقوع هر 

دو پىشامد A و B ىعنى A    B را بررسى کنىم.

A

S

B

در واقع براى پىدا کردن P(A    B  ) مى توانىم مجموع » اندازه هاى« A و B را بر » اندازهٔ  « S تقسىم 
کنىم که در نتىجه در اىن حالت احتمال A    B برابر حاصل جمع احتمال A و احتمال Bخواهد بود.

∅  =  P(A  B)     =  P(A)  +  P(B)  ,    A     B  اصل 3

براى حالت گسسته با احتمال کلى نىز مى توان سه اصل بالا را ثابت کرد.( اىن مطلب به عنوان 
تمرىن آورده شده است.) سه اصل فوق در واقع اصول علم احتمالات هستند که نخستىن بار رىاضى دان 
برجسته آندره کولموگروف1 در سال 1933 آنها را بىان کرد و علم احتمالات را مبتنى بر ىک دستگاه 

اصولى مدون ساخت. حال مى توان به کمک اىن سه اصل بقىهٔ قوانىن احتمال را استنتاج نمود.
قضیه 1 : اگر B ،A و C سه پىشامد دو بدو مجزا باشند،  ىعنى اشتراک هر جفت از آنها تهى 

باشد،  آن گاه
P(A  B  C) = P(A) + P(B) + P(C)  

برهان: با استفاده از خاصىت شرکت پذىرى مجموعه ها دارىم:
    P(A  B  C) = P((AB)C)      (1)       

در رابطهٔ فوق A  B و C مجموعه هاى از هم جدا هستند زىرا:
(AB)  C = (AC)(BC) = ∅∅ =∅  

A.Kolmogorov ــ1
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A

BS

بنابراىن رابطهٔ ( 1 )  را به اىن صورت مى توان نوشت:
 P(A  B  C) = P[(AB)C]           

  = P(A  B) + P(C)        
= P(A) + P(B) + P(C)  

رابطهٔ اخىر به واسطهٔ ∅ = AB برقرار است.  
قضیه 2 : اگر داشته باشىم A ⊆ B، آنگاه

.P(A) ≤ P(B)  ( الف
.P(B -A) = P(B) - P(A)  ( ب

برهان: مى دانىم که B = (B - A)  A.( به شکل زىر رجوع کنىد.)  همچنىن  A و B - A از     هم  
جدا هستند،  زىرا ∅ = A  (B -A). بنابراىن طبق اصل 3   احتمال P(B) = P(B - A) + P(A). حال 

اثبات الف( چون P(B - A) ≥ 0 بنابراىن P(A) ≤ P(B)؛
اثبات ب ( P(A)-  را به دو طرف تساوى فوق اضافه مى کنىم و به دست مى آورىم. 

 P(B - A) = P(B) - P(A)  

توجه: در قضىهٔ 2، شرط A ⊆ B لازم است و بدون آن نتاىج (الف) و (ب) در حالت کلى برقرار 
نىستند. مثلاً تاس سالمى را مى رىزىم. پىشامدهاى 

A = »عدد تاس بىشتر از 5 نباشد«
B = »عدد تاس زوج باشد«

را درنظر مى گىرىم. در اىن صورت A = {1,2,3,4, 5} و B = {2,4,6} مى باشد. روشن است که 
A - B = {1,3,5}، A و دارىم: B⊆/

P(A) , P(B) , P(A B)= = = − = =5 3 1 3 1

6 6 2 6 2  
بنابراىن

P(A) P(B) P(A B)− = − = ≠ = −5 1 1 1

6 2 3 2  
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S

A B

و (ب) برقرار نىست. همچنىن نامساوى (الف) نىز در  اىن حالت برقرار نىست. به طور  کلى دلىلى ندارد که 
براى دو پىشامد داده شدهٔ A و B، همواره P(A) کوچک تر ىا مساوى P(B) باشد.

حال اگر A و B دو پىشامدى باشند که ∅ ≠ A  B ىعنى مجزا از ىکدىگر نباشند، احتمال وقوع   
A  Bىعنى P(AB) چه مقدارى خواهد بود ؟ با توجه به رابطهٔ زىر

A  B = (A - A  B) (B - A B)  (A  B)   
که به کمک  نمودار وِن قابل بررسى است. و از طرف دىگر چون (A - A  B) ،(B - A B) و 

(AB) مجزا از ىکدىگرند در نتىجه:
P(A  B) = P(A - AB) + P(B - A  B) + P(A  B)   

ولى چون A  B ⊂ A و A  B ⊂ B، پس: 
P(A - (AB)) = P(A) - P(A  B)  
P(B - (A B)) = P(B) - P(A  B)  

حال با جاىگذارى دو رابطهٔ اخىر در رابطهٔ قبلى نتىجه مى شود:
قضیه 3 : اگر A و B دو پىشامد در فضاى نمونه اى S باشند، آنگاه 

P( A  B) = P(A) + P(B) - P(A B)  
حال به دو مثال توجه مى کنىم:

مثال 1: اگر احتمال وجود تلوىزىون رنگى در ىک خانه 41%، سىاه و سفىد 85% و از هر دو 
نوع 32% باشد، احتمال اىنکه در اىن خانه لااقل ىکى از دو نوع تلوىزىون موجود باشد، چقدر است ؟

حل: اگر A پىشامد وجود تلوىزىون رنگى، B وجود تلوىزىون سىاه و سفىد و C وجود هر دو نوع 
تلوىزىون باشد،  طبق فرض دارىم:

P(A) = 0/41 ,  P(B) = 0/85  ,   P(C) = 0/32  
حال با استفاده از قضىهٔ (3) مى نوىسىم:
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P(A  B) = 0/85 + 0/41 - 0/32  
                           = 1/26 - 0/32 = 0/94  
مثال 2: احتمال اىنکه شخصى ناراحتى کلىه داشته باشد، 0/23 ، ناراحتى قلبى داشته باشد 0/24 
و دست کم ىکى از اىن دو نوع بىمارى را داشته باشد 0/38 است.احتمال اىنکه هر دو نوع بىمارى را 

دارا باشد چقدر است ؟
حل:  اگر A پىشامد بىمارى کلىوى داشتن و B پىشامد بىمارى قلبى داشتن باشد، طبق فرض دارىم:

P(A) = 0/23  
P(B) = 0/24  

  P(A  B) = 0/38  
بنابراىن:

P( A  B) = P(A) + P(B) - P(A B) = 0/09  
فرض کنىد A پىشامدى در فضاى نمونه اى S باشد، ىعنى A ⊂ S، مکمل A نسبت به S را که با
′A نشان مى دهىم پىشامد مکمل  A مى نامىم.در واقع رخ دادن ′A به معناى رخ ندادن پىشامد A است.

اجتماع A و ′A برابر فضاى نمونه اى S است ولى از طرف دىگر A و ′A مجزا از ىکدىگرند ىعنى 
∅ = ′A  A، پس دارىم:

P(A) + P(A′) = P(A A′) = P(S) = 1                                                                 
در نتىجه:

P(A′) = 1- P(A)

S

A
′A

مثال 3 :  قبلاً احتمال اىنکه n نفر در ىک مىهمانى روز تولد متفاوتى داشته باشند را محاسبه 
کرده اىم:

n
( n )P(A) × × × − += 365 364 365 1

365
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که A همان پىشامد روزهاى تولد متفاوت براى n نفر بود.حال اگر بخواهىم احتمال اىنکه حداقل دو 
نفر روز تولد ىکسانى داشته باشند را پىدا کنىم چون پىشامد ىکسان بودن روز تولد حداقل دو نفر، متمم 

پىشامد A است،پس

n
( n )P(A ) × × × − +′ = − 365 364 365 1

1
365



 
باشد و  باشند که روز تولدشان ىکسان  نفر در ىک گروه موجود  اىنکه حداقل دو  احتمال هاى 
نىز اىنکه هىچ دو نفرى روز تولد ىکسان نداشته باشند در صفحهٔ بعد آورده شده است.هر کدام از اىن 

احتمال ها به    نزدىک ترىن درصد گرد شده است.
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احتمال وجود دو نفر 
با روز تولد ىکسان

احتمال متفاوت بودن 
تعداد افراد در گروههمهٔ روز تولدها

%٠
%٢
%٤
%٧

%1٢
%1٧
%٢٢
%٢٨
%٣٥
%٤1
%٤٨
%٥٤
%٦٠
%٦٥
%٧1
%٧٥
%٨٠
%٨٣
%٨٦
%٨٩
%٩1
%٩٣
%٩٥
%٩٦
%٩٧

%1٠٠
%٩٨
%٩٦
%٩٣
%٨٨
%٨٣
%٧٨
%٧٢
%٦٥
%٥٩
%٥٢
%٤٦
%٤٠
%٣٥
%٢٩
%٢٥
%٢٠
%1٧
%1٤
%11
%٩
%٧
%٥
%٤
%٣

٢
٤
٦
٨

1٠
1٢
1٤
1٦
1٨
٢٠
٢٢
٢٤
٢٦
٢٨
٣٠
٣٢
٣٤
٣٦
٣٨
٤٠
٤٢
٤٤
٤٦
٤٨
50
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حال اگر اىن جدول را روى نمودارى که محور x هاى آن نماىندهٔ تعداد اعضاى موجود در گروه 
و محور y هاى آن درصد احتمال هاى مزبور به ترتىب مشخصى باشد،پىاده کنىم، نمودار زىر را به دست 

مى آورىم.

100

90

80

70

60

5040302010

50

10

20

30

40

لازم به تذکر است که با توجه به مثال 7 بخش 9ــ1، وقتى n > 365 است P(A) = 0 خواهد بود.
در مورد جدول و نمودار بالا ىک تمرىن در تمرىن ها آورده شده است.

مثال 4 : از مجموعهٔ اعداد {1000,...,1,2,3}، عددى به تصادف انتخاب مى کنىم. احتمال 
اىنکه عدد انتخابى بر3 ىا بر 5 ىا هر دو بخش پذىر باشد چقدر است؟

N به  دست 
k

 
  

حل: تعداد اعداد صحىح بىن 1 و N که بر k بخش پذىرند از تقسىم N بر k و سپس 
مى آىد (به مثال 6 در قسمت 4ــ1 مراجعه کنىد). بنابراىن اگر A پىشامد بخش پذىر بودن عدد انتخابى بر 

3 و B پىشامد بخش پذىر بودن عدد انتخابى بر 5 باشد، آنگاه 
P(A) = 333

1000  

P(B) = 200

1000  



117

و A  B پىشامد بخش پذىر بودن عدد انتخابى بر هر دو عدد 3 و 5 است. براى محاسبهٔ احتمال پىشامد 
A  B، چون 3 و 5 نسبت به هم اول هستند پس اگر عددى بر3 و 5 بخش پذىر باشد، بر 15 نىز بخش پذىر 

است. برعکس، اگر عددى بر 15 بخش پذىر باشد، هم زمان بر3 و 5 نىز بخش پذىر است.

P(A B)

 
  = =

1000
6615

1000 1000


بنابراىن 

در نتىجه بنا به قضىهٔ 3، احتمال مطلوب برابر است با:
P(A B) P(A) P(B) P(A B)= + −            

      
        

= + − =333 200 66 467

1000 1000 1000 1000                                                      
 P(A B  C) مثال 5 : با توجه به مثال 4 و قضىهٔ 3، براى محاسبهٔ احتمال سه پىشامد ىعنى

فرمولى پىدا کنىد.
حل: بر اساس خواص مجموعه ها دارىم

A B C (A B) C=     
[ ] [ ]P (A B) C P (A B) C=    و در نتىجه                  

اگر A B را ىک مجموعه فرض کنىم، آنگاه از قضىهٔ 3 خواهىم داشت: 
[ ] [ ] [ ]P (A B C) P (A B) P(C) P (A B) C= + −    

            (1)
اما مجدداً از قضىهٔ 3 به  دست مى آورىم

[ ]P (A B) P(A) P(B) P(A B)= + −                              (2)
و طبق خاصىتِ بخش پذىرى اشتراک نسبت بر اجتماع 

(A B) C (A C) (B C)=    

                                                                   
اما طبق قضىهٔ 3

[ ] [ ]P (A B) C P (A C) (B C)=                                                           
[ ]P(A C) P(B C) P (A C) (B C)= + −                 

 (A C) (B C) A B C=     چون  

پس 
[ ]P (A B) C P(A C) P(B C) P(A B C)= + −                (3)
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از جاىگذارى رابطه هاى (2) و (3) در رابطهٔ (1) نتىجه مى شود
P(A B C) P(A) P(B) P(C) P(A B)= + + −    

                        P(A C) P(B C) P(A B C)− − +                        
در اىن مثال و قضىهٔ 3 مى بىنىد که بعضى از احتمال ها جمع مى شوند و بعضى دىگر، از مجموع 
احتمال ها، کم مى شوند. جمع و تفرىقِ احتمال ها اصل شمول و عدم شمول نامىده مى شود. در واقع، 
»شمول« مربوط به احتمال هاىى است که جمع مى شوند و عدم شمول مربوط به احتمال هاىى است که کم 

مى شوند.
با استفاده از قضىهٔ 3 و مثال 5 مى توان اصل شمول و عدم شمول را در حالت کلى (براى n    پىشامد) 

nP(A به دست آورد. A A )1 2 
ىعنى 

براى اىن کار، ابتدا همهٔ اشتراک هاى ممکن پىشامدهاى An ،… ،A2 ،A1 را پىدا کرده و احتمال 
آنها را به دست مى آورىم. پس از آن، احتمال اشتراک هاىى که داراى تعداد فردى از پىشامدها هستند را 
با علامت مثبت و احتمال اشتراک هاىى که داراى تعداد زوجى از پىشامدها هستند را با علامت منفى به 

آنها اضافه مى کنىم که به اىن فراىند، اصل شمول و عدم شمول مى گوىىم.
تمرىن زىر، به پىدا کردن اىن الگو کمک مى کند.

تمرین : اصل شمول و عدم شمول را براى 4 پىشامد اثبات کنىد.
مثال 6 : فرض کنىد 20% مردم ىک شهر روزنامهٔ الف، 25% روزنامهٔ ب، 13% روزنامه پ، 
10% روزنامه هاى الف و ب، 8% روزنامه هاى الف و پ، 5% روزنامه هاى ب و پ و بالاخره 4% هر      سه 

روزنامه را مى خوانند.
احتمال اىنکه شخصى به تصادف از اهالى اىن شهر انتخاب شود که هىچ  ىک از اىن روزنامه ها 

را نخواند، چقدر است؟
حل: اگر F ،E و G به ترتىب پىشامدهاى خواندن روزنامه هاى الف، ب و پ باشد، پىشامد اىنکه 
فرد انتخاب شده دست کم ىکى از روزنامه هاى الف، ب و پ را بخواند، E  F  G است. در    نتىجه 
احتمال اىنکه فرد انتخاب شده هىچ ىک از روزنامه ها را نخواند، برابر P(E  F  G)-1 است. پس 

طبق اصل شمول و عدم شمول
P(E F G) = P(E) + P(F) + P(G) - P(E    F)     

             - P(E  G) - P(F  G) + P(E  F  G)
      = 0/25 + 0/20 + 0/13 - 0/10 - 0/08 -0/05 + 0/04 = 0/39             
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بنابراىن، احتمال مطلوب برابر است با:
1 - 0/39 = 0/61   

تمرین

1 ــ براى انتخاب ىک نفر جهت عضوىت در انجمن خانه و مدرسه ىک دبىرستان، چهار نفر 
کاندىد شده اند. اگر احتمال انتخاب شدن A دو برابر احتمال انتخاب شدن B باشد و B و C شانس 
 D انتخاب شدن  احتمال  برابر  دو   C انتخاب شدن  احتمال  باشند، ولى  داشته  شدن  انتخاب  در  برابر 

باشد،مطلوب است :
الف ) احتمال اىنکه C موفق به انتخاب شود؛

ب ) A موفق به انتخاب نشود.
2ــ ىک شرکت بازرگانى فقط به ىک کارمند نىاز دارد. از بىن متقاضىان خانم اکبرى، خانم     معىنى 
اىشان  اىنکه  به دلىل مهارت هاى حرفه اىِ خانم معىنى، احتمال  و خانم حىدرى واجد شراىط هستند. 
استخدام شوند 20% بىشتر از خانم اکبرى و 20% بىشتر از خانم حىدرى است. احتمال اىنکه خانم 

معىنى استخدام شود چقدر است؟
 ـ براى دو پىشامد A و B از فضاى نمونه اى S ثابت کنىد: ٣ ـ

P(A  B′) = P(A) - P(A  B)                      ( الف
P(A′  B′) = 1 - P(A) - P(B) + P(A  B)    ( ب

 ـ سه خاصىت احتمالات را براى فضاهای گسسته ثابت کنىد. 4ـ
5ــ آمار نشان مى دهد که در ىکى از شهرهاى بزرگ، 25% جرائم در طول روز و 20%    جرائم 
در درون شهر صورت مى گىرد. اگر تنها 20% جرائم در حومهٔ شهر و در طول روز اتفاق بىفتند، در   اىن 
صورت چند درصد جرم ها درون شهر و در طول شب رخ مى دهند؟ چند درصد جرم ها در حومهٔ شهر 

و در طول شب اتفاق مى افتد؟
6   ــ  براى دو پىشامد A و B از فضاى نمونه اى S دارىم: P(A) = P(B) = 1، نشان دهىد: 

.P(A  B) =1
بازدىد  عالى قاپو  از  اىنکه  کند، احتمال  دىدن  اصفهان  شهر  از  شخصى  که  کنىم  7 ــ  فرض 
کند0/74، احتمال اىنکه از بازار اصفهان بازدىد کند 0/70، احتمال اىنکه از مسجد جامع بازدىد کند 
0/64، احتمال اىنکه از عالى قاپو و بازار هر دو دىدن کند 0/46، احتمال اىنکه بازار اصفهان و مسجد 
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جامع را ببىند 0/44 و احتمال اىنکه از عالى قاپو و مسجد جامع دىدن کند 0/72 است. احتمال اىنکه 
به بازدىد هر سه مکان برود 0/34 است.احتمال اىنکه اىن شخص لااقل ىکى از اىن سه مکان را دىدن 

کند چقدر است ؟
8   ــ  نشان دهىد که:

  P(A) ≥ P(A  B)     (الف
  P(A) ≤ P(A  B)          (ب

 ـ با استفاده از استقراى رىاضى ثابت کنىد اگر  n  ،An ،… ،A2 ،A1 پىشامد دو به دومجزا  9 ـ
باشند، آنگاه:

P(A1  A2  ...  An) = P(A1) + P(A2) + ... + P(An)  
 B و A 10ــ  با استفاده از قضىه  3   ثابت کنىد که براى دو پىشامد دلخواه

P(A  B) ≥ P(A) + P(B) -1  
 ـجدول و نمودار مربوط به روز تولد را به ىاد بىاورىد و به سؤالات زىر پاسخ دهىد: 11ـ

الف)  نقطهٔ برخورد دو نمودار بالا و پاىىن چه اهمىتى دارد ؟
اگر نمودار را به راست ادامه دهىم:

ب )  نمودار مربوط به وجود دو نفر با روز تولد ىکسان چه تغىىرى مى کند؟
پ )  نمودار مربوط به عدم وجود دو نفر با روز تولد ىکسان چه تغىىرى مى کند ؟

} انتخاب مى کنىم. احتمال اىنکه:  }, , , ,12 3 1000
12ــ عددى به تصادف از مجموعه 

الف) عدد انتخابى بر 3 بخش پذىر باشد، امّا بر 5 بخش پذىر نباشد، چقدر است؟
ب) عدد انتخابى نه بر 3 و نه بر 5 بخش پذىر باشد، چقدر است؟

اىنکه عدد  به تصادف انتخاب مى کنىم. احتمال  } عددى  }, , , ,12 3 1000
13ــ از مجموعهٔ 

انتخابى بر 4 بخش پذىر و بر 5 و 7 بخش پذىر نباشد چقدر است؟
14ــ رابطه هاى زىر همىشه درست نىستند. براى اثبات اىن ادعا، براى هر حالت ىک مثال نقض 

بزنىد.
  P(A  B) = P(A) + P(B)       (الف

     P(A  B) = P(A)P(B)              (ب
15ــ تعداد بىماران ىک بىمارستان 63 نفر است که از اىن افراد، 37 نفر مرد و 20 نفر براى عمل 
جراحى بسترى شده اند. اگر 12 نفر از بىن بسترى شدگان براى عمل جراحى مرد باشند، در اىن    صورت 
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چند نفر از 63 بىمار نه مرد هستند و نه براى عمل جراحى بسترى شده اند.
16ــ B , A و C سه پىشامد هستند. ثابت کنىد رابطهٔ 

P(A  B  C) = P(A) + P(B) + P(C)  
درست است اگر و تنها اگر رابطهٔ زىر درست باشد؛

P(A  B) = P(A  C) = P(B  C) = 0  
17ــ ثابت کنىد

P(A  B  C) ≤ P(A) +  P(B) + P(C)  
18ــ به کمک استقراى رىاضى، نامساوى تمرىن 17 را براى n پىشامد ثابت کنىد.
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