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او و فرزندانش كه راه هاى رهايى و رستگارى 

را رهنمونند. اما بعد.....



فصل 1 حسابان

٢

هيجدهم  قرن  رياضی  دانشمندان  از  يکی  گاوس 
دارد.  خود  مدرسه  زمان  در  جالبی  داستان  که  است 
آن ها  از  دانش آموزان  کردن  سرگرم  برای  معلم  روز  يک 
نتيجه  و  بزنند  جمع  هم  با  را   ١٠٠ تا   ١ اعداد  می خواهد 
را به دست آورند. در حالی که دانش آموزان مشغول اين 
کار کسل کننده بودند، گاوس نتيجه را به سرعت به دست 

می آورد و به معلم ارائه می کند.
آيا شما هم می توانيد اين عمل جمع را به سرعت 
انجام دهيد؟ شکل مقابل می تواند ايده ای برای اين کار به 

شما بدهد.
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مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی

تمرين در كلاس

۱ــ با استفاده از تجربياتی که در بالا به دست آورده ايد برای يک عدد طبيعی n نشان دهيد:
n( n )n ++ + + = 1

1 2
2



۲ــ اگر جمله اول يک دنباله حسابی a و قدر نسبت آن d باشد، جملات آن به شکل زيرند:  
a, a + d, a + ۲d, … , a + nd, …  

. 2 1
2

n ( a ( n )d )+ − نشان دهيد مجموع n جمله اول اين دنباله برابر است با  

.۱ + ۳ + ۵ + … +  (۲n -۱) =  n۲ ۳ــ نشان دهيد

بحث در كلاس

از شکل بالا چگونه می توان استفاده کرد و جمع اعداد از ۱ تا ۱۰۰ را به  دست آورد؟
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٣

می گويند يک روز حاکم شهری خواست به مخترع شطرنج جايزه ای بدهد و از او خواست خودش جايزه ای 
برای خودش تعيين کند. شطرنج ۶۴ خانه دارد و مخترع شطرنج گفت در خانه اول يک دانه گندم بگذاريد و در خانه 
دوم ۲ گندم بگذاريد و در خانه سوم ۴ گندم بگذاريد و به همين ترتيب در هر خانه دو برابر خانه قبل گندم بگذاريد و نهايتاً 

کل گندم ها را به من بدهيد. اگر هر دانه گندم يک گرم باشد، چند گرم گندم جايزه مخترع شطرنج خواهد شد؟

بحث در كلاس

اين مسئله به نام مسئله شطرنج معروف است و ابوريحان بيرونی٭ با روش خاص خود آن را حل کرده است. شما هم سعی کنيد 
راه حلی برای آن بيابيد.

طول ضلع مربعی۱ متر است. ابتدا نيمی از مساحت آن را رنگ می کنيم. سپس نيمی از مساحت باقی مانده را 
چند  از  پس  می زنيم.  رنگ  را  قبل  مرحله  از  باقی مانده  مساحت  نيمی از  مرحله  هر  در  ترتيب  به همين  می کنيم.  رنگ 

مرحله حداقل ۹۹ درصد سطح مربع رنگ شده است؟

آن مقدار از مساحت مربع (بر حسب متر مربع) که در هر مرحله رنگ می شود يک دنباله هندسی به شکل زير تشکيل می دهد.

 n, , , ,( ) ,1 1 1 1

2 4 8 2
 

 
بنابراين آن مقدار از مساحت مربع که پس از n مرحله رنگ می شود برابر است با

1 1 1 1

2 4 8 2


n
nS ( )= + + + +  

1 شباهت زيادی با Sn دارد. از همين نکته برای محاسبه Sn استفاده می کنيم.
2 nS

n n
nS ( ) ( ) += + + + + 11 1 1 1 1
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
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n( ) ( ) S ( )+ += − + + + + + + = − + +1 11 1 1 1 1 1 1 1
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. n
nS ( )= − 1

1
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اين تساوی معادله ای بر حسب Sn است و از آن نتيجه می شود، 

)n را حل کنيم. )≤ −99 1
1

100 2
 حال بايد نامعادله 

n n
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٭ ترجمه ميزان الحکمه ص ٧٧

حل يك مسئله
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٤

حداقل مقدار n که در اين نامعادله صدق می کند ٧ می باشد، يعنی پس از مرحله هفتم حداقل ٩٩ درصد سطح مربع رنگ شده 
است.

۱ــ برای يک عدد طبيعی n و يک عدد حقيقی q قرار دهيد   S = ۱ + q + q۲+…+ q n. با مقايسه S و qS نتيجه بگيريد: 
(  ١ - q)S=١-qn+١  

1q≠ نشان دهيد: ۲ــ اگر 
n

n qq q q
q

+−+ + + + =
−

1
2 1

1
1

  
۳ــ اگر جمله اول يک دنباله هندسی برابر a و قدر نسبت آن برابر q باشد، جملات اين دنباله به شکل زيرند.

a, aq, aq۲, …, aqn, …  
−
−

1

1

nqa
q

1q≠ مجموع n جمله اول اين دنباله برابر است با   نشان دهيد در حالت 

، مجموع n جمله اول دنباله هندسی بالا با افزايش n به چه عددی نزديک می شود؟ <1q ۴ــ درحالت 

با انجام فعاليت بالا قضيه زير به دست می آيد.
قضيه:

q ، مجموع تمام جملات آن برابر است با  در يک دنباله هندسی نامتناهی با جمله اول a و قدر نسبت q که 1>
. a

q−1

فعاليت 1

مثال

توپی در اختيار داريم که از هر ارتفاعی که رها شود، پس از زمين خوردن به اندازه يک چهارم ارتفاع قبلی 
خود بالا می رود. فرض کنيد اين توپ را از زمين به هوا پرتاب کرده ايم تا به ارتفاع ٥ متری برسد. می خواهيم بدانيم 

پس از شروع پرتاب تا زمان ايستادن، اين توپ چقدر مسافت طی می کند؟
ارتفاع توپ قبل از n امين برخورد با زمين را An می ناميم. روشن است که 

, , , , ,n nA A A A −= = = =1 2 3 1

5 5 5
5

4 16 4
   
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٥

بنابراين مسافت طی شده توسط توپ بين  هر دو برخورد متوالی توپ با زمين عبارت است از:

, , , , ,−1
10 10 10

10
4 16 4

 n  
کل مسافت طی شده توسط توپ برابر است با مجموع جملات دنباله بالا. اما دنباله بالا يک دنباله هندسی نامتناهی با 

1 است و مجموع جملات آن برابر است با 
4

جمله اول ١٠ و قدر نسبت 
/= = ≈

− −

10 40
13 33

11 31
4

a
q  

يعنی توپ تقريباً ١٣/٣٣ متر تا توقف کامل طی می کند.

۱ــ در دنباله حسابی …, ۱۱ ,  ۸   , ۵ حداقل چند جمله آن را بايد جمع کنيم تا حاصل از ۵۰۰ بيشتر شود؟
.۱ + ۳ + ۵ + … + (۲n -۱) = n۲      ۲ــ به کمک شکل زير نتيجه بگيريد

۳ــ در مسئله شطرنج نشان دهيد جايزه مخترع شطرنج بيش از ۱۰۰۰ ميليارد تن گندم خواهد شد.
۴ــ علی می خواهد پول های خود را پس انداز کند. او روز اول ۱۰۰۰ تومان در  صندوق خود قرار می دهد و 
قرار می گذارد هر روز ۰/۹ پول واريزی در روز قبل را در صندوق قرار دهد. پس از ۵۰ روز او چقدر پول در صندوق 

خواهد داشت؟ نشان دهيد پول صندوق او هيچ گاه از ۱۰۰۰۰ تومان بيشتر نخواهد شد. 
٥  ــ برای محافظت از تابش های مضر مواد راديواکتيو لايه هايی محافظتی ساخته شده است که شدت تابش ها 

پس از عبور از آن ها نصف می شود. حداقل چند لايه بايد استفاده کنيم تا شدت تابش ۹۹ درصد کاهش بيابد؟ 

مسائل



فصل 1 حسابان

٦

٦ــ يک مثلث با محيط P و مساحت S در نظر بگيريد. وسط های اضلاع آن را به هم وصل کنيد و مثلث کوچکتر 
جديدی بسازيد. اين عمل را مجدداً روی مثلث کوچکتر انجام دهيد. اين عمليات را به طور متوالی ادامه دهيد. 

مثلث های  مساحت  مجموع  است؟  چقدر  اوليه)  مثلث  احتساب  (با  آمده  به دست  مثلث های  محيط  مجموع 
به دست آمده چقدر است؟

در سال های پيش ديديم که با تقسيم يک چندجمله ای P ( x) بر يک چندجمله ای ناصفر B ( x) يک خارج قسمتِ 
Q ( x) و باقی مانده R ( x) به دست می آيد که R ( x) برابر صفر است يا درجه آن از درجهٔ B ( x) کمتر خواهد بود و می توان 

نوشت: 
P ( x) = B( x)Q( x) + R( x)  

اين تساوی را رابطهٴ تقسيم می نامند.

۱ــ  چندجمله ای  P (x ) =۴x۴ + ۲x۳ + ۱ را بر چندجمله ای B (x )  = x۲ - ۱ تقسيم کنيد.
۲ــ مقسوم، مقسوم عليه، خارج قسمت و باقی مانده را مشخص کنيد.

۳ــ رابطهٔ تقسيم را بنويسيد و  به کمک آن  مقدار P (۱)  و P (-۱) را به دست  آوريد.

 P ( x) = B( x)Q( x) ،صفر باشد، نتيجه می شود B ( x) بر P ( x) اگر باقی ماندهٔ تقسيم
در اين حالت گوييم چندجمله ای P ( x) بر B ( x) بخش پذير است.

.x۳  + ۱  =  ( x  +  ۱)(  x۲ - x   + ۱) بخش پذير است، زيرا x  + ۱ بر x۳  + ۱ چندجمله ای

تقسيم چند جمله ای ها و بخش پذيری

تمرين در كلاس

مثال
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فرض کنيد چندجمله ای P ( x) بر x  - a تقسيم شده است و باقی ماندهٔ آن Rباشد. 
۱ــ رابطهٔ تقسيم را بنويسيد.

۲ــ درجهٔ باقی ماندهٔ تقسيم چيست؟ 
۳ــ P (a) را به دست آوريد. 

۴ــ اگر P (a) صفر باشد، چه نتيجه ای می توان گرفت؟ 

از فعاليت بالا قضيه زير به دست می آيد. 
قضيه:

 P ( x) صفر باشد، چندجمله ای P (a) است. بنابراين اگر P (a) همان x  - a بر P ( x) باقی ماندهٔ تقسيم چندجمله ای
بر x  - a بخش پذير است.

باقی ماندهٔ تقسيم ٣  +  x  +  ٥x٢ - ٢x٨ =  P ( x) بر ١ + x را حساب می کنيم.
١ + x را می توانيم به صورت (١ -) - x بنويسيم، پس  (١-) P را حساب می کنيم.

R = P (-۱) = ۲(-۱)۸  - ۵(-۱)۲ + (-۱)  + ۳ = ۲ - ۵ - ۱ +  ۳ = -۱  

بحث در كلاس
چگونه می توانيم باقيمانده تقسيم يک چندجمله ای مانند P ( x) بر چندجمله ای a x + b را به دست آوريم؟

تمرين در كلاس

الف) درستی يا نادرستی گزاره های زير را مشخص کنيد: 
۱ــ عبارت ٢  +  ٥x - ٣x٢ بر ١ - x بخش پذير است.  
۲ــ چندجمله ای x n - a n بر x - a بخش پذير است.  
۳ــ چندجمله ای x n + an بر x + a بخش پذير است.  

  .P (-b) برابر است با ax + b بر P ( x ) ۴ــ باقی ماندهٔ تقسيم
ب) باقی ماندهٔ تقسيم ١  +  ٢x - ٤x٣ بر ١ - ۲x را تعيين کنيد.

فعاليت 2

مثال
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٨

برای يک عدد حقيقی a و عدد طبيعی n عبارت  S =۱ + a + a۲ + a۳+ … + a  n-۱  را در نظر بگيريد.
۱ــ عبارت aS - S را حساب کنيد و اتحاد زير را نتيجه بگيريد.

a n -۱ = (a -۱)(a n-۱ + … + a۲ + a +۱)  
۲ــ اگر n عددی فرد باشد، با تبديل a به a- نتيجه بگيريد:

a n + ۱ = (a +۱)(a n-۱ - a n-٢ + … - a +۱)  

در سال های قبل با محاسبه مربع و مکعب دوجمله ای ها آشنا شديد. در حالت کلی نيز می توان توان های طبيعی 
دوجمله ای ها را به دست آورد.

 

به کمک اتحادهای بالا عبارت های زير را ساده می کنيم.
( x )( x ) ( t t t t )( t )A , B

x t
+ − + + + + −= =

− −

5 2 3 4

2 10

1 1 1 1

1 1
 

صورت و مخرج کسرA  را تجزيه می کنيم.
( x )( x x x x )( x )A x x x x

( x )( x )
+ − + − + −= = − + − +

+ −

4 3 2
4 3 21 1 1

1
1 1  

برای ساده کردن B می توان نوشت: 
tB

( t )( t ) t
− −= =

+ − +

5

5 5 5

1 1

1 1 1
 

تمرين در كلاس

n اتحاد زير را ثابت کنيد. na ( a )( a a a )−− = − + + + +1 21 1 1 به کمک اتحاد 
n n n n n nx y ( x y )( x x y xy y )− − − −− = − + + + +1 2 2 1

  

بسط دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی

فعاليت 3

مثال
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به اتحادهای زير و ضرايبی که در آن ها است توجه کنيد.
+ =0 1( a b )  

 + = +1( a b ) a b  

+ = + +2 2 22( a b ) a ab b  

+ = + + +3 3 2 2 33 3( a b ) a a b ab b  

+ = + + + +4 4 3 2 2 3 44 6 4( a b ) a a b a b ab b  

( a b ) a a b a b a b ab b+ = + + + + +5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5  
...................................................  

۱ــ چه الگويی در توان های a و b و ضرايب آن ها می يابيد؟
۲ــ با توجه به الگوی به دست آمده 6(a+b) برابر چه عبارتی می شود؟  

۳ــ تعداد جملات هر بسط با توان دو جمله ای چه رابطه ای دارد؟

هرعبارت به صورت n(a+b) را که در آن n يک عدد صحيح نامنفی است، دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی و بسط آن 
را به صورت چندجمله ای از a و b بسط دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی می نامند زيرا اين دانشمند ايرانی از اولين کسانی 
بوده است که روی آن کار کرده است. اين چندجمله ای دارای n+1 جمله است و هر جملهٔ آن به صورت مضربی از a k b n-k است و 

جملات a k b n-k و a n-k b k ضريب های مساوی دارند. 
ضرايب بسط دوجمله ای را می توان در مثلثی مانند زير مرتب کرد که به آن مثلث خيام ــ پاسکال می گويند. 

١
١١

١٢١
١٣٣١

١٤٦٤١
١٥١٠١٠٥١

١
١١

١٢١
١٣٣١

١٤٦٤١
................................

فعاليت 4

مرتب نمودن ضرايب به صورت بالا را ابتدا خيام، دانشمند مشهور ايرانی، و سپس پاسکال انجام داد و به همين خاطر به نام هر 
دوی آن ها خوانده می شود. 
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١٠

۱ــ P(x) يک چندجمله ای درجه ۲ است و ضريب بزرگترين توان آن ۱ است. در هر يک از حالت های زير 
P(x) را به گونه ای تعيين کنيد که در شرايط مورد نظر صدق کند.

P(-۱)=۲ , P(۲) = -۱ (ج   P(۰)=۰ , P(۱)=۱ (ب   P(۱) =۰ , P(۲)=۰ (الف
۲ــ مقدار m را چنان بيابيد که چندجمله ای P(x)= x۳- mx۲-x +۴ بر ۲x +۱  بخش پذير باشد.

۳ــ در چندجمله ای a ، P(x)= x۳+ ax۲+ x + b و b را طوری بيابيد که باقی ماندهٔ تقسيم آن برx -۱ برابر ۴ 
بوده و بر x + ۲ بخش پذير باشد.

۴ــ m و n را چنان بيابيد که چندجمله ای x۴- ۳x۳+ mx + n  بر x۲- ۵x + ۶ بخش پذير باشد.
۵  ــ نشان دهيد عبارت x - ۲ يک فاکتور(عامل) f(x)= x۳+ ۲x۲-  ۵x -۶ است. سپس معادلهٔ f(x) =۰  را حل 

کنيد.
۶  ــ a را چنان بيابيد که يک جواب معادلهٔ x۳- ۲x۲+ ax + ۲ = ۰  برابر ۲ باشد. سپس جواب های ديگر معادله را 

به  دست آوريد.
۷ــ حاصل عبارت های زير را به  دست آوريد. 

(۲x -۳y)۴ (ج  ( )
x

+ 62
1 ب)    (۱- x)۷ (الف

۸  ــ عبارات زير را تجزيه کنيد. 
 A= x۹- x۳y۳  ,  B = (a۶+۱)۲-(a۶-۱)۲       

تمرين در كلاس

۱ــ اعداد هرسطر در مثلث خيام ــ پاسکال چگونه از طريق اعداد سطر قبل از آن به دست می آيند؟ 
۲ــ چه ارتباطی بين اعداد هر سطر در مثلث صفحهٔ قبل با بسط دوجمله ای غياث الدين جمشيد کاشانی وجود 

دارد؟ 
می توانيد  آيا  به دست آوريد.  را   (a+b)۴ و   (a+b)۳  ،  (a+b)۲ بسط های  از  يک  هر  در  ضرايب  مجموع  ۳ــ 

مجموع ضرايب در بسط n(a+b) را حدس بزنيد؟ حدس خود را ثابت کنيد.
۴ــ طرف دوم هريک از عبارت های زير را به دست آوريد.

(۲x + y)۵ =  
(۳x + ۲z)۴ =  

 (۲a -۱)۶ =  

مسائل
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١١

۹ــ اگر n يک عدد طبيعی زوج باشد، اتحاد زير را به دست آوريد.
۱- x n = (۱+x)(۱- x + …- x n-۱)  

در دورهٔ راهنمايی با مفاهيم مقسوم عليه، عدد اول و تعيين بزرگترين مقسوم عليه مشترک و کوچکترين مضرب 
مشترک دو عدد آشنا شديم. مشابه اين مفاهيم برای عبارت های جبری نيز قابل بررسی است.  با مروری بر اين مفاهيم 

به تعميم آن به عبارات جبری می پردازيم.
می توان  را  مرکب  عدد  هر  است.  مرکب  عدد  يک  نباشد  اول  که  يک  مخالف  طبيعی  عدد  هر  عدد:  تجزيه 
به حاصل ضرب عامل های اول تجزيه نمود. در حالتی که در تجزيه اعداد عامل های اول تکراری را به صورت توانی 

بنويسيم به  آن تجزيه استاندارد می گوييم.
عدد را به عامل های اول ٢، ٣، ٥، ٧ و ... تقسيم می کنيم تا به  برای تجزيهٔ يک عدد به عامل های اول، مرتباً 

خارج قسمت ١ برسيم سپس آن را به صورت تجزيهٔ استاندارد می نويسيم. 

بزرگترين مقسوم عليه و کوچکترين مضرب مشترک چندجمله  ای ها

٢٣٦٠
٢١٨٠
٢٩٠
٣٤٥
٣١٥
٥٥

١

عدد ٣٦٠ را به صورت تجزيهٔ استاندارد می نويسيم. 
عدد ٣٦٠ را مطابق الگوی مقابل به طور متوالی بر مقسوم عليه های 
اول آن تقسيم می کنيم تا به خارج قسمت ١ برسيم. در نتيجه ٣٦٠ حاصلضرب 

اعداد اول سمت راست هستند.
 

٥*٣٢*٢٣=٣٦٠

مثال
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١٢

عددهای ۱۲۰ و ۵۲۵ و ۴۷  را به صورت تجزيهٔ استاندارد بنويسيد.

می دانيد که کوچکترين عددی که بر دو عدد طبيعی a وb بخش پذير است را  کوچکترين مضرب مشترک آن دو عدد می نامند 
که به اختصار با ک.م.م. نشان می دهند. برای يافتن ک.م.م. چند عدد می توانيم آن ها را به صورت استاندارد به عامل های اول تجزيه 

کنيم، در اين صورت حاصلضرب عامل های موجود در اين تجزيه ها با بزرگترين توان، ک.م.م. اين اعداد خواهند بود.

تمرين در كلاس

تمرين در كلاس

ب. م.م. اعداد ۷۸ و ۲۳۴ و ۱۵۶ را به دست آوريد. 

می دانيد که بزرگترين عددی که دو عدد طبيعی a و b بر آن بخش پذيرند بزرگترين مقسوم عليه مشترک آن دو عدد ناميده می شود 
که به اختصار با ب.م.م. نشان می دهند. برای يافتن ب.م.م. چند عدد می توانيم آن ها را به صورت استاندارد به عامل های اول تجزيه 

کنيم، در اين صورت حاصلضرب عامل های مشترک با کمترين توان، ب.م.م. اين اعداد خواهند بود.

ب.م.م. اعداد ٣٦ و ٢٢٥ و ٤٠٥ را تعيين می کنيم.

  تنها عامل مشترک عدد ٣ است و 
 = ×
 = ×
 = ×

2 2

2 2

4

36 2 3

225 3 5

405 3 5

هريک از اعداد را به صورت استاندارد تجزيه می کنيم. 

کمترين توان آن ٢ است. پس ب.م.م. ٣٢ است. روشن است که همه اين اعداد بر ب.م.م. خود بخش پذيرند.

ک.م.م. اعداد ٥٢ *٢٣ = a و ٧٢*٥٣ * ٢ = b و ١٣* ٥ * ٢٥ = c را تعيين می کنيم.
حاصلضرب همهٔ عامل های مشترک و غيرمشترک b ، a و c با بيشترين توان را به  دست می آوريم: 

١٣*٧٢ *٥٣ * ٢٥ 
عدد بالا ک.م.م. سه عدد b ، a و c است و روشن است که بر b ، a و c  بخش پذير است.

مثال

مثال
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تمرين در كلاس

۱ــ ک.م.م. اعداد ۱۵ و ۳۵ و ۱۴۰ را به  دست آوريد.
۲ــ می خواهيم سالنی به ابعاد ۴۰ و ۳۶  متر را با فرش های مربع شکل هم اندازه که اندازهٔ ضلع آن ها بر حسب 
متر عدد طبيعی باشد بپوشانيم. اندازهٔ ضلع فرش ها چه عددهايی می تواند باشد؟ ضلع فرش ها چقدر باشد تا کمترين 

تعداد فرش برای پوشاندن سالن مورد نياز باشد بدون آن که فرش  ها روی هم بيفتند؟ 
۳ــ ب.م.م. و ک.م.م. هر يک از دسته اعداد زير را تعيين کنيد. (حروف نشان دهنده اعداد اول متمايزند و 

مخالف ۲، ۳ و ۵ هستند.)
۶x۲y , ۸xy۲z , ۱۰x۲y۲z۲ (ب   ۳۲a۳ , ۱۶ab۲ ,  ۸a۲b۳  (الف

 در چندجمله ای ها نيز،  همانند  اعداد،  اعمال جمع  و ضرب و مفهوم بخش پذيری برقرار است. پس  می توانيم ب.م.م. و ک.م.م. 
چندجمله ای ها را نيز همانند اعداد تعريف  کنيم.

چندجمله ای های P(x) =۲x۳ -۱۶ و Q(x) =۳x۲ -۱۲ را در نظر بگيريد.
۱ــ  P(x) و Q(x) را تجزيه کنيد.

۲ــ بزرگترين چندجمله ای (از لحاظ درجه) که P(x) و Q(x) بر آن بخش پذيرند را بنويسيد. 
۳ــ کوچکترين چندجمله ای (از لحاظ درجه) که هم بر P(x) و هم بر Q(x) بخش پذير باشد را بنويسيد. 

آنچه که در فعاليت بالا انجام داديد يافتن  ب.م.م. و ک.م.م. دو چندجمله ای بود. 

تعريف:
بزرگترين  را  بخش پذيرند  آن  بر   Q(x) و   P(x) چندجمله ای های  که  درجه)  لحاظ  (از  چندجمله ای  بزرگترين 

مقسوم عليه مشترک (به اختصار ب.م.م.) P(x) و Q(x) می نامند.

کوچکترين چندجمله ای (از لحاظ درجه) که بر چندجمله ای های P(x) و Q(x) بخش پذير است را کوچکترين 
مضرب مشترک (به اختصار ک.م.م.) P(x) و Q(x) می نامند.

اين تعاريف برای بيش از دو چندجمله ای به شکل مشابه انجام می شود.

فعاليت 5
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١٤

ب.م.م. و ک.م.م. چندجمله ای های P(x) = x۳ +۱ و Q(x) = x۶ -۱ و R(x) = ۴x۲ -۴ را تعيين می کنيم. برای 
اين کار، ابتدا هر يک از چندجمله ای ها را تجزيه می کنيم. سپس مشابه آنچه که در مورد ب.م.م. و ک.م.م. اعداد گفته 

شد عمل می کنيم.
P(x) = (x +۱)(x۲- x +۱)  
Q(x) = (x۳+۱)(x۳-۱) = (x +۱)(x۲- x +۱)(x -۱)(x۲ + x +۱)  

 R(x) =۴(x۲-۱) = ۴(x-۱)(x +۱)  
تنها عامل مشترک در اين تجزيه ها ١+x است و کمترين توان آن ١ است، پس ١+ x ب.م.م. اين سه چندجمله ای 

است.
عواملی که در اين تجزيه ها وجود دارند عبارتند از: x +۱ , x -۱ ,  x۲- x +۱ , x۲+ x +۱ , ۴ و بزرگترين توان 

آن ها ١ است. بنابراين ک.م.م. اين سه چندجمله ای عبارت است از:

٤(x +١)(x٢- x +١)(x -١)(x٢+ x +١) = ٤(x١+٣)(x١-٣) = ٤(x١-٦)  
ب.م.م. و ک.م.م. چندجمله ای ها کمک زيادی به کوتاه تر شدن و ساده کردن محاسبات در کسرها و جمع و 

تفريق عبارت های گويا می کند.

۱ــ حاصل عبارت زير را به دست آوريد. 

 A = + −1 5 1
72 48 16

 
۲ــ کسرهای زير را به ساده ترين صورت بنويسيد. 

x xy x xA B
( x y ) x x

− + += =
− + +

2 2

2 2

3 3 2 1

3 8 7
 

۳ــ حاصل عبارت زير را به ساده ترين صورت بنويسيد.
( a )a

a a a a
++ − −− + + −

2

2 3

6 25 6
1 1 1

 

تمرين در كلاس

مثال
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١٥

١ــ سه زنگ در يک کارخانه برای موارد مختلف زده می شود. اولين زنگ هر ١٨ دقيقه يک بار، دومين زنگ  
هر ٢٤ دقيقه يک بار و سومين زنگ هر ٣٢ دقيقه يک بار زده می شوند. بعد از اولين بار که هر سه زنگ با هم زده 

شوند حداقل چند دقيقه بايد بگذرد تا آن ها دوباره با هم زده شوند؟ 
٢ــ در دنباله های حسابی زير چند عدد سه رقمی مشترک وجود دارد؟

٩, ٥, ١ ,…  ١٠, ٧, ٤ , …  
۳ــ می خواهيم۷۲ ليتر آب ميوه، ۴۰ ليتر شير و ۴۸ ليتر دوغ در شيشه هايی با حجم يکسان بسته بندی کنيم، 

حداقل تعداد شيشه ها کدام است؟(گنجايش شيشه ها را بر حسب ليتر عدد طبيعی فرض کنيد.)

۴ــ حاصل هريک از عبارت های زير را به ساده ترين صورت ممکن بنويسيد.

x (الف x x x
x x x x
− + + −÷

− +

2 2

2 3 2
5 4 2

4 2
x (ب  x x x

x x x
− − − −÷

− − +

2 2

2 2
2 3 6 7

9 10 21
 

a  (ج
aa a a

+ − +− + +2 2
1 2 2

11 2 1
x  (د 

x x x x
+ + −− + + −2
1 1 8
1 3 2 3

 

   

معادلات
در سال های قبل با مفهوم معادله و حل معادلهٔ درجهٔ اول و درجهٔ دوم آشنا شديد. در اين بخش با برخی نکات 

جديد دربارهٔ حل معادلات آشنا خواهيم شد و سپس انواع ديگری از معادلات جبری را بررسی خواهيم کرد. 

به    f(x) = x۲-۴x +۳ تابع  نمودار  ۱ــ 
شکل مقابل است.

  f(x) = x۲-۴x +۳ =۰ معادله جواب های 
چه ويژگی از نمودار تابع f(x) را مشخص  می کند؟ 
مورد  در  می توان  چگونه   f(x) نمودار  طريق  از 

جواب های معادله f(x) =۰  اظهارنظر کرد؟
1−

1

1

1
2

2

3

3 12 2= )()( xxf

فعاليت 6

مسائل
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١٦

۲ــ نمودار تابع  g(x) به شکل زير است. در مورد جواب های معادله  g(x) =۰  چه  می توانيد بگوييد؟

۳ــ با رسم نمودار تابع f(x) = x۲-۴x + ۴  توضيح دهيد چرا معادله x۲-۴x + ۴=۰ فقط يک جواب دارد.

برای يک تابع f(x) جواب های معادلهٔ f(x) =۰  را (در صورت وجود) صفرهای تابع f می ناميم. صفرهای تابع f آن مقاديری از 
x هستند که به ازای آن ها f(x) صفر می شود. اگر نمودار y = f(x)  را رسم کنيم، صفرهای f، طول های نقاط تلاقی نمودار f  با محور 

طول ها است. 

 اعداد ٢ و ٣- صفرهای تابع f(x) = x۲+ x - ۶  می باشند و نمودار f در نقاطی به طول های ٢ و ٣- محور 
 طول ها را قطع می کند. 

3 2

خواص  و  مشابه  شکل های  سهمی ها  می نامند.  سهمی  را  است  دوم  درجه  چندجمله ای  يک  آن ها  ضابطه  که  توابعی  نمودار 
هندسی مشترکی دارند که در درس هندسه با آن ها بيشتر آشنا خواهيد شد. 

در سال های قبل ديديم يک معادله درجه دوم ٠= bx + c +ax٢ که ٠< ٤ac-Δ = b٢ دارای دو جواب به صورت زير است.
b bx , xa a

− + ∆ − − ∆′ ′′= =
2 2  

مثال
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bx در اين حالت معادله فقط يک جواب دارد و می توان تعبير کرد که معادله دو جواب  x a
′ ′′= = −

2
در حالت ٠= Δ داريم 

 x′′ و   x′ اگر  که  ديديم  قبل  سال  دارد.  (تکراری)  مضاعف  جواب  يک  معادله  گوييم  حالت  اين  در  خاطر  به همين  دارد.  مساوی 

. cx x a
′ ′′ = bx و  x a

−′ ′′+ = جواب های معادلهٔ ٠= bx + c +ax٢ باشند، داريم 

مستطيلی بسازيد که محيط آن ۲۲ سانتی متر و مساحت آن ۲۸ سانتی مترمربع باشد.

برای مشخص کردن اين مستطيل بايد طول و عرض آن را تعيين کنيم. اگر چنين مستطيلی وجود داشته باشد 
′′x نشان می دهيم. فرضيات مسئله به معنای آن است که ′x و  ضلع های آن را با  

x x ,x x′ ′′ ′ ′′= + =28 11  
) هستند. از طرف ديگر x x )( x x )′ ′′− − =0 ′′x ريشه های معادله درجه دوم  ′x و   

( x x )( x x ) x ( x x )x x x x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− − = − + + = − +2 2 11 28  
بنابراين برای يافتن جواب مسئله کافی است جواب های معادلهٔ ٠= ۱۱x + ۲۸ -x٢ را حساب کنيم. از حل اين 

 . x′′ = 7 ′x و  =4 معادله نتيجه می شود: 

معادلهٔ درجهٔ دومی تشکيل دهيد که جواب های آن ٢ و ٣ باشد. 
P ، پس ٢ و ٣ جواب های معادلهٔ  x x′ ′′= × = × =2 3 6 S و  x x′ ′′= + = + =2 3 5 روش اول: داريم 

x۲- ۵x + ۶ =۰ هستند. 
روش دوم: ۰= (x -۳)(x -۲) معادله ای است که مستقيماً ديده می شود ۲ و ۳ جواب های آن هستند. اين 

يک معادلهٔ درجه دوم است و پس از انجام عمل ضرب به شکل x۲- ۵x + ۶ =۰ در می آيد.

قضيه:
اگر α و β دو عدد دلخواه و S = α+β و P = αβ، آنگاه  α و β  جواب های معادلهٔ x۲- Sx+P =۰ هستند.

مثال

حل يك مسئله
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        ماکزيمم و مينيمم توابع درجه دوم

.a ≠۰ را در نظر بگيريد که در آن f(x) = ax۲+ bx + c تابع
۱ــ درستی محاسبات زير را توضيح دهيد. 

b c b c b b ac bf ( x ) a( x x ) a ( x ) a( x )a a a a a aa
  −= + + = + + − = + + 
 

2 2
2 2 2

2
4

2 2 44

۲ــ اگر a <۰ به ازای چه مقداری از x تابع f بيشترين مقدار را خواهد يافت؟ 
۳ــ اگر a >۰ به ازای چه مقداری از x تابع f کمترين مقدار را خواهد يافت؟ 

کرد  محصور  نرده  متر   ۱۲۰ با  فقط  را  آن  می توان  که  دريا  کنار  شکل  مستطيل  زمين  قطعه  مساحت  بيشترين 
چقدر است؟

برای فهم درست مسئله شکلی مانند بالا رسم می کنيم. برای حل مسئله بايد تشخيص دهيم چه چيزی را بايد 
به  دست آوريم. در اينجا يافتن طول مستطيل برای حل مسئله کافی است. طول اين زمين مستطيل شکل را با x  نشان 

x−120 خواهد بود. اگر مساحت اين زمين را با A نشان دهيم، داريم: 
2

می دهيم. پس عرض زمين برابر 

  
x xA x( ) x= − = − +

2
60 60

2 2
 

( x x ) ( x ) ( x ) = − − = − − − = − − + 
2 2 21 1 1120 60 3600 60 1800

2 2 2                                   

بيشترين مقدار A وقتی است که ٠=٦٠- x و در نتيجه ٦٠ = x. پس با انتخاب طول ٦٠ متر بيشترين مساحت 
ساخته می شود که برابر ١٨٠٠ مترمربع خواهد بود. 

خشکی
دريا

حل يك مسئله
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از فعاليت فوق قضيه زير به دست می آيد.
قضيه:

به   a <۰ حالت  در  و  مقدار (مينيمم)  به کمترين   ۰< a حالت  در   bx a
−=
2

ازای به   f(x) = ax۲+ bx + c تابع
بيشترين مقدار (ماکزيمم) خود می رسد. 

کمترين مقدار تابع ٥ + ١٢x -٣x۲ = f(x) را تعيين می کنيم.

x تابع کمترين مقدار را داراست. از آنجا که ٧- = (٢)f، کمترين مقدار تابع برابر ۷- می باشد.  = =12 2
6

به ازای 

تمرين در كلاس

1− باشد آن دو عدد را بيابيد. 
2

7 و حاصل ضربشان 
6

۱ــ اگر جمع دو عدد 
۲ــ در هر يک از شکل های زير سهمی به معادله P(x) = ax۲+ bx + c داده شده است. در هر مورد علامت 

ضرايب c , b , a و تعداد جواب های معادلهٔ ax۲+ bx + c =۰ را تعيين کنيد.

(ج)(ب)(الف)

(و)  ـ ) (ه (د  )

۳ــ نشان دهيد در بين مستطيل هايی که محيط شان مقدار ثابتی است، مربع دارای بيشترين مساحت است.

مثال



فصل 1 حسابان

٢٠

3+ يک جواب آن باشد. 2 يک معادله چندجمله ای با ضرايب صحيح بيابيد که 

x را در نظر بگيريم.  ( )− + =3 2 عباس: جواب اين مسئله بسيار ساده است کافی است معادلهٔ چندجمله ای 0
معلم: در اين چندجمله ای اعداد غير صحيح به کار رفته است و اين جواب مسئله نيست. 

حسن: ما چگونه می توانيم چنين معادله ای بسازيم؟
2 يک جواب  معلم: بهتر است اول در حالت ساده تری اين مسئله را حل کنيد. مثلاً معادله ای با ضرايب صحيح بسازيد که 

آن باشد.
عباس: ما قبلاً به چنين معادله ای برخورد کرده ايم. کافی است معادله ٠=٢-x٢ را در نظر بگيريم.

معلم: اين معادله را چگونه می توانيد به دست آوريد؟
x طرفين را به توان ٢ برسانيم. نتيجه می شود ٢=x٢ و سپس معادله ٠=٢-x٢ به دست  = 2 عباس: کافی است در تساوی 

می آيد.
معلم: بله اين روش شما کارساز است. البته توجه داريد که معادله ساخته شده جواب های ديگری هم دارد. آيا می توانيد اين 

روش را برای حل مسئله اصلی هم به کار بريد؟
. با به توان دو رساندن طرفين اين تساوی می توان  x = +3 2 عباس: بهتر است اين روش را آزمايش کنيم. قرار می دهيم 

. متأسفانه هنوز اعداد غير صحيح در معادله جديد وجود دارند. x = +2 5 2 6 نوشت 
معلم: بله هنوز اعداد غير صحيح وجود دارند و باز هم بايد عمليات ديگری را انجام دهيد.

x و با به توان دو رساندن طرفين اين  − =2 5 2 6 عباس: فکر می کنم باز هم بايد روش خود را تکرار کنيم. می توان نوشت 
معادله و ساده کردن آن خواهيم داشت: ٠=١+١٠x٢-x٤. به نظر می رسد اين معادله جواب مسئله باشد.

معلم: بله شما به جواب مسئله رسيده ايد. البته اين معادله جواب های ديگری هم دارد و خوب است بقيهٔ جواب های اين معادله را 
هم به دست آوريم. اين يک معادله درجه چهار است ولی با در نظرگرفتن z = x٢ می توان آن را به يک معادلهٔ درجه دوم بر حسب z تبديل 
 x , x= − = +2 25 2 6 5 2 6 . حال با حل دو معادلهٔ  z = ±5 2 6 کرد: ٠=١ + ١٠z-z٢. با حل اين معادله خواهيم داشت: 

خواهيم داشت:  
( ) ( )x x= + = + ⇒ = ± +2 25 2 6 2 3 2 3  

x برای معادلهٔ ديگر به دست می آيند. اين معادله دارای چهار جواب است. ( )= ± −2 3 با همين روش جواب های 
در برخی از معادلات با درنظر گرفتن يک متغير جديد می توان آن را به يک معادلهٔ درجهٔ دوم تبديل کرد.

حل يك مسئله
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معادلهٔ ۴ + (x۲-۱)۲-۲=۰(x۲-۱) را حل کنيد.

تمرين در كلاس

آن  روی  از  و   a۰ ≠۰ که  باشد   n درجه  جمله ای  چند  يک   P(x) = a n x n + an-۱x n-۱ +…+ a۱x + a۰ اگر 
دو  اين  ريشه های   بين  رابطه ای  آيا  بسازيم،  را   Q(x) = a۰x n + a۱x n-۱ +…+ a n-۱ x + a n  ،n درجه  چندجمله ای 

چندجمله ای وجود دارد؟ چند جمله ای Q(x) را چند جمله ای وارونه P(x) می نامند.

يکی از دانش آموزان که در مورد چگونگی جواب معادلات چندجمله ای فکر کرده بود مسئله بالا برايش مطرح شده بود که 
آن را با معلم خود در ميان گذاشت. معلم نيز اين مسئله را برای همه دانش آموزان مطرح کرد تا همه درباره آن فکر کنند و راه حل های 

خودشان را ارائه کنند. 
در جلسهٔ بعدی درس، معلم از دانش آموزان خواست راه حل های خودشان را ارائه کنند. 

علی: به نظر من بهتر است ابتدا در حالت های خاص که ساده تر است مسئله را بررسی کنيم، مثلاً چندجمله ای های درجه اول 
و دوم را بررسی کنيم. 

معلم: آفرين، اين روش شما کمک زيادی به حل يک مسئله می کند. با مشاهدهٔ مسئله در حالت های خاص می توانيم درک 
بهتری از جزئيات مسئله پيدا کنيم. حال بگو چه پيشنهادی داری؟

علی: من توانستم حدس بزنم که چه رابطه ای بين ريشه های دو چندجمله ای وجود دارد ولی نتوانستم اثباتی برای آن ارائه کنم. 
a می باشند که 

b
− b و 

a
− در حالت چندجمله ای های درجه اول مانند P(x) = ax + b داريم Q(x) = bx + a و ريشه های آن ها به ترتيب 

وارون يکديگرند. در حالت چندجمله ای های درجهٔ دوم محاسبات پيچيده تر بود و نتوانستم فکر خود را تعقيب کنم. 
می دانستم  را  ريشه هايشان  که  خاصی  دوم  درجه  چندجمله ای  با  ولی  کردم  را  کار  همين  نيز  من  اتفاقاً  است  جالب  سعيد: 
محاسبه کردم و به همين نتيجه رسيدم. من يک چندجمله ای ساده مثل (٤-x)(٣+ x)=P(x) را در نظر گرفتم که ريشه هايش را از قبل 
می دانستم. اگر آن را به صورت استاندارد بنويسيم داريم: ١٢- x -P(x) = x٢. بنابراين  ١+ x -١٢x٢- = Q(x)  و ريشه های آن از دستور 

1−, خواهند شد.  1
4 3

کلی معادلهٔ درجهٔ دوم 
معلم: هر دو روش کارهای خوبی برای حل مسئله انجام داده اند. در هر دو روش اين حدس پيش می آيد که ريشه های دو 
چندجمله ای معکوس يکديگرند. شما می توانيد اين حدس را در مثال های ديگری هم بررسی کنيد. حال چگونه می توانيد اين مطلب 
برای دو چندجمله ای بهتر است حدس خود را به شکل دقيق تری بيان کنيد. مثلاً  ابتدا  کنيد؟  ثابت  دلخواه  چندجمله ای  يک  برای  را 

r يک ريشه  Q(x) می شود؟ 
1  bx + c +P(x) = ax٢ و bx + a +Q(x) = cx٢ اگر r يک ريشهٔ P(x) باشد بايد تحقيق کنيم که آيا 

حل يك مسئله



فصل 1 حسابان

٢٢

. اما اگر صفر يک ريشه P(x) باشد چنين نتيجه گيری امکان پذير  =1
0Q( )

r
علی: پس بايد از ٠= P(r) بتوانيم نتيجه بگيريم 

نخواهد بود. 
معلم: لابد صفر نمی تواند ريشه P(x) شود. آيا می توانيد اين مطلب را بررسی کنيد؟

 . = ≠00 0P( ) a سعيد: درست است صفر نمی تواند ريشه P(x) باشد، زيرا 

1= را به دست آوريد. 
0Q( )

r
معلم: حالا که مطمئن شديد P(x) ريشه صفر ندارد، سعی کنيد از فرض ٠= P(r) حکم 

)Q را به دست آوريم. )
r
1 عباس: پس فرض کنيم ٠= br + c +P(r) =ar٢ اکنون می خواهيم 

 c br ar P( r )Q( ) c( ) b( ) a
r r r r r

+ += + + = = =
2

2
2 2

1 1 1
0  

معلم: آفرين، محاسبه را به درستی انجام دادی. انجام اين محاسبه در حالت کلی هم چندان مشکل نيست.
اگر r ريشه ا ی از چندجمله ای P(x) = a n  x n + a n-۱ x n-۱ +…+ a۱x + a۰ باشد آن گاه ٠= P(r) بنابراين: 

−
−= + + + +1

0 1 1
1 1 1 1

2


n n
n nQ( ) a ( ) a ( ) a ( ) a

r r r
 

   

−
−= + + + + + = =2 1

0 1 2 1
1 1

0

n n
n nn n( a a r a r a r a r ) P( r )

r r 1 ريشهٔ Q(x) است. 
r

بنابراين 

؟ =1
0P( )

s
علی: آيا عکس مطلب هم درست است اگر s ريشه ای از Q(x) باشد آيا می توان گفت 

 P(x) همان  بسازيم  را  آن  وارون  چندجمله ای  و  کنيم  شروع   Q(x) چندجمله ای  از  اگر  زيرا  است  بديهی  مطلب  اين  معلم: 
می شود.

تذکر:
برهان نهايی اين مسئله مانند يک مبحث رياضی مختصر و رسمی است و نتايج نهايی فرايند فکر ما را نمايش 
می دهد. ولی مطلب مهم آن است که بدانيم با يک مسئله چگونه برخورد کنيم و راه حل های خود را به دست آوريم؟ اگر 
به شيوه های کار توجه کنيد کاری که ما انجام داديم آزمايش حالت های خاص به منظور ديدن يک الگو برای برهان يک 

مسألهٔ کلی بود. از اين روش در حل بسياری از مسائل می توان استفاده کرد. 

با استفاده از فرمول جواب های دو معادلهٔ bx + c =۰ +ax٢ و bx + a =۰ +cx٢ را به دست آوريد و نشان دهيد 
جواب های آن ها عکس يکديگرند.

تمرين در كلاس


