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پىشگفتار

هنرجوىان شاخه ى آموزش هاى فنى و حرفه اى امروزه به عنوان نسل جوان و آىنده ساز جامعه ى ما، پا به عصرى 
مى گذارند که عصر داناىى لقب گرفته است. در اىن عصر که گسترده اى از اطلاعات متنوع در دسترس انسان قرار گرفته 
است کسانى توان روىاروىى و سازگارى با جهان پىشرفته را دارند که داراى ذهنى پوىا، متفکر و نقاد باشند و بتوانند از 

مىان انبوه اطلاعات، مفىدترىن آن ها را انتخاب کنند و به  کار گىرند. 
تواناىى  بهره ى کافى گرفته و  از دانش  روز  بتوانند  تا  ببىنند  باىد اصولى آموزش  ما  بر اىن اساس، دانش آموزان 
فنّاورانه ى مناسبى جهت چالش با جهان کنونى به دست آورند. مسلمّ است که ىکى از مهم ترىن عوامل اصلى و زىر بناىى 
آموزش و پىشرفت در زمىنه ى فنّاورى، دانش رىاضى است و ما باىد بکوشىم تدرىس اىن علم ر ابه شىوه ى مؤثر در نظام 

آموزشى خود تروىج کنىم.
از آن جا که تدرىس مؤثر رىاضى نىازمند به چالش انداختن و درگىر ساختن هنرجوىان و سهىم نمودن آن ها در فراىند 
ىادگىرى است، کتاب حاضر به گونه اى تدوىن شده که آموزش هر مفهوم، حتى المقدور، با طرح مسئله اى کاربردى شروع 
شود و حل آن در قالب ىک ىا چند فعالىت، در گروه هاى کوچک از هنرجوىان و با راهنماىى هاى لازم دبىر درس انجام 
گىرد. بدىن طرىق ىاد گىرنده در گىر مدل سازى مسئله هاى واقعى، حل مسئله و انتخاب بهترىن راه حل ها مى شود. کار در 
کلاس هاىى نىز به منظور خود آزماىى و تقوىت هنرجوىان در پرداختن به رىاضى به طور مستقل در نظر گرفته شده است؛ 

با اىن حال هنرجوىان، در صورت لزوم، مى توانند از راهنماىى هاى لازم دبىر خود برخوردار شوند. 
با توجه به اىن که اىن اولىن کتاب رىاضى تألىف شده براى هنرجوىان شاخه ى فنى  و  حرفه اى، به سبک پودمانى، 
است و با تأکىد بر فعالىت ىادگىرنده تدوىن شده است، از کلىه ى عزىزانى که به نحوى با اىن کتاب در ارتباط قرار مى گىرند 
تقاضا دارىم پىشنهادها و انتقادهاى خود را به نشانى سازمان پژوهش و برنامه رىزى آموزشى،دفتر تألىف کتاب های درسی 

فنى و حرفه اى و کاردانش صندوق پستى 4874/15 ارسال نماىند و ما را از راهنماىى هاى خود بهره مند سازند. 
در خاتمه از آقاى مهندس عبدالمجىد خاکى صدىق   به خاطر مطالعه ى دقىق دست نوىس کتاب و راهنماىى هاى 

سازنده تشکر مى نماىىم. 
مؤلفان 
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هدف کلى کتاب

درک مفهوم  تابع، حدّ، پىوستگى و مشتق و کاربردهاى آن ها به منظور پىدا  نمودن تواناىى هاى لازم براى 
مدل سازى پدىده هاى ساده به زبان رىاضى و بررسى شىوه ها و فنون پاسخ گوىى به سؤالات و مسائل مربوط به آن ها.
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—œ —U?� Ë U?¼ÅX?O?�U?F?
¨œu?š  —U?E	 UÐ fáÝ bOM� rO�Ið

ÆbO¼œ ÂU−	« U¼ÅÁËdÖ jÝuð «— U¼Å”ö�

 XO�UF�                     ±‡‡Å±

±ÆbOM� rÝ— ¨d¹“ —œ ¨XÝ«— jš p¹ ©

≤Ë bOM� »U�²	« jš s¹« ÈË— √b³� Ê«uMŽ tÐ tDI	 p¹ ©

 «— Ê¬OÆbO�UMÐ 

≥ ÈÅtDI	 ·dÞ Ëœ —œ ©Ojš ̈ h�A� ©bŠ«Ë® ÈUJ¹ UÐ 

ÆbOM� ÈbMÐÅrO�Ið «—

¥U?Ð «— Ê¬ Ë b?¹d?O?~?Ð d?E?	 —œ X?³?¦?� «— jš ÈuÝ p¹ ©

ÆbOM� h�A� ÊUJOÄ

µ ÈÅtDI	 dOE	 œbŽ ©OÆb¹dO~Ð dH� «— 

∂«— Èb?M?ÐÅr?O?�Ið d~¹œ ÈU¼ÅtDI	 dOE	 `O×� ÈU¼œbŽ ©

ÆbO�¹uMÐ

œ«b?Ž« —u?×� tÐUA� ¨œ«bŽ« —u×� p¹ VOðdð s¹« tÐ ULý

qJý≥‡‡Å±Æb¹«Åt²šUÝÅ

∫t²J�q¹U� U¹ rzU� ¨vI
«  —u� tÐ b	«uðÅv� œ«bŽ« —u×� 

�« ªœuý rÝ—ÒôuLF� ̈ UÎÆbMM�Åv� rÝ— rzU� U¹ vI
«  —u� tÐ «— Ê¬ 

q?Jý —œ¥‡?‡Å±n?K?²?�?� ÈU?¼ÅX?Nł —œ œ«bŽ« —u×� Ëœ 

ÆbOM�Åv� tEŠö�

 XO�UF�≤‡‡Å±

±d?¼ d?O?E?	 œb?Ž Ë t?D?I	 bMÇ ©n�«® œ«bŽ« —u×� ÈË— ©Å
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≤ ÈU?¼œb?Ž d?OE	 ◊UI	 ©≥ ¨
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 Ë   2ÈË— «— 

ÆbOM� h�A� ©»® —u×�

≥ÅdOE	 ÈÅtDI	 ©  2øb¹œd� sOOFð t	u~Ç «— 

¥d??O??E?	 ÈÅt?D?I?	 È“u?�¬Åg?	«œ ©  2 —u??� s?¹« t?Ð «— 

œbŽ ∫b¹uÖÅv� Ë« ÆXÝ« Áœd� h�A�  2tÐ »U�Š sOýU� —œ 

 ìÈ—U?A?Ž« œb?Ž  —u�±[¥±¥≤p?¹ U?ð «— œb?Ž s¹« ÆXÝ« 

 œb?Ž U?ð r?OM�Åv� œdÖ—UAŽ« r�—±[¥ÈÅt?D?I	 ¨bFÐ Æb¹¬ XÝœ tÐ 

 dOE	±[¥øXÝ« VÝUM� ‘Ë— s¹« ULý dE	 tÐ ÆrOM�Åv� sOOFð «— 

dOE	 ÈÅtDI	  3ÆbOM� h�A� ‘Ë— s¹« tÐ «— 

µ œ«bŽ« Ê¬ ÈË— dÐ Ë bOM� rÝ— œ«bŽ« —u×� p¹ ©  10
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ÆbOM� h�A� «— 

 XO�UF
 “«≤‡‡Å±øb¹dOÖÅv� È«Åt−O²	 tÇ 

«— v?I?O?I?Š œb?Ž p?¹ œ«b?Ž« —u?×?� “« t?DI� d¼

¨vIOIŠ œbŽ d¼ È«“« tÐ ̈ fJŽ tÐ Ë bM�Åv� h�A�

Æœ—«œ œułË vIOIŠ œ«bŽ« —u×� ÈË— tDI� p¹ UNMð

Ë œ«bŽ« —u×� ÈU¼ÅtDI	 sOÐ p¹ tÐ p¹ dþUMð p¹ ∫vMF¹

ÆXÝ« —«d�dÐ vIOIŠ ÈU¼œbŽ

±‡‡Å±‡‡Å±²�� ‡‡ÅhÒtDI� 

ôu?L?F?� «— v?I
« œ«bŽ« —u×�Î UÐ ′x oxÆb?M?¼œÅv?� ÊUA	 

 «— —u×� s¹« “« tDI	 d¼ dOE	 œbŽxfJ¹« ∫bO	«u�Ð® tDI	 ©tDI	 

²�� U¹h?
Ò

ö?¦� ÆbM�U	Åv� tDI	 Î ¨x ÈÅtDI	 A œb?Ž ÈËU�� µ ¨x

 ÈÅtDI	B œbŽ π ̈x ÈÅtDI	 CÅÈËU��   −3 ̈x ÈÅtDI	 DÈËU�� 

≤[µ Ë x ÈÅtDI	  F ÈËU��   −1 XÝ« ®Å qJý∂‡‡Å±Æ©

 qJý —œ∑‡‡Å±p¹ “« vA�Ð ZMÝU�œ éÇ XLÝ ÈÅÁ—UM� 

ôuLF� «— rzU� œ«bŽ« —u×� ÆbM�Åv� h�A� «— rzU� œ«bŽ« —u×�Î

 UÐ′y oyøb¼œÅv� ÊUA	 «— v¹U�œ tÇ ZMÝU�œ ÆbM¼œÅv� ÊUA	 

 qJý∂‡‡Å±b� g�Åjš ‡‡—
Ò

Ã

 qJý∑‡‡Å±
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≤‡‡Å±‡‡Å±∫ UB²�� ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ ‡‡Å—u×� Ëœ UÐ 

ÁU?~?²?Ýœ p?¹ ¨bMýUÐ t²ý«œ „d²A� √b³� t� ¨rzU� Ë vI
« œ«bŽ«

 qJý® œuýÅv� t²šUÝ  UB²�� ÈU¼—u×�∏‡‡ÅÅÅ±Æ©

©vð—U�œ® rzU�  UB²�� ÁU~²Ýœ ̈ «—  UB²�� ÁU~²Ýœ s¹«

¨ U?B?²?�?� ÁU~²Ýœ s¹« ÈÅt×H� —œ l�«Ë ÈÅtDI	 d¼ ÆbM�U	Åv�

 ÈÅt?D?I?	 ¨‰U?¦� Ê«uMŽ tÐ ÆXÝ« h²�� Ëœ È«—«œAËœ È«—«œ 

 œb?Ž ÆX?Ý« h?²��≤ ‰Ë« h?²?�� A U?¹ x ÈÅt?D?I	 A U¹ xA

 œbŽ ÆXÝ«≥ ÂËœ h²�� A U¹ y ÈÅtDI	 AÆXÝ« 

ôuLF�Î rO�¹u	Åv� 
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 rO	«ušÅv�A  UB²�� tÐ x Ë yÆ

 XO�UF�≥‡‡Å±Å

  UB²�� ÁU~²Ýœxoy qJý® XÝ« Ábý Áœ«œ π‡‡Å±Æ©

 ÈU¼ÅtDI	  UB²�� ©n�«B ¨C ¨D ¨E Ë FÆbO�¹uMÐ «— 

F(  ,    ).E(  ,    ),D(  ,    ),C(  ,    ),B(  ,    ),

 ÈU??¼Åt?D?I?	 ©»  G(−2,2) ¨  H(3,−2) Ë   K(−3,0)«— 

ÆbOM� h�A�  UB²�� ÁU~²Ýœ s¹« ÈË—
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 XO�UF�¥‡‡Å±

± rzU�  UB²�� ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ ©xoyÆbOM� rÝ— «— 

≤ ÈU?¼Åt?D?I?	 ÁU~²Ýœ s¹« —œ ©  A(1 ,2) ¨  B(−1 ,−2)¨

  C(0 , 3) Ë   D(−2,0)ÆbOM� h�A� «— 

≥ ÈÅtDI	 ÈÅtM¹d� ©A —u×� tÐ X³�	 «— ′x oxbOM� sOOFð 

 «— Ê¬ Ë  A1  UB²�� ÆbO�UMÐ   A1ÆbO�¹uMÐ «— 

¥ ÈÅtDI	 ÈÅtM¹d� ©ÅA —u×� tÐ X³�	 «— ′y oybOM� sOOFð 

 «— Ê¬ Ë  A2  UB²�� ¨bO�UMÐ   A2ÆbO�¹uMÐ «— 

µ ÈÅt?DI	 ÈÅtM¹d� ©As?O?O?F?ð  UB²�� √b³� tÐ X³�	 «— 

 «— Ê¬ Ë bOM�  A3 ÈÅtDI	  UB²�� ¨bO�UMÐ   A3
ÆbO�¹uMÐ «— 

 ”ö� —œ —U�±‡‡Å±

±qJý® øXÝ« œ«bŽ« —u×� Â«b� Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅqJý “« ©
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≤ÆbOM� q�U� «— d¹“ ÈÅtKLł ©

Ê«uMŽ tÐ tDI	 p¹ t� ©—«œÅXNł® —«œuÝ rOI²�� jš p¹

ÆœuýÅv� ÁbO�U	 ì býUÐ Ábý h�A� Ê¬ ÈË— ì p¹ Ë ì

≥ ©Åx ÈËU�� d¹“ ÈU¼ÅtDI	 “« p¹ Â«b� ≤øXÝ« 

  B(−1,2) ¨  C(0, 3) ¨  D(2,1) ¨  E(0,−2) ¨  F(2,2)

¥ ©y ÈËU�� d¹“ ÈU¼ÅtDI	 “« p¹ Â«b�   −1øXÝ« 
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µ —u×� ÈË— tDI	 bMÇ ¨d¹“ ÈU¼ÅtDI	 “« ©′y oyøXÝ« 

tDI	 ì ∫»«uł

  B(−2, 3)Å¨  C(2, −2) ¨  D(0,2) ¨Å  E(1 ,0)Å¨Å  O(0 ,0)

∂ —u×� ÈË— tDI	 Â«b� ©′x oxøœ—«œ —«d� 

  A(3,2)ÅÅ¨ÅÅ  B(3,0)ÅÅÅÅ¨  C(0,2)ÅÅ¨Å  D(4,1)ÅÅÅ¨Å  E(2,2) ÅÅÅÅÅÅ¨  F(1,−1)Å

∑ œbŽ ©m ÈÅÅtDI	 t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «—   A(m +1,2)

 —u×� ÈË—′y oy  UB²�� fáÝ ¨býUÐ AÆbO�¹uMÐ «— 

∏ œbŽ ©k ÈÅtDI	 t� bOM� sOOFð È—uÞ «—   B(1,2k −1)

—u×� ÈË—′x ox  UB²�� fáÝ ¨býUÐ BÆbO�¹uMÐ «— 

π ÈU?¼œb?Ž ©s Ë tÈÅt??D??I??	 t?� b?O?M?� s?O?O?F?ð È—u?Þ «— 

  C(s , t −1) ÈÅt?DI	 dÐ   D(2, 3) U?B²�� fáÝ ¨býUÐ o³DM� 
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≤ dÖ« ©A Ë BbMýUÐ vI
« œ«bŽ« —u×� p¹ ÈË— tDI	 Ëœ 

 Ëx ÈÅtDI	 A “« d²L� x ÈÅtDI	 B¨œ«bŽ« —u×� s¹« ÈË— ̈ býUÐ 
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≥ÆbOM� rÝ— rzU�  UB²�� ÁU~²Ýœ p¹ ©
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ø«dÇ øXÝ«
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 ÈÅtDI	 ©Ã  D(−2,−1) jšÅÁ—UÄ ÆbOM� h�A� «— AD
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 ÈÅt?DI	 ©œ  E(3, 3) j?šÅÁ—UÄ ÆbOM� h�A� «— OE«— 
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¥  UB²�� ÁU~²Ýœ —œ ©xoy ÈÅtDI	   A(1, 3)lÐd� ”√— 

ABCD l?K?{ tÐ ¨≤È“«u?� Ê¬ ÈU?¼Ål?K?{ t?� ¨X?Ý« d²�Åv²	UÝ 

 qJý® XÝ«  UB²�� ÈU¼—u×�±≤‡‡±Æ©

 ÈU?¼Åt?D?I?	  U?B?²?�� ©n�«B ¨C Ë Dd?~?¹œ ”√— tÝ® 

ÆbOM� sOOFð «— ©lÐd�

 ÈU¼ÅtDI	  UB²�� ©»E ¨F ¨G Ë H«— ©U¼ÅlK{ jÝË® 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— lÐd� ÈU¼dD� v�öð q×�  UB²�� ©Ã
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 —«bI�  ©n�«a ÈÅtDI	 t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «—   A(a −1,2)

 —u×� ÈË—′y oyÆbýUÐ 

 —«bI� ©»b ÈÅtDI	 t� bOM� sOOFð È—uÞ «—   B(3,2b +1)

 —u×� ÈË—′x oxÆbýUÐ 

 —«bI� ©Ãc ÈÅtDI	 t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «—   D(2c,c −1)

ÆbýUÐ ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “U�LO	 ÈË—
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ø«dÇ øXÝ«
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ÆbOM� »U�Š «— YK¦� s¹« ÈU¼ÅlK{ ‰uÞ ©Ã
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≤ ‡‡xb?O?�¹uMÐ «— œ«bŽ« —u×� ÈË— Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅtDI	 
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b¹uý UMý¬ v�U� ÊU�«bO{U¹— UÐ

vłd� s�Š U¹ sO�Š sÐ bL×� sÐ dJÐuÐ«ÈœöO� r¼œ ÁbÝ dš«Ë« —œ ̄ —eÐ Ê«bO{U¹— ̈/Êd� q¹«Ë« Uð ÈdL� Â—UNÇ 

ÈœöO� r¼œ“U¹/MÄ− ‰U?Ý œËbŠ «— vłd�  U�Ë a¹—Uð ÆXÝ« t²�¹“Åv� ÈdL� r¥≤∞[±∞≤πa¹—Uð —œ vłd� Æb�«ÅÁœd� sOOFð

Ë s?¹dðÅrN� Ë« ∫b¹uÖÅv� tJÄËË ÆXÝ« Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž ÈË— dÐ  UOKLŽ vłd� ÈÅÁbLŽ —U� Æœ—«œ vLN� ÁU~¹Uł  UO{U¹—

“« v?J?¹ «— d?³?ł v?łd?� ÆX?Ý« Áœd?� ÊU?O?Ð “Ëd�« tÐ Uð «— ÊUÐ“ »dŽ Ê«bMLA�«œ ÊUO� —œ Èd³ł »U�Š ÈÅt¹dE� UNMð gOÐUL�

∫bM�Åv� n¹dFð sOMÇ Èd
H�« t�bI� —œ «— »U�Š Ë b�«œÅv� »U�Š ÈU¼Å‘Ë—

t� ÂœdÐÅvÄ Ë XÝ« Ê¬ Ÿ«u�« —œ U¼ÅÂuKF� ÈË— “« U¼Å‰uN−� Ã«d
²Ý« ÈÅÁ—UÐ—œ ¨»U�Š rKŽ Ÿu{u� t� r²�U¹—œ sOMÇ

ÆXÝ« tKÐUI� Ë d³ł XFM� Ê¬ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ tKOÝË sO²�
� Ë Ê¬ ÈuÝ tÐ Á«— s¹dðÅ`{«Ë

ÆX�dÖ —U� tÐ «— Èb¹bł œdJ¹Ë— ©q�U�uÐ« Ë v�“—«uš® ÊU�«œd³ł sOÐ —œ Èd³ł »U�Š ÈÅt¹dE� Õdý “Už¬ UÐ vłd�

œuÐ vMF� UÐ tÝbM¼ ÈÅt¹UÝ —œ d³ł tKLł “«  UO{U¹— rO¼UH� tL¼ vłd� “« gOÄ Uð ÆœuÐ qI²��  —u� tÐ „—œ Ê¬ rN� ·b¼

‘Ë— ̈ d³ł v�“—«uš ÊuâL¼ vłd� dE� “« ÆbýÅv�  U³Ł« vÝbM¼ ‘Ë— tÐ b¹UÐ U¹UC� ̈ œuÐ Áb�¬ ÊU�u¹ “« t� vðUO{U¹— —œ  «d¹“

 bM�U� v¹U¼œUL� “« Ë œuÐ Èd³ł  UOKLŽ ÊUOÐx Ë yö¦� Æb�œdÐÅv� —U� tÐ ’uB
� v¹U¼ÅÁ˛«Ë Ê¬ ÈUł tÐ Ë býÅvL� ÁœUH²Ý« Î¡vý 

x) U¹ ‰uN−� —«bI� Â—UNÇ Ê«uð® ‰U� ‰U� ¨©ÂuÝ Ê«uð® VF�¨©ÂËœ Ê«uð® ‰U� ¨©‰uN−� —«bI� U¹   x
4

©r−MÄ Ê«uð® VF� ‰U� Ë 

 U¹ ‰uN−� —«bI�  x
5

©ÆœuÐ È«ÅtKLł bMÇ d³ł Õdý sO²�
� Èd
H�« ÂU� tÐ ‘dŁ« Æ©ÂuKF� —«bI�®r¼—œ U¹ œbŽ Ë ìË 

Èd?³?ł  U?Šö?D?�« Ë  »U?�?Š  UOKLŽ œdÐ—U� tÐ fáÝ Ë bM�Åv� rEM� «— Èd³ł ÈU¼ÅÊ«uð «b²Ð« Èd
H�« —œ vłd�

rEM� œdÐ—U� Á«— “« ÆœbMÐ —U� tÐ U¹uÖdOž ÈU¼ÅtKLł Ë  «—U³Ž œ—u� —œ «— »U�Š  UOKLŽ t� œd� gýu� vłd� Æœ“«œdÄÅv�

”u²�U�u¹œ —UŁ¬ Êb�«uš Ë v�“—«uš d³ł UÐ v¹UMý¬ dŁ« —œ —U� s¹« Ë œUN� vÄ d³ł È«dÐ È«ÅÁ“Uð ÈUM³� ¨Á“UÐ —œ »U�Š ‰ULŽ«

œU?I²Ž« Ê«bMLA�«œ “« všdÐ ÆX�U¹ j�Ð qzuLÝ Áó¹Ë tÐ ¨vłd� ÊUMOA�Uł XL¼ tÐ b¹bł X�UO¼— Æbý d¹cÄÅÊUJ�« »U�Š —œ

vÝ—dÐ ¨d³ł Ë  UO{U¹— —œ vłd� rN� —U� ÆbýUÐ t²ý«cÖ dOŁQð ÊuÝdÖ sÐ Èu� Ë vâðU�u³O� Ëœ—U�u¾� dÐ XÝ« sJL� t� b�—«œ

“« d?ðôU?Ð t?ł—œ ÈU?¼Åt?�œU?F?� Uð Ë œd� “Už¬ ”u²�U�u¹œ »U²� ”UÝ«dÐ «— U¼ÅÊ¬ t� XÝ« ©sOF�U� d³ł® ‰UOÝ ÈU¼Åt�œUF� qŠ Ë

Ëœ ̈ v�uN−� Ëœ t�œUF� Ëœ ̈ v�uN−� pð t�œUF� Ëœ ̈ v�uN−� tÝ Ë Ëœ ̈ p¹ t�œUF� vłd� Æœ«œ t�«œ« ”u²�U�u¹œ ÈU¼Åt³ÝU×�

»U�Š ÈÅÁ—UÐ—œ vłd� —UŁ¬ ÂULð ÆXÝ« Áœd� vÝ—dÐ «— v�uN−� tÝ t�œUF� tÝ Ë v�uN−� Ëœ t�œUF� tÝ ¨v�uN−�ÅtÝ t�œUF�

∫“« b�«Å —U³Ž vłd� rN� —UŁ¬ ÆXÝ«

± t?KÐUIL�« Ë d³−�« v� Èd
H�« ©≤ »U�×�« v� v�UJ�« ©≥ »U?�×�« v� l¹b³�« ©¥Ë t?KÐUIL�« Ë d³−�« Ë »U�Š qKŽ ©

 U?¼ÅÕdýµ t?ŠU?�?L?�« Ë »U�×�« v� dB²
� ©∂ b?M?N�« »U�Š v� ©∑ ¡«d?I²Ýô«Åv� ©∏ —«cłô« ©πw?� t?Ðu?łô« Ë qzU�L�« ©

 »U�×�«±∞ tOH
�« ÁUOL�« ◊U³�« ©±± tOMÐô« Ë œuIF�« ©±≤ Âu−M�« rKŽ v� qšbL�« ©±≥ ‰UJýô« —œ«u� ©±¥ÆU¹U�u�« Ë —Ëb�« ©



ÅÅÅÅ±¥

ÂËœ qB�

Á“UÐ

vK� ·b¼

Ê¬ tÐ t²�Ð«Ë ÈU¼ÅÂuNH� qOLJð Ë Á“UÐ ÂuNH� È—Ë¬œU¹

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð «— Á“UÐ ‡‡

≤Æb�¹uMÐ tŽuL−�  —u�ÅtÐ «— Á“UÐ Ÿ«u�« ‡‡

≥Æb¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×� ÈË— «— Á“UÐ Ÿ«u�« ‡‡

¥Æb¼œ ÂU−�« «— U¼ÅÁ“UÐ ÈË— ‰ULŽ« ‡‡

بخش اول



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ

± ÈÅt??Žu??L?−?� ‡?‡    x ∈R:1≤ x ≤ 3{ }—u??×?� ÈË— «— 

 qJý® bO�¹uMÐ eO� Á“UÐ  —u�ÅtÐ Ë bO¼œ g¹UL� œ«bŽ«±∂‡‡±Æ©

≤ ÈÅÁ“UÐ ‡‡  −3,−1[ )b?O¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×� ÈË— «— 

 qJý®±∑‡‡±ÆbO�¹uMÐ eO� tŽuL−�  —u�ÅtÐ «— Á“UÐ s¹« Æ©

≥q?J?ý® b?O?�¹uMÐ «— œ«bŽ« —u×� d¼ tÐ ◊uÐd� ÈÅÁ“UÐ ‡‡

±∏‡‡±Æ©

  [L,L) ®n�«

  (L,L] ®»

  [L,L] ®Û

  (L,L) ® 

¥«— d?¹“ ÈU?¼Åt?�œU?F?�U?� “« p?¹ d?¼ »«u?ł ÈÅt?ŽuL−� ‡‡

ÆbO�¹uMÐ Á“UÐ  —u�ÅtÐ

  0≤ 3x +2 ≤1 ®n�«

  
−1≤

2x −1

3
≤ 2 ®»

® Êu�“¬ÅgOÄ≤©

Êu�“¬ gOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

0

0

0

0

0

0

 qJý±∂‡‡±

 qJý±∏‡‡±

 qJý±∑‡‡±



ÅÅÅÅ±∂

 qJý±π‡‡±

 qJý≤∞‡‡±

 qJý≤±‡‡±Å

 qJý≤≤‡‡±

 qJý≤≥‡‡±

©»®

v�Uš sO¹u� ÈÅt�u� 

«u¼ “«

U¼Åtł—œ 

v¼U~A¹U�“¬ ZMÝU�œ 

©n�«®

vÖbOLš 

vJýeÄ ZMÝU�œ

Êe�� 

d²�u�«u�UÖ  ©»®  È«ÅtÐdIŽ ZMÝU�œ ©n�«® 

    
(1,2) = x ∈R:  1 < x < 2{ }

    
1,2[ ] = x ∈R:  1 ≤ x ≤ 2{ }

    
1,2[ ) = x ∈R:  1 ≤ x < 2{ }

≤‡‡±Á“UÐ ‡‡

 ÈU¼U�œ ZMÝU�œ s¹« ÆbOM� ÁU~� vJýeÄ ZMÝU�œ tÐ    35
oC

 Uð    42
oC œdOÖÅv� Á“«b�« «—® qJý±π‡‡±Æ©

 Z?MÝU�œ s¹« v¹U�œ ÈÅÁ“UÐ  35,42[ ]t?²ý«œ tłuð ÆXÝ« 

 “« vIOIŠ œ«bŽ« ÂULð ̈ ôUÐ ÈÅÁ“UÐ —œ t� bOýUÐ≥µ Uð ¥≤œ«bŽ« Ë ̈

≥µ Ë ¥≤¨vMF¹ Æb�—«œ —«d� ¨

    35,42[ ] = x ∈R:35 ≤ x ≤ 42{ }

 XO�UF�µ‡‡ÅÅÅ±

±«— Ê¬ Ë bO�¹uMÐ «— v¼U~A¹U�“¬ ZMÝU�œ v¹U�œ ÈÅÁ“UÐ ©

 qJý® bO¼œ ÊUA� eO� tŽuL−� œUL� UÐ±π‡‡±Æ©

≤U?Ð «— Ê¬ Ë b?O�¹uMÐ «— È«ÅtÐdIŽ ZMÝU�œ v¹U�œ ÈÅÁ“UÐ ©

 qJý® bO¼œ ÊUA� eO� tŽuL−� œUL�≤∞‡‡±Æ©

≥ qJý® bOM� ÁU~� ©d²�u�«u�UÖ® d²�dá�¬ÅËdJO� tÐ ©≤∞‡‡±Æ©

œd?O?ÖÅv?� Á“«b?�« ÁU?~?²?Ýœ s?¹« t� «— vJ¹d²J�« ÈU¼ÅÊU¹dł ÈÅÁ“UÐ

ÆbO¼œ g¹UL� eO� tŽuL−� UÐ «— Ê¬ Ë bO�¹uMÐ

∫œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv�  —u� tÝ tÐ «— Á“UÐ d¼

 ¨t�uL� È«dÐ ¨Á“UÐ œUL� “« ÁœUH²Ý« UÐ ©n�«  1,2[ ]ª

¨t�uL� È«dÐ ¨tŽuL−� œUL� “« ÁœUH²Ý« UÐ ©»

    x ∈R:1≤ x ≤ 2{ }ª

¨t�uL� È«dÐ œ«bŽ« —u×� “« ÁœUH²Ý« UÐ ©Ã

 ÈÅÁ“UÐ  1,2[ ]«—  Ëœ Ë p?¹ ÈÅt?²?�Ð ÈÅÁ“UÐ ªr?O�«ušÅv�

 ÈU¼œbŽ «d¹“± Ë ≤ qJý® b�—«œ oKFð Á“UÐ s¹« tÐ eO� ≤±‡‡±Æ©

ÆbOM�Åv� tEŠö� d¹“ —œ «— Á“UÐ “« Èd~¹œ ÈU¼Åt�uL� 

 ÈÅÁ“UÐ  (1,2) «— Ëœ Ë p¹ “UÐ ÈÅÁ“UÐÁ“UÐ s¹« ÆrO¹uÖÅv� 

 q?�UýËœ Ë p?¹ s?O?Ð v?I?OIŠ œ«bŽ« ÂULð¨Ëœ Ë p?¹ e?ł tÐ ¨

 qJý® XÝ«≤≤‡‡±Æ©

 ÈÅÁ“UÐ  1,2)[ bM¹uÖÅv� XÝ«— “« “UÐ rO� «— ® qJý≤≥‡‡±Æ©

  1,2)[ ∫bO�«u
Ð «— Ëœ “UÐ Ë p¹ ÈÅt²�Ð ÈÅÁ“UÐÆ



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑

 ÈÅÁ“UÐ  1,2( ] ÆbM¹uÖ éÇ “« “UÐÅrO� «—   1,2( ] ∫bO�«u
Ð «—

Ëœ ÈÅt²�Ð Ë p¹ “UÐ ÈÅÁ“UÐ qJý® ≤¥‡‡±Æ©

 ”ö� —œ —U�≤‡‡±

±ÆbO�¹uMÐ tŽuL−�  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ ©

  −2,100)[ =

  (1, 2) =

  
−1/ 5,

3

7







=

≤ÆbO�¹uMÐ Á“UÐ  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� ©

    x ∈R:−1< x ≤ 2{ } =

    
x ∈R: 2 ≤ x ≤ 5{ } =

≥ qJý ÈUJ¹ tÐ tłuð UÐ ©≤µ ‡‡±«—  Åp�œ¬ b� ÈÅÁ“«b�« ̈

ÆbO�¹uMÐ

¥ÆbO¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×� ÈË— «— Á“UÐ d¼ ©

  −2, 3[ ]

  [− 3,0)

  (1, 3)

  (−1,2]

µb?O?�?¹u?M?Ð Á“U?Ð œU?L?� U?Ð «— q?J?ý d?¼ t?Ð ◊uÐd� ÈÅÁ“UÐ ©

 qJý®≤∑‡‡±Æ©

  [L,L)

  L,L[ ]

  (L,L ]

  (L,L)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1020 10 20

105510

12

12

1 2

1 2

 qJý≤¥‡‡±

d²�Åv²�UÝ

 qJý≤µ‡‡±

 qJý≤∂‡‡±

 qJý≤∑‡‡±

    
(1,2] = x ∈R:  1< x ≤ 2{ }



ÅÅÅÅ±∏

 s¹dLð≤‡‡±

± ÈÅt�œUF�U� ©  x
2 < 4 —u�ÅtÐ «— Ê¬ »«uł ÈÅtŽuL−� Ë bOM� qŠ «— t�œUF�U� s¹« Æb¹dO~Ð dE� —œ «— 

ÆbO¼œ g¹UL� eO� œ«bŽ« —u×� ÈË— Ë bO�¹uMÐ Á“UÐ

≤ œËbŠ Æb�«ÅÁbý Áœ«œ d¹“ ÈU¼ÅqJý ©xqJý jO×� “« d²AOÐ ©»® qJý jO×� t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «— 

qJý® býUÐ ©n�«®≤∏‡‡±Æ©

≥ ÈÅtŽuL−� ©    x ∈R:−1≤ x < 2{ }øXÝ« dÐ«dÐ Á“UÐ Â«b� UÐ 

   −1,2[ ]n�«® 

  (−1,2)  ÅÅÅÅ ®»

  −1[ ,2)    Å®Û

  (−1,2] ÅÅ   ® 

 qJý≤∏‡‡±

©n�«®©»®



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±π

¥∫bO�¹uMÐ Á“UÐ  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈÅtŽuL−� ©

    
x ∈R:− 2 < x ≤1/ 5{ }∫»«uł                

µ qJý® bO¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×� ÈË— «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ©≤π‡‡±Æ©

  (−1, 3]     ®n�«

  (−2,4)       ®»

∂dÖ« © a Ë vIOIŠ œbŽ p¹   r >0  ÁU~�¬ (a − r,a + r)

 e�d� tÐ Á“UÐ p¹a ŸUFý Ë r qJý® œuýÅv� ÁbO�U� ≥∞‡‡±Æ©

         ö¦�Î ÈÅÁ“UÐ ¨  (−1, 3) e�d� tÐ 

  

−1+ 3

2
=1 ŸUFý Ë

  

3 − (−1)

2
= 2ÆXÝ« 

ÆbOM� sOOFð «— Á“UÐ ŸUFý Ë e�d� d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ

  (−2,0) ®n�«

  (−4,1) ®»

  (1,5) ®Û

  ( 2,2+ 2) ® 

x

x0

0

-

 qJý≤π‡‡±

  qJý≥∞‡‡±



ÅÅÅÅ≤∞

±‡‡≤‡‡±X¹UNMOÐ v�dF� ‡‡

 XO�UF�∂‡‡ÅÅ±

± d¹“ ÈU¼Å —U³Ž —œ ©X¹UNMOÐ ÈÅÁ˛«ËÆbOM� nO�uð «— 

ªÂ—«œ XÝËœ X¹UNMOÐ «— Â—œU� s� ‡‡

œu?łË ÃË“ œb?Ž X¹UNMOÐ vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� —œ ‡‡

ªœ—«œ

 ÈÅÁ“UÐ —œ ‡‡  (0,1)Æœ—«œ œułË U¹uÖ œbŽ X¹UNMOÐ 

≤—U�ÅtÐ X¹UNMOÐ ÈÅÁ˛«Ë U¼ÅÊ¬ —œ t� bOM� ÊUOÐ  —U³Ž bMÇ ©

`O{uð Á˛«Ë s¹« ÊœdÐ—U�ÅtÐ “« «— œuš —uEM� fáÝ ¨býUÐ t²�—

ÆbO¼œ

≥ ÈÅt�œUF�U� ©  x > 2t�œUF�U� s¹« »«uł Æb¹dO~Ð dE� —œ «— 

qJý œ«bŽ« —u×� ÈË—≥±‡‡±ÆXÝ« Ábý h
A� 

¥ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼ÅgÝdÄ tÐ ©

 œbŽ U¹¬±∞ øbM�Åv� ‚b� ôUÐ ÈÅt�œUF� —œ  ±∞∞∞ø—uDÇ 

±∞∞X?L?Ý Â«b?� —œ œ«b?Ž« s?¹« U?Ð dþUM²� ◊UI� ø—uDÇ ÊuOKO� 

øb�—«œ —«d� —u×�

b??O??�«u??ðÅv?� ¨U?L?ý ÈU?¼Åv?Ýö?J?L?¼ “« v?J?¹ U?¹ ¨U?L?ý U?¹¬

Èœb?Ž s?¹dðÅ¯—eÐøb?¹d?³?Ð ÂU?� b?M?�Åv� ‚b� t�œUF�U� —œ t� «— 

ø«dÇ bO¼œ `O{uð

 U¼ÅÊ«œÅv{U¹—+∞ ®ÈœUL� t� ̈ «— ©X¹UNMOÐ

Æb�«ÅÁœd� Ÿ«bÐ« ̈ X�O� œbŽ p¹ Ë XÝ« Èœ«œ—«d�

 d?Ö« t?� X?Ý« V?K?D?� s¹« d~�UOÐ œUL� s¹«x p¹ 

býUÐ Á«u��œ vIOIŠ œbŽ ¨x “« +∞ dðÅpÇu�

XÝ«¨vMF¹ Æ

 dÖ«  x ∈R ÁU~�¬ x < +∞

 ∫t� XHÖ Ê«uðÅv�+∞vIOIŠ œbŽ d¼ “« 

ÆXÝ« dðÅ¯—eÐ ¨vÖ—eÐ X³¦�

 ̈ s¹«dÐUMÐ»«uł ÈÅtŽuL−� ÈÅt�œUF�U�   x > 2Ê«uðÅv� «— 

 ÈÅÁ“UÐ UÐ  (2,+∞) œ«œ g¹UL� ® qJý≥≤‡‡±Æ©

0

0

U¹—œ —œ bOý—uš »Ëdž

  qJý≥±‡‡±

 qJý ≥≤‡‡±

  (2, ++∞∞)



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≤±

 XO�UF�∑‡‡±

 ÈÅt�œUF�U�  x ≤ 2Æb¹dO~Ð dE� —œ «— 

± qJý® œ«bŽ« —u×� ÈË— «— t�œUF�U� s¹« »«uł ©≥≥‡‡±©

ÆbOM� h
A�

≤ œbŽ U¹¬ ©  −3øbM�Åv� ‚b� ôUÐ ÈÅt�œUF�U� —œ 

 œbŽ  −5ø—uDÇ 

 œ«b?Ž«  −3 Ë   −5h?
?A?� œ«b?Ž« —u?×?� p¹ ÈË— «— 

ÆbOM�

≥ œ«b?Ž« U¹¬ ©
  
−1000‘ −100‘ −10 Ë   −100000e?O� Å

øbMM�Åv� ‚b� t�œUF� s¹« —œ

¥s?¹« —œ t?� «— v?I?O?IŠ œbŽ s¹dðÅpÇu� bO�«uðÅv� U¹¬ ©

ø«dÇ bO¼œ `O{uð øb¹d³Ð ÂU� bM�Åv� ‚b� t�œUF�U�

 XO�UF� —œ tÇÅÊ¬ oÐUD�∂‡‡ÅÅ±ÈÅt�œUF�U� »«uł ¨bý t²HÖ 

  x ≤ 2 ÈÅÁ“UÐ UÐ   (−∞,2]ÆœuýÅv� Áœ«œ ÊUA� 

 dÖ« ¨vK�—uÞÅtÐxÁ«u
�œ vIOIŠ œbŽ p¹ 

 ÁU?~?�¬ býUÐx > −∞“« v?I?O?I?Š œbŽ d¼ ¨vMF¹ Æ

−∞ ®Ê«u?ðÅv?� ÆX?Ý« d?ðÅ¯—e?Ð ©X?¹U?NMOÐ ÈUNM�

∫t� XHÖ−∞¨vJÇu� vHM� vIOIŠ œbŽ d¼ “« 

ÆXÝ« dðÅpÇu�

 dÖ« ¨s¹«dÐUMÐx¨ÁU~�¬ býUÐ vIOIŠ ÈœbŽ 

−∞ < x < +∞

∫Xýu� Ê«uðÅv� t−O²�—œ Ë

  R = (−∞,+∞)

œ«b?Ž« ÈÅt?Žu?L−� ÊUL¼ vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ¨vMF¹

 ÈÅÁ“UÐ tÐ oKF²�(−∞,+∞)ÆXÝ« 

 t� r¹uýÅv� —Ë¬œU¹+∞ Ë −∞ bM²�O� œbŽUML{ ̈ÎÈUłÅÅtÐ 

+∞ œUL� “« ∞ ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« eO�

 qJý≥≥‡‡±

0

 qJý≥¥‡‡±

X

0



ÅÅÅÅ≤≤

 ”ö� —œ —U�≥‡‡±

±»«uł fáÝ ¨bOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF�U� “« p¹d¼ ©

ÆbO¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×� ÈË— Ë bO�¹uMÐ Á“UÐ  —u�ÅtÐ «— Ê¬

  2x ≤ 5 ®n�«

  3x ≤ 8 ®»

  2− 4x ≤ 6 ®Û

  x
2 ≥0 ® 

≤ÈË— Ë b?O?�?¹u?M?Ð Á“U?Ð  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� ©

ÆbO¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×�

    x ∈R:x < 3{ }

  x ∈R:≥ −1{ }

    x ∈R:x >0{ }

 ≥ ÈÅt�œUF�U� ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� ©  x
2 >1XÝœÅtÐ «— 

 qJý œ«bŽ« —u×� ÈË— «— Ê¬ Ë b¹—Ë¬≥∑‡‡±U¹¬ ÆbO¼œ g¹UL� 

øXÝ« Á“UÐ p¹ t�œUF�U� s¹« ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−�

 ÈÅt?�œU?F�U� ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� Ê«uðÅv� U¹¬  x
2 >1«— 

øt�u~Ç øXýu� U¼ÅÁ“UÐ pL� tÐ

0

0

0

0

0

0

0

0

 qJý≥∑‡‡±

 qJý  ≥∂‡‡±

 qJý≥µ‡‡±



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≤≥

 s¹dLð≥‡‡±

±øXÝ« dÐ«dÐ d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹ Â«b� UÐ Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ ©

  (−1,+∞) ®n�«

  −2[ ,2) ®»

  −1[ , 3 ) ®Û

  (−∞,2] ® 

≤ÆbO�¹uMÐ tŽuL−�  —u� tÐ «— Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹ d¼ ©

≥ qJý® bO¼œ g¹UL� œ«bŽ« —u×� ÈË— «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ©≥∏‡‡±Æ©

 
  (1,4]  n�«® 

  (−∞,1] ®»

  [2,+∞) ®Û

  (−5,2) ® 

¥q?J?ý® øX?Ý« d?Ð«d?Ð Ê¬ q?ÐU?I?� ÈÅÁ“U?Ð Â«b?� U?Ð Ábý Áœ«œ ÊUA� —u×� d¼ ÈË— t� vÞUI� ÈÅtŽuL−� ©

≥π‡‡±©

     
  
(−∞,−1] ‘ [−1,+∞) ‘ [−2,+∞)

               
  
(−1,2) ‘ −1,2[ ] ‘ [−1,2)

  ÅÅ     
  
(−1,∞) ‘ (−∞,−1) ‘ (−∞,−1]

0

0

0

0

 qJý≥∏‡‡±

 qJý ≥π‡‡±

      (−2,+∞) ®n�«

       −2[ , 2) ®»

          −4, 3[ ] ®Û

         (−∞,5] ® 

0

0

0

    

A = x ∈R:x ≤ 2{ }    ,   B = x ∈R:−1≤ x < 3{ }
C = x ∈R:x > −1{ }  ,   D = x ∈R:−2 ≤ x < 2{ }



ÅÅÅÅ≤¥

µÈË— Ë b?O?�¹uMÐ Á“UÐ Ë tŽuL−�  —u�ÅtÐ «— U¼ÅÊ¬ »«uł Ë bOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF�U� “« p¹d¼ ©

 qJý® bO¼œ g¹UL� eO� œ«bŽ« —u×�¥∞‡‡±Æ©

∂ ©x qJý® øbýUÐ d²AOÐ ©»® qJý XŠU�� “« ©n�«® qJý XŠU�� Uð býUÐ È«ÅÁ“UÐ tÇ —œ ¥±‡‡±Æ©

∑ “« ÁœU?H²Ý« UÐ rO¼«ušÅv� ©≤∑∞∞∞ ©r?−Š bŠ«Ë Âdł® v�U~Ç UÐ ÂuOMO�u�¬ ÂdÖ ≤[∑Âu?OMO�u�¬ ‚—Ë ¨

 q?�«b?Š Â“ô ÈU?¼Å‚—Ë X?�U?
?{ t?� v?ð—u?�—œ Ær¹“U�Ð≤ d?¦?�«b?Š Ë d?²?�Åv?KO� ±∞ÈÅÁ“U?Ð ¨b?ýU?Ð d?²?�ÅvKO� 

ÆbOM� sOOFð XšUÝ Ê«uðÅv� t� v¹U¼Å‚—Ë XŠU��

∏ÆbO�¹uMÐ Á“UÐ  —u� tÐ «— U¼ÅÊ¬ »«uł Ë bOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF�U� “« p¹d¼ ©

    3x −1<11 ®n�«

  2− 3x ≤14 ®»

  x
2 ≤16  ®Û

0

0

0

0

0

0

 qJý ¥∞‡‡±

 qJý¥±‡‡±

  2x >0 ®n�«

  3x +1< 7 ®»

  x
2 ≤0 ®Û

  2x −1<0 ® 

  x
2 +1< 5 ®À

  (x −1)(x +2) <0 ®Ã



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≤µ

≤‡‡≤‡‡±U¼ÅÁ“UÐ ÈË—  UOKLŽ ‡‡

 XO�UF�∏‡‡ÅÅÅ±

ÈU¼ÅÁ“UÐ  0,2( ]  Ë  1,4[ ]¨e�d� Ë vÐ¬ ÈU¼Å@�— UÐ ̈ VOðdðÅ tÐ 

 qJý® b�«ÅÁbý Áœ«œ g¹U/ Ë—ÅtÐË— œ«bŽ« —u×� ÈË—¥≤‡‡±Æ©

±ÆbO�¹uMÐ Á“UÐ œU/ UÐ «— Á“UÐ Ëœ s¹« „«d²ý« ©

    0,2( ]I 1,4[ ] =

≤ÆbO�¹uMÐ Á“UÐ œU/ UÐ «— Á“UÐ Ëœ s¹« ŸUL²ł« ©

    0,2( ]U 1,4[ ] =

≥ÆbO�¹uMÐ «— d¹“ ÈËU�ð XÝ«— XLÝ ÈÅÁ“UÐ ©

  1,4[ ] − 0,2( ] =

¥ÆbO�¹uMÐ VÝUM� ÈU¼œU/ v�Uš ÈU¼Uł —œ ©

 XO�UF�π‡‡Å±

± —u×� «— Ê¬ Ë bOM� rÝ— vI�« œ«bŽ« —u×� p¹ ©′t ot

ÆbO�UMÐ

≤ —u×� ÈË— ©′t ot Uð dH� ÈU¼ÅXŽUÝ ≤¥h
A� «— 

ÆbOM�

�d÷ �MOb ÐOA²d¹s �Bd· Ðd‚ œ— ýNd ýLU «“ ÝUŽX ±∏

ðU ≤≥¨ Ë ÐO?A²d?¹s �Bd?· ¬» œ— ýNd ýL?U «“ ÝUŽX? ±± ðU ≤±

ÐUýbÆ

≥ —u×� ÈË— «— ‚dÐ ·dB� ÈÅÁ“UÐ ©′t ote?�d� @�— UÐ 

ÆbOM� h
A�

¥ —u?×?� ÈË— «— »¬ ·d?B� ÈÅÁ“UÐ ©′t otv?Ð¬ @?�— UÐ 

ÆbOM� h
A�

 qJý¥≤‡‡±

  

1,4[ ]    0,2( ] = 0,4( ]
0,2( ]    1,4[ ] = 0,1( )
0,2( ]    1,4[ ] = 1,2[ ]
0,2( ]    1,4[ ] = 0,4( ]

ÅÅÅÅÅ 



ÅÅÅÅ≤∂

µ ·dB� v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ ©»¬ Ë ‚dÐøXÝ« s¹d²AOÐ ̈

e?O?� Á“U?Ð œU?/ U?Ð «— Ê¬ Ë b?O?M?� h?
?A?� q?J?ý ÈË— «— Á“UÐ s¹«

ÆbO�¹uMÐ

∂ ·dB� Ê«eO� v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ ©»¬ U¹ ‚dÐs¹d²AOÐ ̈

Á“UÐ œU/ UÐ «— Ê¬ Ë bOM� h
A� qJý ÈË— «— Á“UÐ s¹« øXÝ«

ÆbO¼œ g¹U/ eO�

 ”ö� —œ —U�¥‡‡±

 X?ŽUÝ —œ bLŠ«∏”u?Ðu?ð« —«uÝ sÐUJMð dNý —œ `³� 

 XŽUÝ —œ U{— Æbý±∞”u?Ðuð« ÊUL¼ —«uÝ ”u�UÇ —œ `³� 

Æbý X?ŽUÝ bLŠ« ±µ∫±≥X?ŽUÝ —œ U{— Æbý ÁœUOÄ Ãd� —œ 

≥∞∫±¥ qJý® bOÝ— Ê«dNð tÐ ¥≥‡‡±Æ©

±¨X??Ý« Áœu?Ð ”u?Ðu?ð« —œ b?L?Š« t?� «— v?�U?�“ ÈÅÁ“U?Ð ©

 «— Á“UÐ s¹« ÆbO�¹uMÐAÆbO�UMÐ 

≤¨X??Ý« Áœu??Ð ”u??Ðu??ð« —œ U??{— t?� «— v?�U?�“ ÈÅÁ“U?Ð ©

 «— Á“UÐ s¹« ÆbO�¹uMÐBÆbO�UMÐ 

≥”u?Ðu?ð« —œ Ëœ d?¼ U{— Ë bLŠ« v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ ©

øb�«ÅÁœuÐ

¥ÁœuÐ ”uÐuð« —œ U{— ÊËbÐ bLŠ« v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ ©

øXÝ«

µÁœuÐ ”uÐuð« —œ bLŠ« ÊËbÐ U{— v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ ©

øXÝ«

∂® ÈU?¼ÅX?L?�?� a?ÝUÄ ©≥® ¨©¥® Ë ©µ“« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— ©

ÆbO�¹uMÐ ©U¼ÅtŽuL−�® U¼ÅÁ“UÐ ‰ULŽ«

 qJý¥≥‡‡±



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∑

 s¹d9¥‡‡±

±ÈU¼ÅÅt�œUF�U� »«uł tŽuL−� ©

  (1)          2x < 3

  (2)          3 − 4x ≤ 4

 ÈU?¼ÅÁ“U?Ð UÐ ¨VOðdðÅtÐ ¨«—C Ë Dœ«b?Ž« —u?×?� “« b?O?�«uðÅv�® ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“  ô«RÝ tÐ fáÝ ¨bO¼œ g¹U/ 

©Æb¹dO~Ð pL�

 ÈU¼ÅÁ“UÐ ©n�«C Ë DÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— D=C=

øXÝ« —«d�dÐ t�œUF�U� Ëœ d¼ È«ÅÁ“UÐ tÇ —œ ©»

® ÈÅt�œUF�U� jI� È«ÅÁ“UÐ tÇ —œ ©Û≤øXÝ« —«d�dÐ ©

® ÈÅt�œUF�U� jI� È«ÅÁ“UÐ tÇ —œ © ±øXÝ« —«d�dÐ ©

øXÝ« —«d�dÐ t�œUF�U� Ëœ “« vJ¹ q�«bŠ È«ÅÁ“UÐ tÇ —œ ©À

® ÈÅt�œUF�U� È«ÅÁ“UÐ tÇ —œ ©Ã±øX�O� —«d�dÐ ©

≤p?L?� œ«b?Ž« —u?×?� “« ∫v?¹U?L?M?¼«—® Æb?O?M?� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ “« XHł d¼ „«d²ý« Ë ŸUL²ł« ©

©Æb¹dO~Ð

    n�«®  

»®      

Û®      

0

0

0

0

0

 qJý¥µ‡‡±

 qJý¥¥‡‡±

n�«®

»®

Û®

  

   0,2[ ] ,  0,1[ )
−1,3[ )  ,  0,4( ]
−2,1[ ]  ,  1,3[ )



ÅÅÅÅ≤∏

≥ dÖ« ©  A = −1,2[ ] Ë   B = 0, 3( ]ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ 

B − A ® A − B ®Û   AI B ®»  AU B ®n�«

¥∫rOýUÐ t²ý«œ dÖ« ©

    A = x ∈R  :  x >1{ }

    B = x ∈R  :  x ≤ 4{ }
ÆbO¼œ g¹U/ œ«bŽ« —u×� ÈË— «— U¼ÅtŽuL−� s¹« ©n�«

 ÈU¼ÅtŽuL−� ©»A − B Ë B − AÆbO¼œ g¹U/ œ«bŽ« —u×� ÈË— «— 

 ©Û  AI BøXÝ« Á“UÐ Â«b� 

                                                                                                                               (1,4) ®n�«

  1,4[ ) ®»

  1,4( ] ®ÅÛ

  1,4[ ] ® 

 ©   AU BøXÝ« Á“UÐ Â«b� 

                                                                                                                                1,4( ]®n�«

  �R®»Å

  4,+∞[ ) ®ÅÛ

  −∞,1( ) ® 

0

0

 qJý¥∂‡‡±

�UO{U�— ÈÅt�œ

 ÁU� ÊUÐ¬ r¼œ Uð ÁU� ÊUÐ¬ ‰Ë« “« ‰UÝ d¼ UO{U¹— ÈÅt¼œÆœ—«œ ÂU� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≤π

±ÆbO�¹uMÐ Á“UÐ  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹d¼ ‡‡

                                     A = x ∈R : −2 ≤ x < 4{ }

                                  

    
B = x ∈R :

1
2

< x ≤ 3
5









≤bO�¹uMÐ tŽuL−�  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ ‡‡

ÆbO¼œ g¹U/ eO� œ«bŽ« —u×� ÈË— Ë

                                                       −4,5[ ] ®n�«

                                          

  
(−

3
2 ,

7
2 ) ®»

                                                   

  [ −1,
5
2 ) ®Û

≥ÆbO�¹uMÐ «— —u×� d¼ ÈË— Ábý h
A� ÈÅÁ“UÐ ‡‡

¥ œËb?Š Æb?�«ÅÁb?ý Áœ«œ Ë—Åt?ÐÅË— ÈU¼ÅqJý ‡‡xÊU?MÇ «— 

“« Ë d?²?A?O?Ð ©Û® q?J?ý j?O×� “« ©n�«® qJý jO×� t� bOÐUOÐ

 qJý® býUÐ d²L� ©»® qJý jO×�¥∑‡‡±Æ©

µ ÈU?¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ ‡‡Å  2,+∞( ) ¨  −∞, 3( ) ¨  2,+∞[ )
 Ë  −∞, 3( ]øb�dÐ«dÐ d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹ Â«b� UÐ 

             A = x ∈R : x ≥ 2{ }      ,      B = x ∈R : x < 3{ }

    C = x ∈R : x ≤ 3{ }      ,      D = x ∈R : x > 2{ }

0

0

0

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

A=

B=

n�«®

»®

Û®

A=

B=

C=

D=

qJý¥∑‡‡±

® v�U¹UÄ Êu�“¬≤©



ÅÅÅÅ≥∞

∂U¼ÅÊ¬ »«uł Ë bOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF�U� “« p¹d¼ ‡‡Å

e?O?� œ«b?Ž« —u?×?� ÈË— Ë b?O?�¹uMÐ Á“UÐ Ë tŽuL−�  —u�ÅtÐ «—

ÆbO¼œ ÊUA�

                                                −2x + 5 >0 ®n�«

                                                 

  
x +1

3 >
1
2 ®»

                                            

  
x +2

2 −
x
3 <0 ®Û

                                                      4x2 < 9 ® 

∑ ÈÅt?�œU?F?�U?� »«u?ł ÈÅt?ŽuL−� ‡‡  3x −6 <0 «— AË 

 ÈÅt?�œUF�U� »«uł ÈÅtŽuL−�  −2x +1≤0 UÐ «— BÆbO¼œ ÊUA� 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ fáÝ

 ÈU¼ÅtŽuL−� ©n�«A Ë BÆbO�¹uMÐ Á“UÐ œU/ UÐ «— 

ÆbOM� sOOFð «— Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼ÅÁ“UÐ „«d²ý« ©»

ÆbOM� sOOFð «— Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼ÅÁ“UÐ ŸUL²ł« ©Û

∏sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ “« XHł d¼ „«d²ý« Ë ŸUL²ł« ‡‡Å

ÆbOM�

                                        (2,+∞)  ,  −2,4[ ] ®n�«

                                            −3,5[ ]  ,  1,6[ ) ®»

                                       −∞,1( )  ,  2,+∞( ) ®Û

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�



Å≥±

ÂuÝ qB�

lÐUð

vK� ·b¼

Ê¬ tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅvÖó¹Ë Ë lÐUð ÂuNH� oOLFð

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð «— lÐUð ‡‡

≤Æb¼œ g¹U/ Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−� UÐ «— lÐUð ‡‡

≥Æb¼œ hO	Að —«œu/ ÈË— “« «— lÐUð ‡‡

¥ÆbM� sOOFð «— lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

µÆbM� sOOFð Ê¬ —«œu/ ÈË— “« «— lÐUð œdÐ ‡‡Å

∂ vðU¦K¦� ÈU¼ÅlÐUð —«œu/ ‡‡Åsin x Ë cosxÆbM� rÝ— «— 

بخش اول



≥≤

±øXÝ« lÐUð d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ Â«b� ‡‡

                         f = (1,2) , (2, 3) , (1, 3){ } ®n�«

  g = (1,2) , (3,2) , (5,2){ } ®»

  h = (−1,2) , (−2, 3) , (−3,4) , (5,1){ } ®Û

≤øXÝ« lÐUð p¹ g¹U/ Ë—ÅtÐÅË— ÈU¼ÅqJý “« p¹ Â«b� ‡‡

 qJý®¥∏‡‡±Æ©

≥ lÐUð ‡‡f—œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ   R∫XÝ« Ábý n¹dFð

                                       

f(x) =
x3 ,    x ≥0

−x2,   x <0







ÆbOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©n�«

 ÈU¼—«bI� ©»  f(−2) ¨  f(3) Ë   f(0)ÆbOM� »U
Š «— 

¥  d?Ö« ‡?‡   f(−1)=0 ÅÅÅ¨ÅÅ   f(−2)= −1 ÅÅ¨ÅÅÅ Å  f(−3)= −2Ë  

  f(0)= −1 lÐUð ¨fÆbO
¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“  —u�ÅtÐ «— 

µ lÐUð ‡‡ÅfÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“  —u�ÅtÐ 

                       f = (−1,0) , (2, 3) , (1,−1) , (3,2){ }
 sOOFð XÝ« »uKD�  f(−1) ¨  f(2) Ë   f(3)Æ

∂ lÐUð ‡‡Åf ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = x2 + x +1ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

∫ÈÅt³ÝU×� XÝ« »uKD�

                                     f(2)  , f(−x) ,  f(3x)

  f( x ) ,  f(x −1)

® Êu�“¬ÅgOÄ≥©

OO

OO

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

qJý¥∏‡‡±



Å≥≥

∑ l?ÐUð ‡‡Å  f(x) = 2sin x ÈÅtDI� Ë 

  

m
π
6

a +2
Ábý Áœ«œ 

 —«b?I?� ÆXÝ«al?ÐU?ð —«œu?/ ÈË— t?D?I?� s?¹« t?� bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

y = f(x)ÆbýUÐ 

∏ lÐUð ‡‡Åy = a sin x + b cosx—«b?I� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

a Ë b ÈÅtDI� Ëœ “« lÐUð s¹« —«œu/ t� bOM� sOOFð È—uÞ «— 

  

A
0

1

 Ë

  

B
π
2
2

Æœ—c~Ð 

πøXÝ« lÐUð p¹ ÈÅtDÐU{ d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ Â«b� ‡‡

                                                2x + y = 7 ®n�«

                                            x + y2 −2 =0 ®»

                                          y +2x2 − x =1 ®Û

±∞“« È«Åt?Žu?L?−?�  —u?�Åt?Ð «— d¹“ ‰Ëbł  UŽöÞ« ‡‡

h?	?A� «— lÐUð p¹ tŽuL−� s¹« U¹¬ ÆbO
¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“

øbM�Åv�

±± È«“«Åt??Ð «— d?¹“ ÈU?¼Ål?ÐU?ð “« p?¹d?¼ —«b?I?� ‡?‡xÈU?¼

 qJý® bOM� sOOFð Ábý h	A�¥π‡‡±Æ©

          

  
f(x) = −2x2 + x + 3 ,  x = −1,

1
4 , 2 ®n�«

            

  
g(x) =

3x
x −2 , x = −1,

1
2 , 3 ®»

  
h(x) = sin(2x + π

6
) , x = π

6
,

π
4

, π . ®Û

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

qJý¥π‡‡±

  

x 3 4 5 6 7

y 2 5 −1 2 2



≥¥

v�b�«uš

«d¼UþÎlÐUð ÈÅÁ˛«Ë 
±

e²O� V¹ô —UÐ sO�Ë« «— 
≤

 ‰UÝ —œ ̈±∂π¥

‰U?Ý —œ ÆXÝ« ÁœdÐ —U�ÅtÐ —«œu/ p¹ tÐ t²
Ð«Ë v²OL� Ê«uMŽÅtÐ

±∑±∏v�u�dÐ ÊU¼u¹ 
≥

qJA²� v¹U¼Å —U³Ž  —u�ÅtÐ «— lÐUð p¹ 

«bFÐ ÆX�dÖ dE�—œ dOG²� p¹ Ë XÐUŁ bMÇ “«ÎdK¹Ë« Êd� sOL¼ —œ 
¥

vÝ—dÐ U¼dOG²� Ë U¼ÅXÐUŁ “« t²�U¹ qOJAð È«Åt�œUF� Ê«uMŽÅtÐ «— lÐUð

 X?O?L?¼«dÄ —UO
Ð œU/ “« vFOÝË —uÞÅtÐ dK¹Ë« Æœd�f(x)ÁœUH²Ý« 

Æœd�Åv�

jÝuð œdOÖÅv� —«d� ÁœUH²Ý« œ—u� “Ëd�« tÐ Uð t� lÐUð n¹dFð

tKJ¹d¹œ
µ

® ±∏µπÅÅ‡‡±∏∞µ∫b¹uÖÅv� Ë« ÆXÝ« Ábý ÈbMÐÅ‰u�d� ©

 dOG²� Ëœ dÖ«x Ë y —«bI� d¼ È«dÐ t� bMýUÐ ◊uÐd� r¼ÅtÐ ÊUMÇ x

—«bI� p¹ jI�y  ÁU~�¬ b¹¬ XÝœÅtÐ y “« vFÐUð xÆœuýÅv� ÁbO�U� 

 Ë«x Ë q?I?²?
?� dOG²� «— y d?¹œU?I?� ¨b?O?�U� t²
Ð«Ë dOG²� «— yt?Ð 

 tÐ t� Èd¹œUI�x d¹œUI� Ë« ÆXÝ« t²
Ð«Ë œuýÅv� Áœ«œ X³
� x«— 

lÐUð ÈÅtM�«œ d¹œUI� Ë y «— U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� œdÐ lÐUðÆbO�U� 

“« È«Åt?Žu?L?−?� U?Ð l?ÐU?ð ¨t?Žu?L?−?� Âu?N?H?� ÊU?O?Ð “« fÄ

Vðd� ÈU¼ÅÃË“
∂

Æbý ÊUOÐ eO� [≤]

±) Function ≤) Leibnitz ≥) Johann Bernoulli

¥) Euler µ) Dirichlet ∂) Ordered pairs

©±∑∞∑Å ‡±∑∏≥®dK¹Ë«

©±∂∂∑Å ‡±∑¥∏®v�u�dÐ ÊU¼u¹

©±∏∞µÅ ‡±∏µπ® tKJ¹d¹œ ËU²ÝuÖ

©±∂¥∂Å ‡±∑±∂® e²O� V¹ô b¹dHðUÖ



Å≥µ

≥‡‡±lÐUð ‡‡

—œ ÆX?Ý« l?ÐU?ð ÂuNH� ¨ UO{U¹— —œ rN� rO¼UH� “« vJ¹

s?L?{ g?	?Ð s?¹« —œ Ær¹—«œ —U� Ë dÝ lÐUð UÐ Ád�“Ë— —u�« d¦�«

U?Ð Ë ‰Ëb?ł U?Ð ¨t?D?ÐU?{ UÐ lÐUð Êœu/ h	A� ¨lÐUð bMÇ v�dF�

ÆœdOÖÅv� —«d� vÝ—dÐ œ—u� ¨—«œu/

±‡‡≥‡‡±∫tDÐU{ UÐ lÐUð ‡‡·ö?²š«® ˛U²�Ë dOOGð È«dÐ 

ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« d�—uH
�«dð “« ©qO
�U²Ä

 sOÐ ◊U³ð—«  V1 Ë   V2 ÈÅtDÐ«— UÐ ®Å±—œ t� œuýÅv� ÊUOÐ ©

Ê¬a ® ÈÅt?D?Ð«— ÆX?Ý« X?ÐU?Ł ÈœbŽ ±˛U?²?�Ë t?� b?¼œÅv?� ÊUA� ©

 vłËdšlÐUð® ÈÅtDÐ«— ÆXÝ« ÈœË—Ë ̨ U²�Ë ± «— ©ÈÅtDÐU{s¹« 

® ÈÅtDÐ«— —œ ÆbM¹uÖÅv� lÐUð± XÐUŁ ©av~²
Ð d�—uH
�«dð Ÿu� tÐ 

 ÈœË—Ë ̨ U²�Ë —«bI� 7ý«œ UÐ Æœ—«œ  (V1)vłËdš ̨ U²�Ë —«bI� Ë 

  (V2) Ê«uðÅv� aÆœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

ö??¦?�Î d?Ö« ¨  a =0/05 Ë   V1 ÈËU??
?� ≤≥∞b??ýU?Ð X?�Ë 

∫r¹—«œ

X�Ë  V2 = aV1 ⇒ V2 =0/05 ×230=11/ 5

 dÖ« Ë  V2 ÈËU
� ±∞∫ÁU~�¬ býUÐ X�Ë 

X�Ë

  
10=0/05 × V1 ⇒ V1 =

10
0/05 = 200

 ”ö�—œ —U�µ‡‡ÅÅÅÅ±

± ‰Ëbł ©±‡‡±ÆXÝ« Ábý Áœ«œ d�—uH
�«dð p¹ È«dÐ 

 X?ÐU?Ł œb?Ž ¨‰Ëb?ł “« ÁœUH²Ý« UÐ ©n�«aÈÅt?DÐ«— “« ¨«— 

®±Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ¨©

ÆbOM� q�U� «— ‰Ëbł ©n�«® XL
� “« ÁœUH²Ý« UÐ ©»

≤Ý p¹ ©
Ó

d? ‰u?Þ tÐ ÈdM� ∞[±∞ ÈÅt?D?I� tÐ d²� At?²?
Ð 

 qJý® XÝ« Ábýµ±‡‡ÅÅ±ÈUN²�« tÐ  ËUH²� ÈU¼Åt�“Ë 7	¹Ë¬ UÐ Æ©

 ‰Ëbł oÐUD� dM� ‰uÞ ̈ dM�≤‡‡±«— t�“Ë Ê“Ë ÆXÝ« Áœd� dOOGð ̈

 UÐW UÐ «— dM� ‰uÞ Ë LÆrO¼œÅv� ÊUA� 

vłËdš ˛U²�Ë 

  
V1 ⇒              ⇒ V2ÅÈœË—Ë ˛U²�Ë

  (1)        V2 = aV1

d�—uH
�«dð

00000

0 00 0

0

0
 qJýµ±‡‡ÅÅ±

 ‰Ëbł±ÅÅ‡‡±

 qJýµ∞‡‡ÅÅÅ±

 —œ µs� »d{ 

 UÐ ≤s� lLł 

 Ê«uð tÐ ≤ÊUÝdÐ 

 xÈœË—Ë 

f (x)     vłËdš



≥∂

00

0

 q?J?ý t?Ð tłuð UÐ ©n�«µ±‡‡ÅÅ± ‰Ëb?ł U¹ ≤‡‡±t?E?Šö� ¨

 t� bOM�Åv�L lÐUð WË—ÅtÐÅË—  —u�ÅtÐ lÐUð s¹« ÈÅtDÐU{ U¹¬ ÆXÝ« 

ÆbOM� oOI% øXÝ«

 ‰Ëbł ¨tDÐU{ s¹« tÐ tłuð UÐ ©»≤‡‡±ÆbOM� q�U� «— 

≥ ŸU?H?ð—« “« È«Åt�uKÖ ©±≤µ◊u?I?Ý® œuýÅv� U¼— Èd²� 

 qJý® ©œ«“¬µ≤‡‡Å±`?DÝ “« tDI� p¹ ÈÅtK�U� dÖ« bO�«œÅv� Æ©

 U?Ð «— sO�“h U?Ð «— t?D?I?� Ê¬ tÐ ÊbOÝ— ÈÅtE( Ë t¨r?O?¼œ ÊUA� 

 sOÐ d¹“ ÈÅtDÐ«—h Ë tÆXÝ« —«d�dÐ 

  
h = −

1
2 gt2

 U?B?²?	?� √b?³?� «— X?�d?Š “U?ž¬ ÈÅt?D?I?� t?DÐ«— s¹« —œ

 r¹«Åt²�dÖ  (t =0, h =0) Ë 

  
g ≅10

m

s2 ÆXÝ«

 ‰Ëbł≥‡‡±ÊU?A?�  ËU?H²� ÈU¼ÅtE( —œ «— r
ł ÊUJ� 

 qJý Æb¼œÅv�µ≤‡‡Å± ‰Ëbł ÈULM¼«— eO� ≥‡‡±ÆXÝ« 

ÆbOM� q�U� «— qJý Ë ‰Ëbł ©n�«

 bMÇ “« fÄ t�uKÖ ©»tO�UŁøbM�Åv� œ—ušdÐ sO�“ ̀ DÝ tÐ 

Áb?ý U?¼— ÈÅt?D?I� “« t�uKÖ ÈÅtK�U� È«ÅtE( tÇ —œ ©Û

∏∞øXÝ« d²� 

00
1

2

 ‰Ëbł≥‡‡±

 qJýµ≤‡‡ÅÅ±

000000

0 0 0 0 0 0

 ‰Ëbł≤‡‡±

  L =0/10+0/05W



Å≥∑

 s¹dLðµ‡‡ ±

± qJý ©µ≥‡‡ ± ‰uÞ tÐ ¨qOD²
� qJý tÐ ÂuOMO�u�¬ ‚—Ë p¹ µ∞

 ÷dŽ Ë d²�Åv²�UÝxË XŠU
� t� XÝ« `{«Ë Æb¼œÅv� ÊUA� «— d²�Åv²�UÝ 

 dOG²� “« vFÐUð ‚—Ë s¹« jO×�xÆXÝ« 

 dÖ« ©n�«S(x) ‰u�d� býUÐ ‚—Ë s¹« XŠU
� S(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

 dÖ« ©»p(x) ‰u�d� býUÐ ‚—Ë s¹« jO×� p(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

 t?� s¹« tÐ tłuð UÐ ©ÛxœËb?Š ¨XÝ« qOD²
� p¹ ÷dŽ ÈÅÁ“«b�« 

  «dOOGðxÆbOM� sOOFð «— 

≤ ¨X?�U?
� vÞ d²�uKO� d¼ È«dÐ ¨qO³�uð« vŽu� ÈÅt¹«d� Œd� ©±µ∞

 XÐUŁ ÈœË—Ë ÈÅt�U{« tÐ ¨‰U¹—∞∞∞[¥∞vFÐUð qO³�uð« ÈÅt¹«d� ÆXÝ« ‰U¹— 

 “«x«— lÐUð s¹« ÈÅtDÐU{ ÆXÝ« ¨d²�uKO� V
ŠdÐ ¨Ábý vÞ X�U
� vMF¹ ¨

ÅqJý® bO
¹uMÐµ¥‡‡ ±Æ©

≥ŸUHð—« Ë ÁbŽU� ŸUFý tÐ t�«u²Ý« r−Š Ë v³�Uł `DÝ t� bO�«œÅv� ©

 È«Åt�«u²Ý« ŸUHð—« bOM� ÷d� Æœ—«œ v~²
Ð Ê¬≥ Ê¬ ÈÅÁbŽU� ŸUFý Ë d²� x

 qJý® býUÐ d²�µµ‡‡ ±Æ©

 d?Ö« ©n�«S(x) ÈÅt?D?ÐU?{ b?ýU?Ð t?�«u?²?Ý« s?¹« v³�Uł `DÝ S(x)«— 

ÆbO
¹uMÐ

 dÖ« ©»V(x) ‰u�d� býUÐ t�«u²Ý« s¹« r−Š V(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

¥ V?O?ðd?ð t?Ð È“u� p¹ ÈU¼dD� ©  x +1 Ë   x −1 b?M?²
¼ d²� ®q?Jý

Åµ∂‡‡ÅÅÅ±Æ©

 dÖ« ©n�«f(x) ÈÅtDÐU{ býUÐ È“u� s¹« XŠU
� f(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

  «dOOGð œËbŠ ¨Ë—ÅtÐË— qJý tÐ tłuð UÐ ©»xÆbOM� sOOFð «— 

 lÐUð—«œuL� ©Ûy = f(x)ÆbOM� rÝ— «— 

0

3

 qJýµ¥‡‡ ±

 qJýµµ‡‡ ±

 qJýµ∂‡‡ ±

 qJýµ≥‡‡ ±

1

-1



≥∏

0

0 0

0

 ‰Ëbł¥‡‡±

 ‰Ëbłµ‡‡ ±

≤‡‡≥‡‡±∫‰Ëbł UÐ lÐUð ‡‡¨—ULOÐ ÊbÐ ÈU�œ t� bO�«œÅv� 

Æœ—«œ v?~?²?
?Ð ÊU?�“ t?Ð ¨Ë« v?L?
?ł Ë v?ŠË— l?{Ë tÐ tłuð UÐ

 ‰Ëb?ł¥‡‡±ÊU?A?� s?O?F?� ÈU?¼ÅX?ŽU?Ý —œ «— È—ULOÐ ÊbÐ ÈU�œ 

Æb¼œÅv�

 Êb??Ð ÈU??�œ ÊU?O?Ð È«d?Ð È«Åt?D?Ð«— U?¹¬(θ)—œ —U?L?O?Ð s?¹« 

 n?K?²?	?� ÈU¼ÅtE((t) ¨d?~?¹œ  —U?³?Ž t?Ð ø«dÇ øœ—«œ œułË θ

 “« vFÐUðtøœ—«œ tDÐU{ lÐUð s¹« U¹¬ ¨XÝ« 

h	A� ‰Ëbł UÐ t� XÝ« lÐUð p¹ “« È«Åt�u/ ̈ ‰U¦� s¹«

Æ©bOM� t
¹UI� t�“Ë Ë dM� ‰U¦� UÐ «— lÐUð s¹«® œ—«b� tDÐU{ Ë Ábý

 ‰Ëbłµ‡‡ ±nK²	� ÈU¼ÅXŽUÝ —œ «— ÈdNý È«u¼ ÈU�œ 

Æb¼œÅv� ÊUA� “Ë— p¹

XŽUÝ —œ dNý s¹« È«u¼ ÈU�œ bO¹u~Ð bO�«uðÅv� U¹¬ ©n�«

≤∞ U¹ ≤≥øXÝ« ÁœuÐ —bIÇ 

‰u�d� p¹ UÐ «— ÊU�“ Ë U�œ sOÐ ÈÅtDÐ«— bO�«uðÅv� U¹¬ ©»

ø«dÇ øbOM� ÊUOÐ

œb?Ž Ëœ b?�«u?ðÅv?� t?E?( p?¹ —œ d?N?ý s?¹« ÈU�œ U¹¬ ©Ã

øbýUÐ  ËUH²�

 ”ö� —œ —U�∂‡‡±

v�«dÖ rKF�

®Åv{U¹— rKF� ÈULM¼«— »U²� —œ qOBHð tÐ tâ�UMÇ≥©

ÈdH� bMÇ ÈU¼ÅÁËdÖ tÐ «— Ê«“u�¬Åg�«œ XÝ« Áb�¬ v�U�œuÄ

Ë U?¼Å”ö?� —œ —U?� ¨œu?š  —U?E?� U?Ð f?áÝ bOM� rO
Ið

ÆbO¼œ ÂU−�« U¼ÅÁËdÖ jÝuð «— U¼ÅXO�UF�

U?Ð t?� l?ÐUð Ëœ q�«bŠ œuš ÈUCŽ« ÈdJHL¼ UÐ ÁËdÖ d¼ 

 ËUH²� ÈU¼ÅÁËdÖ XÝ« sJL�® ÆbM� «bOÄ XÝ« ÊUOÐ qÐU� ‰Ëbł

v¼ËdÖ —U� s¹« “« È«Åt−O²� tÇ ©Æb�—Ë¬ XÝœÅtÐ ÊU
J¹ ÈU¼ÅlÐUð

øbý b¹UŽ



Å≥π

≥‡‡≥‡‡±∫—«œu?/ UÐ lÐUð ‡‡U?L²Š Î¨ «—«œ« t� b¹«ÅÁb¹œ 

ÈU¼ÅXO�UF� Z¹U²� Êœ«œ ÊUA� È«dÐ nK²	� ÈU¼œUN� Ë U¼Åt�U	ð—«“Ë

—«œu/ UÐ t� U¼ÅlÐUð “« È«Åt�u/ ÆbMM�Åv� ÁœUH²Ý« —«œu/ “« œuš

∫“« b�«Å —U³Ž ¨b�uýÅv� Áœ«œ ÊUA�

“UÖ ̈ XH� ̈ vMO�“ÅVOÝ ̈ !dÐ® ÂbMÖ bO�uð tÐ ◊uÐd� —«œu/

ö?¦� ÆsOF� vðb� —œ ©ÅÅìÅËÎË X?Ý« ÊU?�“ “« vFÐUð VK� ÊUÐd{ ¨

«— r�UÝU� Ë r�UÝ VK� b�«uðÅv� vÖœUÝ tÐ —«œu/ ÈË— “« pýeÄ

 q?Jý® bM� h	A�µ∑‡‡ÅÅÅ±U³�Už —U� s¹« Æ©ÎÈÅt?DÐU{ tÐ ÁU~� UÐ 

°X
O� vKLŽ ¨lÐUð

œ— ýJq µ∏ÅÅÅ‡‡± /uœ«— ðUÐl y = f(x) —« �öŠEt �vÅ�MObÆ

 qJý —«œu/ œ—u� —œ U¹¬µ∏‡‡ ±øXÝ« —«d�dÐ vÖó¹Ë s¹« 

 t� bO¼œ `O{uð  f(x1)Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ t�u~Ç 

 Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ ÈÅÁu×�  x2 t� È—uÞÅtÐ ̈ «—   y2 = f(x2)¨

ÆbO¼œ Õdý

 —«b?I� s¹d²AOÐ Ë s¹d²L�yøb?²�«Åv� ‚UHð« vÞUI� tÇ —œ 

Æb¹—ËUOÐ ‰U¦� øXÝ« —uÞÅsOL¼ tAOL¼ U¹¬

O

s¹« b¹UÐ eO� Ê¬ —«œuL� t� ¨lÐUð vK�« vÖó¹Ë

 d¼ È«“« tÐ t� XÝ« Ê¬ ¨býUÐ t²ý«œ «— vÖó¹Ëx“« 

 p?¹ j?I?� lÐUð ÈÅtM�«œyd?¼ ¨v?M?F?¹ Æœuý q�UŠ 

 —u??×??� È“«u??� j??šy —«œu??L??� U??¼y = f(x)«— 

 tDI� p¹ —œ d¦�«bŠÆbM� lD�

0 0

00000

000000

00000

000000

00000

0
0

0 0

0

00

0

0 0

 qJýµ∑‡‡ ±

 qJýµ∏‡‡ ±



¥∞

 ”ö� —œ —U�∑‡‡±

dF� Â«b� ¨qÐUI� ÈU¼—«œu/ “«
Ò

`O{uð øXÝ« lÐUð p¹ ·

 qJý® bO¼œµπ‡‡ ±Æ©

ÆbOM� rÝ— bMýUÐ lÐUð ·dF� t�—«œu/ bMÇ eO� ULý

¥‡‡≥‡‡±∫lÐUð n¹dFð ‡‡ dÖ« xË y◊uÐd� r¼ tÐ ÊUMÇ 

 —«bI� d¼ È«dÐ t� bMýUÐx È«dÐ —«bI� p¹ jI� y¨b¹¬ XÝœÅtÐ 

y lÐUð «— x UÐ dþUM²� —«bI� UNMð n¹dFð s¹« o³Þ ÆrO�U�Åv� xUÐ «— 

f(x)∫bM
¹u�Åv� sOMÇ «— v~²
Ð«Ë s¹« Ë bM¼œÅv� ÊUA� 

 ∫bO�«u	Ð®y·« ÈËU
� 


 ©XÝ« fJ¹« y = f(x)

ò t?� XÝ« Ê¬ —uEM� Ëy “« v?FÐUð xôuLF� ÆåXÝ« Î xd?OG²� «— 

 Ë qI²
�ylÐUð «—  x t� Xý«œ tłuð b¹UÐ ÆbM�U�Åv� f(x)ôuLF� Î

 —«bI� t� XÝ« Èd³ł  —U³Ž p¹y  È«“« tÐ «— xÆbM�Åv� sOOFð 

f(x) «— ‰u�d� U¹ ÈÅtDÐU{ œU/ “« ÆbM�U� lÐUð f(x)œuýÅv� ÂuKF� 

 ¨dOG²� t�x ¨lÐUð Ë fÆXÝ« 

O

O

O

 qJý∂∞‡‡ ± —«œu/ ‡‡  y = x2
ÆbM�Åv� h�A� lÐUð p¹ —«œu/ s¹« Æ

 q?Jý∂±‡‡ ± —«œu?/ ‡‡  y
2 = xÆb?M?�Åv?/ h?�?A� lÐUð p¹ —«œu/ s¹«Æ 

ø«dÇ

 qJýµπ‡‡ ±

OO

©n�«®©»®©Û®



Å¥±

 ÈÅt?²?J�±∫V?
?Šd?Ð X?Ý« s?J?2 n?K?²?	?� q?zU
� —œ 

 d?OG²�  —Ëd{x l?ÐUð U¹ yö?¦?� Æœu?ý ÊUOÐ Èd~¹œ ÈU¼œU/ UÐ Î¨

  
h(t) = − 1

2
gt2 Ê¬ —œ t� t Ë XÝ« dOG²� hÆlÐUð 

 ÈÅt²J�≤∫œu?łË ÈœU?¹“ ÈU¼ÅlÐUð bO�«œÅv� t� —uÞÅÊUL¼ 

q¦� ÆbM²
O� tDÐU{ È«—«œ t� b�—«œÈU¼ÅtE( —œ «u¼ ÈU�œ lÐUð 

Æ“Ë— nK²	�

 ÈÅt²J�≥∫b�—«œ œułË v¹U¼ÅÁU~²Ýœ t� bO�«œÅv� sOMâL¼ 

È«dÐ ÆbMM�Åv� X³Ł «— lÐUð  «dOOGð —«œu/ ¨dOG²� p¹ dOOGð UÐ t�

ö¦�® rOM� sOOFð È«ÅtDÐU{ rO�«u²� XÝ« sJ2 eO� v¹U¼ÅlÐUð sOMÇÎ

 qJý® ©—U~� t�e�“ ÁU~²Ýœ∂≥‡‡ÅÅÅÅ±Æ©

g¹U/ d¹“  —u� tÐ ◊uÐd� lÐUð œdÐ Ë tM�«œ ¨dM� ‰U¦� —œ

ÆœuýÅv� Áœ«œ

  Df = {0,0/ 2,0/ 4,0/ 6,0/ 8,0/ 9,1}

  Rf = {0/10,0/11,0/12,0/13 ,0/14,0/15}

 X?IOIŠ —œf t?� X?Ý« v¼U~²Ýœ x Ê«uMŽÅtÐ «— ÈœË—Ë

 Ë bM�Åv� X�U¹—œf(x) Ê«uMŽÅtÐ «—  vłËdšqJý® b¼œÅv� q¹u%

∂¥‡‡ ±Æ©

 l?ÐUð VOðdð s¹« tÐf“« È«Åt?ŽuL−�  —u� tÐ Ê«uðÅv� «— 

¨Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ¨vMF¹ (x,f(x))Æœ«œ ÊUA� 

ÈU¼ÅÃË“ ÈÅtŽuL−� UÐ Ê«uðÅv� «— ◊uÐd� lÐUð ̈ dM� ‰U¦� —œ

Æœ«œ g¹U/ eO� d¹“ Vðd�

    

  

f = (0,0/10),(0/ 2,0/11),(0/ 4,0/12),(0/ 6,{ 0/13)

(0/ 8  ,0/14),(0/ 9  ,0/145),(0/1,0/15}.

∫Xýu� Ê«uðÅv� bý t²HÖ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ 

f = (x, f(x)):x ∈Df{ },

Rf = f(x):x ∈Df{ }.

 qJý∂≤‡‡ ±

 l??ÐU?ð —œf d??¹œU??I??� ÈÅt??Žu??L?−?� x«— 

lÐUð ÈÅtM�«œ (Df ) fd¹œUI� ÈÅtŽuL−� Ë 

y «— lÐUð œdÐ (Rf ) fÆbM�U�Åv� 

 qJý∂≥‡‡ ±

 qJý∂¥‡‡ ±



¥≤

‰u�d� vMF¹ nK²	� qJý —UNÇ tÐ Ê«uðÅv� «— U¼ÅlÐUð

¨—«œu?L?� Ë Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ÈÅtŽuL−� ¨‰Ëbł ¨©tDÐU{®

ÁœUH²Ý« XÝ« dðÅVÝUM� t� vKJý “« œ—u� d¼ —œ Æœ«œ ÊUA�

ÆXÝ« d³²F� lÐUð g¹UL� qJý —UNÇ d¼ t� bO�«bÐ Ë bOM�

t?Ð t?� r?¹—«œ —U?�ËdÝ v¹U¼ÅlÐUð UÐ »U²� s¹« —œ

 d¼ È«“«x U?¼ÅÊ¬ ÈÅt?M�«œ “« f(x)v?I?OIŠ ÈœbŽ 

 ̈ d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆXÝ«  Rf ⊆�R —u� s¹« —œ Æ

 lÐUðf p¹ «— vIOIŠ lÐUðÆbM¹uÖÅv� 

 ”ö� —œ —U�∏‡‡ ±

±©  ̈ bOM� ÷d�  f(x) = 6x −2Ë 

  
Df = −1{ ,− 1

2
,0,1 ,2}Æ

 ©n�«f ‰Ëbł® bOM� h	A� ‰Ëbł UÐ «— ∂‡‡ ±Æ©

 ©»RfÆbO
¹uMÐ «— 

 ©ÃfÆbO
¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−�  —u�ÅtÐ «— 

∫v¹ULM¼«— f(x) È«“« tÐ «— x tÐ oKF²� ÈU¼Df»U?
Š 

ÆbOM�

≤ ÈU¼ÅlÐUð œdÐ Ë tM�«œ ©f Ë g«— lÐUð —«bI� Ë bO
¹uMÐ «— 

qJý ÈË— “«Å¨ÅÁbý h	A� t� È«ÅtDI� —œ∂µÅ‡‡Å±ÆbOM� sOF�ÅÅ¨

Df =

Rf =

  f(3) =

Dg =

Rg =

  g(2) =

≥ lÐUð ©f qJý —«œu/ UÐ ∂∂‡‡ ±ÆXÝ« Ábý h	A� 

 ©n�«Df Ë RfÆbO
¹uMÐ «— 

 —«œu/ tÐ tłuð UÐ ©»  f(1) Ë   f(5)ÆbO
¹uMÐ «— 

 dÖ« ©Û  f(x) = 9 —«bI� xøX
OÇ 

 dÖ« ©   f(x) = 4 —«bI� xøX
OÇ 

 ÈÅÁ“UÐ—œ lÐUð —«bI� s¹d²L� ©À  1,10[ ]øX
OÇ 

 ÈÅÁ“UÐ—œ lÐUð —«bI� s¹d²AOÐ ©Ã  1,10[ ]øX
OÇ 

O

O

O

0

0

 ‰Ëbł∂‡‡ ±

 qJý∂µ‡‡ ±

 qJý∂∂‡‡ ±

  f == (−−{ 1, −−8),

  Rf == −−{ 8,

y == f (x)



Å¥≥

ÅÅs¹dLð∂‡‡Å±

± È«Åt?�«u²Ý« ŸUHð—« ©≤∞X?Ý« d?²�Åv²�UÝ   (h = 20cm)

Å qJý®∂∑‡?‡ ± ŸU?H?ð—« t?Ð t�«u²Ý« p¹ r−Š t� bO�«œÅv� Æ©hË 

 ÈÅÁbŽU� ŸUFýR ÈÅtDÐ«— “«   V = πR2hdÖ« ÆœuýÅv� »U
Š 

R s?OÐ ∏ Uð ±≤t?Ç s?O?Ð t?�«u?²?Ý« s¹« r−Š bM� dOOGð d²�Åv²�UÝ 

øbM�Åv� dOOGð Èd¹œUI�

≤ bOM� ÷d� ©  h(x) = x2
 Ë t(x) = xËœ d¼ ÈÅtM�«œ Ë 

 ÈÅÁ“UÐ lÐUð  0,1[ ]ÆbýUÐ 

 U?B?²?	?� ÁU?~?²?Ýœ p¹ —œ «— lÐUð Ëœ s¹« —«œuL� ©n�«

 qJý® ªbOM� rÝ—∂∏‡‡ ±ª©

 lÐUð œdÐ ©»hªbOM� sOOFð «— 

Rh =

 lÐUð œdÐ ©ÛtøX
OÇ 

Rt =

 lÐUð Ëœ U¹¬ © h Ë tø«dÇ øb�dÐ«dÐ 

0

O

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0 0 0 0 00 0 0

 qJý∂∑‡‡ ±

 qJý∂∏‡‡ ±

∫lÐUð Ëœ ÈËU�ðb�dÐ«dÐ r¼ UÐ v²�Ë lÐUð Ëœ 

uCŽ d¼ È«“« tÐ Ë bMýUÐ t²ý«œ ÊU
J¹ ÈÅtM�«œ t�

ÆbMýUÐ dÐ«dÐ lÐUð Ëœ —«bI� tM�«œ “«



¥¥

≥b?O?¼œ `?O?{uð øXÝ« lÐUð p¹ tÐ ◊uÐd� —«œu/ Â«b� ©

 qJý®∂π‡‡ ±Æ©

©n�«

©»

©Û

¥ sOÐ ¨d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ÅêO¼ t� bO¼œ ÊUA� ©x Ë y¨

ÆbMM�Åv/ h	A� lÐUð p¹

  x + y2 = 4 ®n�«Å

  y = x +1 ®»Å

  y
2 = x ®ÛÅ

µ lÐUð ©  y = x2 −1ÆXÝ« ÷ËdH� 

 qJý® bOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©n�«∑∞‡‡ ±Æ©

 ÈÅtDI� U¹¬ ©»

  
A

3

8
øXÝ« lÐUð s¹« —«œu/ ÈË— 

 ÈÅtDI� dÖ« ©Û

  
B

1

b
 býUÐ lÐUð s¹« —«œu/ ÈË— bøX
OÇ 

 œbŽ © a ÈÅt?D?I?� t?� b?O?M� sOOFð ÊUMÇ «— 

  
C

a

−1
ÈË— 

ÆbýUÐ ‚u� lÐUð —«œu/

 ÈÅtDI� U¹¬ ©À

  
D

3

1
øœ—«œ —«d� lÐUð s¹« —«œu/ ÈË— 

∂ b?OM� ÷d� ©  f(x) = x2 −2xÅ ‰Ëbł Æ∑‡‡Å±q�U� «— 

 —«œu/ bFÐ Ë bOM�y = f(x)ÆbOM� rÝ— œuš d²�œ —œ «— 

∑ lÐUð ©f ‰Ëb?ł ÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u� tÐ ∏‡‡ ±

ÆbOM� rÝ— «— lÐUð —«œu/ fáÝ Ë q�U� «—

  

f(x) =
2x −1,     x <1

x2,         x ≥1







 qJý∂π‡‡ ±

OO

O

0

 ‰Ëbł∑‡‡±

 qJý∑∞‡‡ ±

0

©»® ©n�«®©Û®

 ‰Ëbł∏‡‡ÅÅÅ±

O



Å¥µ

∏«— U¼ÅÊ¬ —«bI� ¨b�«ÅÁbý Áœ«œ tDÐU{ UÐ lÐUð bMÇ d¹“ —œ ©

ÆbOM� »U
Š Ábý h	A� ◊UI� —œ

,
  

π
2
           x =0  

,
 

  
f(x) = x2 − x + 1

2
 ®n�«Å

  g(x) = 3x2 − x ,          x = −1,1 ®»Å

  
h(x) = x

x2 +1
,            x = −2 ,0/ 5 ®ÛÅ

π lÐUð ©f ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = x2 − xÆXÝ« Ábý n¹dFð 

® ÆbOM� »U
Š «— d¹“ d¹œUI�h©ÆXÝ« vIOIŠ ÈœbŽ 

  f(3)  ,  f(3 + h)  ,  f(3 + h) − f(3)

µ‡‡ ≥‡‡±Áó¹Ë lÐUð bMÇ ‡‡

‡‡∫X?ÐU?Ł lÐUðÅÅÅÅb?M?Ç Á—«u?L?¼ r?�UÝ ÊU
�« p¹ ÊbÐ ÈU�œ 

 d?Ö« øX?Ý« ©œ«d?ÖÅv?²?�U?Ý®”uO
KÝ ÈÅtł—œf(t)s?¹« Êb?Ð ÈU�œ 

 ÊU�“ —œ h	ýt∫r¹—«œ býUÐ 

  f(t) = 37,

 d¼ È«“« tÐ t� lÐUð s¹«t XÐUŁ —«bI� È«—«œ ≥∑ XÝ« lÐUð

XÐUŁqJý —œ «— lÐUð s¹« —«œu/ ÆœuýÅv� ÁbO�U� ∑±‡‡±tEŠö� 

ÆbOM�Åv�

r?Ý— «— U?¼ÅÊ¬ —«œu/ Ë bO�eÐ ‰U¦� XÐUŁ lÐUð bMÇ eO� ULý

ÆbOM�

∫v½UL¼ lÐUð ‡‡ ÈÅtK�U� —œ ¡vý p¹ xÈ«ÅtMO¹¬ ÈuKł 

øXÝ« —bIÇ tMO¹¬ Uð ¡vý s¹« d¹uBð ÈÅtK�U� Æœ—«œ —«d� X	ð

 qJý®∑≤‡‡± dÖ« Æ©f(x)ÆbýUÐ tMO¹¬ Uð ¡vý ÈÅtK�U� 

f(x) = x

 p¹ “« È«Åt�u/ s¹«v�UL¼ lÐUðÆXÝ« 

O

0

0

0

  
f(0) = , f(

π
2

) =

  g(−1) = , g(1) =

  h(−2) = , h(0/ 5) =

  f(3) =

  f(3 + h) =

  f(3 + h) − f(3) =

 qJý∑±‡‡±

O

 d¼ È«“« tÐ dÖ«xÈÅÅtM�«œ “« f¨ÅÅf(x) = x¨

fÆbM¹uÖ v�UL¼ lÐUð «— ÅÅqJý∑≤‡‡±

 d???¼ È«“« t??Ð d??Ö«x l???ÐU???ð ÈÅt??M??�«œ “« f¨

f(x) = ct�    c ∈R ¨ fÆbM¹uÖ XÐUŁ lÐUð «— 



¥∂

 q?Jý —œ «— v�UL¼ lÐUð —«œu/∑≥‡‡±ÈÅt?¹Ë«“ ÆbOMOÐÅv� 

 —u×� UÐ v�UL¼ lÐUð —«œu/oxøXÝ« tł—œ bMÇ 

l?Ð— “U?
?LO� v�UL¼ lÐUð —«œu/¨vK� X�UŠ —œ

ÆXÝ«  UB²	� ÁU~²Ýœ ÂuÝ Ë ‰Ë«
O

 qJý∑≥‡‡±

∫vðU¦K¦� ÈU¼ÅlÐUð ‡‡

 qJý —œ∑¥‡‡± ÈÅt?¹Ë«“ Ë Ábý rÝ— vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ α

ÆXÝ« Ábý h	A�

øœ—«œ v¹U¼ÅvÖó¹Ë tÇ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ s¹« ©n�«

 t?Ð ◊u?Ðd?� ÈU¼ÅtDI� ©»π + α Ë   2π + αs?¹« ÈË— «— 

ÆbOM� h	A� Ád¹«œ

 —«b?I?� ©Ûsin α Ë cosα—u??×?� ÈË— ¨V?O?ðd?ð t?Ð «— 

′y oy —u×� Ë ′x oxÆbOM� h	A� 

 v²�Ë © α “« ∞ Uð 

  

π
2

 ® vMF¹    90o
© bM�Åv� dOOGð sin α

øbM�Åv� dOOGð t�u~Ç

 v²�Ë ©Àα “« 

  

π
2

 Uð π ® vMF¹    180o
© bM�Åv� dOOGð sin α

øbM�Åv� dOOGð t�u~Ç

 v?²�Ë ©Ãα “« ∞ Uð     180o
 b?M?�Åv� dOOGð cosαt?�u~Ç 

øbM�Åv� dOOGð

 v?²�Ë ©ıα “« 

  

π
2

 Uð 

  

3π
2

 ®v?M?F¹    270o
©b?M?�Åv?� dOOGð 

sin αøbM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

—«œu/ ̈ bý tEŠö� q³� ÈU¼ÅXL
� —œ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ ©Õ

 l???????ÐU??????ðy = sin x Ë y = cosx ÈÅÁ“U??????Ð —œ   [0,2π]r???????Ý— 

b�«ÅÁbý) ÈU¼ÅqJý∑µ‡‡±Ë ∑∂‡‡ÅÅ(±Æ

 d¼ È«dÐ t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©Œα ̈  sin(α +2π) = sin α¨

 —«œu/y = sin x ÈÅÁ“UÐ —œ «—   [2π,4π]ÆbOM� rÝ— 

O

 qJý∑¥‡‡±

O

 qJý∑µ‡‡± lÐUð —«œu/ ‡‡y = sin x



Å¥∑

 d¼ È«dÐ t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©œα¨  cos(α +2π) = cosα¨

 —«œu/y = cosx ÈÅÁ“UÐ —œ «—   [2π,4π]ÆbOM� rÝ— 

O

 qJý∑∂‡‡ÅÅÅÅÅ± lÐUð —«œu/ ‡‡y = cos x

 s¹d9∑‡‡ÅÅ±

± lÐUð ©y = f(x)∫XÝ« Ábý n¹dFð sOMÇ 

ªbO
¹uMÐ «— lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ ©n�«

 qJý® bOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©»∑∑‡‡ÅÅ±Æ©

≤ l?ÐU?ð —«œu?/ ©y = sin x ÈÅÁ“U?Ð —œ «— −π,π[ ]r?Ý— 

qJý® bOM�∑∏‡‡ÅÅ±Æ©

≥ l??ÐU??ð —«œu?/ ©y = cos x ÈÅÁ“U?Ð —œ «— 

  
− π

2
, 3

π
2







qJý® bOM� rÝ—∑π‡‡ÅÅÅ±Æ©

   x,      0< x ≤ 5

   2x,     5 < x ≤ 7

  3
2

x,    7 < x ≤10










f(x) =

O

O

O

 qJý∑∑‡‡±

 qJý∑∏‡‡ÅÅÅÅ±

 qJý∑π‡‡ÅÅÅÅ±



¥∏

± lÐUð ‡‡f ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = 2x −1 Ë   Df = 0,1,5{ }
ÆXÝ«

ÆbO¼œ g¹UL� Vðd� ÈU¼ÅÃË“ tŽuL−� UÐ «— lÐUð s¹« ©n�«

ÆbO¼œ g¹UL� ‰Ëbł UÐ «— lÐUð s¹« ©»

ÆbOM� sOOFð «— lÐUð s¹« —«œuL� ©Û

≤—œ «— œu??š X??�u??J??Ý q?×?� ÈU?�œ t?Ð ◊u?Ðd?� l?ÐU?ð ‡?‡

 ÈU?¼ÅXŽUÝ∂Å¨Å±∞¨Å±¥Å¨Å±∏ Ë ≤≤b?O?�«u?ðÅv� U¹¬ ÆbOM� h	A� 

øb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ tDÐU{ lÐUð s¹« È«dÐ

≥ q?J?ý ÈU?¼—«œuL� “« p¹ Â«b� ‡‡∏∞‡?‡ÅÅÅ±«— l?ÐUð p¹ 

øbM�Åv� h	A�

O O

OO

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

 qJý ∏∞‡‡ÅÅÅÅÅÅÅ±

® v�U¹UÄ Êu�“¬≥©



¥π

b¹uý UMý¬ v�U� ÊU�«bO{U¹— UÐ

v�“—«uš vÝu� sÐbL×� dHFłuÐ«b�¬ UO�œ tÐ Èd−¼ ÂËœ Êd� —œ ÈË ÆXÝ« ÂöÝ« Ë Ê«d¹« dšUH� Ë UO�œ mÐ«u� “« 

 ‰U?Ý œËbŠ —œ Ë≤≥≤“« v?J?¹ t?� X?Ý« t?K?ÐU?I?� Ë d?³?ł »U?²?� v?�“—«u?š d?Ł« s?¹d?ðÅ·Ëd?F?� ÆXHÖ œË—bÐ «— vÖb�“ Èd−¼ 

Ë d?³?−?�« »U?	?Š v
 dB²�L�« »U²� —œ —UÐ sO²	�� d³ł Á˛«Ë ÆXÝ« ÁœuÐ UO�œ —œ vLKŽ ÈU¼Å»U²� s¹dðÅZ¹«— Ë s¹dð—uNA�

s¹« ÆX
U¹ Á«— d~¹œ ÈU¼ÅÊUÐ“ tÐ »U²� s¹« UÐ ÊUO¹UÄË—« v¹UMý¬ “« fÄ Ë X
— —U� tÐ v�“—«uš vÝu� sÐbL×� nO�Qð tKÐUIL�«

 t?A?¹— “« ©d³−�«® Á˛«Ëł
Ó

³?
Ó

d
Ó

ÊœËe?
« q?L?Ž d?Ð «— Ê¬ v?�“—«u?š ÆX?Ý« Èb?M?ÐÅt?²?	Jý ÈUMF� tÐ t� XÝ« Ábý t²
dÖ vÐdŽ —œ 

tÐ v�“—«uš »U²� —œ eO� tKÐUI� Á˛«Ë ÆbM�Åv� ‚öÞ« vHM� ÈU¼ÅtKLł ·cŠ È«dÐ ¨t�œUF� p¹ ÈuÝ Ëœ dÐ ÈËU	� ÈU¼ÅtKLł

“« ÊU�“ Ê¬ —œ ÆœuÐ Èd³ł  UOKLŽ ÊUOÐ ‘Ë— ¨d³ł v�“—«uš dE� “« ÆXÝ« t�œUF� ·dÞ Ëœ “« ÈËU	� —«bI� ·cŠ ÈUMF�

 bM�U� v¹U¼œUL�x Ë yU¼ÅÁ˛«Ë UÐ «— Ê¬ qŠ ‘Ë— Ë t�Q	� Ë b�œdÐÅv� —U� tÐ ’uB�� v¹U¼ÅÁ˛«Ë Ê¬ ÈUł tÐ Ë býÅvL� ÁœUH²Ý« 

 U¹ ‰uN−� —«bI�® ¡vý “« b�œuÐ  —U³Ž v�“—«uš Èd³ł ÈU¼ÅÁ˛«Ë Æb�œ«œÅv� Õdýx U¹ ‰uN−� —«bI� ÂËœ Ê«uð® ‰U� ¨©  x
2

©

ÆœuÐ dþUM²� ÂuKF� —«bI� UÐ eO� r¼—œ U¹ œbŽ Ë

»ôdDÝ« s²šUÝ v~�u~Ç ÈÅÁ—UÐ—œ t� »ôdDÝô« qLŽ vJ¹ ÆXýu� »ôdDÝ« ÈÅÁ—UÐ—œ eO� »U²� Ëœ ¨v�“—«uš

s?O?OFð Ë vI
« vÐU²
¬ XŽUÝ Á—UÐ—œ t�Ušd�« »U²� ÆœuÐ Ê¬ ÊœdÐ —U� tÐ v~�u~Ç Á—UÐ—œ t� »ôdDÝôUÐ qLF�« Èd~¹œ Ë œuÐ

Êu?Ç ¨r?M?� X?³?Ł «— Á—Ëœ s?¹« a¹—Uð ÂULð ¨b¼œ ·UH� ÂdLŽ dÖ« t� Â—«œ rOLBðò t²HÖ Ë« ÆœuÐ Ë« —UŁ¬ d~¹œ “« U¼“UL�  U�Ë«

ÂU� Æb�«Åt²ý«œ «— dOŁQð s¹dðÅ¯—eÐ sOðô tÐ v�“—«uš —UŁ¬ ÈÅtLłdð “« fÄ ÆåXÝ« d~¹œ ÈU¼—U� “« dðÅrN� vKOš a¹—Uð s²ýu�

Ë Èu?	?�«d?
 ÈU¼ÅÊUÐ“ —œ t� r²¹—u~�« ÕöD
« Ë býÅv� t²ýu� b¹bł »U	Š ÈÅÁ—UÐ—œ t� vÐU²� d¼ UÐ bý ·œ«d� v�“—«uš

j?Ýu?ð v?�“—«uš tKÐUI� Ë d³ł »U²� ÆXÝ« Ábý t²
dÖ åv�“—«u��«ò ÂU� “« XÝ« t³ÝU×� sO�«u� Ë ‘Ë— vMF� tÐ v	OK~�«

ÆXÝ« Ábý Áb�«œdÖdÐ vÝ—U
 tÐ VŠUB� sO	×�öž d²�œ Ê«Ë—œUý



µ∞

Â—UNÇ qB�

vIOIŠ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ

vK� ·b¼                 

         ÆXÝ« vIOIŠ œ«bŽ« “« È«ÅtŽuL−�d¹“ U¼ÅÊ¬ œdÐ t� v¹U¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ sOOFð

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB
 s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d
 œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� sOOFð «— È«ÅtKLłbMÇ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

≤ÆbM� h�A� «— v�UJ¹œ«— ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

≥ÆbM� sOOFð «— Èd	� ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

¥ÆbM� sOOFð «— qzU	� v{U¹— ‰b� tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

بخش�اول



µ±

±ÆbOM� X�öŽ sOOFð «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ‡‡

  2x − 5 ®n�«

  −3x +6 ®»

  (x −2)(3 + x) ®Û

  x2 − 4 ® 

  −x2 −2x + 3 ®À

  x2 + x +1 ®Ã

  

x +1
x − 3

 ®ı

  

x2 +1

x2 − x −2
 ®Õ

≤ÆbOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF�U� ‡‡

                                                  −2x + 3 >0 ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅn�«

                                                 x2 − x −2 >0 ®»

                                                     

  

x +2
x +1

<0 ®Û

                                                     

  

x
x −1

< 2 ® 

                                                      x2 − 4 <0 ®À

≥ “« v¹U¼—«bI� tÇ È«“« tÐ d¹“ ÈU¼Å —U³Ž “« p¹d¼ ‡‡x

øbMýUÐÅv� ©Ábý n¹dFð® sOF�

                                                          

  

1
x −2

 ®n�«

                                                          2− x ®»

                                                   

  

2

x2 − x −2
 ®Û

                                                  x2 − x −6 ® 

¥ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ ÈÅtM�«œ ‡‡

                                                

  
f(x) = 1

x −1
 ®n�«

         g(x) = 4− x2
 ®»

                                   

  
h(x) = x −1

x +2
 ®Û

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® Êu�“¬ÅgOÄ¥©



µ≤

¥‡‡±vIOIŠ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

ö¦� ¨vIOIŠ lÐUð p¹ ÈÅtM�«œ dÖ«Î lÐUð fÁbA� h�A� ¨ 

 ÈÅtM�«œ ¨býUÐfÅ v?IOIŠ ÈU¼œbŽ ÂU9 ÈÅtŽuL−� xtÐ t� XÝ« 

 U¼ÅÊ¬ È«“«f(x)ôuLF� ÆXÝ« vIOIŠ Ábý n¹dFð Î dÖ« flÐUð p¹ 

∫bM	¹u�Åv� býUÐ vIOIŠ

  f: R → R

x → f(x)

 s¹« —œvIOIŠ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ Êœd� «bOÄ œ—u� —œ XL	�

ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ r¼ UÐ «— v³�UD�

 XO�UF�±∞‡‡±

 bOM� ÷d
  f(x) = 2x +1

± —«œu/ ©y = f(x) qJý® bOM� rÝ— «— ∏±‡‡ÅÅ±Æ©

≤ÆbO	¹uMÐ «— lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ ©

≥ dÖ« ©  g(x) = x2 −1 —«œu/ ̈y = g(x)Ë bOM� rÝ— «— 

 lÐUð ÈÅtM�«œg qJý® bO	¹uMÐ «— ∏≤‡‡ÅÅ±Æ©

¥ l?ÐUð dÖ«  ©p v?M?F¹® œuý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ pp¹ 

 ÈÅtł—œ È«ÅtKLłbMÇ lÐUðn∫©býUÐ 

    p(x) = anxn + an−1x
n−1 +  L + a0

 ÈÅtM�«œpÆbO	¹uMÐ «— 

ÈÅt?ŽuL−� ¨È«ÅtKLł bMÇ lÐUð d¼ ÈÅtM�«œ

¨vIOIŠ œ«bŽ« ÂU9  RÆXÝ« ¨

O

 qJý∏±‡‡ÅÅÅÅÅÅÅÅ±

O

O

 qJý∏≤‡‡ÅÅÅÅÅÅÅÅ±



µ≥

 ”ö� —œ —U�π‡‡±

bOM� ÷d
 ©n�«

  g  :  �R →�R

  
x → 1

2x −1

± lÐUð ©g “« È—«bI� tÇ È«“« tÐ xøXÝ« ÁbA� n¹dFð 

≤ lÐUð ÈÅtM�«œ ©gÆbO	¹uMÐ «— 

≥ d?Ö« ©

  
h(x) = 1

x2 + 5x + 6
 —U??³??Ž b??O??M?� s?O?F?� ¨

  x2 + 5x +6 “« Èd?¹œU?I� tÇ È«“« tÐ xf?á?Ý ¨œuýÅv� dH
 

 ÈÅtM�«œhÆbO	¹uMÐ «— 

¥ d?Ö« ©p(x) ÈÅt??ł—œ “« È«Åt?K?L?łb?M?Ç p?¹ nË b?ýU?Ð 

    A = x ∈R p(x) =0{ } l????ÐU????ð ÈÅt????M???�«œ 

  
f(x) = 1

p(x)
«— 

ÆbO	¹uMÐ

 bOM� ÷d
 ©»  f(x) = x(3x +2)Æ

±  —U³Ž ©  x(3x +2)ÆbOM� X�öŽ sOOFð «— 

≤lÐUð ÈÅtM�«œ ©fÆbO	¹uMÐ «— 

 bOM� ÷d
 ©Û  f(x) = x2 − x
3

Æ

± U¹¬ ©f(x) vIOIŠ œbŽ d¼ È«“« tÐ xøXÝ« Ábý n¹dFð 

≤ lÐUð ÈÅtM�«œ ©fÆbO	¹uMÐ «— 

ÆbO	¹uMÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ ÈÅtM�«œ © 

± ©f(x) = sinx

≤ ©g(x) = cosx

≥ ©t(x) = sin x − cosx

”ö� —œ —U�  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�



µ¥

”ö� —œ —U�  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

bOM� ÷d
 ©À

  f:R → R

  
x → 1

x2 + 5x +6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

±  —U³Ž ©  x2 + 5x +6 “« Èd¹œUI� tÇ È«“« tÐ xdH
 

øœuýÅv�

≤  —U³Ž ©  x2 + 5x +6 “« Èd¹œUI� tÇ È«“« tÐ xX³¦� 

øXÝ«

≥ lÐUð ÈÅtM�«œ ©fÆbOM� sOOFð «— 

 bOM� ÷d
 ©Ã  h:R → R Ë 

  
h(x) = x −1

x2 −1

± lÐUð ÈÅtM�«œ ©hÆbOM� sOOFð «— 

≤ ÈÅt?M�«œ sOOFð È«dÐ È“u�¬Åg�«œ ©hÁœd?� qLŽ sOMÇ 

°XÝ«

  
h(x) = x −1

x2 −1
= x −1

(x −1)(x +1)

  
= 1

x +1

 dÖ« t� s¹« tÐ tłuð UÐ  x +1=0 ÁU~�¬   x = −1ÈÅtM�«œ fÄ 

 lÐUðh UÐ XÝ« dÐ«dÐ     R − −1{ }XÝ—œ “u�¬Åg�«œ s¹« ‰ôb²Ý« U¹¬ ̈

ø«dÇ øXÝ«

bOM� ÷d
 ©ı

  f:R → R

x → tan x

± t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©tan x = sin x
cosx

«— lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ ̈

ÆbOM� sOOFð

≤ l?ÐU?ð ÈÅt?M�«œ tÐUA� výË— UÐ ©y = cot x = cosx
sin x

«— 

ÆbOM� sOOFð



µµ

±‡‡¥‡‡±Ábý qŠ ÈU¼Å‰U¦� ‡‡

± lÐUð ÈÅtM�«œ  ‡‡

  
f(x) = 2

x2 − 4
ÆbOM� sOOFð «— 

 qŠ±∫ —«bI� xsOOFð bM�Åv� dH
 «— d	� Ãd�� t� v¹U¼

ÆrOM�Åv�

   x = −2U¹    x
2 − 4 =0⇒ x2 = 4 ⇒ x = 2

¨s¹«dÐUMÐ

Æ    Df =�R − −2,2{ }

≤ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

  
g(x) = x −1

x +2
ÆbOM� sOOFð «— 

 qŠ≤∫UML{ ̈ býUÐ vHM� b¹U³� ‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž ÎÃd�� 

ÆbýUÐ dH
 b¹U³� eO� ‰UJ¹œ«— d¹“ d	�

  x +2 =0 ⇒ x = −2

  x −1=0 ⇒ x =1

    Dg = (−∞,−2)U 1,+∞[ )

≥ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

  
h(x) = x + 3

x2 −9
ÆbOM� sOOFð «— 

 qŠ≥∫ “« v¹U¼—«bI� xbMM�Åv� dH
 «— d	� Ãd�� t� «— 

                   Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ

U¹  x
2 −9 =0⇒ x = 3         x = −3

¨s¹«dÐUMÐ

Æ    Dh =�R − −3, 3{ }

¥ÈÅtM�«œ Ë XÝ« Ábý rÝ— lÐUð bMÇ —«œu/ Ë—ÅtÐË— —œ  ‡‡

ÆXÝ« Ábý t²ýu� eO� UN�¬

O

O

O 0

0

O0

0

0

 qJý∏≥‡‡ÅÅÅ±  —«œuL� ‡‡  Df = −1,1[ ]      f (x) = 1− x2

 qJý∏¥‡‡ÅÅÅ±  —«œuL� ‡‡f (x) == x¨  Df == 0,∞∞[ )

 qJý∏µ‡‡ÅÅÅÅ± —«œuL� ‡‡

  
f (x) == 1

x
¨

    
Df = R − 0{ }

 qJý∏∂‡‡ÅÅÅÅ±—«œuL� ‡‡  f (x) == x3
 ¨  

Df =�R

 ‰Ëbłπ‡‡±



µ∂

 s¹dLð∏‡‡ ±

±ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ©

≤ lÐUð ©fÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  f(x) = 2x

 ‰Ëbł  ©n�«±∞‡‡±ÆbOM� q�U� «— 

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ©»±∞‡‡± lÐUð —«œuL� fÆbOM� rÝ— œuš d²
œ —œ «— 

 “« v³¹dIð b¹œd� rÝ— t� È—«œuL� tÐ tłuð UÐ ©Û  2 2
Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 ¨—«œuL� tÐ tłuð UÐ © x t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «—   2
x = 5Æ

ÆbOM� h�A� «— lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ ©À

≥ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ©

ÅÅÅÅÅ         ¥ bOM� ÷d
 ©f(x) = x − sin x Ë g(x) = cosx + x«— d‡¹“ d¹œU‡I‡� fáÝ ¨bOM� sOOFð «— U‡¼ÅlÐU‡ð s¹« ÈÅtM�«œ Æ

ÆbOM� »U	Š   Å                             ÅÅÅÅÅ  

    f(0) + g(0) = ®n�«

ÅÅ

  
f(

π
2

) + g(
π
2

) = ®»

  
f(

π
4

) − g(
π
4

) = ®Û

    ÅÅÅ                                Å  f(1) + g(1) = ® 

  g(2) − f(2) = ®À

∫tłuð ôUÐ s¹dLð —œ xUML{ ÆbOM� tłuð VKD� s¹« tÐ »U	Š sOýU� “« ÁœUH²Ý« ÂU~M¼ ̈ œuý t²
dÖ dE�—œ ÊU¹œ«— b¹UÐ Î¨

œbŽπU³¹dIð «— Î ≥[±¥ÆbOM� —uEM� 

0

 ‰Ëbł±∞‡‡±

  k  :  �R →�R ®ÅÅ                  h: R → R ®                  Û  g  :  �R →�R Å®                »  f : R → R ®n�«

     

  
x → 1

x −1
                

  
x → x +2

x2 +2x +1
               ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  x → 2x − x2

             ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  
x → 2x +1

x2 − 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

     k:R →�R ®ÅÅ                 h: R → R ®                      Û  g:R →�R Å®                »  f : R → R ®n�«

     

  
x     

x

x2 +1
                  

  
x     

x
x −1

               ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ       

  
x      

x −1

x2 +1
             ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  
x      

1

x2 +1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ



µ∑

±ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ ÈÅtM�«œ ‡‡

                                   f(x) = 2x2 − 5x +1 ®n�«

  
f(x) = x2 +1

2x −1
 ®»

  
f(x) = 1

x2 − x −2
 ®Û

  f(x) = (x − 3)(x +1) ® 

  
f(x) = x2

x −1
 ®À

ÅÅÅÅf(x) = tan x ®Ã

ÅÅÅ  f(x) = sin2x ®ı

≤ lÐUð ‡‡f ‰Ëbł UÐ ±±‡‡±∫XÝ« Ábý h�A� 

ÆbO	¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“  —u
ÅtÐ «— lÐUð s¹« ©n�«

ÆbOM� h�A� «— lÐUð s¹« œdÐ Ë tM�«œ ©»

0

0

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v�U¹UÄ Êu�“¬¥©

 ‰Ëbł±±‡‡±



µ∏

r−MÄ qB�

U¼ÅlÐUð ÈË—  UOKLŽ

               vK� ·b¼  

           ÈÅtDÐU{ sOOFðf ± g ¨f.g Ë 
f
g

 ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtDÐU{ s²ý«œ UÐ f Ë gU¼ÅÊ¬ œdÐ—U� Ë 

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð «— lÐUð Ëœ ÈË— vK�« qLŽ —UNÇ ‡‡

≤ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtDÐU{ s²ý«œ UÐ ‡‡f Ë g ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtDÐU{ ¨ f ± g ¨f.g Ë 
f
g

Æb	¹uMÐ «— 

≥ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡f ± g ¨f.g Ë 
f
g

ÆbM� sOOFð «— 

¥ÆbM� ÁœUH²Ý« ÈœdÐ—U� œ—«u� —œ U¼ÅlÐUð dÐ ‰ULŽ« “« ‡‡

بخش�اول



µπ

± dÖ« ‡‡  f(x) = 2x ÈÅtM�«œ Ë f tŽuL−�   2, 3,4,5,6{ }
∫bOM� »U	Š «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž q�UŠ ¨býUÐ

    f(2) × f(3)®n
«

  f(2) + f(3) ®»

 ÈËU	ð U¹¬ ©Û  f(2) × f(3) = f(6)øXÝ« XÝ—œ 

≤ dÖ« ‡‡  f(x) = x2 + x −2 Ë   g(x) = 2−2xq�UŠ ̈  

∫bOM� »U	Š «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž

  f(2) + g(2) ®n
«

  f(2) − g(2) ®»

  f(2) × g(2) ®Û

  

f(2)
g(2)

 ® 

≥ ‡‡ l???ÐU???ð Ëœf Ë g ÈU????¼Åt???D???ÐU???{ U???Ð   f(x) = 5 − 3xË 

  g(x) = 2x +6ÈU?¼Å —U?³?Ž t?³?ÝU×� XÝ« »uKD� Æb�«ÅÁbý Áœ«œ 

∫d¹“

  f(4) + g(4) ®n
«

f(x) + g(x) ®»

  f(2) − g(2) ®Û

f(x) − g(x) ® 

  
f(

1
2

) × g(
1
2

) ®À

f(x) × g(x) ®Ã

  

f(3)
g(3)

 ®ı

¥ d‡‡‡Ö«  ‡‡  f(x) = 2x2 − x + 3Å ËÅÅ   g(x) = x2 + x −1

ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ Ë ÅtDÐU{

f + g ®n
«

f − g ®»

f × gÛ® 

f
g

 ® 

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® Êu�“¬ÅgOÄµ©



∂∞

µ‡‡ÅÅ±U¼ÅlÐUð ÈË—  UOKLŽ ‡‡

 dÖ«f Ë g d?¼ È«“«Åt?Ð bMýUÐ vIOIŠ lÐUð Ëœ xÈÅtM�«œ “« 

 UN�¬ „d²A�f(x) Ë g(x)Ê«uðÅv� ̈ s¹«dÐUMÐ ÆbM²	¼ vIOIŠ œbŽ Ëœ 

Æœ«œ ÂU−�« «— vK�« qLŽ —UNÇ UN�¬ ÈË—

±q?Jý® XÝ« »¬ dOý Ëœ È«—«œ d�²Ý« p¹ ©∏∑‡?‡±Æ©

 tO�UŁ d¼ —œ ‰Ë« dOý≤ tO�UŁ d¼ —œ ÂËœ dOý Ë d²O
 ≥œ—«Ë »¬ d²O
 

d¼ —œ bMM� d�²Ý« œ—«Ë »¬ r¼ UÐ dOý Ëœ s¹« dÖ« ÆbM�Åv� d�²Ý«

d²O
 bMÇ tO�UŁ øœuýÅv� d�²Ý« œ—«Ë »¬

 d?Ö«f(t) —œ Áb??ý œ—«Ë »¬ —«b?I?� t‰Ë« d??O??ý “« ¨t?O?�U?Ł 

 Ë ©d²O
 V	ŠdÐ®g(t) —œ Ábý œ—«Ë »¬ —«bI� tÂËœ dOý “« ̈ tO�UŁ 

 “« fÄ ¨býUÐt tO�UŁ f(t) + g(t)ÆœuýÅv� d�²Ý« œ—«Ë »¬ d²O
 

 d²O
 ∫bý t²HÖ tâ�¬ dÐUMÐ  f(t) = 2t d²O
 ̈  g(t) = 3tjÝuð ̈ fÄ 

 —œ ¨dOý Ëœt d²O
 ¨ÅtO�UŁ   f(t) + g(t) = 2t + 3t = 5tœ—«Ë »¬ 

ÆœuýÅv� d�²Ý«

≤ qJý oÐUD� ¨vB�ý ©∏∏‡‡ ±p¹ vH� sÖ«Ë ÈË— ¨

� j?Ýu²� —uÞÅtÐ tO�UŁ d¼ —œ Ë œËœÅv� —UDµ[µÆbM�Åv� vÞ d²� 

 dÖ«� j?Ýu²� —uÞÅtÐ XŽUÝ d¼ —œ —UDπ∞t?O�UŁ d¼ —œ® d²�uKO� 

≤µX�dŠ √b³� “« d²� bMÇ tO�UŁ d¼ —œ h�ý s¹« ̈ bM� vÞ ©d²� 

øœuýÅv� —Ëœ —UD�

q?J?ý oÐUD�∏∏‡?‡± t?� XÝ« `{«Ë ¨  g(x) = 5 / 5xË 

  f(x) = 25xt????Ð t???O???�U???Ł d???¼ —œ h???�???ý s???¹«Å¨s???¹«d???ÐU???M???Ð Æ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÈÅÁ“«b‡�«≥∞[µœu?ýÅv�Å —Ëœ Å—U‡D‡�  ÅX‡�d‡Š Å√b‡‡‡³� Å“« d‡‡²�ÅÅÅÅÅÅÅ

  (f(1) + g(1) = 25 + 5 / 5 = 30/ 5)Æ

 dÖ«h(x) “« fÄ √b³� Uð h�ý s¹« ÈÅtK�U� x¨býUÐ tO�UŁ 

∫r¹—«œ

  h(x) = f(x) + g(x) = 25x + 5 / 5x = 30/ 5x

 qJý∏∑‡‡ ±

 qJý∏∏‡‡±



∂±

 lÐUðh lÐUð Ëœ ŸuL−� «— f Ë g∫bM	¹u�Åv� Ë bM¹uÖÅv� 

h = f + g

 d¼ È«dÐ ¨«d¹“x ¨h(x) = f(x) + g(x)Æ

 lÐUðf + g d¼ È«“«ÅtÐ x „d²A� ÈÅtM�«œ “« f Ë gvMF¹ ̈

  
Df IDgÈÅtDÐU{ UÐ ̈(f + g)(x) = f(x) + g(x)n¹dFð 

ÆœuýÅv�

d?¼ —œ ¨œËb?Ð —UD� X�dŠ XNł ·öš h�ý s¹« dÖ«

 qJý® øœuýÅv� —Ëœ √b³� “« —bIÇ tO�UŁ∏π‡‡ÅÅ±©

d²�           f(1) − g(1) = 25 − 5 / 5 =19 / 5

 dÖ«d(x) “« f?Ä √b?³� Uð h�ý s¹« tK�U� xb?ýUÐ tO�UŁ 

∫r¹—«œ

d(x) = f(x) − g(x)

 lÐUðd UÐ «— f − gÆbM¼œÅv� ÊUA� 

 lÐUðf − g d¼ È«“«ÅtÐ x „d²A� ÈÅtM�«œ “« f Ë gvMF¹ ̈

  
Df IDg ÈÅtDÐU{ UÐ ̈(f − g)(x) = f(x) − g(x)n¹dFð 

ÆœuýÅv�

 lÐUð Ëœ »d{Åq�UŠ Ê«uðÅv� VOðdð sOL¼ tÐf Ë geO� «—  

Æœd� n¹dFð

 lÐUðf × g d¼ È«“«ÅtÐ x „d²A� ÈÅtM�«œ “« f Ë gvMF¹ ̈

  
Df IDg ÈÅtDÐU{ UÐ ̈(f × g)(x) = f(x) × g(x)n¹dFð 

ÆœuýÅv�

 qJý∏π‡‡ ÅÅÅÅ±

¨ŸuL−� œ—u� —œ Ábý qŠ ÈU¼Å‰U¦�

ÆlÐUð Ëœ »d{ Ë q{UHð

 d????????????Ö«  f(x) = x2 −2x Ë   g(x) = 2x +1

 dÖ« ¨ÁU~�¬h = f + g∫r¹—«œ 

  h(x) = f(x) + g(x) = (x2 −2x) + (2x +1)

  = x2 +1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 dÖ«  f(x) = 2x2 + 5x − 3Ë 

  g(x) = 2x2 − x +2 l?ÐU?ð ÈÅtDÐU{ h = f − g«— 

ÆbO	¹uMÐ

∫qŠ∫r¹—«œ n¹dFð tÐ tłuð UÐ 

h(x) = f(x) − g(x)

ÅÅ  = (2x2 + 5x − 3) − (2x2 − x +2) = 6x − 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 bOM� ÷d�  f(x) = x +1Ë qOD²	� p¹ ÷dŽ ÈÅÁ“«b�« 

  g(x) = 2x + 3XŠU	� dÖ« ÆbýUÐ qOD²	� s¹« ‰uÞ ÈÅÁ“«b�« 

 UÐ «— qOD²	� s¹«s(x) ÈÅtDÐU{ ̈ rO¼œ g¹UL� s(x)ÆbO	¹uMÐ «— 

∫qŠt� XÝ« `{«Ë 

  s(x) = f(x) × g(x) = (x +1)(2x + 3)

¨s¹«dÐUMÐ

  s(x) = 2x2 + 5x + 3

 ¨XIOIŠ —œs = f × gÆ



∂≤

 l?ÐUð

f
g

 ÂU?Lð È«dÐ ¨eO� «— x t?� v¹U¼  g(x) ≠0Ê«u?ðÅv� ¨

Æœd� n¹dFð

¨XIOIŠ —œ

    

D f

g

= Df IDg( ) − x  :g(x) =0{ }

 lÐUð

f
g

 d¼ È«“«ÅtÐ x „d²A� ÈÅtM�«œ “« f Ë g

 t??�  g(x) ≠0 ÈÅt???D??ÐU??{ U??Ð ¨( f
g )(x) = f(x)

g(x)

ÆœuýÅv� n¹dFð

ÆbOM� tłuð Ë—ÅtÐË— ‰U¦� tÐ

 s¹dLðπ‡‡±

± bOM� ÷d� ‡‡  f(x) = x2 −1 Ë   g(x) = x +1Æ

 ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ Ë tDÐU{ ©n
«f + g ¨f − g Ë f × g

ÆbO	¹uMÐ «—

 ÈU?¼—«b?I� ©»  (f + g)(0) ¨  (f − g)(1) ¨  (f × g)(2)Ë 

  
(

f
g

)(4)ÆbOM� »U	Š «— 

≤ b?O?M� ÷d� ‡‡

  
M

t −1

t +1
 Ë 

  
N

t +1

t + 3
 ÈÅt?DI� Ë PjÝË 

 jšÅÁ—UÄMNÆbýUÐ 

 q?J?ý o?ÐU?D� ©n
«π∞‡?‡± ◊U?I?�  U?B²�� ¨R Ë Q«— 

ÆbO	¹uMÐ

 tI�“Ë– XŠU	� dÖ« ©»MQRN UÐ «— s(t)¨r?O¼œ ÊUA� 

 lÐUð ÈÅtDÐU{sÆbO	¹uMÐ «— 

O

 qJýπ∞‡‡±

∫‰U¦�

 dÖ«  f(x) = x2 +1Ë 

  g(x) = 3x −2 lÐUð ÈÅtDÐU{ ̈

f
g

bO	¹uMÐ «— 

 Ë

  
(

f
g

)(
5
3

)ÆbOM� sOOFð «— 

∫qŠ n¹dFð tÐ tłuð UÐ 

f
g

∫r¹—«œ 

  
(

f
g

)(x) =
f(x)
g(x)

=
x2 +1
3x −2

 (x ≠
2
3

)

  

f
g

(
5
3

) =
(
5
3

)2 +1

3(
5
3

) −2
=

25
9

+1

5 −2
=

34
27



∂≥

± ÈÅÁ—«u� “« ̈ d²O
 V	ŠdÐ ̈ tO�UŁ d¼ —œ t� vÐ¬ —«bI� ‡‡A

 —u?²Ýœ “« œuýÅv� d�²Ý« p¹ œ—«Ë  f(t) = 2tt� vÐ¬ —«bI� Ë 

 ÈÅÁ—«u?� “« t?O?�UŁ d¼ —œB—u?²?Ýœ “« œu?ýÅv?� d�²Ý« s¹« œ—«Ë 

  g(t) = 5tÆœuýÅv� t³ÝU×� 

 ÈÅÁ—«u� Ëœ d¼ “« tO�UŁ d¼ —œ t� vÐ¬ —«bI� ©n
«A Ë B

øœd� t³ÝU×� Ê«uðÅv� —u²Ýœ Â«b� “« œuýÅv� d�²Ý« œ—«Ë

 —œ ©»µøœuýÅv� d�²Ý« œ—«Ë »¬ —bIÇ tO�UŁ 

 d�²Ý« r−Š dÖ« ©Û≥µ∞∞∞ ÈÅÁ—«u� Ëœ býUÐ d²O
 AË 

BøbMM�Åv� dÄ «— d�²Ý« s¹«  b� tÇ —œ 

≤ dOG²� ÈU¼ÅtDI�  UB²�� ‡‡M Ë N∫XÝ« sOMÇ 

  
N

t2 −1

t +1
   Ë   

  
M

t −1

t2 +1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞMN V	ŠdÐ «— tÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v
U¹UÄ Êu�“¬µ©



∂¥

rAý qB�

lÐUð Ëœ VO�dð

vK� ·b¼                 

         qzU�� qŠ —œ Ê¬ ÈU¼œdÐ—U� Ë lÐUð bMÇ U¹ Ëœ VO�dð ÂuNH� ‘“u�¬

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

± ÈÅtDÐU{ ‡‡Åfog Ë gof ÈÅtDÐU{ s²ý«œ UÐ «— f Ë gÆb�¹uMÐ 

≤ ÈU¼ÅlÐUð —«bI� ‡‡fog Ë gofÆbM� n¹dFð ‘«ÅtM�«œ ÈU¼ÅtDI� “« vCFÐ —œ «— 

≥ÆbM� qŠ «— U¼ÅlÐUð VO�dð œdÐ—U� tÐ ◊uÐd� qzU�� ‡‡

بخش اول



∂µ

± d?Ö« ‡?‡  f(x) = x2 + 4 Ë   g(x) = 3x −1X?Ý« »u?K?D� 

∫ÈÅt³ÝU×�

 ©n�«  g(1)  Ë    f g(1)( )

 ©»  f(3)  Ë    g f(3)( )

 ©Û  f g(4)( )   Ë   g f(2)( )

≤ d?Ö« ‡‡  f(x) = 3x Ë 

  
g(x) = 1

3
x ÈÅt?D?ÐU{ fog Ë gof

ÆbO�¹uMÐ «—

≥ dÖ« ‡‡  f(x) = x2 +1 Ë g(x) = x∫bOM� sOOFð 

 ©n�«f g(x)( )

 ©»g f(x)( )

¥ dÖ« ‡‡  f x( ) =1− x2
 Ë g x( ) = x∫bOM� sOOFð 

©n�«Df Ë Rf

ÅÅ©»Dg  ËRg

Å©ÛDgof  ËDfog

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® Êu�“¬ÅgOÄ∂©



∂∂

∂‡‡ÅÅ±lÐUð Ëœ VO�dð ‡‡

 bOM� ÷d�f Ë g„«d²ý« t� È—uÞÅtÐ bMýUÐ vIOIŠ lÐUð Ëœ 

 lÐUð œdÐf v?MF¹ ¨Rf lÐUð ÈÅtM�«œ Ë ¨g v?MF¹ ¨DgÆbýU³� vNð ¨

¨vMF¹

  
Rf IDg ≠ ∅

 l?ÐUð VO�dðg UÐ f UÐ «— gofÈÅt?DÐU{ UÐ Ë bM¼œÅv� ÊUA� 

∫bMM�Åv� n¹dFð d¹“

(gof )(x) = g f(x)( )

ÅÅÅqJýπ±‡‡± lÐUð t� b¼œÅv� ÊUA� gof È«“«ÅtÐ jI� xv¹U¼

 t� XÝ« n¹dFð qÐU�f(x) lÐUð ÈÅtM�«œ tÐ gÆbýUÐ t²ý«œ oKFð 

±‡‡∂‡‡ÅÅ±Ábý qŠ ÈU¼Å‰U¦� ‡‡

±  b?????O?????M????�   ÷d????�  ©  f = (1,2),(−1,1),(2,4){ } Ë 

  g = (1,0),(2,5),(3,1){ }Åq?J?ý tÐ tłuð UÐ π≤‡‡±œd?Ð Ë tM�«œ 

gofÆb�«ÅÁbý t²ýu� 

  Dgof = 1,−1{ },    Rgof = 0,5{ }

≤ bOM� ÷d� ©  f(x) = x2 +1 Ë g(x) = xÈÅtDÐU{ ̈

gofÆbO�¹uMÐ «— 

≥ b?O?M?� ÷d� ©  f(x) = x −1 Ë 

  
g(x) =

1
x

ÈÅt?D?ÐU{ ¨

fogÆbO�¹uMÐ «— 

 qJýπ±‡‡±

0

 qJýπ≤‡‡±

 q?Š≤∫ v??I??O??I?Š œb?Ž d?¼ È«d?Ð t?� s?¹« t?Ð t?łu?ð U?Ð x¨

  f(x) = x2 +1>0r¹—«œ 

(gof )(x) = g f(x)( ) = f(x)

  = x2 +1.

 qŠ≥∫

  
(fog)(x) = f g(x)( ) = f(

1
x

) =
1
x

−1

Æ

  
=

1− x
x



∂∑

≤‡‡∂‡‡ÅÅ±v{U¹— Ë È“UÐ ‡‡

± l??ÐU??ð ©fv??M??F??¹ ¨v??ÐU??�??Š ÈU??¼œb??Ž ÈÅt??Žu??L?−?� d?Ð 

    W = NU 0{ }∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ ¨

),   (n ∈W) œbŽ ÊUJ¹  f(n) = (n2

 ÈU¼—«bI�  f
2(n) = (fof )(n) b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— ® È«dÐn

Æ©Á«u��œ

 —«b?I� ULý tÐ pL� È«dÐ  f2
Ë—ÅtÐË— —œ œbŽ bMÇ È«dÐ 

 ÈU¼—«bI� t� œuýÅv� Áb¹œ ÆXÝ« Ábý »U�Š  f
2(x)tÐ oKF²� 

∫XÝ« d¹“ ÈÅtŽuL−�

Æ  A = 0,1,5,6{ }
 Á«u??�??�œ œb??Ž d??¼ U??¹¬n t??Ð o??K??F??²??� Wœu??ý —U??O??²??š« 

(fof )(n) ∈A ®©ø«dÇ

 s¹dLð±∞‡‡±

± d?‡?Ö« ‡‡  f(x) = x2 +2x ÁU?‡ÖÅÊ¬   f(1) ¨  f(2) ¨f(t)¨

  f(2t +1) ¨  f(t2) Ë f( t )ÆbOM� sOOFð «— 

≤ b??O?M?� ÷d?� ‡?‡  f(x) = x +2 Ë   g(x) = x2
—«b?I?� Æ

  (gof )(1) Ë   (fog)(1) U¹¬ ÆbOM� »U�Š «— fog = gofø

≥ ÈÅtDÐU{ ‡‡fog Ë gof»U�Š d¹“  ôUŠ “« p¹d¼—œ «— 

ÆbOM�

 ÅÅÅÅ                     ÅÅÅÅ    f(x) = 2x,      g(x) =1− 3xÅ®n�«

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ               f(x) = x2,      g(x) = x +1Å®»

                  f(x) = x3 ,     g(x) = x2
Å®Û

                            f(x) = x2  ,    g(x) = xÅ® 

¥ bOM� ÷d� ‡‡I ÈÅtDÐU{ UÐ v�UL¼ lÐUð I(x) = xÆbýUÐ 

 dÖ«f býUÐ v¼«u��œ lÐUð Iof Ë foIøbM²�¼ vFÐUð tÇ 

µ b?O?‡M� ÷d‡� ‡‡ÅÅ  f(x) = 2x +1 Ë 

  
g(x) =

1
2

x −
1
2

Æ

 ÈÅtDÐU{fog Ë gofÆbOM� sOOFð «— 

∂ b?‡?O?M?� ÷d?‡?� ‡‡ÅÅ  f(x) = x2 +1 Ë   g(x) = x −1Æ

 ÈÅtDÐU{gof Ë fogÆbOM� sOOFð «— 

Å                                                     

Uð

∑ bOM� ÷d� ‡‡  f
2 = fof Ë   f

n = fofo...of
f     n6 74 84

ÈÅtDÐU{ Æ

f n
 ÆbOM� sOOFð d¹“  ôUŠ “« p¹d¼ —œ «— ®È«dÐ ©n�«® s¹dLð

©ÆXÝ« Ábý qŠ v¹ULM¼«—

                          f(x) = x +1⇒ f2(x) = f f(x)( ) ®n�«

                       = f(x) +1= x +1+1= x +2

                                f
3 (x) = f(f2(x)) = f2(x) +1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

         = (x +2) +1= x + 3 ⇒ f n (x) = x + n.

                                                         f(x) = 2x ®»

                                                        f(x) = x2. ®Û

  345 f → 5 f → 5 ⇒ f2(345) = 5

  297 f → 9 f → 1

  340 f → 0 f → 0

  228 f → 4 f → 6

  16 f → 6 f → 6

  12 f → 4 f → 6

  23 f → 9 f → 1

  71 f → 1 f → 1

  54 f → 6 f → 6

  9
f → 1 f → 1



∂∏

≤ l?ÐUð ©fd?¹“  —u?�Åt?Ð v?ÐU?�Š ÈU¼œbŽ ÈÅtŽuL−� dÐ 

∫XÝ« Ábý n¹dFð

  )
2,     (n ∈W) ÊUJ¹f(n) = (n

 œb?Ž d?¼ È«“«Åt?Ð U?¹¬n “« W ¨  f
3 (n) = (fofof )(n)tÐ 

ø«dÇ øœ—«œ oKFð d¹“ ÈÅtŽuL−�

  B = 0,1,25, 36{ }
 qÐUI� —œ  f

3(n) bMÇ È«dÐnÆXÝ« Ábý »U�Š 

≥ bOM� ÷d� ©  n = 284576tÝ œbŽ s¹« UÐ tDÐ«— —œ ª

∫Xýu� Ê«uðÅv� d~¹œ œbŽ

 œbŽ ÈU¼År�— œ«bFð®n ©  R = 6 =
 ÃË“ ÈU¼År�— œ«bFð®n ©  Z = 4 =
 œd� ÈU¼År�— œ«bFð®n ©  F = 2 =

 lÐUð pM¹«fn¹dFð sOMÇ vFO³Þ ÈU¼œbŽ ÈÅtŽuL−� dÐ «— 

∫rOM�Åv�

f(n) = RZF

v??M??F?¹®f(n)t??Ý s??²??ý«c??Ö r??¼ —U??M??� “« q??�U?Šœb?Ž 

œbŽZ¨RËF©ÆXÝ« 

 ¨s?¹«dÐUMÐ  f(284576) = 642Æ  f2¨ÅÅ  f3
Å»U�Š «— ÆÆÆË

øX�OÇ XÐUŁ œbŽ s¹«ÆbOÝdÐ v²ÐUŁ œbŽ tÐ t� v²�Ë Uð bOM�

ÆbOM� tłuð Ë—ÅtÐË— ÈU¼Å‰U¦� tÐ ôUŠ

 v?F?O?³?Þ œb?Ž d¼ È«dÐ U¹¬nÊ¬ ÈË— «— ôU?Ð b?M?¹«d?� dÖ« ¨

 œbŽ tÐ X¹UN�—œ ¨rO¼œ ÂU−�«≥±≤ ørOÝ—Åv� [±±]

°bOM� ÊU×²�«

  252 f → 4 f → 16 f → 36 ⇒ f 3 (252) = 36

  100 f → 0 f → 0 f → 0

  45 f → 25 f → 25 f → 25

  17 f → 49 f → 81 f → 1

  93 f → 9 f → 81 f → 1

  146 f → 36 f → 36 f → 36

  21 f → 1 f → 1 f → 1

  74 f → 16 f → 36 f → 36

  98 f → 64 f → 16 f → 36

  109 f → 81 f → 1 f → 1

    284576 f → 642 f → 330 f → 312 f → 312

  249 f → 321 f → 312

       201389732564 f → 1266 f → 431 f → 312

  

25 f → 211 f → 312

9 f → 101 f → 312

88 f → 220 f → 330 f → 312

2 f → 110 f → 312



∂π

± d‡Ö« ‡‡

  
f(x) =

x −1
x +1

 ÁU‡ÖÅÊ¬   f(2) ¨

  
f(

1
2

) ¨  f( 3 )¨

  
f(

1
x

) Ë (fof )(x)ÆbOM� sOOFð «— 

≤ d?‡?‡Ö« ‡‡  f(x) = x2 +1 ÅÅÅËÅÅ   g(x) = 2− xb?ýU?‡Ð ÅÅ

∫bOM� »U�Š

  ©n�«  f g(2)( )   Ë   g f(1)( )ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

  ©»f g(x)( )  Ë  g f(x)( )ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 d¼ È«dÐ U¹¬ ©Ûx ¨g f(x)( ) = f g(x)( )ø

≥ bOM� ÷d� ‡‡  f(x) = x2 + 5x Ë 

  
g(x) =

1
x −1

Æ

©n�«Df Ë RgÆbOM� sOOFð «— 

©» DfogÆbOM� »U�Š «— 

©Û(fog)(x)ÆbO�¹uMÐ «— 

¥ dÖ« ‡‡  f(x) = 1− x2
 Ë g(x) = sin x“« p¹ÅÂ«b� 

 ÈU¼—«bI�

  
(fog)(

π
6

) Ë   (gof )(3)ø«dÇ øœd� sOOFð Ê«uðÅv� «— 

Åµ∫bOM� ÷d� ‡‡ÅÅ

  (x ≠0)  Ë  

  
f(x) =

1

x

 dÖ«nbýUÐ vFO³Þ ÈœbŽ f n (x)ÆbOM� sOOFð «—ÅÅ

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v
U¹UÄ Êu�“¬∂©



∑∞

‰Ë« g�Ð vKOLJð ÈU¼Ås¹dLð

± dOE� ÈU¼ÅtDI� ‡‡

  
2

2
 Ë   3œ«bŽ« —u×� p¹ ÈË— «— 

Æ©bO¼œ Õdý «— —U� ÂU−�« ‘Ë—® bOM� h�A� vIOIŠ

≤ ÈU?¼Åt?D?I� ©n�« ‡‡  A(3,4) Ë   B(1,2) Ë   C(5,2)«— 

ÆbOM� h�A� rzU�  UB²�� ÁU~²Ýœ p¹ —œ

 YK¦� Ÿu� ©»ABCÆbOM� sOOFð «— 

 ÈÅt?DI�  UB²�� ©Û′A l?K{ jÝË ¨BCXÝœÅtÐ «— ¨

Æb¹—Ë¬

 ÈÅt�UO� ‰uÞ © A ′AÆbOM� »U�Š «— YK¦� s¹« “« 

≥ ÈU??¼—«b?I?� ‡?‡a Ë bÈÅt??D??I?� Ëœ t?� b?O?ÐU?O?Ð ÊU?M?Ç «— 

  M(b −1,1− a) Ë   ′M (a +2, 3b) —u×� tÐ X³�� xÈÅtM¹d� U¼

ÆbOM� »U�Š «— tDI� Ëœ s¹«  UB²�� fáÝ ÆbMýUÐ d~¹bJ¹

¥ ÈÅtDI� U¹¬ ‡‡  A(2m −1,m) tDI� dÐ b�«uðÅv�   B(2, −3)

ø«dÇ øbýUÐ o³DM�

µU¼ÅÊ¬ »«uł Ë bOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF�U� “« p¹d¼ ‡‡ÅÅ

eO� œ«bŽ« —u×� ÈË— Ë bO�¹uMÐ Á“UÐ œUL� Ë tŽuL−�  —u�ÅtÐ «—

ÆbO¼œ ÊUA�

                                          1< −2x + 3 < 9 ®n�«

                                           

  

x +2
3

>
1− x

2
 ®»

∂ dÖ« ‡‡ÅÅ  A = −3,4[ ] Ë   B = 2,5[ ]d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ¨býUÐ 

ÆbOM� sOOFð «—

                                              AIB ®n�«

                                              AUB ®»

                                            A − B ®Û

∑ d?�—u?H?�?�«d?ð p?¹ ÈœË—Ë ˛U²�Ë ‡‡≤≥∞˛U?²?�Ë Ë X?�Ë 

 Ê¬ v?łËdš±±[µs?O?O?F?ð «— d?�—uH��«dð s¹« XÐUŁ ÆXÝ« X�Ë 

ÆbOM�

∏øbM�Åv� h�A� «— lÐUð p¹ tŽuL−� Â«b� ‡‡ÅÅÅ

                         (2,5),(3,−1),(4,6),(−2,2){ } ®n�«

                 (−1, 3),(2,4),(3,2),(−2,7),(2,6){ } ®»

πøXÝ« lÐUð p¹ ÈÅtDÐU{ ¨Â«b� ‡‡

                               y + x2 − 4 =0 ®n�«

                                     y
2 + x − 4 =0 ®»

                                   y = x + 3 ®Û

                                             y = x −2® 

±∞øb?M?�Åv?� h?�A� «— lÐUð p¹ —«œuL� ¨qJý Â«b� ‡‡

 qJý®π≥‡‡±Æ©

 qJýπ≥‡‡±

O

O

O

©n�«®

©»®

©Û®



∑±

±± lÐUð ‡‡  y = −x2 + 4xÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

ÆbOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œuL� ©n�«

 ÈÅtDI� U¹¬ ©»  A(2,4)øXÝ« —«œuL� s¹« ÈË— 

 —«b?I� ©Ûm ÈÅt?D?I?� t?� b?O?ÐUOÐ ÊUMÇ «—   (2m,1)ÈË— 

ÆbýUÐ lÐUð s¹« —«œuL�

±≤ dÖ« ‡‡  f(x) = ax2 + 3x − a —«bI� ̈ býUÐ aÊUMÇ «— 

 t� bOÐUOÐ  f(2) = 8ÆbýUÐ 

±≥ÆbOM� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ —«œuL� ‡‡

                         

  
y = cos(x + π

4
)    x ∈ 0,2π[ ] ®n�«

                   x ∈ 0,2π[ ] Ë 

  
y = sin(x −

π
3

) ®»

±¥ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ ÈÅtM�«œ ‡‡

                                        y = −2x2 + x ®n�«

                                           

  
y =

3x

x2 −1
 ®»

                                            y = sin2x ®Û

                                       y = 5x + x2
 ® 

±µ dÖ« ‡‡  f(x) = x2 +1 Ë   g(x) = x2 −1∫býUÐ 

 ÈÅtDÐU{ ©n�«(f × g)(x)

 ÈÅtDÐU{ ©»(gof )(x)

 ©Û  f(2) × g(2)

 © 

  
g f(2 2)( )

 ©À

  
f(3) × g(

1

3
)

ÆbOM� sOOFð «—

±∂ dÖ« ‡‡  f(x) = 2xË   g(x) = x2 −1ÈÅtDÐU{Å¨býUÐ 

(gof )(x)ÆbOM� sOOFð «— 
Ë



∑≤

b¹uý UMý¬ v�U� ÊU�«bO{U¹— UÐ

¨v?�U?ł“u?Ð ”U?³?Ž s?Ð« q?O?ŽU?LÝ« sÐ« vO×¹ sÐ«bL×� sÐ« bL×� U�u�«uÐ«s?¹d?ðÅ¯—e?Ð “« Ë Ê«d?¹« v?LKŽ dšUH� “« vJ¹ 

 ‰U?Ý ÊU?C�— ÁU� ‰Ë« ¨t³Mý—UNÇ “Ë— —œ r¹b� sÐ« t²HÖ tÐ XÝ« v�öÝ« ÈÅÁ—Ëœ ÊUL−M� Ë ÊU�«bO{U¹—≥≤∏ÊU?ł“uÐ dNý —œ ‚Æ‡¼ 

ÂUłÅXÐdð dNý ‚dý Èd²�uKO� Áb−¼ œËbŠ —œ Ê¬ ÈU¼Åt�«d¹Ë t� œuÐ ÊUÝ«dš —œ vL¹b� dNý ¨ÊU~ÇuÄ U¹ ÊUÖ“uÄ ¨ÊUÖ“uÐ Æbý b	u²�

 ‰UÝ œËbŠ —œ U
u	«uÐ« ÆXÝ« Áb�U� —UÖœU¹ tÐ≥¥∏ÈdJ
 Ë vLKŽ ÈU¼Åv¹U�«uð t{dŽ Ë g�«œ Ë rKŽ V�� dÞUš tÐ «— g¼UÖœ«“ ‚Æ‡¼ 

ÊUA� XŽdÝ tÐ v{U¹—  U³ÝU×� —œ «— œuš v¹U�«uð vLKŽ q
U×� —œ X�dý UÐ œ«bGÐ —œ Ë« Æœd� X�dŠ œ«bGÐ ·dÞ tÐ Ë „dð ¨œuš

d?Ð ÁËö?Ž U?
u?	«u?Ð« Æœu?Ð X?�u?J?Š v?	U?�  U?³?ÝU?×?� Ë X?³?Ł Ë v�«u¹œ È«dÐ Ë« »U
²�« ¨U¼Åvýu�ÅX
Ý Ë U¼Å‘öð s¹« œ—Ë¬ÅÁ— Æœ«œ

Ë« t?Ð œu?š dBŽ ÊU�«œÅv{U¹— Ë Ê«bM�dM¼ ¨Ê«bMLA�«œ ÆœuÐ ‰uGA� eO� vÝUMýÅÁ—U²Ý Ë v�u−� ÈU¼Åg¼ËóÄ tÐ ¨Ábý œU¹ ÈU¼ÅXO	UF


ÆœuÐ Ê«œÅtÝbM¼ s¹dðÅlKD� Ë s¹dðd¼U� ÈUMF� tÐ ”bMN� Æb�œuÐ Áœ«œ ”bMN� VI	

Ë  U?¦?K?¦� ¨tÝbM¼ »U�Š ÈU¼ÅtMO�“ —œ v�«Ë«d
 ÈU¼ÅnO	Qð Æœ—«œ ÈbM�œuÝ —UO�Ð V	UD� U¼dðË Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ —œ U
u	«uÐ«

—UO²š« —œ rN
 qÐU� Ë ÁœUÝ vKJý tÐ «— ÁbOâOÄ Ë rN� V	UD� t� XÝ« ÁœuÐ s¹« ”bMN� p¹ Ê«uMŽ tÐ v�Uł“uÐ ⁄u³� ÆXÝ« t²ý«œ Âu−�

Æœ«œÅv� —«d� Ê«d~¹œ

È«ÅÁœd?²?�?Ö  d?N?ý “« å»U?�?×?	« r?K?Ž s?� ‰U?LF	« Ë »U²J	« tO	«ÅÃU²×¹U� v
 »U²�ò Ê«uMŽ UÐ ¨vKLŽ »U�Š Á—UÐ—œ U
u	«uÐ«

“« tâ�¬ò »U²� vÐdŽ ÂU� vÝ—U
 tLłdð t� »U²� s¹« ÆXÝ« Áœd� ÊUOÐ  ULK� UÐ UNMð «—  U³ÝU×� Ë œ«bŽ« ÈÅtL¼ Ë« Æb¹œdÖ —«œ—ušdÐ

qLŽ —UNÇ tÐ tÞuÐd�  U³ÝU×� Ë œ—«œ v�«Ë«d
 XOL¼« »U�Š a¹—Uð XNł “« býUÐÅv� åb¹¬ —U� tÐ «— ÊU³ÝU� Ë ÊU³ðU� t� »U�Š rKŽ

ÆœuýÅv� q�Uý «—  UO	U� t³ÝU×� U¼ÅlÐd� Ë U¼ÅYK¦� XŠU�� t³ÝU×� Ë U¼d�� sOMâL¼ Ë œ«bŽ« vK�«

ÁœUÝ `D�� ÈU¼ÅrOÝdð q�Uý t� XÝ« åtÝbMN	« ‰ULŽô« s� l�UB	« tO	« ÃU²×¹U� v
 »U²�ò U
u	«uÐ« d~¹œ vKLŽ vÝ—œ »U²�

Áb¹œ Ê«d~²FM� Ë Ê«—ULF� —U� È«dÐ ÈbM�œuÝ V	UD� Ë b�«ÅÁbý ÷ËdH� È«ÅÁd� —œ t� vLE²M� tLO� Ë rE²M� ÈU¼ÅvNłË bMÇ rOÝdð Ë

«d?¼U?þ t?� U¼ÅÊ¬ s²ý«cÖ r¼ —UM�Ë U¼ÅlÐd� ÈÅt¹e−ð Ë VO�dð ÈÅÁ—UÐ—œ sOMâL¼ ÆœuýÅv�ÎU?³?	Už t� XÝ« ÁœuÐ vKzU�� “« Î—œ ÊU�ULK�� 

U�uBš Ë È—ULF� ÈU¼—U�ÎÆXÝ« Áb�¬ v³	UD� b�«ÅÁœ—ušÅv�dÐ U¼ÅÊ¬ tÐ U¼ÅÊUL²šUÝ sO¹eð —œ 

UIO�œ ̈ åq�UJ	« »U²�ò U¹ åvD�−L	«ò ÂU� tÐ ̈ U
u	«uÐ« ̄ —eÐ v�u−� »U²�ÎÁ—UÐ—œ »U²� ÆbM�Åv� XOF³ð ”uOLKDÐ åvD�−�ò “« 

ÁœUÝ  —u� tÐ «— Ê¬ qzU�� qŠ Ë Ábý XÐUŁ ÈËd�  U¦K¦� —œ tÇ Ë ̀ D��  U¦K¦� —œ tÇ ̈  U¦K¦� rN� ÈU¼—u²Ýœ ÆXÝ«  U¦K¦� rKŽ

U?¼ÅV?O?ł v?K?� ÈÅt?O?C?� ÈU?¼ÅÊU?¼d?Ð s?O?²?�?
?� “« v?J?¹ ÆœdÐ —U�ÅtÐ ÈËd� t¹Ë«e	«ÅrzU� ÈU¼ÅYK¦� qŠ —œ «— U¼Å”UL� tOC� Ë œ—Ë¬—œ

v�Uł“uÐ rN� ÈU¼—U� —œ ÆXÝ« t²
dÖ tLAÇdÝ U
u	«uÐ« “« eO� ¨býÅv� ÁœdÐ—U�ÅtÐ t¹Ë«e	«ÅrzU� dOž ÈU¼ÅYK¦� qŠ —œ t� ¨©U¼Å”uMOÝ®

U�uB
� ¨ U¦K¦� rKŽ tFÝuð —œÎb¹bł ÈU¼Å‰Ëbł s¹Ëbð —œ ÆX�O� Èb¹œdð ¨ÈËd�  U¦K¦� qŠ ÈU¼Å‘Ë— Ë vðU¦K¦� ‰Ë«bł œu³NÐ 

 ”u?M?OÝ ¨‘œuš vÐUO�Ë—œ ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨”uMOÝ≥∞ÈÅt?�U?¼œ d?Ð ¨U
u	«uÐ« —U
²
« tÐ Æœd� t³ÝU×� Èd²AOÐ X�œ UÐ «— tIO�œ 

 U³ÝU×� —œ U
u	«uÐ« t� XÝ« t²ýu� Ë ÁœdÐ ÂU� v�Uł“uÐ “« ̈ œuš —UŁ¬ “« XL�� bMÇ —œ v�ËdOÐ Æb�«ÅÁœUN� «— Ë« ÂU� eO� ÁU� —œ v�UAHAð¬

 ÈËU�� «— Ê¬ Ë t³ÝU×� «— sO�“ —u×� ·«d×�« Ê«eO� ̈ œuš v�u−�≥µ Ë ©tIO�œ® ≤≥dNý —œ Ë« ÈU¼b�— q×� “« Ë t²��«œ ©tł—œ® 

√b³� “« t²ýcÖ ÈU¼“Ë—® —«Ëœ« ÈÅt³ÝU×� tÐ v�Uł“uÐ t� XÝ« t²ýu� d~¹œ ÈUł —œ eO� Ë ÆXÝ« Áœd� œU¹ eO� s³²	«Å»UÐ tOŠU� Ë œ«bGÐ

—U?Ł¬ Ë Èœd?Ð—U?� »U?�?Š ÈÅtMO�“ —œ V	Uł Ë rN� —UO�Ð ÈÅt²J� ÆXÝ« Áœd� Â«b�« ”uOLKDÐ ÈU¼b�— ”UÝ« dÐ ©’Uš a¹—Uð p¹

”bMN� s¹« ÆXÝ« Áœ«œ ÂU−�« vLN� Ë ¯—eÐ —U� ¨»U�Š tÐ vHM� œ«bŽ« Êœd� œ—«Ë UÐ Ë« ÆXÝ« œbŽ ÂuNH� ‰u×ð Ë bý— ¨v�Uł“uÐ

ÆXÝ« Áœd� ÊUOÐ È—u²Ýœ ¨býUÐ ÊU�J¹ Ê¬ ÊU~¼œ ÈU¼År�— t� vL�— Ëœ œbŽ Ëœ »d{ q�UŠ vM¼– t³ÝU×� È«dÐ tGÐU�



ÅÅÅÅÅ∑≥

U¼ÅqB� s¹ËUMŽ ‰Ëbł

g�Ð vK� ·b¼

ÆU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ sOOFð —œ Ê¬ ÈdOÖ—U�ÅtÐ Ë bŠ ÂuNH� „—œ

ÂËœ g�Ð

v~²ÝuOÄ Ë bŠ

qB� ÈÅÁ—ULýqB� Ê«uMŽÊU�“

‰Ë«bŠ≤∞XŽUÝ

ÂËœv~²ÝuOÄ∏XŽUÝ 

ÂuÝbŠ rOLFð∏XŽUÝ 



∑¥

bŠ

vK� ·b¼                    

p¹ tÐ lÐUð p¹ ÈU¼—«bI� Êœd� qO� Ë œbŽ p¹ tÐ dOG²� p¹ Êœd� qO� ÂuNH� „—œ             

bŠ ÂuNH� rOLFð Ë œbŽ             

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB
 s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d
 œË—Åv� —UE²�« 

± tÐ ¨œbŽ p¹ tÐ XÝ«— Ë éÇ “« «— dOG²� p¹ Êœd� qO� ‡‡Å+∞ tÐ U¹ −∞ÆbM� n¹dFð 

≤Š ‡‡bÒÆbM� n¹dFð «— lÐUð 

≥Š ‡‡bÒ Š Ë éÇbÒ ÆbM� n¹dFð «— tDI� p¹ —œ lÐUð p¹ XÝ«—

¥Š ‡‡bÒŠ Ë éÇ bÒ ÆbM� sOOFð Ê¬ —«œuL� ÈË— “« «— lÐUð XÝ«—

µŠ ‡‡bÒŠ Ë éÇ bÒ ÆbM� sOOFð Ê¬ ÈÅtDÐU{ ÈË— “« «— lÐUð XÝ«—

∂Š ‡?‡b?Ò v??²??�Ë ¨U??¼ÅÊ¬ Ãd?
?� Ë  —u?� t?� Èd?�?� ÈU?¼Ål?ÐU?ð x → at??Ð «— b??M?M?�Åv?� q?O?� d?H?� t?Ð 

Æœ—Ë¬ XÝœ

∑ÆœdÐ —U� tÐ U¼ÅlÐUð “« vCFÐ bŠ sOOFð —œ «— vÖœdA
 tOC� ‡‡

‰Ë« qB�

بخش دوم



ÅÅÅÅÅ∑µ

® Êu�“¬ÅgOÄ±©

± ÈU?¼œbŽ ‡‡

  

1
2

 ¨

  

2
3

 ¨

  

3
4

 ¨

  

4
5

œ«b?‡?Ž« —u‡×� ÈË— ì¨

ÅqJý® b�«ÅÁbý h
A�±‡‡≤Æ©

U?³?ðd� U¼œbŽ s¹« ©n	«Îd?ðÅp?¹œe?� Ë p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

øb�uýÅv�

Ý Â«b?� “« U¼œbŽ s¹« ©»
Ó

t?Ð ©Ëœ d¼ U¹ éÇ ¨XÝ«—® XL

øb�uýÅv� p¹œe� œbŽ Ê¬

≤ ÈU?¼œb?Ž ‡‡

  

2
1

¨

  

1
2

¨

  

3
2

¨

  

2
3

¨

  

4
3

¨

  

3
4

—u?×� ÈË— «— ì¨

 qJý® bOM� h
A�≤‡‡≤Æ©

øb�uýÅv� dðÅp¹œe� Ë p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼œbŽ s¹« ©n	«

Ý Â«b� “« U¼œbŽ s¹« ©»
Ó

øb�uýÅv� p¹œe� œbŽ Ê¬ tÐ XL

≥ r‡O¼«u‡šÅv‡� ‡‡    s =1+ 3 + 32 + L + 39 + 310
«— 

 q?ÐU?I?� —œ ÆrOM� »U�Š−s Ë   3st?²?ýu� r¼ d¹“ n¹œ— Ëœ —œ 

Æb�«ÅÁbý

j?š d?¹“ Ë b?O?M?� l?Lł r¼ UÐ «— Êu²Ý d¼ ÈU¼œbŽ ©n	«

ÆbO�¹uMÐ

 —«bI� ©»sÆbOM� sOOFð «— 

¥ ‰«RÝ ‘Ë— tÐ ‡‡≥—«bI� ¨

    s =1+ r + r2 + L + rn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

µ lÐUð ‡‡ÅÅfœ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ —  R∫XÝ« Ábý n¹dFð

  
f(x) =

x2            x < 2

6 − x        x > 2






ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 —œ lÐUð s¹«  x = 2 XÝ« ÁbA� n¹dFð ® qJý≥‡‡≤Æ©

 d?Ö«  x1 ¨  x2 ¨ì¨xn t?Ð ≤¨b?�u?ý d?ðÅp?¹œe?� Ë p?¹œe� 

 ÈU¼œbŽ  f(x1)¨ì¨f(xn )øb�uýÅv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

    

−s = −1− 3 − 32 − L − 39 − 310

3s =       3 + 32 + L + 39 + 310 + 311

 qJý±‡‡≤

 qJý≤‡‡≤

 qJý≥‡‡≤

Êu�“¬ gOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

O



∑∂

t�bI�

ÈÅt?D?I?� —œ v?KO³�uð« bOM� ÷d
  A(0,2)ÆX?Ý« ÁœU²�¹« 

g?¹«e?
« t?ÐË— X?Žd?Ý U?Ð q?O?³?�u?ð« Ë œuýÅv� e³Ý ULM¼«— ⁄«dÇ

 qJý ÆbM�Åv� X�dŠ XÝ«— jš p¹ÅÅÅÈË—dÐ¥‡‡≤ÈÅt×H� —œ 

ÆbOM� tEŠö� «— bFÐ

® ÈÅtDÐ«—±tE( d¼ —œ ̈ ÊU�“ tÐ X³�� ̈ «— qO³�uð« q×� ©

 X�dŠ “Už¬ —œ tDÐ«— s¹« o³Þ ÆbM�Åv� h
A�  (t =0)ÈÅtK�U
 

  U?B?²?
?� √b?³?� U?ð q?O?³?�uð«≤ ¨v?M?F?¹ ÆX?Ý« d?²�   yA = 2mË 

  tA =0Æ ÈÅtDI� tÐ X�dŠ “« fÄ tO�UŁËœ qO³�uð« BÈÅtK�U
 tÐ ̈

≥Æb?Ý—Åv� √b³� “« d²�   yB = 3m Ë   tB = 2sÆ—UNÇ qO³�uð« 

 ÈÅt?D?I?� t?Ð X?�d?Š “« f?Ä tO�UŁC ÈÅt?K?�U
 tÐ ¨∂√b?³?� “« d?²� 

 ÆbÝ—Åv�  yC = 6m Ë   tC = 4sÆ

® ÈÅt?	œUF� “« ÁœUH²Ý« UÐ± ÊU�“ ‡‡ ÊUJ� ‰Ëbł ©±‡‡≤«— 

Æ Xý«œ rO¼«uš

 —«œu/ y  «d?O?OGð tÐ X³�� tr?Ý— q?ÐUI� t×H� —œ eO� 

ÆXÝ« Ábý

«— q?O?³?�u?ð« j?Ýu?²?� X?Žd?Ý r?O¼«u
Ð dÖ« ¨n¹dFð o³Þ

� tÐ «— v¹UłÅtÐUł ÈÅÁ“«b�« b¹UÐ ¨r¹—Ë¬ XÝœÅtÐbÒrO�Ið X�dŠ  

¨vMF¹ ÆrOM�

v¹UłÅtÐUł ÈÅÁ“«b�«               

=                              
jÝu²� XŽdÝ 

                 
X�dŠ  b� 

“« t?� vðb� —œ qO³�uð« jÝu²� XŽdÝ ¨n¹dFð s¹« o³Þ

B tÐ EÆb¹¬Åv� XÝœ tÐ Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐ«— “« ¨XÝ« t²
— 

 “« v¹UłÅtÐUł ÈÅÁ“«b�«B Uð E
  =                                       

 “« jÝu²� XŽdÝ B tÐ E

 
 “« X�dŠ  b�B tÐ E

         = yE − yB

tE − tB
= ∆y

∆t

        

  
= 18 − 3

8 −2
= 15

6
m
s

0

 ‰Ëbł±‡‡≤

  
(1)                     y = 1

4
t2 +2



ÅÅÅÅÅ∑∑

O

−

−

−

−
−

−

 qJý¥‡‡≤



∑∏

 “« v¹UłÅtÐUł ÈÅÁ“«b�«B Uð D
    =                                       

 “« jÝu²� XŽdÝ B tÐ D
 “« X�dŠ  b� B tÐ D

  
= yD − yB

tD − tB
= 11− 3

6 −2
= 2

m
s

ÅÅÅÅÅ

= yD − yB

tD − tB

 jš VOý   B1D1

                  

  
= ∆y

∆t
= 11− 3

6 −2
= 2

  = yC − yB

tC − tB
= ∆y

∆t
 “« qO³�uð« jÝu²� XŽdÝ B tÐ C

ÆÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                  

  
= 3

2
ÅÅÅÅÅÅÅÅ

 qJýµ‡‡ÅÅÅ≤

j?š V?O?ý ¨n?¹dFð o³Þ t� bO�«œÅv�  B1E1r?O�Ið “« eO� 

∆y = yE − yB dÐ ∆t = tE − tB b?¹¬Åv� XÝœÅtÐ ®n¹dFð o³Þ

 qJý Ë¥‡‡≤Æ©

 ÊU�“ vMF¹ rOM� r� «— X�dŠ  b� dÖ«∆t = tE − tB«— 

¨vMF¹ bM�Åv� vÞ qO³�uð« t� v²
U�� rOM� d²L�∆y = yE − yB

ÆœuýÅv� dðÅÁUðu� eO�

 b?� —œ «— q?O?³?�u?ð«  j?Ýu²� XŽdÝ rO¼«u
Ð dÖ« ¨«c	

 “« qO³�uð« t� vðb� —œ vMF¹ ̈ dðÅÁUðu�B tÐ DXÝœ tÐ ̈ XÝ« t²
— 

qJý Ë n¹dFð o³Þ ¨r¹—Ë¬¥‡‡≤∫r¹—«œ ¨

UML{Î jš VOý ¨  B1D1∫œuýÅv� »U�Š sOMÇ 

d??Ö« v??M??F??¹ ¨r??O??M??� d??ðÅr??� r??¼ “U?Ð «— X?�d?Š  b?� d?Ö«

∆t = tD − tBvÞ qO³�uð« t� v²
U�� ¨rOM� pÇu� r¼ “UÐ «— 

 vMF¹ ¨bM�Åv�∆y = yD − yBÆœuýÅv� dðÅÁUðu� r¼ “UÐ eO� 

t� vðb� —œ «— qO³�uð« jÝu²� XŽdÝ rO¼«u
Ð dÖ« ‰UŠ

 “«B tÐ C∫rO�¹uMÐ b¹UÐ rOM� »U�Š XÝ« t²
— 

Ë b?¹«Åt?²?�?A?� X?�d?Š ‰U?Š —œ q?O?³?�u?ð« —œ U?L?ý v?²?�Ë

ÁU?~?� —U?L?ýd?²?�u?K?O?� t?Ð ¨b?O?�«b?Ð «— q?O?³�uð« XŽdÝ bO¼«ušÅv�

Ë bMO³Ð «— —ULýd²�uKO� ULý rAÇ Uð bA�Åv� ‰uÞ vðb� ÆbOM�Åv�

v¼Uðu�—UO�Ð  b� ̈  b� s¹« Æœuý qI²M� ULý eG� tÐ Êb¹œ q�UŠ

r� —UO�Ð ÈÅÁ“«b�« tÐ ÁUðu� —UO�Ð  b� s¹« —œ qO³�uð« v	Ë ̈ XÝ«

 b� Ê¬ tÐ ÁUðu� v¹UłÅtÐUł s¹« rO�Ið q�UŠ ̈ XÝ« Ábý UłÅtÐUł

 ¨ÁU?ðu�ÈÅt?×?H?� ÈË— U?L?ý t?� X?Ý« q?O?³�uð« È«ÅtE( XŽdÝ

d?²?�uKO�X?Žd?Ý b?�«u?ðÅv?� X?Žd?Ý s?¹« Æb?OM�Åv� Áb¼UA� —ULý 

ULOÄUC
 XŽdÝ U¹ ULOÄ«u¼ XŽdÝ ̈ qO³�uð« XŽdÝ ̈ XKJOÝ—uðu�

ÆXÝ« vÖ—eÐ —UO�Ð œbŽ t� býUÐ

  
= 18 − 3

8 −2
= 15

6
 jš VOý 

  

∆y
∆t

= B1E1

  
= 6 − 3

4−2
 jš VOý   = B1C1



ÅÅÅÅÅ∑π

ö�U� Y×Ð œ—u� Ÿu{u� tÐ ̈ ÊuM�UðÎÈÅÁb¹bÄ p¹ Ê«uMŽ tÐ 

v{U¹— b¹œ “« VKD� s¹« tÐ ôUŠ Ær¹œd� ÁU~� vÖb�“ —œ œułu�

Ær¹d~�Åv�

 ‰Ëb?ł “« ÁœU?H²Ý« UÐ t� È—«œu/ tÐ±‡‡≤X?Ý« Ábý rÝ— 

 jš VOý ÆbOM� ÁU~�  B1E1 rO�Ið “« ∆y dÐ ∆tXÝœÅtÐ ◊uÐd� 

 dÖ« Æb¹¬Åv�∆t j?š vMF¹  ¨ÈbFÐ jš rOM� dðÅpÇu� «—   B1D1

 d?Ö« Ær?O?M� rÝ— rO�«uðÅv� «—∆td?ðÅp?Çu?� Ë pÇu� r¼ “UÐ «— 

 t?DI� —œ vM×M� dÐ ”U2 jš tÐ lÞU� jš bŠ—œ rOM�  B1q¹b³ð 

ÆœuýÅv�

—œ vM×M� dÐ ”U2 jš VOý ¨bý t²HÖ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ

  B1 —œ È«ÅtE( XŽdÝ UÐ   B1∫œuýÅv� t²HÖ ¨«c	 ÆXÝ« dÐ«dÐ 

bŠ ¨È«ÅtE( XŽdÝÒ v?²�Ë XÝ« jÝu²� XŽdÝ ∆ttÐ 

ÆbM�Åv� qO� dH�

«— ”U2 jš VOý rO²Ý«ušÅv� U�  Ábý rÝ— —«œu/ —œ

 ÈÅtDI� —œ  B1 ÈÅtDI� “« «— lÞU� ÈU¼Åjš ¨«c	 ¨rOM� sOOFð   B1

 ÈÅtDI� dÐ Ë r¹œd� rÝ—  B1VOý rO²Ý«ušÅv� dÖ« Ær¹œu/ bO�Qð 

 ÈÅtDI� —œ ”U2  jš  C1«— lÞU� ÈU¼Åjš ¨r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ÈÅtDI� “«  C1 XŽdÝ Ë r¹œd�Åv� rÝ— ® ÈÅtDI� —œ ©È«ÅtE(  C1

Ær¹œ—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «—

±‡‡≤bŠ ‡‡

ÆX?Ý«  U?O?{U?¹— r?N� Ë vÝUÝ« ÈU¼ÅÂuNH� “« vJ¹ bŠ

U?Ð p?¹œe?� ÈÅt?DÐ«— —œ ì Ë o²A� ¨v~²ÝuOÄ ÊuÇ v¹U¼ÅÂuNH�

ÆbM²�¼ bŠ ÂuNH�

ÈœËbŠ Uð ¨v¹U¼Å‰U¦� ÊUOÐ UÐ rOM�Åv� vFÝ ¨qB
 s¹« —œ

ÆrOM� sýË— «— bŠ v{U¹— ÂuNH�

±‡‡±‡‡≤∫XÐUŁ œbŽ p¹ tÐ dOG²� p¹ Êœd� qO� ‡‡

 „d?×?²?� Ëœ bOM� ÷d
M Ë ′MX?L?Ý tÐ œ«bŽ« —u×� ÈË— 

 sOF� ÈÅtDI�As¹« sOÐ ÈÅtK�U
 ÆbM²�¼ X�dŠ —œ dNý p¹ “« 

 ÈÅtDI� Ë U¼Å„d×²�AU³ðd� Î¨d~¹œ  —U³Ž tÐ ªœuýÅv� dðÅr� Ë r� 

x „d×²� M „d×²� U¹® ′M©U³ðd� Î œbŽ tÐ adðÅp¹œe� Ë p¹œe� 

 qJý® œuýÅv�∑‡‡≤Æ© qJý∑‡‡≤

 qJý∂‡‡≤



∏∞

 n¹dFð±∫ dOG²� x XÐUŁ œbŽ tÐ arO�¹u�Åv� Ë ̈ bM�Åv� qO� 

x → a „d?×?²� sOÐ ÈÅtK�U
 t� vð—u� —œ ¨M ÈÅtDI� Ë A

U³ðd�Î ‰Ëbł Æœuý dðÅr� Ë r� ≤‡‡≤ dOG²� Êœd� qO� xœbŽ tÐ «— 

≥Æb¼œÅv� ÊUA� 

«œb?−� dÖ«Ît?� b?O?M?�Åv?� tEŠö� bOM� tłuð ôUÐ —u×� tÐ 

„d??×?²?�′M „d??×??²?� Ë é?Ç “« M t?Ð X?Ý«— “« Ap??¹œe?� 

Æb�uýÅv�

 n?¹dFð≤∫ d?Ö« x “« d?ðÅ¯—e?Ð d¹œUI� UÐ a t?Ð ab?M?� qO� 

 tAOL¼ ¨vMF¹®  x − a >0 © rO¹uÖ x tÐ XÝ«— “« aË bM�Åv� qO� 

 rO�¹u�Åv�x → a+
Æ

 n¹dFð≥∫ dÖ« x “« d?ðÅpÇu� d¹œUI� UÐ a tÐ abM� qO� 

 t?A?OL¼ ¨vMF¹®  x − a <0© r?O¹uÖ x t?Ð éÇ “« aË b?M?�Åv� qO� 

 rO�¹u�Åv�x → a−
Æ

 „d?×?²� Ëœ t� bOM� ÷d
 pM¹« M Ë ′Mt?DI� “« Ï A

Æb�uýÅv� —Ëœ

 n?¹dFð¥∫ d?OG²� x tÐ +∞t?� v?ð—u?� —œ bM�Åv� qO� 

 „d?×?²?� ÈÅt?K�U
 Ê«u²ÐM ÈÅt?D?I?� Uð «— AX?³?¦?� œbŽ d¼ “« 

∫rO�¹u�Åv� Ë ¨œd� dðÅ¯—eÐ vÖ—eÐx → +∞Æ

 n?¹dFðµ∫ d?OG²� x tÐ −∞t?� v?ð—u?� —œ bM�Åv� qO� 

 Ê«u²ÐxÆœd� dðÅpÇu� Ábý »U
²�« Á«u)œ vHM� œbŽ d¼ “« «— 

∫t²J� v²�Ë t� œd� tEŠö� Ê«uðÅv� vÖœUÝ tÐ x → −∞

 ÁU~�¬(−x) → +∞Æ

 ÈU¼Å‰Ëbł≥‡‡≤ Ë ¥‡‡≤ dOG²� Êœd� qO� x tÐ «— +∞U¹ 

−∞ÆbM¼œÅv� ÊUA� 

 ”ö� —œ —U�±‡‡≤

 ÈU?¼Å‰Ëbł tÐ tłuð UÐµ‡‡≤ Uð ∑‡‡≤ t?� bO�¹uMÐ xtÇ tÐ 

ÆbM�Åv� qO� ÈœbŽ

.. . 1 10 1000 108 1010 10100 . ..10000

... −10
100 −10

10 −10
8 −10

4 − 1000 −10 −1 .. .

−

... / 5 / 8 / 9 / 99 / 999 .. . 1 . .. 1 / 1 / 1 1/1 1/ 5 2 .. .0 00 00000 0

 ‰Ëbł≥‡‡≤

 ‰Ëbł ¥‡‡≤

 ‰Ëbłµ‡‡ ≤

 qJý∏‡‡ ≤

 ‰Ëbł ∂‡‡ ≤

0 0 0 000

 ‰Ëbł∑‡‡≤

.. . / 5 / 5 / 9 / 99 .. . 3 . .. 3 / 3 / 1 3/1 3/ 5 4 .. .2 00 0220 1 2

x → 3+x → 3
−

 ‰Ëbł≤‡‡≤



ÅÅÅÅÅ∏±

b?Š ÂuNH� XO	UF
 bMÇ UÐ ¨U¼ÅlÐUð bŠ tÐ 7š«œdÄ “« q³�

ÆrOM�Åv� sýË— «—

 XO�UF�±‡‡≤

 qJý —œπ‡‡≤ Ÿö{« UÐ ¨«— t¹Ë«e	«ÅrzU� YK¦� p¹≥Å¨Å¥ËÅ

µ «— YK¦� s¹« dðË ÈÅÁ“«b�« ÆbOM�Åv� tEŠö� bŠ«Ë   x0ÆrO�U�Åv� 

 ¨s¹«dÐUMÐ  x0 = 5Æ

± «— YK¦� s¹« jO×� ÈÅÁ“«b�« ©  P0XÝ« ̀ {«Ë ÆrO�U�Åv� 

∫t�  P0 = 3 + 4+ 5 =12

≤YK¦� Uð b�«ÅÁbý q�Ë r¼ÅtÐ Ÿö{« jÝË ̈ qJý oÐUD� ©

 «— b¹bł YK¦� dðË ÈÅÁ“«b�« Æœuý œU−¹« @�— e�d�  x1ÆrO�U�Åv� 

 ÈÅÁ“«b�«  x1øXÝ« —bIÇ   x1 = ?

≥«— b?¹bł YK¦� jO×� ÈÅÁ“«b�« ©  P1ÈÅÁ“«b�« ÆrO�U�Åv� 

  P1 øXÝ« —bIÇ  P1 = ?

«— b¹bł ÈU¼ÅYK¦� ÈU¼ÅlK{ jÝË Êœd� q�Ë qLŽ dÖ«

ÅqJý tÐ rO¼œ t�«œ«±∞‡‡≤ÆrOÝ—Åv� 

¥ÆbO�¹uMÐ «— ÈbFÐ ÈU¼ÅYK¦� jO×� Ë U¼dðË ÈÅÁ“«b�« ©

    x4 =  L              x2 =  L         x3 =  L

       P4 =  L            P2 =  L         P3 =  L

µ© «Öd ŽLq Ë�q �dœÊ ËÝj {KlÅ¼UÈ �¦KYÅ¼UÈ łb¹b —«

ÐU“ ¼r «œ«�t œ¼Or ̈«�b«“ÁÅÈ Ëðd �¦KYÅ¼U Ðt Çt ŽbœÈ �eœ¹p �vÅýuœø

∂øœuýÅv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼ÅYK¦� jO×� ÈÅÁ“«b�«©

 ”ö� —œ —U�≤‡‡≤

 qJý —œ±±‡‡≤ Ÿö{« UÐ t¹Ë«e	«ÅrzU� YK¦� p¹ ≥Å¨Å¥ Ë µ

 YK¦� s¹« dðË ÈÅÁ“«b�« ÆbOM�Åv� tEŠö� bŠ«Ë  x0 = 5XŠU�� Ë 

UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬

  
S0 = 3 × 4

2
= 6

 qJý π‡‡≤

 qJý±∞‡‡≤

 qJý±±‡‡ÅÅÅ≤



∏≤

±q?J?ý® r?¹«ÅÁœd?� q?�Ë r¼ÅtÐ «— YK¦� ÈU¼ÅlK{ jÝË ©

±≤‡‡≤Æ©

≤ «— b?¹b?ł YK¦� dðË ÈÅÁ“«b�« ©  x1 ÈÅÁ“«b?�« ÆbO�UMÐ   x1

øXÝ« —bIÇ  x1 = ?

≥øX?Ý« Áb?ý r?O?�Ið pÇu� YK¦� bMÇ tÐ tO	Ë« YK¦� ©

ÆYK¦� ì

¥ø«dÇ øb�dÐ«dÐ U¼ÅYK¦� s¹« XŠU�� U¹¬ ©

µ «— jÝË pÇu� YK¦� XŠU�� ÈÅÁ“«b�« ©  S1ÆbO�UMÐ 

  S1 = ?

∂ XO	UF
 bM�UL¼ ©±‡‡≤ÈU¼ÅlK{ jÝË Êœd� q�Ë qLŽ ̈

® bO¼œ t�«œ« «— b¹bł ÈU¼ÅYK¦�≥ qJý® ©d~¹œ —UÐ ±≥‡‡≤Æ©

∑ÆbO�¹uMÐ «— b¹bł ÈU¼ÅYK¦� XŠU�� Ë dðË ÈÅÁ“«b�« ©

    x2 =  L         x3 =  L

    S2 =  L         S3 =  L

    x4 =  L

    S4 =  L

∏øbMM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼ÅYK¦� dðË ÈÅÁ“«b�« ©

πp??¹œe??� Èœb??Ž t??Ç t?Ð U?¼ÅY?K?¦?� X?ŠU?�?� ÈÅÁ“«b?�« ©

øb�uýÅv�

±∞∫rO�¹uMÐ t� XÝ« XÝ—œ U¹¬ ©

  Sn →0

  xn →0

 qJý ±≤‡‡≤

 qJý ±≥‡‡≤



ÅÅÅÅÅ∏≥

 ∫‰U¦� dÖ«  0< r <1UŁ Å bOM� XÐ

Æ                                  

    
1+ r + r2 + r3 +  L= 1

1− r

∫qŠ U?³?Ł« «— ÈËU?�ð s¹« ÈœuNý —uÞÅtÐ rOM�Åv� vFÝ 

∫rOM�

 lÐd�ABCDÈU¼ÅYK¦� Æb¹dO~Ð dE�—œ «— bŠ«Ë lK{ tÐ 

ADE Ë ABS qJý® ø«dÇ Æb�«ÅtÐUA²� ±¥‡‡≤©

∫rO�¹u�Åv� «— U¼ÅÊ¬ tÐUAð X³��

  

AD
DE

= BS
AB

⇒ 1
1− r

= BS
1

 ¨s¹«dÐUMÐ

  
BS = 1

1− r
 Ë 

  
CS =

1

1− r
−1=

r

1− r
Æ 

 j????šÅÁ—U???ÄCF ÈËU????�???� «— rr????O????M????�Åv???� »U???
???²???�« 

  
FS = CS − r = r2

1− r
ÆXÝ«  “« F jšÅÁ—UÄ F ′F «“«u� tÐ «— 

CE YK¦� —œ ¨f	Uð ÈÅtOC� dÐUMÐ ÆrOM�Åv� rÝ— SCE∫r¹—«œ ¨ 

F ′F
CE

= FS
CS

¨t−O²� —œ

  

F ′F
r

=

r2

1− r
r

1− r

⇒ F ′F = r2

 d?Ö« ¨V?O?ðd?ð sOL¼ tÐ  FG = r2
r?O?¼«u?š ¨œu?ý »U
²�« 

 ∫Xý«œ  G ′G = r3
ì Ë 

 ¨s¹«dÐUMÐ    BS =1+ r + r2 + r3 +  L          ®¿©

 dÖ«¨vMF¹  0< r <1 ÁUÖÅÊ¬ 

    
1+ r + r2 + r3 +  L= 1

1− r

 ¨X?	U?Š s?¹« —œ t� XÝ« vN¹bÐ

  
rn

n→+∞ → 0v?²�Ë vMF¹ ¨ 

 Ê«uðr tÐ +∞ bM�Åv� qO� rn
ÆbM�Åv� qO� dH� tÐ 

 ÈÅtDÐ«— “«®¿©«— U?¼ÅÊ¬ t� b¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“ ÈU¼Åt−O²� 

Æœ«œ rO¼«uš —«d� ÁœUH²Ý« œ—u� ÈbFÐ XO	UF
 —œ

-

 qJý ±¥‡‡ÅÅÅ≤



∏¥

 ÈÅt−O²�±∫ dÖ« 

  
r = 1

2
ÁUÖÅÊ¬ 

    

1+ 1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ 1
16

+  L= 1

1− 1
2

= 2

 ÈÅt−O²�≤∫ dÖ« 

  
r = 1

3
ÁUÖÅÊ¬ 

    

1+ 1
3

+ 1
9

+ 1
27

+  L= 1

1− 1
3

= 3
2

=1/ 5

 XO�UF�≤‡‡≤

 sO�U�	«ÅÈËU�²� ÈÅt¹Ë«e	«ÅrzU� YK¦�ABC‚UÝ ‰uÞÅtÐ ̈  

≤Ábý Ã—Uš ÈœuLŽ ‚UÝ d¼ jÝË “« ÆXÝ« Ábý rÝ— ¨bŠ«Ë 

Æœuý œU−¹« YK¦� Ëœ Ë lÐd� p¹ Uð

«œb−�ÎÃ—Uš ÈœuLŽ ¨b¹bł ÈU¼ÅYK¦� ‚UÝ d¼ jÝË “« 

 qJý® œuý œU−¹« b¹bł ÈU¼ÅYK¦� Ë lÐd� Uð Ábý±µ‡‡≤Æ©

±ÈU¼ÅYK¦� “« vJ¹ ÈË— tâ�¬ tÐUA� ̈ d~¹œ —UÐ Ëœ eO� ULý ©

ÆbO¼œ ÂU$« «— —U� s¹« ¨t²
dÖ  —u� pÇu�

ÂU9 ÈU¼ÅXŠU�� ŸuL−� rO¼«ušÅv�Áœ“ t¹UÝ ÈU¼ÅlÐd� 

ÆrOM� »U�Š «— Ábý

ÆbO¼œ ÂU$« «— d¹“ ÈU¼—U� —uEM� s¹« È«dÐ

 qJý ©n	«±∂‡‡≤ÈU¼ÅlÐd� qJý s¹« —œ® ÆbOM� q�U� «— 

©Æb�«Åt²
dÖ —«d� r¼ ÈË— ÈbOH� “dÞ tÐ Ábý Áœ“ t¹UÝ

 ÈÅt?−?O²� Ë ¨qJý pL� tÐ ©»±b?OM� vFÝ ¨ ‚u
 ‰U¦� 

XÝœ tÐ «— œuýÅv� p¹œe� Ê¬ tÐ q�UŠ qOD²�� ‰uÞ t� ÈœbŽ

Æb¹—Ë¬

øœuýÅv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ q�UŠ qJý XŠU�� ©Û

≤t?Ç Áb?ý Áœ“ t?¹U?Ý ÈU?¼Ål?Ðd?� ÈU?¼ÅX?ŠU?�?� ŸuL−� ©

 YK¦� XŠU�� UÐ vÞU³ð—«ABCøœ—«œ 

≥ qJý tÐ tłuð UÐ jI
 ©±µ‡‡≤ÈU¼ÅXL�� q� XŠU�� 

XŠU�� t� bO¼œ ÊUA� ∫v¹ULM¼«— ÆbOM� »U�Š «— Ábý Áœ“ t¹UÝ

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ dE�œ—u� q�≤Æ

¥� XŠU�� ©qÒ ÈU¼ÅXL�� ÁbA� Áœ“Åt¹UÝÈœbŽ tÇ tÐ 

øœuýÅv� p¹œe�

 qJý±µ‡‡≤

 qJý±∂‡‡≤



ÅÅÅÅÅ∏µ

 s¹d9±‡‡≤

 qJý —œ±∑‡‡≤ lK{ tÐ Ÿö{ô«ÅÈËU�²� v¦K¦� ̈  x0 = 2

 YK¦� s¹« XŠU�� ÆXÝ« Ábý rÝ—  S0 = 3ø«dÇ ÆXÝ« 

±ÆbOM� q�Ë r¼ÅtÐ «— YK¦� ÈU¼ÅlK{ jÝË  ©

≤ «— b¹bł YK¦� lK{ ÈÅÁ“«b�« ©  x1ÆbO�UMÐ 

                                                                  x1 =  L

≥ì øX?Ý« Áb?ý r?O?�?I?ð p?Çu?� Y?K¦� bMÇ tÐ YK¦� ©

ÆYK¦�

¥ø«dÇ øb�dÐ«dÐ U¼ÅYK¦� s¹« XŠU�� U¹¬ ©

µ «— jÝË YK¦� XŠU�� ©  S1ÆbO�UMÐ 

 qJý oÐUD� «— qLŽ s¹«±∏‡‡≤Ær¹«ÅÁœ«œ t�«œ« 

∂ÆbO�¹uMÐ «— b¹bł ÈU¼ÅYK¦� XŠU�� Ë U¼ÅlK{ ÈÅÁ“«b�« ©

         

    
x2 =  L          x3 =  L         x4 = 1

8

                    

    
S2 =  L          S3 =  L         S4 = 3

256

∑øbM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼ÅYK¦� ÈU¼ÅlK{ ÈÅÁ“«b�« ©

∏øœuýÅv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼ÅYK¦� XŠU�� ÈÅÁ“«b�« ©

ørO�¹uMÐ t� XÝ« XÝ—œ U¹¬

                                                                   Sn →0

                                                                  xn →0

0

x2x3

x1

 qJý ±∑‡‡ÅÅÅ≤

 qJý±∏‡‡≤



∏∂

bŠ UÐ È“UÐ

± qJý —œ ©±π‡‡≤ÆXÝ« Ábý rÝ— bŠ«Ë lK{ tÐ vFÐd� 

¨d?~¹œ —UÐËœ ¨qJý “« v¹U¼ÅXL�� Êœ“ t¹UÝ ÈÅÁu×� tÐ tłuð UÐ

X?L�� tÝ tÐ «— Ábý Áœ“ t¹UÝ qOD²�� s¹dš¬ —ËU−� qOD²��

Â«b?� t?� s?¹«® b?O?�eÐ t¹UÝ «— XL�� p¹ Ë bOM� rO�Ið ÈËU�²�

©°XÝ« rN� bO�eÐ t¹UÝ «— XL��

U³ðd� U¼ÅXL�� Êœ“ t¹UÝ qLŽ bOM� ÷d
ÎÆbM�  «bOÄ t�«œ« 

ÆbOM� »U�Š «— Ábý Áœ“ t¹UÝ ÈU¼ÅXL�� ÂU9 XŠU��

≤q?Jý —œ ©≤∞ ‡‡≤Áb?ý r?Ý— b?Š«Ë l?K?{ tÐ vFÐd� eO� 

Áœ“ t¹UÝ lÐd� s¹dš¬ qÐUI� lÐd� d~¹œ —UÐËœ ̈ qJý oÐUD� ÆXÝ«

t?¹U?Ý «— X?L?�?� p?¹ Ë r?O�Ið dðÅpÇu� lÐd� —UNÇ tÐ «— Ábý

ÆbOM� »U�Š «— Ábý Áœ“ t¹UÝ ÈU¼ÅXL�� ÂU9 XŠU�� ÆbO�eÐ

 XO�UF�≥‡‡≤

bŠ “« v�¹—Uð ‰U¦� p¹

∫Êu?½“ ÈÅtK¾�� ÈÅt?D?I� “« v�d×²� Ojš p¹ ÈË— ¨

 ÈÅt?D?I?� tÐ œ—«œ bB� Ë bM�Åv� X�dŠ tÐ ŸËdý ¨rOI²��AtÐ ¨

 “« bŠ«Ë ÈÅtK�U
O tÐ ÈdO�� —UÐd¼ „d×²� s¹« ÆbÝdÐ ¨‰uÞ

‘«Åt?K?�U?� n?B?� U?ð  ÈÅt?D?I�Av?L?� b?F?Ð Ë b?M?�Åv?� v?Þ «— 

 qJý® °b¹U/Åv� XŠ«d²Ý«≤±‡‡≤©

± ¨bM�Åv� vÞ —UÐd¼ „d×²� s¹« t� «— v²
U�� ©x÷d
 

 d~¹œ —«bI� tÝ Ë bOM�x qJý tÐ tłuð UÐ ¨«— ≤±‡‡≤ÆbO�¹uMÐ 

O

 qJý±π‡‡≤

 qJý ≤∞‡‡ÅÅÅ≤

 qJý ≤±‡‡≤



ÅÅÅÅÅ∏∑

≤ ÈÅtDI� tÐ „d×²� s¹« U¹¬ ©Aø«dÇ øbÝ—Åv� 

≥ b?OM� ÷d
 ©f(x) ÈÅt?D?I?� U?ð „d×²� s¹« ÈÅtK�U
 O

 ‰Ëbł ÆbýUÐ∏‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

¥ ‰Ëb?ł t?Ð t?łu?ð U?Ð  ©∏‡?‡≤ v?²?�Ë ¨xp?¹œe?� d?H?� tÐ 

 ÈU¼—«bI� ¨œuýÅv�f(x)øœuýÅv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

µ U¹¬ ¨‰U¦� s¹« —œ ©xøœuýÅv� dH� ÈËU�� 

∂ ÈU¼—«bI� “« p¹ êO¼ U¹¬  ©f(x)øX�¼ p¹ ÈËU�� 

 ¨‰U¦� s¹« —œf(x)tÇd¼ v	Ë œuýÅv/ p¹ ÈËU�� eÖd¼ 

 t� vÞdý tÐ t²³	« ̈ œuýÅv� p¹œe� p¹ tÐ rO¼«u
ÐxÈÅÁ“«b�« tÐ «— 

œU?/ U?Ð «— V?KD� s¹« ¨U¼ÅÊ«œÅv{U¹— ÆrOM� p¹œe� dH� tÐ v
U�

ÆbM¼œÅv� g¹U/ d¹“ v{U¹—

  
lim
x→0

f(x) =1

 bŠ ∫bO�«u
Ð®f(x) v²�Ë xÈËU?�� bM�Åv� qO� dH� tÐ 

©XÝ« p¹
±

≤‡‡±‡‡≤∫lÐUð bŠ ‡‡ö¦� ̈ U¼ÅlÐUð ÈÅtF	UD� —œ ÎÈÅtDÐU{ UÐ 

y = f(x) v?²?�Ë r?O?�«bÐ XÝ« Â“ô ¨œ—«u� “« È—UO�Ð —œ ¨ xtÐ 

ö¦� ¨vMOF� œbŽÎ a ¨bM�Åv� qO� f(x)U¹¬ Ë ¨bM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

 ÈU¼—«bI�f(x)g
Ð s¹« —œ øt� U¹ bM�Åv� qO� vB
A� œbŽ tÐ 

Ær¹“«œdÄÅv� Ÿu{u� s¹« tÐ

 XO�UF�¥‡‡≤

ÅlÐUð  f: R → RÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

3x −1  ,   x ≠ 2

1          ,    x = 2







 qJý —œ eO� lÐUð s¹« —«œu/≤≥‡‡≤ÆXÝ« Ábý rÝ— 

...

...

O

± ‡‡lim ÈÅÁ˛«Ë ‰Ë« ·dŠ tÝ limitbŠ vMF� tÐ ÒÆXÝ« 

 ‰Ëbł      ∏‡‡ ≤

 qJý≤≤‡‡≤ —«œu/ ‡‡y == f (x)

O

 qJý ≤≥‡‡Å≤



∏∏

± ÈU?¼—«b?I� ©f(x) È«dÐ «— xq?ÐU?I?� ‰Ëb?ł —œ t� v¹U¼

 ‰Ëbł Ë t³ÝU×� b�«ÅÁbý Áœ«œπ‡‡ÅÅÅ≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ ‰Ëbł s¹« —œ ©xøbM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≥ v?²�Ë ©x œb?Ž t?Ð ≤ —«b?I?� ¨b?M?� qO� f(x)t?Ç t?Ð ¨U?¼ 

øb�uýÅv� p¹œe� ÈœbŽ

¥ v?²?�Ë ©x œb??Ž t??Ð —«œu?/ ÈË— ÈU?¼Åt?D?I?� ≤p?¹œe?� 

 ¨b�uýÅv�f(x) U¹ yøb�uýÅv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼ÅtDI� s¹« 

 bOMOÐÅv� t� —uÞÅÊUL¼f(x) œbŽ tÐ U¼µÆb�uýÅv� p¹œe� 

∫rO¹uÖÅv� X	UŠ s¹« —œ

µ —«bI� dOOGð UÐ U¹¬ ©f(≤) bŠ —«bI� ̈  f(x) v²�Ë ̈    x → 2¨

øbM�Åv� «bOÄ dOOGð

 XO�UF�µ‡‡ÅÅ≤

ÅlÐUð  f: R → RÈÅtDÐU{ UÐ 

  

f(x) =
x2 −1  ,   x < 2

5 − x   ,    x > 2







 q?J?ý —œ e?O� Ê¬ —«œu/ Ë Ábý n¹dFð≤¥‡?‡≤Ábý rÝ— 

ÆXÝ«

± ÈÅtDÐU{ tÐ tłuð UÐ ©f ‰Ëbł ±∞‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ Êœd� qO� UÐ ©x œbŽ tÐ ≤ ÈU¼—«bI� ̈f(x)dOOGð t�u~Ç 

øbMM�Åv� qO� vB
A� œbŽ tÐ U¹¬ øbMM�Åv�

≥ øXÝ« XÝ—œ Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐ«—U¹¬ ©
  
lim
x→2

f(x) = 3
Å

®¿©

¥ lÐUð bŠ ̈ lÐUð —«œu/ pL� tÐ ©f v²�Ë «—   x → 2vÝ—dÐ 

ÆbOM�

µ® tDÐ«— v²Ý—œ r¼ —«œu/ U¹¬ ©¿øb¼œÅv� ÊUA� «— ©

0

0?

∫aÝUÄ

 bŠf(x) v²�Ë x œbŽ tÐ ≤bM�Åv� qO� 

 ÈËU��µXÝ« 

 ∫rO�¹u�Åv� Ë

  
lim

x→2
f(x) = 5

O

 qJý≤¥‡‡≤

 ‰Ëbłπ‡‡ÅÅÅ≤

0

 ‰Ëbł±∞‡‡ÅÅÅ≤

≤©

≥©

¥©

∫aÝUÄ

≤©

≥©

¥©

µ©



ÅÅÅÅÅ∏π

 ”ö� —œ —U�≥‡‡≤

 lÐUðf∫XÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

2x +6   ,   x < −1

3 − x    ,    x > −1







± —«œu/ ©y = f(x)® qJý —œ «— ≤µ‡‡≤ÆbOM� rÝ— ©

≤ bŠ ©f(x) v²�Ë «—   x → −1Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

≥  «d?O?O?G?ð ‰Ëb?ł q?O?JAð UÐ ©x ‰Ëb?ł ¨±±‡?‡≤È«dÐ ¨

 œb?Ž t?Ð t?� v?¹U?¼—«b?I�  −1v?²?�Ë ¨«— l?ÐU?ð b?Š ¨b?M?M?�Åv?� q?O� 

  x → −1Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ ¨

¥∫t� bM¼œÅv� ÊUA� ¨Ëœ d¼ ‰Ëbł Ë —«œu/ U¹¬ ©

  
lim

x→−1
f(x) = 4

≥‡‡±‡‡≤∫lÐUð bŠ n¹dFð ‡‡ lÐUð fv~¹U�L¼ —œ t� «— 

I œbŽ “« a “UÐ ÈÅÁ“UÐ p¹ —œ vMF¹® I œbŽ q�Uý aÁbý n¹dFð ©

ôU?L?²?Š« d~�® XÝ«Î —œ a l?ÐU?ð b?Š r?O?¹uÖ Ær¹dOÖÅv� dE�—œ ©f¨

 dOG²� v²�Ëx œbŽ tÐ a œbŽ dÐ«dÐ ̈ bM�Åv� qO� Lvð—u�—œ XÝ« 

 r?O?�«u²Ð t�f(x) t?Ð r?O?¼«u
Ð tÇd¼ «— L◊d?ý t?Ð ¨r?OM� p¹œe� 

 t�ÅÅÅÊ¬x œbŽ tÐ v
U� —b� tÐ «— aVKD� s¹« ÆrOýUÐ Áœd� p¹œe� 

∫œuýÅv� Áœ«œ g¹UL� d¹“ v{U¹— œUL� UÐ

lim
x→a

f(x) = L

ö¦�Î∫r¹«ÅÁœd� vÝ—dÐ ÊuM�Uð tâ�¬ tÐ tłuð UÐ ¨

  
lim
x→2

(3x −1) = 5

UML{ÎvÄ d¹“ ÈU¼Åt²J� tÐ r¹«ÅÁœd� vÝ—dÐ ÊuM�Uð tâ�¬ “« ¨

Ær¹dÐÅv�

 ÈÅt?²?J�±∫ l?ÐU?ð b?Š œułË f v?²�Ë ¨x → as?O?F?� tÐ ¨

 ÈÅtDI� —œ lÐUð Êœu³� U¹ ÊœuÐx = aÈU¼ÅX	UŠ ̈ «c	 Æœ—«b� v~²�Ð 

∫XÝ« hO
Að qÐU� d¹“

 lÐUð ©n	«f v²�Ë ¨x → a v	Ë œ—«œ bŠ ¨f —œ an¹dFð 

 qJý® XÝ« ÁbA�≤∂‡‡≤Æ©

 lÐUð ©»f v²�Ë ¨x → a Ë œ—«œ bŠ ¨f —œ aÁbý n¹dFð 

 ÈU¼ÅqJý® XÝ«≤∑‡‡≤ Ë ≤∏‡‡≤Æ©n	« ‡‡

O

a

L

O

y = f(x)

 qJý≤µ‡‡Å≤

 ‰Ëbł±±‡‡≤

 qJý≤∂‡‡≤

O

y = f(x)

 qJý≤∑‡‡≤



π∞

 lÐUð ©Ûf v²�Ë ̈x → aÆœ—«b� bŠ ̈® qJý≤∏‡‡≤Æ©»ÅÅ‡‡

 ÈÅt²J�≤∫ lÐUð dÖ« f v²�Ë ¨x → a bŠ È«—«œ LbýUÐ 

 b??Š ÁU?~?�¬f(x) − L v?²?�Ë ¨x → aË X??Ý« d?H?� ÈËU?�?� ¨

ÆfJF	UÐ

 ÈÅt²J�≥∫ lÐUð dÖ« f v²�Ë ¨x → a bŠ È«—«œ ¨LbýUÐ 

 bŠf v?²�Ë x → a−
 U¹ x → a+

 ÈËU?�?� Ë œ—«œ œułË eO� L

ÆXÝ«

 s¹dLð≤‡‡≤

± ‡‡ q?J?ý t?Ð tłuð UÐ≤∏ ‡‡≤a?ÝU?Ä d?¹“  ô«RÝ tÐ » ‡‡

ÆbO¼œ

bŠ ©n	«f(x) v²�Ëx → a+
øX�OÇ

bŠ ©»f(x)ÅÅÅ v²�Ë x → a−
øX�OÇ

ÅU¹¬ ©Ûf(x)ÅÅ¨ Å v²�Ë x → aøœ—«œ bŠ ¨

≤ ‡‡ lÐUð  f: R → R ÈÅtDÐU{ UÐÅ   f(x) = 3x2 −1n¹dFðÅ

 v?²?�Ë ¨l?ÐU?ð s¹« bŠ œ—u� —œ ÆXÝ« Ábý  x →1b?O?M� oOI×ð ¨

 ‰Ëbł®±≤‡‡≤Æ©

≥ lÐUð ‡‡    g:R − −1{ } →RÁbý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

∫XÝ«

                                       g(x) = x3 +1 ,    x ≠ −1

v?²?�Ë ©s?²?ý«b?� U?¹ s?²?ý«œ b?Š v?M?F?¹® l?ÐUð s¹« —U²
— —œ

  x → −1 bOM� oOI×ð ®Å ‰Ëbł±≥‡‡≤Æ©

O

y = f(x)

O

y = f(x)

y = f(x)

21
1

2

2_
1_

©n�«®

  qJý≤∏‡‡≤

 ‰Ëbł±≤‡‡≤

 ‰Ëbł±≥‡‡≤

©»®



ÅÅÅÅÅπ±

¥ lÐUð ‡‡  h:R → RÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ 

                                  

  
h(x) =

x2,        x ≤ −2

2− x,     x > −2







 —«bI� ©n	«

  
lim

x→−2
h(x)ÆbOM� »U�Š «— 

 UÐ b¹«ÅÁœ—Ë¬ XÝœÅtÐ t� È—«bI� U¹¬ ©»  h(−2)øXÝ« dÐ«dÐ 

 l?ÐU?ð —«œuL� ©Ûhr?Ý— Ë—Åt?ÐË—  U?B²
� ÁU~²Ýœ —œ«— 

ÆbOM�

øb�—«œ v�«ušÅr¼ qJý UÐ ôUÐ Z¹U²� ©À

µÅÅÅÅÅÅq‡‡JýÅÅ ÅÅ—«œu‡L‡� ÅÅÅt‡‡Ð ÅÅÅt‡łu‡‡ðÅÅÅ U‡Ð ‡‡≥∞‡‡ÅÅ≤—«b‡‡I‡‡�ÅÅÅÅ 

  
lim
x→2

f(x)

ÆbOM� sOOFð «—

∂ÅÅÅÅÅq‡‡‡Jý ÅÅÅ—Å«œu‡‡L‡‡�ÅÅÅ Åt‡‡Ð ÅÅÅÅt‡‡łu‡‡ðÅÅÅ U‡‡Ð ‡‡ÅÅ≥±‡‡≤U‡‡¹¬Å ÅÅ

  
lim
x→1

f(x)

øœ—«œ œułË

O

O

O

y = f(x)

 qJý≥∞‡‡≤

 qJý≤π‡‡≤

 qJý≥±‡‡≤



π≤

¥‡‡±‡?‡≤∫l?ÐU?ð p?¹ XÝ«— bŠË éÇ bŠ ‡‡ôu?L?F� Î

  b?M�U� ¨U¼ÅlÐUð “« vCFÐ bŠ sOOFð È«dÐ

x
x

 —œ   x =0bŠ b¹UÐ ¨

Æœ«œ —«d� vÝ—dÐ œ—u� «— U¼ÅÊ¬ XÝ«— bŠ Ë éÇ

lÐUð  f:R → R∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

5 + x − x2,     x ≤ 2

x − 3,            x > 2







 —«œuL�y = f(x)Å qJý —œ eO� ≥≤‡‡≤ÆXÝ« Ábý rÝ— 

 ‰Ëbł±¥‡?‡≤ ÈU?¼—«bI� f(x) v?²�Ë «—   x → 2−
ÊU?A� 

Æb¼œÅv�

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ±¥‡‡≤ Ë ¨y∫r¹dOÖÅv� t−O²� U¼ÅtDI� 

∫rO¼œÅv� ÊUA� d¹“ v{U¹— œUL� UÐ «— VKD� s¹«

  
lim

x→2−
f(x) = 3

 ‰Ëb?ł±µ‡‡≤ ÈU?¼—«b?I?� e?O� f(x)Åv?²?�Ë ¨«—   x → 2+¨

Æb¼œÅv� ÊUA�

 ‰Ëb?ł t?Ð t?łuð UÐ±µ‡‡≤ Ë ¨y¨—«œu?L?� ÈË— ÈU?¼Åt?DI� 

∫r¹dOÖÅv� t−O²�

∫rO¼œÅv� ÊUA� d¹“ v{U¹— œUL� UÐ «— VKD� s¹«

  
lim

x→2+
f(x) = −1

 l?ÐU?ð X?Ý«— b?Š Ë é?Ç b?Š t?� s?¹« t?Ð t?łu?ð UÐfv?²�Ë 

  x → 2 l?ÐU?ð t?� r?¹dOÖÅv� t−O²� bM²�O� dÐ«dÐ f v?²�Ë ¨  x → 2¨

Æœ—«b� bŠ

O

y = f(x)

−

 bŠf(x) v²�Ë   x → 2−
 UÐ dÐ«dÐ ≥ÆXÝ« 

 qJý≥≤‡‡≤

 ‰Ëbł±¥‡‡≤

 ‰Ëbł±µ‡‡≤

 bŠf(x)Åv²�Ë   x → 2+
 UÐ dÐ«dÐ   −1ÆXÝ« 

00/50/70/90/99

2/01

+ 00



ÅÅÅÅÅπ≥

 XO�UF�∂‡‡ÅÅ≤

 lÐUðfÊ¬ —«œuL� “« v²L�� Ë Ábý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆXÝ« Ábý rÝ— eO�

  

f(x) =
x
x

,     x >0

−1,     x <0







± q?J?ý® l?ÐU?ð s?¹« —«œu?L?� tÐ tłuð UÐ ©≥≥‡?‡≤”b?Š ¨©

 v²�Ë bO�“Åv�  x →0−
øbMM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ lÐUð ÈU¼—«bI� 

  
lim

x→0−
f(x) = ?

≤ v?²?�Ë ¨o?K?D�—b� lÐUð n¹dFð tÐ tłuð UÐ ©  x >0—«b?I� 

f(x)øX�OÇ 

≥ bŠ ©f(x) v²�Ë ¨  x →0+
øX�OÇ ¨

  
lim

x→0+
f(x) = ?

¥ ÈU??¼Åt??K??Šd?� t?Ð t?łu?ð U?Ð ©± Ë ≥ v??²?�Ë ¨  x →0U?¹¬ ¨

 ÈU¼—«bI�f(x)øbMM�Åv� qO� h
A� œbŽ p¹ tÐ 

µ v²�Ë ¨lÐUð s¹« U¹¬ ©  x →0ø«dÇ øœ—«œ bŠ ¨

∂—œ lÐUð s¹« bO¹u~Ð bO�«uðÅv� lÐUð s¹« —«œuL� tÐ tłuð UÐ ©

øœ—«b� bŠ vÞUI� ÅtÇ

—œ lÐUð p¹ XÝ«— bŠ Ë éÇ bŠ dÖ«

tDI� Ê¬ —œ lÐUð Ê¬ bMýUÐ  ËUH²� tDI� p¹

Æœ—«b� bŠ

O

−1

−2

−3

−4

 qJý≥≥‡‡≤

 s¹dLð≥‡‡≤

± lÐUð ‡‡f∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ 

                                        

  
f(x) =

x,          x ≥1

0,           x <1




 —«œu?L?� ©n	«y = f(x) ÈÅÁ“U?Ð —œ «—   0,2[ ]b?O?M?� rÝ— 

 qJý®≥¥‡‡≤Æ©

 ÈÅt³ÝU×� XÝ« »uKD� ©»

  
lim

x→1+
f(x) Ë 

  
lim

x→1−
f(x)Æ

 lÐUð U¹¬ ©ÛfË ¨� v²  x →1øœ—«œ bŠ ¨

O

 qJý≥¥‡‡≤



π¥

≤ lÐUð ‡‡fs?¹« —U²
— —œ ÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ 

 v²�Ë lÐUð  x →0ÆbOM� oOI×ð 

                                         

  

f(x) =
0    ,      x >0

x
x

 ,       x <0







∫v¹ULM¼«—® —œ «— lÐUð —«œuL�   −1 ,  1( ) − 0{ }bOM� rÝ— 

Å qJý®≥µ‡‡≤Æ©Å©

≥ lÐUð bOM� ÷d
 ‡‡fÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ 

                                     

  
f(x) =

x2 +1  ,    x >0

x − a    ,    x <0







 —«bI�a t� bOM� sOOFð È—uÞ «— 

  
lim
x→0

f(x)t²ý«œ œułË 

bOM� rÝ— «— lÐUð —«œuL� Ë bO�¹uMÐ «— bŠ s¹« —«bI� fáÝ ÆbýUÐ

 qJý®≥∂‡‡≤Æ©

 XO�UF�∑‡‡ ≤

 lÐUð

  
q(x) = f(x)

g(x)
= x2 −1

x2 − 4x + 3
Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

± lÐUð bŠ ©  f(x) = x2 −1 v²�Ë ̈ «—   x →1bOM� sOOFð ̈

 qJý®≥∑‡‡ ≤Æ©

≤ l??ÐU?ð b?Š ©  g(x) = x2 − 4x + 3 v??²?�Ë ¨«—   x →1¨

 qJý® b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ≥∏‡‡ ≤Æ©

≥ l?ÐU?ð b?Š ©

  
q(x) = x2 −1

x2 − 4x + 3
 v?²?�Ë ¨  x →1t?Ð ¨

øb¹¬Åv�—œ vð—u� tÇ

    
lim
x→1

 
x2 −1

x2 − 4x + 3
= L

O

O

 qJý≥µ‡‡≤

 qJý≥∂‡‡≤

O

 qJý≥∑‡‡ ≤



ÅÅÅÅÅπµ

¥ÊuM�Uð t� v³	UD� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— bŠ s¹« Ê«uðÅv� U¹¬ ©

øœd� »U�Š XÝ« Ábý t²HÖ

µ Èd?�?� l?ÐU?ð Ãd?
� Ë  —u� ©

  

x2 −1

x2 − 4x + 3
v?MF¹ ¨

  f(x) = x2 −1 Ë   g(x) = x2 − 4x + 3»d??{Åq??�U?Š t?Ð «— ¨

ÆbOM� t¹e& ‰Ë« ÈU¼Åq�UŽ

  x
2 −1= (x −1)(             )

  x
2 − 4x + 3 = (x −1)(               )

∂ v?²�Ë t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©  x →1 Á—«u?L¼   x ≠1vMF¹ ¨

  x −1≠0 lÐUð ¨q(x)ÆbOM� ÁœUÝ «— 

  
q(x) = x2 −1

x2 − 4x + 3
= (x −1)(             )

(x −1)(             )

= − − − − − − − − − − −

∑ U¹¬ ©

  
q(x) = x +1

x − 3
ø

∏ l?ÐUð bŠ ©

  
q(x) = x +1

x − 3
 v?²�Ë ¨«—   x →1»U�Š ¨

 qJý ®bOM�≥π‡‡ ≤Æ©

π ÈËU�ð U¹¬ ©

  
lim
x→1

q(x) = −1øXÝ« XÝ—œ 

d?Ö« vK�—uÞÅtÐ

  
lim
x→a

f(x) =0 Ë 

  
lim
x→a

g(x) =0b?Š ÁU~�¬

q(x) = f(x)
g(x)

¨ v???²??�Ë x → a  —u???� t??Ð ¨

  

0
0

Ë b??¹¬Åv??�—œ 

Ê«uðÅv/
 

XÝ« Ábý t²HÖ ÊuM�Uð t� v³	UD� pL� tÐ «— Ê¬ —«bI�

Ÿu?� t?Ð t?łu?ð U?Ð ¨b?Š s?¹« —«bI� ÈÅt³ÝU×� È«dÐ Æœd� t³ÝU×�

 ÈU¼ÅlÐUðf(x) Ë g(x)Æœd� —UO²š« v³ÝUM� ‘Ë— b¹UÐ 

 t� v²�Ë ¨q¹– V	UD�f(x) Ë g(x)¨b?MýUÐ È«ÅtKLł bMÇ 

ÆXÝ« bOH�

µ‡‡±‡‡≤dÐ U¼ÅÈ«ÅtKLłbMÇ Èd¹cÄÅg�Ð ‡‡ x −− a∫dÖ« 

    f(x) = anxn + L + a1x + a0 È«“« tÐ Ë x = arOýUÐ t²ý«œ 

  f(a) =0 ÁU~�¬ f(x) dÐ (x − a)vÖó¹Ë s¹« “« ÆXÝ« d¹cÄÅg
Ð 

Æœd� ÁœUH²Ý« U¼ÅÈ«ÅtKLłbMÇ ÈÅt¹e& È«dÐ Ê«uðÅv�

g (x ) = x2 − 4x + 3 = (x − 2)2 − 1

O

O

qJý≥∏‡‡ ≤

qJý≥π‡‡ ≤

  

x ≠≠ 1

q(x) ==
x ++1

x −− 3









π∂

 XO�UF�∏‡‡ ≤

 È«ÅtKLłbMÇ  f(x) = 2x2 − 5x +2Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— 

± —«bI� ©  f(2)ÆbOM� »U�Š «— 

≤ U¹¬ ©f(x) dÐ   (x −2)ø«dÇ øXÝ« d¹cÄÅg
Ð 

≥ rO�Ið XL�� Ã—Uš ©f(x) dÐ   (x −2)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

¥ È«Åt??K??L??łb??M??Ç ¨ôU??Ð r??O??�?I?ð p?L?� t?Ð ©f(x)t??Ð «— 

ÆbOM� t¹e& q�«uŽ »d{Åq�UŠ

  2x2 − 5x +2 = (x −2)  (                 )

 s¹dLð¥‡‡ ≤

±ÆbO¼œ ÂU−�« «— Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅrO�Ið ©

≤ —«b??I?� ©aÈ«Åt??K??L??łb??M?Ç t?� b?O?M?� s?O?O?F?ð ÊU?M?Ç «— 

  p(x) = ax3 + (a +1)x2 −18 dÐ   (x − 3)ÆbýUÐ d¹cÄÅg
Ð 

d�—u¼ ‘Ë—

ÅÃ—UšÅÊœ—Ë¬ XÝœÅtÐ È«dÐ�UÐ Ë XL��p¹ rO�Ið ÈÅÁb�U�Åv

 d?Ð È«Åt?KLłbMÇ(x − a)t?Ð t?� œ—«œ œułË ÁœUÝ výË— ‘Ë— 

 d?�—u?¼`?O?{u?ð «— ‘Ë— s?¹« ‰U?¦?� Ëœ d?�– U?Ð ÆX?Ý« —u?N?A� 

∫rO¼œÅv�

 ‰U¦�±∫rO�Ið ÂU$« È«dÐ 

  2x3 − 3x2 + 5x +10÷ (x +1)

ÆrOM�Åv� qLŽ d¹“  —u� tÐ

  2x2 − 5x +2
  x −2  

  

−2x3 + 5x2 + 8x −20 
 x +2  

 
®n	«Å

  

3x4 +2x2 − 5  
 x −1 

 ®»ÅÅ

  

3x2 + 5x +
7

4
 

 x +
1

2
 

 
®ÛÅÅ



ÅÅÅÅÅπ∑

±ÆrO�¹u�Åv� œ—«b�U²Ý«  —u�ÅtÐ «— È«ÅtKLłbMÇ ©

≤XÝ«— tÐ éÇ “« VOðdð tÐ «— È«ÅtKLłbMÇ ÈU¼ÅV¹d{ ©

ÆrO�¹u�Åv�

 “« v�«uð dÖ«®x©ÆrOM�Åv� —uEM� dH� «— Ê¬ V¹d{ býU³� 

≥ ÈÅtA¹— ©∞ Ω  (x +1)XÝœÅtÐ «— tOKŽÅÂu�I� dH� vMF¹ ̈

Ær¹—Ë¬Åv�

  x +1=0 ⇒  x = −1

¥ ‰Ëb?ł  —u?�Åt?Ð v?	Ëb?ł —œ «— t?A¹— —«bI� ©±∂‡?‡≤

ÆrO�¹u�Åv�

µË rO�¹u�Åv� tł—œ s¹dðÅ¯—eÐ V¹d{ d¹“ «— dH� œbŽ ©

ÆrOM�Åv� lLł Ê¬ UÐ

∂ ‰Ëbł oÐUD� «—  UOKLŽ ÈÅtOIÐ ©±∑‡‡≤ÆrO¼œÅv� ÂU$« 

∑ ‰Ëb?ł œ«bŽ« “« ÁœUH²Ý« UÐ ©±∑‡‡≤r?O�Ið XL�� Ã—Uš 

«—ÆrO�¹u�Åv� 

  2x3 − 3x2 + 5x +10= (x +1)(2x2 − 5x +10)

 ‰U?¦�≤∫ r?O?�Ið   x4 − 4x2 +2x − 4 dÐ   (x −2)t?Ð «— 

 Ã—Uš fáÝ ÆbO¼œ ÂU$« d�—u¼ ‘Ë—�ÆbO�¹uMÐ «— rO�Ið XL�

qŠ≤

  = x3 +2x2 +2 Ã—Uš �XL�

�¦??????U??????‰ ≥∫ Šb?????? ðU??????Ðl?????? 

  
q(x) = 3x2 + x − 4

x2 + x −2
 —«¨

Ë�²v  x →1¨ ðFOOs �MObÆ

qŠ≥ ÈËU�� d�� Ãd
� Ë  —u� ÊuÇ ∫q(x)È«“« tÐ ̈

  x =1Ãd?
?� Ë  —u?� ÈU?¼ÅÈ«Åt?K?LłbMÇ fÄ ¨b�uýÅv� dH� 

dÐ  (x −1)∫r¹—«œ Èd¹cÄÅg
Ð “« ÁœUH²Ý« UÐ Æb�d¹cÄÅg
Ð 

  3x2 + x − 4 = (x −1)(3x + 4)

  x
2 + x −2 = (x −1)(x +2)

 t�Ås¹« tÐ tłuð UÐ ¨s¹«dÐUMÐ  x ≠1¨

  
q(x) = 3x2 + x − 4

x2 + x −2
= (x −1)(3x + 4)

(x −1)(x +2)
= 3x + 4

x +2

¨«c	

  

lim
x→1

 q(x)=lim
x→1

3x + 4

x +2
=

lim
x→1

(3x+4)

lim
x→1

 (x +2)
=

3 + 4

1+2
=

7

3
.

0 0

0

00

 ‰Ëbł±∑‡‡≤

 ‰Ëbł±∏‡‡≤

 ‰Ëbł±∂‡‡≤

0

0

00

0 0

0



π∏

 XO�UF�π‡‡≤

 l?ÐUð

  
q(x) = f(x)

g(x)
= 3x3 + 4x2 − 5x −2

x4 +2x2 +13x +2
dE� —œ «— 

Ær¹dOÖÅv�

± ÈU¼—«bI� ©  f(−2) Ë   g(−2)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤ bŠ ©q(x)Ë ¨� v²  x → −2øb¹¬Åv�—œ  —u� tÇ tÐ ¨

≥ÈËU?�?� d?�?� Ãd
� Ë  —u� Èd¹cÄÅg
Ð pL� tÐ ©

q(x)ÆbOM� ÁœUÝ bFÐ Ë t¹e& «— 

¥ U¹¬ ©

  
q(x) = 3x2 −2x −1

x3 +2x2 +6x +1
ø

µ bŠ pM¹« ©q(x)Ë ¨«— � v²  x → −2ÆbOM� »U�Š ¨

∂‡?‡ÅÅÅ±‡‡≤O?C?� ‡‡ÅÒ ∫v?Öœd?A� ÈÅt d?¼ È«“« tÐ dÖ«x“« 

 ÈÅÁ“UÐI œbŽ q�Uý t� ̈aôUL²Š« d~� ̈ XÝ« Î —œ a∫rOýUÐ t²ý«œ ̈

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

lim
x→a

 g(x) = lim
x→a

 h(x) = LÁU~�¬ 

 ‰U¦�±∫bOM� XÐUŁ 

∫q?Š Á—«u?L?¼ t?� r?O?�«œÅv?�   −1≤ sin x ≤1 d?Ö« ¨fÄ x

∫r¹—«œ býUÐ X³¦� ÈœbŽ

�«Ò ¨U?

  
lim

x→+∞
  ( −

1
x ) = lim

x→+∞
  

1
x =0o?³?Þ ¨s?¹«dÐUMÐ Æ

vÖœdA
 ÈÅtOC� Ë ôUÐ ÈU¼ÅÈËU��U�

 ‰U¦�≤∫ lÐUð fÈÅt?DÐU{ UÐ    (x ≠0) ¨f(x) =
sin x

x
«— 

lim
x→a

 f(x) = L

  
lim

x→+∞
 
sin x

x =0

  
−

1

x ≤
sin x

x ≤
1

x

  
lim

x→+∞
 
sin x

x =0

 ‰Ëbł±π‡‡≤

                                                                        →

ÁbA�Ån¹dFð

                                                                       ←   

  

       x             ...         −
π
30

             −
π

180
           −

π
9000

       ...  0  ...           
π

9000
              

π
180

              
π
30

            ...

f(x) =
sin x

x
    ...    0/ 998173     0/ 999949    0/ 99999998                   0/ 99999998    0/ 999949    0/ 998173        ...    

 ‰Ëbł Æb¹dO~Ð dE� —œ±π‡‡Å≤ v²�Ë «— lÐUð s¹«  «dOOGð   x →0

Æb¼œÅv� ÊUA�

 s¹dLðµ‡‡ ≤

»U�Š Èd¹cÄÅg
Ð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹d¼

ÆbOM�

                                

  
lim
x→1

x2 −2x +1

x2 + x −2
 ®n	«Å

  
lim
x→0

x2 + x

x3 +2x
 ®»ÅÅ

  
lim

x→−2

x2 − 4

(x +2)3 ®ÛÅÅ

  
lim
x→2

x2 + 3x −10

3x2 − 5x −2
 ® ÅÅ

qJý¥∞‡‡ ≤



ÅÅÅÅÅππ

 v²�Ë ̈ œuýÅv� tEŠö� t� È—uÞ tÐ  x →0Å̈
sin x

x
œbŽÅtÐ 

 ‰Ëbł ¨vMF¹ ÆbM�Åv� qO� p¹±π‡‡Å≤t� b¼œÅv� ÊUA� 

  
lim
x→0

 
sin x

x =1

 ÈÅt−O²�±∫

  
lim
x→0

 
tan x

x =1

 t� s¹« tÐ tłuð UÐ ¨«d¹“tan x =
sin x

cosx
∫r¹—«œ ¨

  
lim
x→0

 
tan x

x
= lim

x→0

sin x

x cosx
= lim

x→0

sin x

x
× lim

x→0

1

cosx

                     

  
=1×

1
cos0 =1×

1
1 =1

 ÈÅt−O²�≤∫ 

  
lim
x→0

sin mx
x = m Ë 

  

lim
x→0

 
tan mx

x
= m¨

 U¼ÅÊ¬ —œ t�mÆXÝ« dH� n	U
� Ë vIOIŠ ÈœbŽ 

∫Xýu� Ê«uðÅv� ¨«d¹“

  
lim
x→0

 
sin mx

x
= lim

x→0
m.

sin mx

mx

 ÷d??
 U??Ðmx = y v???²??�Ë t??� X??Ý« `??{«Ë ¨  x →0¨

  y = mx →0 ∫s¹«dÐUMÐ ¨

  
lim
x→0

m sin mx
mx

= lim m
y→0

.
sin y

y
= m.1= m

¨VOðdð sOL¼ tÐ

  
lim
x→0

m tan mx
mx

= lim m
y→0

.
tan y

y
= m.1= m

 U¼Å‰U¦� ÈÅt−O²� UÐ tDÐ«— —œ®≤©

 ©n	« 

  
lim
x→0

 
sin

x

2
x

ÆbOM� sOOFð «— 

∫qŠ∫Xýu� Ê«uðÅv� 

  

sin
x

2
x

=
1

2

sin
x

2
x

2

⇒ lim
x→0

sin
x

2
x

=
1

2

 ©»

  
lim
x→0

 
tan5x

x
ÆbOM� »U�Š «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

  

tan5x

x
= 5

tan5x

5x
⇒ lim

x→0
 

tan5x

x
= 5

 ©Û

  
lim
x→0

 
tan

3x

2
x

ÆbOM� »U�Š «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

                     

  

tan
3

2
x

x =
3

2

tan
3

2
x

3

2
x

 ÷d
 UÐ ¨s¹«dÐUMÐ

  

3

2
x = t∫r¹—«œ 

  
lim
x→0

 
tan

3
2 x

x
=

3
2 lim

t→0

tan t
t

=
3
2 .



±∞∞

 s¹dLð∂‡‡Å≤

±U?L?OI²��®ÆbOM� »U�Š «— d¹“ ÈU¼ÅbŠ ‡‡ÎÈU¼Åt−O²� “« 

± Ë≤©ÆbOM� ÁœUH²Ý« 

     

  
lim
x→0

 
sin5x

x
 ®n	«

     

  
lim
x→0

 
sin 3x

2x
 ®»

      

  
lim
x→0

 
sin2 x

x2 ®Û

     

  
lim
x→0

 
tan πx

x
 ® 

   

  
lim
x→0

 
tan 2x

3x
 ®À

  
lim
x→0

 
tan xsin x

x2 ®Ã

≤Åd?Ö« t?� b?O?¼œ ÊU?A� ‡‡nÅËmd?H?� d?O?ž v?I?OIŠ œ«bŽ«

ÁUÖÅÊ¬bMýUÐ

  
lim
x→0

 
sin mx

nx
=

m

n

≥ÅdÖ« ‡‡mÅËn«— d?¹“ b?Š b?M?ýUÐ dH� dOž vIOIŠ œ«bŽ«

ÆbOM� »U�Š

  
lim
x→0

 
tan mx

nx

¥ ÈU?¼Ås?¹dLð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡≤Ë≥«— d?¹“ ÈU¼bŠ —«bI� 

ÆbO�¹uMÐ

  
lim
x→0

 
tan2x

3x
 ®n	«

  
lim
x→0

 
sin 5x

3x
 ®»

  
lim
x→0

 
tan2xsin3x

6x2 ®Û

  

lim
x→

π
2

 
cosx

x −
π
2

 ® 

s¹d9 qŠ q×�



ÅÅÅÅÅ±∞±

±qJý —œ ‡‡¥±‡‡≤ lK{ tÐ vFÐd� ¥Ábý rÝ— d²�Åv²�UÝ 

aÝUÄ Æb�«ÅÁbý q�Ë r¼ tÐ eO� lÐd� —ËU−� ÈU¼ÅlK{ jÝË ÆXÝ«

∫bO¼œ

 lÐd� XŠU�� ©n	«′A ′B ′C ′DøXÝ« —bIÇ 

 YK¦�® Ábý Áœ“ t¹UÝ XL�� XŠU�� ©»′A B ′B©—bIÇ 

øXÝ«

≤«œb?−?� ‡?‡Î l??Ðd?� ÈU?¼Ål?K?{ j?ÝË ′A ′B ′C ′Dq?J?ý 

 qJý oÐUD� Ë r¹«ÅÁœd� q�Ë r¼ tÐ «— q³� ÈÅtK¾��¥≤‡‡≤p¹ 

—«d?Jð b¹bł lÐd� ÈË— «— —U� s¹« Ë r¹«ÅÁœ“ t¹UÝ «— Ê¬ ÈÅtýuÖ

ÆbOM� »U�Š «— d¹“ ŸuL−� ¨VKD� s¹« tÐ tłuð UÐ ìË r¹«ÅÁœd�

                          

    
2+1+

1
2

+
1
4

+
1
8

+ L =

t?Ç Áb?ý Áœ“ t?¹U?Ý ÈU?¼ÅX?L?�?� XŠU�� UÐ ŸuL−� s¹«

øœ—«œ È«ÅtDÐ«—

≥∫bOM� ÷d
 ‡‡

                                     

  

f(x) =
a − x2  ,    x >1

x2  ,         x <1







 lÐUð dÖ«f —œ   x =1 —«bI� ̈ býUÐ t²ý«œ bŠ aøX�OÇ dÐ«dÐ 

¥∫bOM� ÷d
 ‡‡

                                   

  

f(x) =

x2 − 4

x −2
 ,    x > 2

   3      ,     x = 2

x −1    ,     x < 2















∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“  —U³Ž q�UŠ

                                      
  
lim

x→2−
f(x) + f(2) + lim

x→2+
f(x)

 qJý¥≤‡‡≤

 qJý¥±‡‡≤

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v�U¹UÄ Êu�“¬±©



±∞≤

v~²ÝuOÄ

vK� ·b¼

Ê¬ qzU�� qŠ Ë t²ÝuOÄ lÐ«uð v¹UÝUMý

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð «— t²ÝuOÄ lÐUð ‡‡Å

≤ÆbM� »U�Š dE�œ—u� ÈU¼ÅtDI� —œ «— lÐUð bŠ ¨v~²ÝuOÄ ÈU¼ÅtOC	 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

≥ÆbM� sOOFð «— U¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄU� ÈU¼ÅtDI� ‡‡

¥ÆbM� qŠ v³�� —uÞÅtÐ «— v~²ÝuOÄ qzU�� ‡‡

ÂËœ qB�

بخش دوم



Å±∞≥

® Êu�“¬ÅgOÄ≤©

±t?Ç t?Ð X?Ý« Áb?ý ÁbOA� jš U¼ÅÊ¬ d¹“ t� v¹U¼ÅÁ˛«Ë ‡‡

øbM²�¼ vMF�

U?ÄË—« s?¼¬ÅÁ«— t?Ð v?Ðd?ž ÊU?−¹UÐ—–¬ “« Ê«d¹« s¼¬ÅÁ«— ©n�«

ÆXÝ« t²ÝuOÄ

p?M?š t?²?Ýu?O?ÄU?� —u?ÞÅtÐ sOýU� —uðU¹œ«— »¬ ÈU�dÖ ©»

ÆœuýÅv�

Æb¼œÅv� —«d	 vÝ—dÐ œ—u� «— t²��Ö qzU�� dðuOá�U� ©Û

ÆXÝ« t²ÝuOÄ ¨v~²��Ö U¹ vÖb¹dÐ ÊËbÐ vM×M� p¹ © 

U?MF� tÇ tÐ qBHM� Ë qB²� ¨qB� ¨q
Ë ÈU¼ÅÁ˛«Ë ©À

øbM²�¼

≤øX�OÇ lÐUð p¹ ÈÅÁbLŽ vÖó¹Ë ‡‡

≥ lÐUð ‡‡f∫œuýÅv� n¹dFðd¹“  —u
 tÐ 

                                    

  

f(x) =
1    x >0

0    x =0     

−1  x <0







ÆbOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œuL� ©n�«

øœ—«œ v~²��Ö È«ÅtDI� tÇ —œ lÐUð s¹« —«œuL� ©»

øXÝ« Ábý qOJAð XL�	 bMÇ “« lÐUð s¹« —«œuL� ©Û

¥‡?????????‡ l?????????ÐU?????????ð —«œu?????????L????????� fÈÅt?????????D?????????ÐU?????????{ U?????????Ð 

  

f(x) =

x +2 x <0

3 − x 0≤ x <1

2x 1≤ x < 2

4 x > 2










 ̈®Å qJý¥¥‡‡≤vÞUI� tÇ —œ ̈ © 

øœ—«œ vÖb¹dÐ

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

 qJý¥≥‡‡≤

 qJý¥¥‡‡≤

O

1

1_
1

O

1

2

3

4

1_
1_2_3_ 1 2



±∞¥

≤‡‡≤v~²ÝuOÄ ‡‡

ÄOuÝ²~v ðUÐl —«ÐDtÅÈ Ð�OU— �eœ¹Jv ÐU �HNuÂ Šb ðUÐl œ«—œÆ

«Ð²b« ÄOuÝ²~v ðUÐl —« œ— ¹p �IDt �u—œ Ðd—Ýv 	d«— �vÅœ¼OrÆ

 ‰U¦�±∫ lÐUð fÅÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = x3
—œ «— Ê¬ —«œuL� Ë 

 qJý¥µ‡‡≤v?IOIŠ œ«bŽ« ÂULð È«dÐ lÐUð s¹« Ær¹dOÖÅv� dE�—œ 

 v?M?F¹ ¨XÝ« Ábý n¹dFð  Df =�R d?¼ È«d?Ð ¨s¹«dÐUMÐ Æ  a ∈�R

 ÈÅt?DI�A a, f(a)( ) —«œu?L� ÈË—y = f(x)U?ML{ Æœ—«œ —«d	 Î

vÖb¹dÐ È«ÅtDI� êO¼ —œ —«œuL� s¹« œuýÅv� tEŠö� t�Å—uÞÅÊUL¼

 vM×M� ̈ d~¹œ  —U³Ž tÐ Æœ—«b�y = f(x)   tJðÅp¹®©t²ÝuOÄ U¹

 lÐUð ¨«c� ÆXÝ«  y = x3
 «—  t²ÝuOÄÆrO�U�

 lÐUð —«bI� ÊuM�«fö¦� ̈ tDI� p¹ —œ «— Ê¬ bŠ Ë Î ̈  x =1¨

∫r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ

  
f(1) =13 =1,  lim

x→1
f(x) = lim

x→1
(x3 ) =13 =1

 ‰U¦�Ås¹« —œÅœuýÅv�ÅÁb¹œÅt�ÅÈ—uÞÅtÐ

  
lim
x→1

f(x) = f(1) =1Æ

 d¼ —œ vÖó¹Ë s¹« ÈÅtDI� eO� d~¹œ —«d	dÐ∫‰U¦� —uÞÅtÐ ÆXÝ«

  
lim
x→2

f(x) = f(2) = 23 = 8

  
lim

x→−1
f(x) = f(−1) = (−1)3 = −1

 ‰U¦�≤∫ lÐUð fÈÅtDÐU{ UÐ 

  

f(x) =
x2 −1
x −1

 ,   x ≠1

   3     ,   x =1







 lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «—  Df =�RœU×ð« tÐ tłuð UÐ Ë 

 d¼ È«dÐ ¨ÃËœe�  x ≠1 U¹ ¨  (x −1) ≠0∫r¹—«œ 

  
f(x) =

(x −1)(x +1)
x −1

= x +1

 ¨v?MF¹

  
f(x) =

x +1 ,   x ≠1

3      ,   x =1





q?J?ý —œ «— l?ÐU?ð s¹« —«œuL� Æ

¥∑‡‡≤ —œ —«œu?L� s¹« t� œuýÅv� Áb¹œ ÆbOM�Åv� tEŠö�   x =1

È«—«œ ©v~²ÝuOÄU�® v~²��Ö UML{ ÆXÝ«ÎÈÅtDÐU{ tÐ tłuð UÐ ̈

O

O

 qJý¥µ‡‡≤

t²ÝuOÄU� lÐUð p¹ —«œuL�

 qJý¥∂‡‡≤

O

 qJý¥∑‡‡≤

êO¼ —œ lÐUð p¹ —«œuL� dÖ« ̈ vK�Å—uÞÅtÐ

 gH¹dFð ÈÅtM�«œ “« È«ÅtDI�t²ý«b� vÖb¹dÐ

ÆXÝ« t²ÝuOÄ býUÐ



Å±∞µ

∫r¹—«œ lÐUð

  
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(x +1) = 2

�«Ò —«bI� UÐ bŠ —«bI� ̈ U  f(1)v~²��Ö YŽUÐ sOL¼ Ë X�O� dÐ«dÐ 

 dÖ« ÆXÝ« Ábý lÐUð —«œuL� —œ  f(1) ÈUłÅtÐ «— ≥ œbŽ ≤n¹dFð 

 ÈÅtDI� —œ lÐUð rOM�  x =1Æbý b¼«uš t²ÝuOÄ 

t?z«—« «— d?¹“ n?¹d?F?ð b?ý Áœ«œ `?O?{u?ð t?â?�¬ t?Ð t?łuð UÐ

ÆrO¼œÅv�

 n?¹dFð±∫ lÐUð f ÈÅt?DI� —œ «— x = a  t?²ÝuOÄ¨r?O¹uÖ

∫ÁUÖd¼

± lÐUð ©f —œ x = aªbýUÐ Ábý n¹dFð 

≤ v²	Ë ©x → a lÐUð fªbýUÐ t²ý«œ bŠ 

≥ lÐUð bŠ ©f v²	Ë x → a —œ lÐUð —«bI� UÐ aÆbýUÐ dÐ«dÐ 

¨vMF¹

lim
x→a

f(x) = f(a)     ®¿©

 ÈÅt??²?J?�±∫® ÈÅt??D?Ð«— ¿® ◊d?ý t?Ý ©±® ¨©≤® Ë ©≥«— ©

ø«dÇ ÆXÝ«—«œ

 n?¹dFð≤∫ dÖ« fb?ýU?Ð t?²?ÝuOÄ ‘«ÅtM�«œ “« tDI� d¼ —œ 

 rO¹uÖf dÖ« ÆXÝ« t²ÝuOÄ Df = a,b[ ] v?~²ÝuOÄ È«dÐ f —œ a

 r?O?ýU?Ð t?²?ý«œ XÝ« v�U�lim
x→a+

f(x) = f(a) ®“« v?~?²?ÝuOÄ

XÝ«— —œ a —œ v?~?²?ÝuOÄ È«dÐ Ë ©br?O?ýU?Ð t²ý«œ XÝ« v�U� 

lim
x→b−

f(x) = f(b) ®éÇ “« v~²ÝuOÄ —œ b qJý® ©¥π‡‡≤Æ©

 ÈÅt²J�≤∫ lÐUð dÖ« f Ë býUÐ t²ÝuOÄ a ∈DfôË« ¨Î f—œ 

aUO�UŁ ¨œ—«œ bŠ Î ÈËU�� bŠ s¹« f(a)XÝœÅtÐ È«dÐ ¨fÄ ÆXÝ« 

 b?Š Êœ—Ë¬f v?²?	Ë ¨x → a l?ÐU?ð ÈÅt?D?ÐU?{ —œ X?Ý« v?�U� ¨f

 —«bI� dOG²� ÈUłÅtÐaÆbO¼œ —«d	 «— 

±‡‡≤‡‡≤∫v~²ÝuOÄ ÈU¼ÅtOC� ‡‡ÊuM�Uð t�Å—uÞÅÊUL¼ 

—«œu?L?� r?Ý— U?¹ ‰Ëb?ł ÈÅtKOÝËÅtÐ lÐUð bŠ sOOFð b¹«ÅÁbý tłu²�

�« ÆXÝ« vðöJA� È«—«œÒ—«bI� bM²�¼ t²ÝuOÄ t� v¹U¼ÅlÐUð È«dÐ U

 ¨bŠ v²	ËxvÖœUÝÅtÐ ¨bM�Åv� qO� n¹dFð ÈÅtM�«œ “« È«ÅtDI� tÐ 

pL� œ—u� s¹« —œ t²ÝuOÄ ÈU¼ÅlÐUð s²šUMý ̈ «c� Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ

ÆbM�Åv� v�U¹Uý

O

 qJý¥∏‡‡≤

O

 qJý¥π‡‡≤

O



±∞∂

ÆrOM�Åv� ÊUOÐ t²ÝuOÄ ÈU¼ÅlÐUð œ—u� —œ tOC	 bMÇ d¹“ —œ

XÝ« ÊUÝ¬ t²ÝuOÄ lÐUð p¹ n¹dFð tÐ tłuð UÐ U¼ÅtOC	 s¹«  U³Ł«

ÆbýUÐÅv� U¼ÅtOC	 s¹« ÊœdÐ —U�ÅtÐ Ë ÁœUH²Ý« U� ·b¼ v�Ë

OC�Ò ÈÅt±∫ bOM� ÷d�   a0 ̈  a1 ̈ ì¨anvIOIŠ ÈU¼œbŽ 

 lÐUð ÆbMýUÐ  f : R → RÈÅtDÐU{ UÐ 

      f(x) = anxn + an−1x
n−1 +L+ a0  ,    x ∈R

 p¹ t�È«ÅtKLłbMÇ lÐUð dÐ ¨œuýÅv� ÁbO�U�   RÆXÝ« t²ÝuOÄ 

OC�Ò ÈÅt≤ ∫ ÈU¼ÅlÐUðf(x) = sin x Ë g(x) = cosxdÐ 

  RÆbM²�¼ t²ÝuOÄ

OC�Ò ÈÅt≥∫ ÈU¼ÅlÐUð dÖ« f Ë g —œ x = ab?MýUÐ t²ÝuOÄ 

 ÈU¼ÅlÐUðf + g Ë f − g —œ eO� x = aÆb�«Åt²ÝuOÄ 

∫t?²J� ÈÅt?O?C	 ≥l?ÐU?ð ©v?¼U?M?²�® ÊU¹UÄ UÐ œ«bFð d¼ È«dÐ 

ÆXÝ« —«d	dÐ t²ÝuOÄ

U¼Å‰U¦� ÈÅtOC	 UÐ tDÐ«— —œ® ±©

± dÖ« ©c XÐUŁ lÐUð býUÐ XÐUŁ œbŽ p¹ f(x) = ct²ÝuOÄ 

ö¦� ¨t−O²�—œ ÆXÝ«Î∫Xýu� Ê«uðÅv� 

  
lim
x→1

2 = 2,   lim
x→−1

3 = 3 ,   lim
x→a

c = c.

≤ lÐUð ©  f(x) = 2x +1bŠ tDI� d¼ —œ «c� ¨XÝ« t²ÝuOÄ 

ö¦� Æœ—«œÎ¨

  
lim

x→−1
(2x +1) = 2(−1) +1= −1,

  
lim

x→ 3
(2x +1) = 2 3 +1.

≥ dÖ« ©n Ë býUÐ vFO³Þ ÈœbŽ f(x) = xn
t²ÝuOÄ lÐUð s¹« 

ö¦� ¨«c� ÆXÝ«Î∫r¹—«œ ¨

  
lim

x→−2
x3 = (−2)3 = −8 ,    lim

x→−1
x5 = (−1)5 = −1.

¥È«Åt?K?LłbMÇ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ “« eO� d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— ©

Æb�uýÅv� t−O²�

  
lim
x→3

(2x3 − x2 + 7x − 5) = 2(3)3 − (3)2 + 7(3) − 5

  = 54 −9+21− 5 = 61

  
lim

x→ 2
(2x4 − x2 + 5) = 2( 2)4 − ( 2)2 + 5

  = 8 −2+ 5 =11.

U¼Å‰U¦� ÈU¼ÅtOC	 UÐ tDÐ«— —œ® ≤ Ë ≥©

  

lim
x→

π
2

sin x = sin
π
2

=1

  
lim
x→0

cosx = cos0=1

Ê«u?ðÅv?� t²ÝuOÄ lÐUð Ëœ lLłÅq
UŠ v~²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ

∫Xýu�

 

  
lim
x→π

(cosx + sin x) = cos π + sin π = −1+0= −1

      

  
lim
x→π

(cosx + x) = cos π + (π) = −1+ π

  

lim
x→

π

4

(cos2 x −2sin x) = (
2

2
)2 −2sin(

π

4
)

  
= 1

2 −2× 2
2 = 1

2 − 2



Å±∞∑

 U¼Å‰U¦� ÈÅtOC	 UÐ tDÐ«— —œ®¥©

±¨t?²?Ýu?OÄ lÐUð Ëœ »d{Åq
UŠ v~²ÝuOÄ “« ÁœUH²Ý« UÐ ©

∫b�«Åt²ÝuOÄ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð t� XHÖ Ê«uðÅv�

  g(x) = x2 cosx ®»f(x) = xsin x ®n�«

≤∫Xýu� Ê«uðÅv� U¼ÅtOC	 tÐ tłuð UÐ ©

  
lim
x→0

(2x2 − 8x +1)sin x = (0−0+1)sin0 ®n�«

  =1×0=0

  
lim
x→3

(2x +1)(x2 − 4)(x + 3)[ ] ®»

                                    = (2× 3 +1)(32 − 4)(3 + 3)

                                                   = 7 × 5 ×6 = 210

  

lim
x→

π
4

sin2 x cosx(1+ sin x) = (
2

2
)2 ×

2
2

(1+
2

2
) ®Û

  
= 1

2 × ( 2
2 + 1

2) = 1
4 ( 2 +1)

U¼Å‰U¦� ÈÅtOC	 UÐ tDÐ«— —œ® µ©

± d?Ð d?¹“ ÈU?¼ÅlÐUð ©  R—œ t?� v?¹U?¼Ål?ÐU?ð ¨«d¹“® b�«Åt²ÝuOÄ 

v?¹U¼ÅlÐUð Ë b�dH
dOž Á—«uL¼ Ë t²ÝuOÄ b�—«œ —«d	 U¼d�� Ãd��

∫©b�«Åt²ÝuOÄ b�—«œ —«d	 U¼d��  —u
 —œ t�

  
f(x) =

2x2 −1

1+ x2 ®n�«

  
g(x) =

x2 − 8x − 3
2+ sin x

 ®»

                                

  
h(x) = xsin x

1+ cos2 x
 ®Û

≤∫Xýu� Ê«uðÅv� ̈ ôUÐ ‰U¦� ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ©

    

  
lim

x→−1

2x2 −1

1+ x2 =
2(−1)2 −1

1+ (−1)2
=

2−1
1+1

=
1
2

 ®n�«

  
lim
x→0

x2 − 8x − 3
2+ sin x

=
02 − 8 ×0− 3

2+ sin0
=

−3
2

= −1/ 5 ®»

  

lim
x→ π

2

xsin x
1+ cos2 x

=
π
2 × sin π

2

1+ cos2 π
2

=
π
2 ×1

1+0 = π
2 ®Û

OC�Ò ÈÅt¥∫ ÈU¼ÅlÐUð dÖ« f Ë g —œ x = ab?MýUÐ t²ÝuOÄ 

 lÐUð(fg)(x) = f(x).g(x) —œ x = aÆXÝ« t²ÝuOÄ 

∫t²J� ÈÅtOC	 ¥t²ÝuOÄ lÐUð ©v¼UM²�® ÊU¹UÄ UÐ Èœ«bFð È«dÐ 

ÆXÝ« —«d	dÐ

OC�Ò ÈÅtµ∫ ÈU¼ÅlÐUð dÖ« f Ë g —œ x = ab?MýUÐ t²ÝuOÄ 

 ÈÅt??D??ÐU??{ U??Ð l?ÐU?ðh(x) =
f(x)
g(x)

 —œ x = at??�ÅÊ¬ ◊d??ý t?Ð ¨

  g(a) ≠0ÆXÝ« t²ÝuOÄ ¨

 ‰U¦�±∫ lÐUð f(x) = tan x =
sin x
cosx

v²	Ë ¨

k ∈Z Ë 

  
x ≠ (2k +1)

π
2

ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 ‰U¦�≤∫ lÐUð f(x) = cot x =
cosx
sin x

v²	Ë ¨

k ∈Z Ë x ≠ kπÆXÝ« t²ÝuOÄ ¨



±∞∏

C�Ò ÈÅtO∂∫ lÐUð dÖ« f —œ a lÐUð Ë g —œ f(a)býUÐ t²ÝuOÄ 

 lÐUðgof —œ aÆXÝ« t²ÝuOÄ 

≤‡‡≤‡‡≤∫v?~?²ÝuOÄ qzU�� ‡‡“« v?¹U¼Å‰U¦� UłÅs¹«—œ 

b?�«u?ðÅv?� U?¼Å‰U?¦?� s?¹« q?Š ÈÅÁu?×� Ær¹—Ë¬Åv� ¨U¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ

ÆbýUÐ tÐUA� qzU�� qŠ È«dÐ È«Åt�uL�

U¼Å‰U¦�

± lÐUð ©f∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

1− x,      x < 2

x2 − 5,   x ≥ 2







 lÐUð U¹¬f —œ   x = 2øXÝ« t²ÝuOÄ 

≤ lÐUð ©f ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

−2x + 6 ,   x > 2

2x −2   ,   x < 2





Áœ«œ 

 ÆXÝ« Ábý  f(2) lÐUð t� bOM� n¹dFð ÊUMÇ «— f —œ   x = 2t²ÝuOÄ 

ÆbýUÐ

≥ lÐUð ©f∫XÝ« Ábý n¹dFðÅd¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

2x − b,    x ≤ 2

x3 −2,    x > 2







 œbŽb l?ÐU?ð t?� b?OM� sOOFð ÊUMÇ «— f ÈÅt?DI� —œ   x = 2

ÆbOM� ÊU×²�« «— œuš »«uł ÆbýUÐ t²ÝuOÄ

U¼Å‰U¦� ÈÅtOC	 UÐ tDÐ«— —œ® ∂©

±ÈU?¼Ål?ÐU?ð Ë È«ÅtKLłbMÇ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ©

sinx Ë cosx∫b�«Åt²ÝuOÄ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð t� XHÖ Ê«uðÅv� ¨

  cos(2x + π) ®Û  cosx2
 ®»

  
sin(x −

π
2

) ®n�«

≤∫r¹—«œ ôUÐ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ©

  
lim
x→0

sin(x −
π
2

) = sin(0−
π
2

) = −1 ®n�«

  
lim
x→0

cosx2 = cos02 = cos0=1 ®»

           
  
lim
x→π

cos(2x + π) = cos 3π = −1
 ®Û

 qŠ±∫ôË« Î   f(2) = 22 − 5 = −1UO�UŁ ̈Ît²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ̈

¨È«ÅtKLłbMÇ lÐUð d¼ ÊœuÐ

  
lim

x→2−
f(x) = lim

x→2−
(1− x) =1−2 = −1

  
lim

x→2+
f(x) = lim

x→2+
(x2 − 5) = 22 − 5 = −1

 ̈ s¹«dÐUMÐ

  
lim
x→2

f(x) = −1 lÐUð Ë f —œ   x = 2ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 qŠ≤∫ ∫r¹—«œ 

  
lim

x→2+
−2x + 6 = 2 Ë 

  
lim

x→2−
2x −2 = 2Æ

∫rOM� n¹dFð XÝ« v�U� ¨s¹«dÐUMÐ

  f(2) = 2.

 q?Š≥∫l??ÐU??ð d??¼ Êu??Ç ¨l??ÐU?ð s?¹« n?¹d?F?ð “« d?E?�Å·d?
 

∫r¹—«œ ¨XÝ« t²ÝuOÄ È«ÅtKLłbMÇ

  
lim

x→2−
f(x) = lim

x→2−
(2x − b) = 2×2− b = 4− b

  
lim

x→2+
f(x) = lim

x→2+
x3 −2 = 23 −2 = 6

∫rOýUÐ t²ý«œ b¹UÐ ¨s¹«dÐUMÐ

  4− b = 6   ⇒   b = −2

 È«“«ÅtÐ t� XÝ« `{«Ë  b = −2∫r¹—«œ 

  
lim

x→2−
f(x) = 4− (−2) = 6 = lim

x→2+
f(x) = f(2)

 lÐUð vMF¹f —œ   x = 2ÆXÝ« t²ÝuOÄ 



Å±∞π

¥ lÐUð ©f∫XÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

3x +2    x < −1

x2 − c    x > −1







 lÐUð ÁUÖd¼f —œ   x = −1 býUÐ t²ÝuOÄ   f(−1) Ë cÆbOÐUOÐ «— 

µ lÐUð ©f∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  

f(x) =
2x − a      x < 2

5             x = 2

x2 + b      x > 2










 ÈU¼œbŽa Ë b l?ÐU?ð t?� bOM� sOOFð ÊUMÇ «— f —œ   x = 2

ÆbýUÐ t²ÝuOÄ

 s¹dLð∑‡‡≤

±—œ «— d?¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ v~²ÝuOÄU� U¹ v~²ÝuOÄ ‡‡

ÆbOM� sOOFð Ábý Áœ«œ ÈÅtDI�

 —œ®  x =1©                             

  

f(x) =
x2 + 3x −1 ,    x ≥1

4− x2         ,    x <1






 ®n�«

 —œ®  x = 2©                                    

  

f(x) =
sin

π
2

x   ,   x > 2

x2 −2x  ,   x ≤ 2






 ®»

 —œ®  x =0©                                        

  

f(x) =
x2     ,    x ≤0

−x2   ,    x >0






 ®Û

 qŠ¥∫ XÝ« v�U� c lÐUð t� rOM� sOOFð ÊUMÇ «— f —œ   −1

 bFÐ Ë býUÐ t²ý«œ bŠ  f(−1)ÆrOM� n¹dFð bŠ s¹« —«bI� «— 

  
limf
x→−1−

(x) = 3(−1) +2 = −1

  
lim f(x) = (−1)2 − c =1− c
x → −1

+

∫rOýUÐ t²ý«œ b¹UÐ ¨s¹«dÐUMÐ

  1− c = −1 ⇒  c = 2  ⇒  f(−1) = −1 

 q?Šµ∫ôË« Î ¨

  
lim

x→2−
f(x) = 2×2− a = 4− aU??O?�U?Ł ÆÎ¨

  
lim

x→2+
f(x) = 22 + b = 4+ b∫rOýUÐ t²ý«œ b¹UÐ ¨s¹«dÐUMÐ Æ

  4− a = 5 ⇒ a = −1

                                   4+ b = 5 ⇒ b =1  

 l?ÐU?ð v~²ÝuOÄf —œ «—   x = 2t?� v?¹U¼—«bI� tÐ tłuð UÐ ¨

 È«dÐa Ë bÆbOM� ÊU×²�« ¨b�¬ XÝœÅtÐ 

 —œ®  x = 2©                                      

  
f(x) =

x −2   ,   x ≠ 2

  1       ,   x = 2





 ® 

 —œ®  x = −1©
                                       

  

f(x) =
x −1 ,   x > −1

−2    ,   x = −1

2x    ,   x < −1









 ®À

≤ dÖ« ‡‡

  
f(x) =

x +2    ,  x <1

a −2x  ,  x >1





—«bI� ̈aË   f(1)—bIÇ 

 —œ lÐUð s¹« Uð býUÐ  x =1øbýUÐ t²ÝuOÄ 

≥ lÐUð ‡‡f∫XÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

                                    

  

f(x) =
x2 +2a   ,    x > −2

4            ,    x = −2

3x −2b  ,    x < −2











±±∞

 qJýµ∞‡‡ ≤

 ÈU¼œbŽa Ë b lÐUð t� bOM� sOOFð È—uÞ «— f —œ   x = −2

ÆbýUÐ t²ÝuOÄ

¥ l?ÐU?ð U¹¬ ‡‡f ÈÅt?D?I?� —œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ   x =0t?²?ÝuOÄ 

øXÝ«

                                       

  

f(x) =
x3 +2   ,   x >0

−x2 +1  ,   x ≤0







µ qJý ÈU¼ÅlÐUð ÈU¼—«œuL� tÐ tłuð UÐ ‡‡ÅÅµ∞‡‡ ≤v~²ÝuOÄ ̈

ÈU?¼ÅÅt?D?I?� —œ v?~?²?Ýu?O?Ä ¨t?−?O?²?�—œ Ë ¨éÇ v~²ÝuOÄ ¨XÝ«—

ÆbOM� sOOFð «— Ábý h�A�

O

O

O

O



Å±±±

±t?²?ÝuOÄ d¹“ lÐUð U¼ÅÊ¬ —œ t� «— v¹U¼ÅtDI� ÈÅtŽuL−� ‡‡

ÆbOM� sOOFð ¨XÝ«

                                                   
f(x) =

x −1

x2 + x +1

≤ l‡ÐU‡ð ‡‡f ÈÅt‡‡D‡ÐU{ U‡‡Ð 

  
f(x) =

x +1

x2 + x −2
t‡Ç —œ 

øXÝ« t²ÝuOÄU� v¹U¼ÅtDI�

≥ lÐUð ‡‡f ÈÅt?DÐU{ UÐ 

  
f(x) =

2 − x
x − 2

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

f(≤) —œ t� bOM� n¹dFð ÊUMÇ «—   x = 2ÆbýUÐ t²ÝuOÄ éÇ “« 

¥ lÐUð ‡‡f UÐ ÈÅt‡‡D‡ÐU{ 

  
f(x) = x3 − 5x + 4

x2 − 3x +2
Ábý Áœ«œ 

 ¨X?Ý«f(±) l?ÐU?ð t?� b?O?M?� n?¹dFð ÊUMÇ «— f —œ   x =1t?²?Ýu?OÄ 

ÆbýUÐ

v�U¹UÄ Êu�“¬Å  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v�U¹UÄ Êu�“¬≤©



±±≤

bŠ rOLFð

vK� ·b¼

 tÐ dOG²� v²�Ë lÐUð bŠ sOOFð+∞ ® U¹−∞©t� v¹U¼ÅlÐUð vÝ—dÐ sOMâL¼ ÆbM�Åv� qO� 

 v²�Ë ¨U¼ÅÊ¬ bŠ                       ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx U¹ vIOIŠ œbŽ p¹ tÐ ±∞ ¨bM�Åv� qO� +∞ U¹ −∞ÆXÝ« 

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð «— X¹UNMOÐ —œ bŠ ‡‡Å

≤ÆbM� n¹dFð «— lÐUð p¹ È«dÐ X¹UNMOÐ bŠ ‡‡

ÂuÝ qB�

بخش دوم



ÅÅÅÅ±±≥

® Êu�“¬ÅgOÄ≥©

± b?O?M?� ÷d?� ‡‡

  
f(x) =

1
x −2

 d?Ö« ÆxÈU?¼œb?Ž d?Ð«dÐ 

  2+1 ¨

  
2+

1
2

 U?¹ ì¨

  
2+

1
n

 —«b?I?� b?ýUÐ f(x)¨ ± ¨Å≤ U?¹ ì¨Ån

ö¦� Æbý b¼«ušÎ∫

                           

  

f(2+
1
n

) =
1

(2+
1
n

) −2
=

1
1
n

= n

 qJý tÐ tłuð UÐµ±‡‡ ≤ v²�Ë nœuýÅv� dðÅ¯—eÐ Ë ̄ —eÐ 

  
2+

1
n

v²	UŠ sOMÇ —œ øœuýÅv� dðÅp¹œe� Ë p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

 È«dÐ

  
f(2+

1
n

)øb²�«Åv� v�UHð« tÇ 

≤ ‰«RÝ —œ dÖ« ‡‡± ¨x  —u�ÅtÐ 

  
2−

1
n

 g¹«e�« UÐ Ë n¨

 œbŽ tÐ≤ œuý p¹œe� 

  
f(2−

1
n

)bOM� tłuð øœ—«œ v²OF{Ë tÇ 

∫t�

                      

  

f(2−
1
n

) =
1

(2−
1
n

) −2
=

1

−
1
n

= −n

≥ dÖ« ‡‡

  
f(x) =

1

(x −2)2
 dOG²� Ë x  —u�ÅtÐ 

  
2+

1
n

U¹ 

  
2−

1
n

 g¹«e�« UÐ ̈n œbŽ tÐ ̈≤XOF{Ë b�uý dðÅp¹œe� Ë p¹œe� 

f(x)t???� b??O??¼œ ÊU??A??� ∫v??¹U??L??M??¼«—® øœu??Ð b??¼«u??š t??�u??~??Ç 

  
f(2−

1
n

) = f(2+
1
n

) = n2
© qJý® µ≤‡‡≤Æ©

¥ b?O?M?� ÷d?� ‡?‡f(x) = x Ë x ÈU?¼œb?Ž ± ¨Å¥ ¨Åπ¨Å

±∂ ¨ì¨  n2
 —«b?I?� ¨b?M� —UO²š« «— f(x)b?¼«u?š v?¹U¼œbŽ tÇ 

 v²�Ë øœuÐn œuý dðÅ¯—eÐ Ë ¯—eÐ f(x)øbM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

 —«œuL�y = x—œ «—   0 ,  + ∞[ )s¹« —U²�— Ë bOM� rÝ— 

 v²�Ë ¨«— lÐUð xÆbOM� tEŠö� ¨œuýÅv� ¯—eÐ

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

 qJýµ≤‡‡≤

 qJýµ±‡‡≤



±±¥

≥‡‡≤bŠ rOLFð ‡‡

 œbŽ ¨r¹«ÅÁœ«œ —«d� vÝ—dÐ œ—u� t� v¹U¼bŠ —œ ÊuM�Uða

 œbŽ ËLrO¼«ušÅv� XL�� s¹« —œ Æb�«ÅÁœuÐ vIOIŠ œbŽ ̈ Ëœ d¼ 

 dÖ« rOMO³Ða U¹ LÆœd� qLŽ b¹UÐ t�u~Ç b�uý X¹UNMOÐ 

 XO�UF�±∞‡‡≤

 lÐUðf ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

1

x2 (x ≠0)¨Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

©ÆbOM� tłuð eO� Ë—ÅtÐË— ‰U¦� tÐ®

± ‰Ëbł ©≤∞‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ ‰Ëbł —œ ©≤∞‡‡≤ ¨xøbM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≥ Êbý p¹œe� UÐ ©x ̈ dH� tÐ f(x) U¼ÅøbMM�Åv� dOOGð t�u~Ç

¥ dÖ« t� XHÖ Ê«uðÅv� U¹¬ ©xp?¹œe� —UO�Ð dH� œbŽ tÐ 

 ¨býUÐf(x)øœuý dðÅ¯—eÐ vÖ—eÐ X³¦� œbŽ d¼ “« b�«uðÅv� 

µ œ—u� —œ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ ©+ ∞XÝ« XÝ—œ ¨bO�«œÅv� 

 bŠ rO¹u~Ð t�f(x) v²�Ë ¨  x →0¨+ ∞øXÝ« 

∂ ørO�¹uMÐ t� XÝ« XÝ—œ U¹¬ ©

  
lim
x→0

1

x2 = +∞

∑ —«œu/ ©y = f(x)Å q?Jý —œ µ≥‡‡ ≤X?Ý« Ábý rÝ— 

 v²�Ë t� œuýÅv� ÂuKF� r¼ —«œu/ s¹« “« U¹¬xqO� dH� œbŽ tÐ 

 bM�Åv�f(x) tÐ +∞øbM�Åv� qO� 

∏∫rO¹u~Ð t� XÝ« XÝ—œ U¹¬ ©

0/1 0/01 0 0/01 0/1 0/50/5

  

1

x2¯—eÐ rO�«uðÅv� rO¼«u�Ð tÇd¼ «— 

 t�ÅÊ¬ ◊dý tÐ rOM�xdH� tÐ v�U� —b�ÅtÐ «— 

ÆrOM� p¹œe�

O

 qJýµ¥‡‡ ≤

∫‰U¦� ŸU?Fý tÐ È«Åt�«u²Ý« bOM� ÷d� r ŸUHð—« Ë hr¹—«œ 

 XÐUŁÅœbŽÅÊ¬År−ŠÅt�±∞∏vMF¹ÅÆXÝ«

  πr2h =108 ⇒ r2h ~36                           −

b¼«uš dOOGð t�«u²Ý« ŸUHð—« ̈ ŸUFý dOOGð UÐ t� XÝ« ̀ {«Ë

 qJý Æœd�µ¥‡‡ÅÅÅ≤Æb¼œÅv� ÊUA� «— v~²�Ð s¹« 

‰Ëbł≤∞‡‡≤

 qJýµ≥‡‡ ≤

±∂bŠ«Ë ≥∂bŠ«Ë

¥
b
Š

«
Ë

≥bŠ«Ë

±[µbŠ«Ë

±bŠ«Ë



ÅÅÅÅ±±µ

 XO�UF�±±‡‡ ≤

 lÐUðfÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

1
x (x ≠0)¨Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

± ‰Ëbł ©≤±‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ ‰Ëbł —œ ©≤±‡‡≤ dOG²� xøbM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≥ Êbý p¹œe� UÐ ©x ÈU¼—«bI� dH� œbŽ tÐ f(x)t�u~Ç 

øbMM�Åv� dOOGð

¥ v²�Ë XHÖ Ê«uðÅv� U¹¬ ©xp¹œe� dH� œbŽ tÐ éÇ “« 

 œuýÅv�f(x) tÐ − ∞øbM�Åv� qO� 

    
lim

x→0−

1
x

=L

µøXÝ« XÝ—œ d¹“ ÈÅtDÐ«— U¹¬ ©

  
lim

x→0+

1
x

= +∞

∂ ‰Ëbł ©≤≤‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

∑ —«œu?/ ©

  
y = 1

x
Å q?J?ý ÁU?~?²?Ýœ —œ «— µµ‡?‡ ≤r?Ý— 

ÆbOM�

∏ —«œu?/ pL� tÐ ©

  
f(x) = 1

x
v?²�Ë ¨«— lÐUð s¹« —U²�— 

  x →0ÆbOM� vÝ—dÐ ¨

π ÈU¼ÅtKŠd� Z¹U²� v²Ý—œ eO� —«œu/ U¹¬ ©µ Ë ∂b?O¹Qð «— 

øbM�Åv�

±∞ lÐUð U¹¬ ©

  
f(x) = 1

x
 v²�Ë ¨  x →0ø«dÇ øœ—«œ bŠ 

0/10/010/0010

100

0/00010/0010/010/10/2

1000

 ‰Ëbł≤±‡‡ ≤

O

 qJýµµ‡‡ ≤

 lÐUð

  
f(x) = 1

x
 v²�Ë ¨  x →0Æœ—«b� bŠ ¨

0

 ‰Ëbł≤≤‡‡ ≤



±±∂

±‡‡≥‡?‡≤b?Š® n¹dFð ‡‡Ò∫©X?¹UNMOÐ  l?ÐU?ð bOM� ÷d� f

 “UÐ ÈÅÁ“UÐ—œI œbŽ q�Uý t� aôUL²Š« d~� ¨XÝ« Î  —œan¹dFð ¨

ÆbýUÐ Ábý

 lÐUð bŠ ©n	«f v²�Ë ¨x → a ¨+∞rO�«u²Ð ÁUÖd¼ XÝ« 

f(x) t?�ÅÊ¬ ◊dý tÐ ¨rOM� dðÅ¯—eÐ ¨vÖ—eÐ œbŽ d¼ “« «— xtÐ «— 

 tÐ v�U� ÈÅÁ“«b�«aÆrOýUÐ Áœd� p¹œe� 

 l?ÐUð bŠ ©»f v²�Ë ¨x → a ¨−∞r?O?�«u²Ð ÁUÖd¼ XÝ« 

f(x)tÐ ¨rOM� dðÅpÇu� ¨¯—eÐ oKD� —b� UÐ vHM� œbŽ d¼ “« «— 

 t� Ê¬ ◊dýx tÐ v�U� ÈÅÁ“«b�« tÐ «— aÆrOýUÐ Áœd� p¹œe� 

ö¦� Î¨

 qJý®µ∂‡‡ ≤©

  
lim
x→0

1

x2 = +∞

 qJý®µ∑‡‡ ≤©

  
lim
x→0

−1

x2 = −∞

U¼Å‰U¦�

±t� bO¼œ ÊUA� Æ

  
lim
x→1

1

(x −1)2
= +∞

≤t� bO¼œ ÊUA� Æ

  

lim
x→− 1

2

−4

(2x +1)2
= −∞

O

O

 qJýµ∂‡‡ ≤

 qJýµ∑‡‡ ≤

 qŠ±∫ b?OM� ÷d�   X = x −1 t?� XÝ« `{«Ë   x →1

 UÐ XÝ« ‰œUF�  X →0¨s¹«dÐUMÐ 

 

  
lim
x→1

1

(x −1)2
= lim

X→0

1

X2 = +∞

 q?Š≤∫ t??� r??O?�«œÅv?�

  
2x +1= 2(x + 1

2
) Ë 

  
x → −1

2

 UÐ XÝ« ‰œUF�

  
X = x +

1

2
→0 ¨s¹«dÐUMÐ

  

lim
x→−1

2

 
−4

(2x +1)2
= lim

x→−1

2

   
−4

4(x + 1

2
)2

=

              lim
X→0

−1

X2 = −∞



ÅÅÅÅ±±∑

 s¹d9∏‡‡ ≤

ÆbOM� sOOFð «— bŠ Ê¬ ¨v¼UM²�U� bŠ œułË  —u� —œ ¨bOM� vÝ—dÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ

  
lim
x→2

−1

(x −2)2
 ®n	«ÅÅ

  

lim
x→ 1

3

9

(1− 3x)2
 ®»Å

  
lim
x→4

−1

x − 4
 ®ÛÅ   

  

lim
x→− 1

2

1
2x +1

 ® Å

≤‡‡≥‡‡≤∫X?¹U?NMOÐ —œ bŠ ‡‡Âu?NH� rO¼«ušÅv� pM¹« 

 v²�Ë ¨«— lÐUð p¹ bŠx → +∞ U¹ x → −∞ÆrOM� vÝ—dÐ ¨

 XO�UF�±≤‡‡≤

 lÐUðf∫r¹dOÖÅv� dE�—œ «— d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) = 1

x
,   x ≠0

 v²�Ë «— lÐUð s¹« —U²�— rO¼«ušÅv�x → +∞ÆrOM� vÝ—dÐ 

± ‰Ëbł ©≤≥‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ ‰Ëbł —œ ©≤≥‡‡≤ dOG²� xøXÝ« Áœd� dOOGð t�u~Ç 

≥ v²�Ë ©x t?Ð +∞ ¨bM�Åv� qO� f(x)q?O� ÈœbŽ tÇ tÐ 

øbM�Åv�

¥ Êœd� qO� UÐ U¹¬ ©x tÐ +∞ ¨f(x)øbM�Åv� qO� dH� tÐ 

O

 qJýµ∏‡‡ ≤

 ‰Ëbł≤≥‡‡ ≤

10000100010010 100000



±±∏

µøXÝ« —«d�dÐ d¹“ ÈÅtDÐ«— U¹¬ ©

  
lim

x→+∞

1
x

=0    ®¿©

∂©  —«œu/

  
y = 1

x
 ÈÅÁ“UÐ —œ «—   (0,+∞)ÆbOM� rÝ— 

∑ —«œu???/ “« ÁœU??H??²??Ý« U??Ð ©

  
y = 1

x
 b??Š 

  

1
x

v??²??�Ë «— 

x → +∞ÆbOM� vÝ—dÐ 

∏ÈÅtDÐ«— ÈËU�ð r¼ —«œu/ U¹¬ ©®¿©øbM�Åv� bO¹Qð «— 

 ”ö� —œ —U�¥‡‡≤

 l??ÐU??ðf ÈÅt???D??ÐU??{ U??Ð 

  
f(x) = 1

x
, (x ≠0) d??E??�—œ «— 

Ær¹dOÖÅv�

±©  ‰Ëbł≤¥‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ ‰Ëbł —œ ©≤¥‡‡≤ dOG²� xøbM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

≥©  U¹¬x tÐ −∞øbM�Åv� qO� 

¥ Êœd� qO� UÐ ©x tÐ −∞ ̈f(x)øXÝ« Áœd� dOOGð t�u~Ç 

µ U¹¬ ©f(x)øXÝ« Áœd� qO� dH� tÐ 

∂øXÝ« XÝ—œ d¹“ ÈÅtDÐ«— U¹¬ ©

  
lim

x→−∞

1
x

=0

∑ —«œu?/ ©

  
y = 1

x
ÈÅÁ“U?Ð —œ «—   (−∞,0)q?J?ý —œ Ë 

µπ‡‡ ≤ÆbOM� rÝ— 

∏ v²�Ë b¼œÅv� ÊUA� r¼ —«œu/ U¹¬ ©x → −∞ ¨f(x)tÐ 

øbM�Åv� qO� dH�

∫X�dÖ —«d� vÝ—dÐ œ—u� tâ�¬ s¹«dÐUMÐ

−2 −1 O

  
lim

x→+∞

1
x

=0= lim
x→−∞

1
x

 qJýµπ‡‡ ≤

 ‰Ëbł≤¥‡‡≤

1000000− 100000− 10000− 1000− 100− 10−



ÅÅÅÅ±±π

≥‡‡≥‡‡≤©X¹UNMOÐ —œ bŠ® n¹dFð ‡‡

 v²�Ë lÐUð p¹ bŠ ©n�«x → +∞∫

 l?ÐUð bOM� ÷d�f È«d?Ð x > ar?O?¹uÖ ÆbýUÐ Ábý n¹dFð 

 b?Šf(x) v?²?�Ë x → +∞ v??I?O?I?Š œb?Ž ÈËU?�?� L—œ X?Ý« 

 rO�«u²Ð t� vð—u�f(x) tÐ rO¼«u�Ð —b�ÅtÇ d¼ «— LrOM� p¹œe� 

 t�ÅÊ¬ ◊dý tÐxÆrOýUÐ Áœd� —UO²š« ¯—eÐ v�U� —b� tÐ «— 

v²�Ë lÐUð p¹ bŠ ©» x → −∞∫

 l?ÐUð bOM� ÷d�f È«d?Ð x < ar?O?¹uÖ ÆbýUÐ Ábý n¹dFð 

 b?Šf(x) v?²�Ë ¨x → −∞ v?I?O?I?Š œbŽ ÈËU�� ¨L—œ XÝ« 

 rO�«u²Ð t� vð—u�f(x) tÐ rO¼«u�Ð —b�ÅtÇd¼ «— LrOM� p¹œe� 

 t�ÅÊ¬ ◊dý tÐxd²JÇu� ̈ ¯—eÐ oKD� —b� UÐ vHM� œbŽ d¼ “« «— ÅÅÅ

ÅqJý® rOM�∂∞Å‡‡ÅÅÅ≤Æ©

ö¦�Î¨

  
lim

x→−∞

1

x
=0 Ë ÅÅ

  
lim

x→+∞

1

x
=0

 r?O?¼œ —«d� dÖ« ¨«c	

  
t = 1

x
 ÁUÖÅÊ¬ ® ÈU?¼Å‰Ëbł≤µ‡‡≤Ë 

≤∂‡‡≤©b�uý tEŠö� 

  
lim

x→+∞

1

x
= lim

t→0+
t =0

¨sOMâL¼

  
lim

x→−∞

1

x
= lim

t→0−
t =0

ÈU¼bŠ “« È—UO�Ð Ë œd� ÁœUH²Ý« Ê«uðÅv� VKD� s¹« “«

Æœd� »U�Š «— Èd��

  

lim
x→+∞

2x −1
3 + 4x

= lim
x→+∞

x(2− 1
x

)

x(
3
x

+ 4)
= lim

x→+∞

2− 1
x

3
x

+ 4
 ®n	«Å

  
= lim

t→0+

2− t

3t + 4
=

2−0

0+ 4
=

1

2

  

lim
x→+∞

x2

x3 +1
= lim

x→+∞

1
x

1+
1

x3

= lim
t→0+

t

1+ t3
 ®»Å

  
= 0

1+0
=0

O

 qJý∂∞‡‡ ≤
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1000

100000

1000000
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 ‰Ëbł≤µ‡‡≤

 ‰Ëbł≤∂‡‡≤
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100

1000

1000000
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1
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10
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10000 0/0001



±≤∞

ÛË l??ÐU??ð p??¹ b?Š X?Ý« s?J?2 ©� v?²?x → +∞U??¹ Ë 

x → −∞ t?J?K?Ð b?ýU?³?� v?IOIŠ ÈœbŽ +∞ U¹ −∞t?Ð Æb?ýUÐ 

ÆbOM� tłuð d¹“ XO	UF�

 XO�UF�±≥‡‡≤

 lÐUðf ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = 2x + 5Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— 

± ÈU¼—«bI� ©f(x) È«dÐ ̈ «— x® ‰Ëbł —œ t� v¹U¼≤∑‡‡±©

ÆbO�¹uMÐ ‰Ëbł —œ Ë bOM� t³ÝU×� ¨XÝ« Ábý Áœ«œ

≤ d?O?G?²� t� v�U~M¼ ©xœu?ý —U?O²š« ¯—eÐ v�U� —b� tÐ 

 —«bI�f(x)øXÝ« t�u~Ç 

≥ Êœd� qO� UÐ U¹¬ ©x tÐ +∞ ¨f(x) tÐ +∞øbM�Åv� qO� 

¥ Êœd??� q?O?� U?Ð U?¹¬ © x t?Ð−∞ ¨f(x) t?Ð r?¼ −∞q??O?� 

øbM�Åv�

µøXÝ« `O×� d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— U¹¬ ©

  
lim

x→+∞
(2x + 5) = +∞  ,  lim

x→−∞
(2x + 5) = −∞

 ”ö� —œ —U�µ‡‡ ≤

 XO	UF�±≥‡‡≤ lÐUð È«dÐ «—   f(x) = −3x + 5ÆbOM� —«dJð 

 XO�UF�±¥‡‡≤

 lÐUð  f(x) = 2x2 +10Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

± ‰Ëbł ©≤∏‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

 ‰Ëbł≤∏‡‡≤

0

100000 10000 1000 100 10

 ‰Ëbł≤∑‡‡≤

    ÆÅÅÆÅÅÆ       �١∞∞∞∞∞- �      ∞∞∞∞١-        ∞∞١-  �     ∞١       �∞       ∞١        ∞∞١        ∞∞∞∞١        ∞∞∞∞∞١    �    -ÆÅÅÆÅÅÆ

   ÆÅÅÆÅÅÆ       ٥∞∞∞∞٢ÆÅÅÆÅÅÆ



ÅÅÅÅ±≤±

≤ v²�Ë ©x → −∞ ÈU¼—«bI� f(x)øbMM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

≥ v²�Ë U¹¬ ©x → −∞¨ f(x) tÐ +∞øbM�Åv� qO� 

¥øXÝ« XÝ—œ d¹“ ÈÅtDÐ«— U¹¬ ©

  
lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
(2x2 +10) = +∞

µ ‰Ëbł ©≤π‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

∂ v²�Ë ©x → +∞ ÈU¼—«bI� f(x)øbMM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

∑øXÝ« XÝ—œ d¹“ ÈÅtDÐ«— U¹¬ ©

  
lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
(2x2 +10) = +∞

∏ørO�¹uMÐ t� XÝ« XÝ—œ U¹¬ ©

  
lim

x→±∞
(2x2 +10) = +∞

 t� XÝ« Ê¬                 “« —uEM�®x tÐ +∞ U¹ −∞ qO�

©ÆbM�Åv�

O

0

0

+

O

0

0

 ‰Ëbł≤π‡‡≤

 qJý∂±‡‡ ≤

 qJý∂≤‡‡ ≤

         ÆÅÅÆÅÅÆ     ١    �∞    ∞١    �∞∞١    ∞∞∞١∞   -ÆÅÅÆÅÅÆ     x

         ÆÅÅÆÅÅÆ             ١∞∞٢∞                                 ÆÅÅÆÅÅÆ

                                          →

  f(x) = 2x2 +10

x → +∞−



±≤≤

 ÈU?¼ÅXO	UF� tÐ tłuð UÐ±≤‡‡≤ ¨Å±≥‡‡≤ Ë ±¥‡‡≤Ê«uðÅv� 

 dÖ« t� œ«œ ÊUA�m Ë X³¦� `O×� œbŽ p¹ aË vIOIŠ ÈœbŽ 

∫ÁUÖÅÊ¬ býUÐ dH�dOž

  
lim

x→+∞
axm =

+∞  ,  a >0

−∞  ,  a <0





 X³¦� vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ rJŠ s¹«® mÆ©XÝ« —«d�dÐ eO�

sOMâL¼ Ë

®  a ∈R©

  
lim

x→±∞

a

xm =0

v²�Ë®x → +∞X³¦� vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ rJŠÅ¨ m eO�

Æ©XÝ« —«d�dÐ

UML{Î dÖ« ¨m∫r¹—«œ býUÐ ÃË“ X³¦� œbŽ 

  
lim

x→−∞
axm =

+∞  ,  a >0

−∞  ,  a <0





 dÖ« v	Ëm∫r¹—«œ býUÐ œd� X³¦� œbŽ 

  
lim

x→−∞
axm =

−∞  ,  a >0

+∞  ,  a <0





t� XÝ« `{«Ë

  
lim

x→±∞
 ax o = lim

x→±∞

a

x o
= a

t?� Èd?�?� ÈU?¼Å —U?³?Ž b?Š s?O?O?F?ð È«dÐ ôUÐ V	UD� “«

ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« bM²�¼ È«ÅtKLłbMÇ U¼ÅÊ¬ Ãd�� Ë  —u�

ÆbOM�Åv� tEŠö� œ—u� s¹« —œ v¹U¼Å‰U¦� ¨d¹“ —œ

Ábý qŠ ÈU¼Å‰U¦�

  
lim

x→+∞

2x5 − x + 7

x3 −2x2 + 3x
= ? ®n	«Å

∫qŠs?¹d?ðÅ¯—e?Ð U?Ð ÈÅtKLł “« d�� Ãd�� Ë  —u� —œ 

∫r¹dOÖÅv� —u²�U� tł—œ

  

lim
x→+∞

2x5 − x + 7

x3 −2x2 + 3x
= lim

x→+∞

2x5 (1−
1

2
⋅

1

x4 +
7

2
⋅

1

x5 )

x3 (1−
2

x
+

3

x2 )

       

  
 = lim

x→+∞
(2x2) = +∞

                           

  
lim

x→+∞
 

x4 − 7x2 +1

x − 3x2 = ?®»ÅÅ

∫qŠ

  

lim
x→+∞

x 4 − 7x 2 +1

x − 3x 2
= lim

x→+∞

x 4 (1− 7

x 2
+ 1

x 4
)

−3x 2 (− 1

3
 
1

x
+1)

 

  
= lim

x→±∞
− 1

3
x2 = −∞

  
lim

x→−∞

x2 − x5 + x

1+ x7 − x3 = ? ®ÛÅ

∫qŠ∫rOM�Åv� qLŽ q³� ‰U¦� Ëœ bM�U� 

  

lim
x→−∞

x2 − x5 + x

1+ x7 − x3 = lim
x→−∞

−x5 (− 1

x3 +1− 1

x4 )

x7 (
1

x7 +1− 1

x4 )

  
= lim

x→−∞

−1

x2
=0

  
lim

x→−∞

3x5 − x4 + x2 + 3

2−2x5 + x4 − x2 = ? ® ÅÅ

∫qŠ

  
lim

x→−∞

3x5 − x4 + x2 + 3

2−2x5 + x4 − x2 =

  

lim
x→−∞

3x5 (1− 1
3

⋅ 1
x

+ 1
3

⋅ 1
x3 + 1

x5 )

−2x5 (− 1
x5 +1− 1

2
⋅ 1
x

+ 1
2

⋅ 1
x3 )

  
= lim

x→−∞
(− 3

2
) = − 3

2
= −1/ 5

 œbŽ ©Àa∫rOýUÐ t²ý«œ t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «—ÅÅÅ

  
lim

x→±∞

x − ax2 +1
2x2 +1

= 3

∫qŠ

  

lim
x→±∞

x − ax2 +1
2x2 +1

= lim
x→±∞

1
x

− a + 1
x2

2+ 1
x2

= − a
2

 b¹UÐ fÄ

  
−a
2

= 3U¹Å ËÅ   a = −6Æ 

Æ



ÅÅÅÅ±≤≥

 s¹dLðπ‡‡≤

±ÆbOM� sOOFð «— d¹“ ÈU¼bŠ ©

  
lim

x→−∞

2x2 + 5x +1
x +2

 ®n	«Å

  
lim

x→+∞

−3x −2

5x2 +2
 ®»

  
lim

x→±∞

2x2 + x − 3

3x2 + 7x −1
 ®ÛÅ

  

lim
x→±∞

2x + 5

− 1
2

x +6
 ® Å

  
lim

x→±∞

x3 +1

x −2x3 ®ÀÅ

  
lim

x→±∞
(x − x2 +1)

 ®ÃÅ

≤l?ÐUð ©  f:R → R ÈÅt?D?ÐU?{ UÐ 

  
f(x) = xm + x2 +1

x2 + 3x −1

 œbŽ ÆXÝ« Ábý Áœ«œm∫t� bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

  
lim

x→±∞
f(x) = 2

®∫v¹ULM¼«—ÈËU�� d�� Ãd�� Ë  —u� ÈU¼Å —U³Ž 

f(x) dÐ «—   x2
ÆbOM� rO�Ið ©

≥ lÐUð ©fÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

ax2 + 3x2 −1

x2 −2x + 4
 —«b?I� ab?O?M� sOOFð È—uÞ «— 

∫rOýUÐ t²ý«œ t�

  
lim

x→±∞
f(x) = −4

¥ lÐUð ©f∫XÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) = x2 − 3x + 7

xm + x2 − 3
 œËbŠ mb?OM� sOOFð È—uÞ «— 

∫rOýUÐ t²ý«œ t�

  
lim

x→+∞
f(x) =0

µ lÐUð ©f∫XÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  
f(x) = xn −2xn−1 + 5

x3 −2x2 + 7x +1
 œËb?Šns?O?O?Fð È—uÞ «— 

∫rOýUÐ t²ý«œ t� bOM�

lim
x→+∞

f(x) = +∞

∂ b?O?M� ÷d� ©

  
f(x) = 3xm +1

x2 + x +1
Æms?O?O?F?ð ÊUMÇ «—

t� bOM�

  
lim

x→+∞
f(x) = 3  ®n	«Å

  
lim

x→+∞
f(x) =0 Å®ÅÅ  »Å

lim
x→+∞

f(x) = +∞  ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ



±≤¥

± dÖ« ‡‡Å

  
f(x) =

x2 −2x − 3

x2 −9
 —œ   x = 3¨býUÐ t²ÝuOÄ 

 —«bI�  f(3)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤d‡Ö«  ‡‡ÅmË b‡ýU‡Ð v‡FO³Þ Èœb‡Ž 

  
lim

x→−∞

xm + x +1

x2 +2
= +∞ —«bI� s¹d²L�¨møX�OÇ 

≥ d‡Ö« ‡‡Å nË b‡ýU‡Ð v‡FO³Þ Èœb‡Ž 

 

  
lim

x→+∞

2xn − 3x +14

x3 +6
=0 —«bI� s¹d²AOÐ ¨nøX�OÇ 

¥ d?‡?Ö« Å‡‡Å

  
lim

x→+∞

4xn +2x2 +1

ax3 +2
= 2¨Å Å—«b?‡?I‡� Ån ÅËÅ a«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

µ  ¯—eÐ  ÈU¼—«bI�  È«“«  tÐ  dÖ« ‡‡Åx¨

  

4x2 + 3x +1

8x2 +1
≤ f(x) ≤

x +2

2x −1
 —«b???????I??????� ¨lim

x→+∞
f(x)«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∂dÖ« ‡‡Å  f(x) = 2ax3 + x − a +20dÐ   (x +2)d¹cÄÅg�Ð

 —«bI� ¨býUÐ  f(0)øX�OÇ dÐ«dÐ 

∑ dÖ« ‡‡Å

  
f(x) =

x
x +1

—«bI� 

  
lim

x→+∞

f(f(x))
2x +1

tÐÅ«— XÝœÅ

Æb¹—Ë¬

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v
U¹UÄ Êu�“¬≥©



ÅÅÅÅ±≤µ

ÂËœ g�Ð vKOLJð ÈU¼Ås¹dLð

±ÅlÐUð©  f:�R →�R ÈÅtDÐU{ÅUÐ 

  

f(x) =
3 +2x,   x ≥1

x + 4,     x <1





XÝ« Ábý Áœ«œÆ

 ÈÅtDÐU{ tÐ tłuð UÐ ©n	«fÆbOM� q�U� «— d¹“ ‰Ëbł 

 ©»

  
lim
x→1

 f(x)Ë b?¹—Ë¬ X?Ýœ tÐ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

ÆbOM� vÝ—dÐ «— Ê¬ v²Ý—œ

≤ l?ÐU?ð éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ ©  f:�R →�RÈÅt?D?ÐU{ UÐ 

  

f(x) =

4x2 −9

2x − 3
,     x ≠

3

2

2x + 4,       x =
3

2










 v???²???�Ë «— 

  
x →

3

2
X???Ýœ t???Ð 

 U¹¬ Æb¹—Ë¬

  

lim
x→

3

2

 f(x)øœ—«œ œułË 

≥ lÐUð ©  f:�R →�RÈÅtDÐU{ UÐ 

 

  

f(x) =
x2 +

1

x ,          x ≥
1

2

2− x − x2,      x <
1

2









ÆX??????Ý« Áb?????ý Áœ«œ 

 ÈÅtDI� —œ «— lÐUð s¹« v~²ÝuOÄ

  
x =

1

2
ÆbOM� vÝ—dÐ 

¥ d?¹œU?I� ©a Ë Åb l?ÐU?ð t?� b?OÐUOÐ ÊUMÇ «—   f:�R →�RU?Ð 

 ÈÅt?DÐU{

  

f(x) =

ax + 4,       x < −2

2

x + b,        x > −2

6,              x = −2










 ÈÅt?D?I� —œ   x = −2

ÆbýUÐ t²ÝuOÄ

µÆbOM� »U�Š «— d¹“ ÈU¼bŠ ©

          

  
lim

x→−2
+
 

−1

(x +2)2
 ®n	«

             

  
lim

x→+∞
 
3x +2

1−2x ®»

       

  
lim

x→−1
 

x2 +2x +1

x3 + 4x2 + 5x +2
 ®Û

         

  
lim
x→5

 
2x −1

2+ x −1
 Å® 

  

lim
x→

π
6

 (sin x + sin2x + sin 3x) ®À

        

  
lim
x→0

 
sin 3xsin x

2x2
 ®Ã

  
lim
x→0

 
tan3xsin22x

5x3 ®ı

  
lim
x→π

 
cos

x

2
π − x

 ®Õ

  

 x     0/ 8       0/ 9   0/ 99      ...  1 ...      1/001    1/01   1/1

f(x)



±≤∂

ÂuÝ g�Ð

Ê¬ÅÅÈU¼œdÐ—U�ÅÅË o²A�

g�Ð vK� ·b¼

ÆU¼ÅÊ¬ —«œuL� oO�œ rÝ— Ë U¼ÅlÐUð —U²�— sOOFð

qB� ÈÅÁ—ULýqB� Ê«uMŽÊU�“

‰Ë«o²A�∏XŽUÝ  

ÂËœ® o²A� œdÐ—U�±©±∞XŽUÝ 

U¼ÅqB� s¹ËUMŽ ‰Ëbł



±≤∑

o²A�

vK� ·b¼

‰Ë«b²� ÈU¼ÅlÐUð o²A� Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ Ë o²A� ÂuNH� „—œ

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð tDI� p¹ —œ «— lÐUð p¹ o²A� ‡‡Å

≤ÆbM� »U�Š «— ÁœUÝ ÈU¼ÅlÐUð o²A� ¨bŠ n¹dFð pL� tÐ ‡‡Å

≥ÆœdÐ —U� tÐ d~¹œ ÈU¼ÅlÐUð o²A� sOOFð È«dÐ «— Ê¬ ÈU¼Å‰u�d� Ë o²A� ÈU¼ÅtOC� ‡‡Å

‰Ë« qB�

بخش�سوم



±≤∏

® Êu�“¬ÅgOÄ±©

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

 ± t?D?ÐU?{ U?Ð l?ÐU?ð b?O?M� ÷d� ‡‡Å  f(x) = 2x + 3—œ   R

ÆbýUÐ Ábý n¹dFð

 ©n�«f(x + ∆x)ÆbOM� »U�Š «— 

 ©»f(x + ∆x) − f(x)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

  —U³Ž ©Û

f(x + ∆x) − f(x)
∆xÆbOM� sOOFð «— 

 © 

  
lim

∆x→0
 

f(x + ∆x) − f(x)
∆xÆbOM� »U�Š «— 

≤ lÐUð ‡‡ÅfÈÅtDÐU{ UÐ   y = f(x) = x3
 —œ    �RÁbý n¹dFð

ÆXÝ«

 dOOGð dÖ« ©n�«x dÐ«dÐ ∆x dOOGð býUÐ yÆbOM� »U�Š «— 

 ©»

∆y
∆xÆbOM� sOOFð «— 

 —«bI� ©Û

  
lim

∆x→0
 

∆y
∆xÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥q?J?ý “« ©Û® U?ð ©n?�«® ÈU?¼Åv?M?×?M?� “« p?¹ d¼ —œ ‡‡Å

±‡‡Å≥œu?łË v?M?×?M?� d?Ð ”U?L� U¼ÅÊ¬ —œ t� «— vM×M� “« vÞUI� 

ÆbOM� h�A� œ—«b�

©n�«® 

©»® 

 qJý±‡‡Å≥

©Û®



±≤π

±‡‡Å≥o²A� ‡‡Å

q?zU?�� “« È«Åt�uL� ¨qB� s¹« V�UD� tÐ s²š«œdÄ XNł

ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ b�uýÅv� qŠ o²A� jÝuð t� «—

 XO�UF�±‡‡Å≥

 qJý≤‡‡Å≥ ŸUFý tÐ Ád¹«œ lÐ— ÈeK� ‚—Ë p¹ ∂d²�Åv²�UÝ 

 ÈÅtK�U� tÐ È«ÅtDI� rO¼«ušÅv� Æb¼œÅv� ÊUA� «—x “« O»U�²�« 

 vMF¹ ̈ q�UŠ qOD²�� XŠU�� t� È—uÞ tÐ rOM�S(x)s¹d²AOÐ ̈

ÆbýUÐ t²ý«œ «— —«bI�

°bOÝdÐ t−O²� tÐ b¹Uý bO¼œ ÂU−�« «— d¹“ ÈU¼—U�

±Å‡‡? œË �ID?t ÐU? x¼UÈ ≤ Ë ≥ —ËÈ ÄU?—ÁÅšj OA «�²?�U?»

ýb?Á «ÝXÆ Ð‡?‡t? �L?p ýJ?‡‡?q?Å¼‡‡?UÈ ≤ ‡‡?≥ ËÅÅ≥ ‡‡?≥Å̈Å��U?ŠX?

��²DOqÅ¼UÈ «¹−Uœ ýbÁ —« Š�U» �MOb Ë œ— łbË‰ ±Å‡‡≥ ÐMu¹�ObÆ

≤ jšÅÁ—UÄ ÈË— d~¹œ ÈÅtDI� tÝ q�«bŠ eO� ULý ‡‡ÅOA

‰Ëbł —œ «— Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼ÅqOD²�� XŠU�� Ë bOM� »U�²�«

±‡‡Å≥©Æb¹dO~Ð pL� eO� »U�Š sOýU� “« bO�«uðÅv�®ÆbO�¹uMÐ 

≥ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å±‡‡Å≥ lÐUð  «dOOGð ÈÅÁ—UÐ—œ S(x)

øbOÝ—Åv� »«uł tÐ VOðdð s¹« tÐ U¹¬ øXHÖ Ê«uðÅv� tÇ

 —«b?I?� U?¹¬S(x) g?¹«e?�« U?Ð xÅ® øb?ÐU?¹Åv?� g?¹«e?�« ¨S(x)

©øXÝ« ÈœuF� ©vA¹«e�«®

 È«ÅÁ“UÐ tÇ —œS(x) g¹«e�« UÐ x® øbÐU¹Åv� g¼U� ¨S(x)

©ÆXÝ« v�Ëe� ©vA¼U�®

 ©r?LO��U�® —«bI� s¹d²AOÐS(x)È«“« tÐ Ë øXÝ« —bIÇ 

 “« È—«bI� tÇxøœuýÅv� q�UŠ 

rO¼«uš aÝUÄ U¼Å‰«RÝ s¹« tÐ o²A� pL� tÐ qB� s¹« —œ

Æœ«œ

O 3

O

 qJý≤‡‡Å≥

 qJý≥‡‡Å≥

 ‰Ëbł±‡‡Å≥



±≥∞

ÈÅt×H�® ÂËœÅg�Ð È«b²Ð« —œ∏±VOý t� b¹œd� tEŠö� ÅÅ©

 vM×M� dÐ ”UL� jšy = f(x) ÈÅtDI� —œ A
 a

f(a)
UÐÅÅXÝ« dÐ«dÐ 

  
lim

∆x→0
 

f(a + ∆x) − f(a)
∆x = lim

∆x→0
 

∆y
∆x

lÐUð o²A� ÊUL¼ býUÐ t²ý«œ œułË bŠ s¹« dÖ« ¨l�«Ë —œ

f —œ x = a XÝ« ®Å qJý¥‡‡Å≥Æ©

Ær¹—«œ «— d¹“ n¹dFð vK� X�UŠ —œ

∫n¹dFð lÐUð o²A� f —œ x = aUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
lim

∆x→0
 

f(a + ∆x) − f(a)
∆x = ′f (a)

dÖ«ÆbýUÐ t²ý«œ œułË bŠ s¹« t� Ê¬ ◊dý tÐy = f(x)¨

 —œ o²A� —«bI�a UÐ «— ′y (a)ÆbM¼œÅv� ÊUA� eO� 

∫t²J	 qJý µ‡‡Å≥—œ o²A� XÝ« sJL� t� b¼œÅv� ÊUA� 

ÂbŽ “« VKD� s¹« ̈ býUÐ t²ý«b� œułË vM×M� p¹ ◊UI� “« všdÐ

ÆœuýÅÅv� t−O²� ◊UI� s¹« —œ ”UL� jš œułË

È«d?Ð t� X�dÖ t−O²� Ê«uðÅv� o²A� ÂuNH� “« ÁœUH²Ý« UÐ

ÅÅqJýµ‡‡ÅÅÅ≥ ◊UI� —œ o²A� C ¨D Ë Eø«dÇ Æœ—«b� œułË 

t?Ç o?²?A?�¨lÐUð p¹ —«œuL� rÝ— UÐ tDÐ«— —œ¨ULý dE� tÐ

øbýUÐ t²ý«œ b�«uðÅv� vAI�

Ê¬ —«œu?L?� Ê«u?ðÅv?� l?ÐUð p¹ o²A� ÈU¼ÅvÖó¹Ë pL� tÐ

UIO�œ Ê«uðÅv� ¨d~¹œ  —U³Ž tÐ Æœd� rÝ— Èd²AOÐ X�œ UÐ «— lÐUðÎ

U?¹ v?�Ëe?� ¨Èœu?F?� v?¹U?¼Åt?OŠU� tÇ —œ —«œuL� t� œd� h�A�

b×ð Ë XÝ« XÐUŁ
Ò

FIð Ë ©È˛u�® »
Ò

XÝ« v²LÝ tÇ tÐ Ê¬ ©ÈËU�® d

 qJý® œuýÅv� rLOMO� U¹ rLO��U� vÞUI� tÇ —œ Ë∂‡‡Å≥Æ©

O

O

O

 qJý¥‡‡Å≥

 qJýµ‡‡Å≥

 qJý∂‡‡Å≥



±≥±

±‡‡Å±‡‡Å≥∫n?¹dFð pL� tÐ o²A� ÈÅt³ÝU×� ‡‡ÅÈ«dÐ 

ÈU¼Å —u� tÐ o²A� n¹dFð “« Ê«uðÅv� lÐUð p¹ o²A� ÈÅt³ÝU×�

Áb?ý ÂU?−?�« —U� s¹«  —u� tÝ tÐ d¹“ —œ Æœd� ÁœUH²Ý« nK²��

ÆXÝ«

  
′f (a) = lim

∆x→0
 

f(a + ∆x) − f(a)
∆x  ®Å±©

® ‰u�d� —œ± rO¼œ —«d� dÖ« ©∆x = h∫r¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ ̈

  
′f (a) = lim

h→0
 

f(a + h) − f(a)
h  ®Å≤©

 r?O?¼œÅ—«d?� d?Ö«∆x = x − a ¨ —u?� s?¹« —œ   ∆x →0

 ‰œU?F�x → a Ë XÝ« a + ∆x = x ¨s?¹«dÐUMÐ Æ®Å± —u?� tÐ ©

∫b¹¬Åv�—œ d¹“

′f (a) = lim
x→a

 
f(x) − f(a)

x − a  ®Å≥©

“« v?J?¹ “« ¨n?¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨o²A� ÈÅt³ÝU×� È«dÐ

o²A� sOOFð ÈU¼Å‘Ë— U¼Å‰u�d� s¹« ̈ bOM� ÁœUH²Ý« ôUÐ ÈU¼Å‰u�d�

 lÐUðf —œ «— aÆbM¼œÅv� ÊUA� 

∫n¹dFð dÖ« ′f (a) rO¹uÖ býUÐ t²ý«œ œułË f —œ ao²A� 

 d?¼ È«d?Ð dÖ« Æœ—«œx ÈÅt?M�«œ “« f ¨′f (x)b?ýU?Ð t²ý«œ œułË 

 rO¹uÖf ‘«ÅtM�«œ —œ d¹cÄÅo²A�ÆXÝ« 

≤‡‡Å±‡‡Å≥∫o²A� ÈU¼Å‰u�d� všdÐ ‡‡Ås¹« vK�« ·b¼ 

X?Ý« o?²A� tÐ ◊uÐd� qzU�� qŠ È«dÐ o²A� “« ÁœUH²Ý« qB�

 U³Ł« ¨«c� Æ©bý Á—Uý« qB� È«b²Ð« —œ qzU�� s¹« “« všdÐ tÐ®

n?¹d?F?ð t?� Ê¬ È«d?Ð ¨«c?NF� ÆX�O� dE�Åœ—u� o²A� ÈU¼Å‰u�d�

œ—u?� ¨Â“ô l?�«u?� È«d?Ð ¨Ê¬ ‰u?�d� Ë œuý t²�dÖ —U� tÐ o²A�

—œ ¨n?¹d?F?ð p?L� tÐ ¨ÁœUÝ lÐUð bMÇ o²A� ¨œdOÖ —«d� ÁœUH²Ý«

ÆXÝ« Áb�¬ XÝœ tÐ qÐUI�

  XÐUŁ —«bI�f(x) = c ®n�«

  
′f (x) = lim

h→0
 

f(x + h) − f(x)
h = lim

h→0
 
c − c

h =0

ÆXÝ« dH� tDI� d¼ —œ XÐUŁ lÐUð o²A�

f(x) = Ax + B ®»

        

  
′f (x) = lim

h→0
 

f(x + h) − f(x)

h
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ   

  
′f (x) = lim

h→0
 

A(x + h) + B[ ] − (Ax + B)

h
= AÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

dÖ«y = Ax + B ÁU~�¬ ′y = AÆ 

  

′f (x) = lim
∆x→0

 
f(x + ∆x) − f(x)

∆x

′f (x) = lim
h→0

 
f(x + h) − f(x)

h

′f (a) = lim
x→a

 
f(x) − f(a)

x − a
.

® ‰u�d� œdÐ—U�®±©©

  y = f(x) = x2 +1 ,  a =1

  f(a) = f(1) = 2  ,  f(1+ ∆x) = (1+ ∆x)2 +1

  = 2+2∆x + (∆x)2

  f(1+ ∆x) − f(1) = 2∆x + (∆x)2

  
′f (1) = lim

∆x→0
 

f(1+ ∆x) − f(1)
∆x

  
= lim

∆x→0
 (2+ ∆x) = 2

® ‰u�d� œdÐ—U�®≤©©

  
′f (1) = lim

h→0
 

f(1+ h) − f(1)
h = lim

h→0
 

(1+ h)2 +1[ ] −2

h

  
lim
h→0

 
2+2h + h2 −1

h = lim
h→0

 (2+ h) = 2

® ‰u�d� œdÐ—U�®≥©©

  
′f (1) = lim

x→1
 

f(x) − f(1)

x −1
= lim

x→1
 
(x2 +1) −2

x −1

          

  
= lim

x→1
 

x2 −1

x −1
= lim

x→1
 (x +1) = 2

t	uL	 ÈU¼Å‰U¦�



±≥≤

 ”ö� —œ —U�±‡‡Å≥

X?Ýœ t?Ð o?²?A?� n?¹d?F?ð “« ÁœU?H²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A�

Æb¹—Ë¬

  f(x) = x2
  ®Å±

  f(x) = x3 .  ®Å≤

vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ Ê«uðÅv� Áb�¬ XÝœÅtÐ Z¹U²� tÐ tłuð UÐ

n∫Xýu� 

                               

ÁU~�¬

≥‡‡Å±‡‡Å≥∫o²A� vÝbM¼ dO³Fð ‡‡Åö³� t� —uÞÅÊUL¼ Ît²HÖ 

 t?� v?ð—u� —œ ¨bý′f (a)ÈÅt?¹Ë«“ V?¹d?{ b?ýUÐ t²ý«œ œułË 

 ÈÅtDI� —œ ”UL� jšA
 a

f(a)
 dÐ«dÐ ′f (a)ÆXÝ« 

 —«œuL�dÐ ”UL� ̈ s¹«dÐUMÐy = αx + βs¹« “« tDI� d¼ —œ 

 qJý® ø«dÇ °XÝ« jš sOL¼ jš∑‡‡Å≥Æ©

 ¨«d¹“′y = α “« t� vDš ÈÅt�œUF� Ë A
 a

y(a)
V¹d{ UÐ 

 ÈÅt¹Ë«“α∫“« XÝ«  —U³Ž œ—cÖÅv� 

y − (αa + β) = α(x − a)

∫rOÝ—Åv� d¹“ ÈÅt�œUF� tÐ Êœd�ÅÁœUÝ “« fÄ t�

y = αx + β

 q?J?ý—«œu?L?� —œ ¨ôU?Ð V?KD� tÐ tłuð UÐ∏‡‡Å≥d?Ð ”U?L� 

◊UI� Â«b� —œ —«œuL�øœ—«b	 œułË ø«dÇ 

h�A� œ—«b� œułË —«œuL�dÐ ”UL� U¼ÅÊ¬ —œ t� «— vÞUI�

ÆbOM�

ÈÅÁ“UÐ—œ  −2,2[ ]X?H?¼ —œ t?� b?OM� rÝ— «— vFÐUð —«œuL�

ÆbýUÐ t²ý«b� o²A� tDI�

 lÐUðy = x  øœ—«b� o²A� È«ÅtDI� tÇ —œ ®ÅqJýπ‡‡Å≥Æ©

∫tOC� lÐUð dÖ« fÈÅtDI� —œ x = a—œ býUÐ t²ý«œ o²A� 

ÆXÝ« t²ÝuOÄ tDI� s¹«

ÆbO¼œ `O{uð øœ—«œ  U³Ł« tÐ È“UO� tOC� s¹« U¹¬

   y = x3 ⇒ ′y = 3x2

  y = x7 ⇒ ′y = 7x6

  y = x100 ⇒ ′y =100x99

O

 qJý∑‡‡Å≥

O

 qJý∏‡‡ÅÅÅÅÅ≥

O

 qJýπ‡‡Å≥

dÖ«

  
′f (x) = nxn−1           f(x) = xn    

t	u/ ÈU¼Å‰U¦�



±≥≥

o²A� UÐ È“UÐ

� v??M??×?M?�Ô ∫a? q??J?ý —œ±∞‡??‡Å≥‰u??‡??Þ t?Ð v?D?š Á—U?Ä 

∂ÅÈËU�²� XL�� tÝ tÐ jšÅÁ—UÄ s¹« ÆXÝ« Ábý rÝ— d²�Åv²�UÝ

 Ë Ábý rO�Ið

  

1

3
jšÅÁ—UÄ Ëœ Ê¬ ÈUł tÐ Ë Ábý t²ý«œdÐ Ê¬ jÝË 

 q?J?ý oÐUD� ¨Ê¬ UÐ Á“«b�« r¼±±‡‡Å≥s?¹« ÆXÝ« Ábý Áœ«œ —«d� 

 q?J?ý j?šÅÁ—U?Ä —U?N?Ç UÐ —U�±±‡?‡Å≥q?J?ý® X?Ý« Áb?ý —«d?Jð 

±≤‡‡Å≥Æ©

 qJý jO×�±±‡‡Å≥øXÝ« d²�Åv²�UÝ bMÇ 

 qJý±±‡‡Å≥øœ—«b� o²A� vKš«œ ÈÅtDI� bMÇ —œ 

 qJý±≤‡‡Å≥øXÝ« Ábý qOJAð jšÅÁ—UÄ bMÇ “« 

 qJý jO×�±≤‡‡ ≥øXÝ« d²�Åv²�UÝ bMÇ 

 qJý±≤‡‡Å≥øœ—«b� o²A� vKš«œ ÈÅtDI� bMÇ —œ 

 qJý ÈË—±≤‡‡Å≥ ÈU¼ÅqJý ÈË— t� «— vKLŽ ±∞‡‡Å≥Ë 

±±‡‡Å≥ÆbO¼œ ÂU−�« ¨Ábý ÂU−�« 

Ê¬ jO×� øœuýÅv� qOJAð jšÅÁ—UÄ bMÇ “« q�UŠ qJý

øXÝ« d²�Åv²�UÝ bMÇ

o²A� vKš«œ ÈÅtDI� bMÇ —œ b¹«ÅÁœ—Ë¬ XÝœ tÐ t� vKJý

øœ—«b�

U³ðd� «— qLŽ s¹« dÖ«ÎÂU−�« Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼ÅqJý ÈË— 

 ̈ bO¼œ a� vM×M� tÐ X¹UN	 —œvŽu� t� bOÝ—Åv�Å 
�d

Ó
‰U²�ÆXÝ« 

XÝ« Ê¬ q� tÐUA� vM×M� s¹« ¡eł d¼°

øXÝ« t²ÝuOÄ a� vM×M� U¹¬

øXÝ« o²A� È«—«œ È«ÅtDI� —œ a� vM×M� U¹¬

øœ—«œ —«d� œËb×� v×DÝ —œ a� vM×M� U¹¬

øXÝ« v¼UM²� a� vM×M� jO×� U¹¬

lK{ tÐ Ÿö{ô«ÅÈËU�²� v¦K¦� ÈË— «— ôUÐ ÈU¼—U� dÖ«

∂ q?J?ý t?Ð Âu?Ý ÈÅt?K?Šd?� —œ b?O?¼œ ÂU?−?�« d?²?�Åv?²?�UÝ ±≥‡?‡Å≥

 ̈ bŠ —œ qJý s¹« ÆbOÝ—Åv�a� ÈÅt	«b�dÐÆœuýÅv� ÁbO�U�   10[ ]

 qJý±∞‡‡Å≥

 qJý±±‡‡Å≥

 qJý±≤‡‡Å≥

 qJý±≥‡‡Å≥

œ«“¬ ÈÅtF�UD�



±≥¥

¥‡‡Å±‡‡Å≥∫o?²A� ÈU¼ÅtOC� ‡‡Åt?Ð d¹“ ÈU¼ÅtOC�  U³Ł« 

U¼ÅtOC� s¹« “« ÅÁœUH²Ý« ̈ ·b¼ v�Ë XÝ« ÁœUÝ o²A� n¹dFð pL�

ÆXÝ« qzU�� qŠ —œ

È«Åt�uL� ÈU¼Å‰U¦� ̈ d¹“ ÈU¼ÅtOC� “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ qÐUI� —œ

ÆXÝ« Ábý qŠ

 ÈÅt?OC�±∫©l?ÐUð Ëœ lLłÅq�UŠ o²A�®  dÖ« ′f (x)Ë 

′g (x)ÁU~�¬ bMýUÐ t²ý«œ œułË ∫

(f(x) + g(x) ′) = ′f (x) + ′g (x)

—«d?�d?Ð e?O?� d?¹c?ÄÅo?²A� lÐUð ÊU¹UÄ UÐ œ«bFð È«dÐ tOC� s¹«

ÆXÝ«

ÈÅtOC�≤∫©lÐUð Ëœ »d{Åq�UŠ o²A�®  dÖ« ′f (x)Ë 

′g (x)∫ÁU~�¬ bMýUÐ t²ý«œ œułË 

(f(x) × g(x) ′) = ′f (x)g(x) + f(x) ′g (x)

∫t−O²	 dÖ« k∫ÁU~�¬ býUÐ XÐUŁ ÈœbŽ 

(kf(x) ′) = k ′f (x)

 tOC�≥∫©lÐUð Ëœ rO�Ið o²A�®  dÖ« ′f (x) Ë ′g (x)

 Ë bMýUÐ t²ý«œ œułË  g(x) ≠0∫ÁU~�¬ 

  
( f(x)
g(x) )′ =

′f (x)g(x) − f(x) ′g (x)

(g(x))2

 ÈÅtOC�¥∫©vðU¦K¦� ÈU¼ÅlÐUð o²A�® 

 dÖ« ©n�«y = cosx ÁU~�¬ ′y = − sin x

 dÖ« ©»y = sin x ÁU~�¬ ′y = cosx

 dÖ« ©Ûy = tan x ÁU~�¬   ′y =1+ tan2 x

 dÖ« © y = cot x ÁU~�¬   ′y = −(1+ cot2 x)

 ÈÅtOC�µ ∫ bOM� ÷d�u “« vFÐUð x Ë f “« vFÐUð ubýUÐ 

 Ë′u (x) Ë ′f (u) dÖ« ÆbMýUÐ t²ý«œ œułË y = f(u)∫ÁU~�¬ 

′y = ′u (x) ′f (u).

  y = x2 + x3 ⇒ ′y = 2x + 3x2

  y = x3 − x2 + x + 4 ⇒ ′y = 3x2 −2x +1

  y = (x2 +1)(x3 − x + 4)

  ′y = 2x(x3 − x + 4) + (x2 +1)(3x2 −1)

                   y = 8x2 ⇒ ′y = 8 ×2x =16x

  
y =

2x − 5

x +1

  
′y =

2(x +1) −1(2x − 5)

(x +1)2
=

7

(x +1)2

y = sin x + cosx, ′y = cosx − sin x

  y = 2cosx − 3sin x,    ′y = −2sin x − 3cosx

  y = x2 sin x,   ′y = 2xsin x + x2 cosx

y = tan x + x cosx − cot x,

  ′y =1+ tan2 x + cosx − xsin x +1+ cot2 x

  y = f(u) = u3  ,   u = (x2 + x −1) ®Å±

  ′y (x) = ′u (x) × ′f (u) = (2x +1) × 3u2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  = (2x +1) × 3 × (x2 + x −1)2.ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

t	uL	 ÈU¼Å‰U¦�



±≥µ

 ÈÅt−O²	±∫ dÖ« y = un
 ÁU~�¬   ′y = n ′u un−1

Æ

 ÈÅt−O²	≤∫ dÖ« y = u ÁU~�¬ 

  
′y =

′u

2 u
Æ

 ÈÅt−O²	≥∫ dÖ« y = unm  
 ÁU~�¬ y = u

n
m

Ë 

  
′y =

n
m ′u u

n
m −1

=
n ′u

m um−nm  
.

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 ”ö� —œ —U�≤‡‡Å≥

tEŠö� bFÐ ÈÅt×H� —œ t� o²A� ÈU¼Å‰u�d� “« ÁœUH²Ý« UÐ

ÆbO�¹uMÐ ¨éÇ XLÝ —œ ¨«— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A� ¨bOM�Åv�

  
y = 3x2 − 2x +

2

7
 ®n�«

  y = (3x −1)(x +2) ®»

y = x x ®Û

y = cosx + xsin x ® 

  y = (2x −1)25  
 ®À

  
y = cos(x +

π
4

) ®Ã

  
y = sin(

π
4

−2x) ®ı

  y = sin(2x +1) − cos 3x ®Õ

  
y =

x + cosx
2+ sin x ®Œ

  y = cot 3x ®œ

  y = sin7 x ®Å≤

  ′y = 7cosxsin6 x

  
y = x = x

1

2 ⇒ ′y =
1

2
x

1

2
−1

 ®Å≥

  
=

1

2
x

−
1

2 =
1

2 x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  y = 2x2 + x −2 ®Å¥

  

′y =
4x +1

2 2x2 + x −2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  y = 2+ sin x ®Åµ

  
′y =

cosx

2 2+ sin x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  y = x3 + 7x −2
5  

 ®Å∂

  

′y =
3x2 + 7

5 (x3 + 7x −2)45  

  
y = (2x +1)23  ⇒ ′y =

2

3
×2× (2x +1)

2

3
−1

. ®Å∑

  
= 4

3 2x +13  



±≥∂

µ‡‡ÅÅ±‡‡≥∫o?²A� ÈU¼Å‰u�d� ‰Ëbł ‡‡‰Ëbł ¨d¹“ —œ 

o²A� ÈU¼Å‰u�d� tÐ ◊uÐd�—«d� ÁœUH²Ý« œ—u� d²AOÐ t� v¹U¼ÅlÐUð 

s¹« œbF²� ÈU¼Ås¹dLð qŠ UÐ œË—Åv� —UE²�« ÆXÝ« Áb�¬ ¨b�dOÖÅv�

œd?Ð—U� vK�« ·b¼ ÊuÇ ¨«cNF� Æb¹—Uá�Ð dÞUš tÐ «— U¼Å‰u�d�

œuýÅv� tO�uð Âd²×� Ê«dOÐœ tÐ ̈ XÝ« qzU�� qŠ —œ U¼Å‰u�d� s¹«

”U?O?I?� U?Ð¨ «— ‰Ëb?ł q?B?� s?¹« t?Ð ◊u?Ðd?� ÈU?¼ÅÊu?�“¬ —œ t?�

ÆbM¼œ —«d� Ê«“u�¬Åg�«œ —UO²š« —œ¨ÅÅÈd²Ö—eÐ

lÐUð

y = c

y = ax + b

y = xn ,n ∈R

 Ë XÐUŁ y = kf(x) k

y = u ± v

y = u.v

y =
u

v

y = u

y = un

y = unm

y = sin u

y = cosu

y = tan u

y = cot u

lÐUð o²A�

  ′y =0

′y = a

  ′y = nxn−1

′y = k ′f (x)

′y = ′u ± ′v

′y = ′u v + u ′v

  
′y =

′u v − u ′v

v2

  
′y =

′u

2 u

  ′y = n ′u un−1

′y =
n ′u

m um−nm

′y = ′u cosu

′y = − ′u sin u

  ′y = ′u (1+ tan2 u)

  ′y = − ′u (1+ cot2 u)

‰U¦�

  y = 4 ⇒ ′y =0,  y = 3 2 ⇒ ′y =0

  
y = −6x + 7 ⇒ ′y = −6,  y =

1

2
x ⇒ ′y =

1

2

  y = x3 ⇒ ′y = 3x2,  y = x7 ⇒ ′y = 7x6

  y = 6x2 ⇒ ′y = 6×2x =12x

  y = x3 +2x2 ⇒ ′y = 3x2 + 4x

  y = (x2 +1)(2x3 − x2 +1)

  ′y = 2x(2x3 − x2 +1) + (x2 +1)(6x2 −2x)

  

y =
2x − 5

x2 +1
⇒ ′y =

2(x2 +1) −2x(2x − 5)

(x2 +1)2
=

−2x2 +10x +2

(x2 +1)2

  
y = 5x ⇒ ′y =

5

2 5x

  y = (3x2 − 5)3 ⇒ ′y = 3(6x)(3x2 − 5)2 =18x(3x2 − 5)2

  

y = (x2 + x +1)56 ⇒ ′y =
5(2x +1)

6 x2 + x +1
6

  y = sin 3x ⇒ ′y = 3cos3x

  
y = cos

1

2
x ⇒ ′y = −

1

2
sin

1

2
x

  
y = tan

1

x
⇒ ′y = −

1

x2
(1+ tan2 1

x
)

  y = cot(1−2x) ⇒ ′y = 2(1+ cot2(1−2x))



±≥∑

 s¹dLð±‡‡≥

±o?²?A?� ‰Ëb?ł “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— d?¹“ ÈU?¼Ål?ÐU?ð o²A� ©

ÆbO�¹uMÐ

  y = 5x3 − 3x2 +1 ®n�«

  y = x(3x4 + x) ®»

  y = 3sin x cosx ®Û

  y = 3x −1 ® 

  y = (x2 + x)35
 ®À

  
y =

2cosx

sin x +2
 ®Ã

  y = tan 3x + sin x ®ı

  y = (x3 −2x +1)7 . ®Õ

≤ dÖ« ©

  
f(x) =

x −1

x +1
 —«bI� ¨  ′f (0)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥ dÖ« ©  u = x2 −1 Ë   y = 5u3
 q�UŠ ̈′yxÆbO�¹uMÐ «— 

¥ d??????Ö« ©  y = 2u2 + 5u −1 Ë   u = x2 + 4  ¨′yx«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

µÆbOM� »U�Š «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A� ©

  y = 3x + 5 ®n�«

  
y =

x3

3
−

x2

2
− x + 2 ®»

  y = 4(x3 +2x −1) ®Û

  
y =

7x2 +6x − 4

9
 ® 

  
y =

sin x − cosx

2cosx + 3
 ®À

  y = sin3 x + cos3 x ®Ã

  
y = tan5 x

2
 ®ı

  
y =

1

x
 ®Õ

  y = 1+ cos4 x
3

. ®Œ



±≥∏

∂‡‡ÅÅ±‡‡≥∫l?ÐUð p¹ ÂËœ o²A� ‡‡o?²A� t�—uÞÅÊUL¼ 

o²A� Ê«uðÅv� ¨bý n¹dFð lÐUð p¹n¹dFð eO� «— lÐUð p¹ o²A� 

 lÐUð o²A� Æœd� »U�Š ¨œułË  —u� —œ ¨«— Ê¬ Ë œd�fUÐ «— 

′f l?ÐU?ð o?²?A� Ë ′f UÐ «— ′′fÈU?¼Å‰U?¦?� —œ Ær?O?¼œÅv?� g?¹UL� 

® ÂËœ o²A� ¨Ë—ÅtÐË—′′f©ÆXÝ« Ábý »U�Š lÐUð bMÇ È«dÐ 

œd?Ð—U?� U?¼Ål?ÐUð —«œuL� oO�œ rÝ— —œ lÐUð p¹ ÂËœ o²A�

 —œ VKD� s¹« ̈ r¹—Ë¬Åv� v�U¦� d¹“ —œÆ œ—«œ±ÅÅ‡‡≥‡‡ÅÅ≥vÝ—dÐ d²AOÐ 

ÆœuýÅv�

∫‰U¦� lÐUð —«œuL� d¹“ —œ y = sin xÆXÝ« Ábý rÝ— 

ÈÅÁ“UÐ—œ t� œuýÅv� tEŠö�  (0,π)ÅÈœuÖ®tÐ —«œuL� ©dFIð

Ë X?Ý« s?O¹UÄ ·dÞ  ′′y <0—œ Ë   (π,2π)·d?ÞÅtÐ —«œuL� ÈœuÖ

Ë XÝ« ôUÐ  ′′y >0Æ

 s¹dLð≤‡‡≥

∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ ÂËœ o²A�

                                  y = 2x2 + 7x − 5 ®n�«

  
y = −

1
4 x2 +6x − 4 ®»

  y = x3 +2x2 − 5x +2 ®Û

  y = (x −2)3
 ® 

  y = sin2x ®À

y = cosx + sin x ®Ã

  
y =

x −1

x +2
. ®ı

∫U¼Å‰U¦�

O

1

−1

′′y <0

′′y >0

y = sin x

′′y = −sin x

x ∈ (0,π)

x ∈ (π ,2π)

  

f(x) = 4x3 − x2 +2 ⇒
′f (x) =12x2 −2x

′′f (x) = 24x −2






 

®n�«

f(x) = sin x ⇒
′f (x) = cosx

′′f (x) = − sin x





»® 

  

f(x) =
1

x
⇒

′f (x) = −
1

x2

′′f (x) =
2

x3










  
 ®Û

f(x) = cosx ⇒
′f (x) = − sin x

′′f (x) = − cosx





 ® 

  

f(x) = tan x ⇒
′f (x) =1+ tan2 x

′′f (x) = 2tan x(1+ tan2 x)






 

®À

  

f(x) =
2

x −1
⇒

′f (x) =
−2

(x −1)2

′′f (x) =
4

(x −1)3










®Ã



±≥π

± lÐUð ‡‡  f(x) = x2 −1—œ    �Ro²A� ÆXÝ« Ábý n¹dFð

 —œ «— lÐUð s¹«  x =1ÆbOM� »U�Š 

≤ lÐUð o²A� ‡‡  y = 2x + 3 —œ «—   x =1n¹dFð pL� tÐ ̈

ÆbOM� »U�Š ¨o²A�

≥ lÐUð ‡‡  y = x +2È«—«œ ‘—«œuL� “« È«ÅtDI� tÇ —œ 

øX�O� ”UL� jš

¥ bOM� ÷d� ‡‡ÅÅf(x) = x∫bOM� »U�Š 

Æ

  
lim
h→0

 
f(h) − f(−h)

2h

øb¹dOÖÅv� È«Åt−O²� tÇ s¹dLð s¹« “«

µÆbOM� »U�Š «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A� ‡‡ÅÅ

y = cosx − sin x  ®n�«

  y = x x3
 ®»

  
y =

1

2+ cosx
 ®Û

  y = (x2 +1)35
 ® 

  y = sin2 x + cos2 x. ®À

∂ ÈÅtDÐU{ tÐ tłuð UÐ ‡‡y—«bI� ′′yÆbOM� »U�Š «— 

y = x ®n�«

y = sin x ®»

  y = x23
 ®Û

y = cosx ® 

y = tan x. ®À

® v	U¹UÄ Êu�“¬±©

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�



±¥∞

b¹uý UMý¬ v�U� ÊU�«bO{U¹— UÐ

¨v�UýU� VO³Þ œuL×� sÐ œuF�� sÐ bOALł s¹b�«ÅÀUOžÊ«bJ¹eO� tÇ dÖ« ©v�UýU� œuF�� bOALł s¹b�«ÅÀUOž® 

 œËbŠ —œ v�«d¹« —uNA� ”UMýÅÁ—U²Ý Ë Ê«bO{U¹— s¹« ÆœuÐ vÝUMýd²š« Ë  UO{U¹— tłu²� gOK	« ÈÅt
öŽ v�Ë ¨œuÐ∑π∞

¯—eÐ œd� s¹« t� XÝ« Áb�¬ U¼Å»U²� —œ ÆœuýÅv� »u�×� rN� Êd
 v{U¹— mÐ«u� “« ÈË Æb�¬ UO�œ tÐ ÊUýU� —œ ÈdL
 Èd−¼

ÆœuÐ —uLOð Ë ÊUšu�ö¼ ¨eO~MÇ ÊuâL¼ v�«b³²��  Å‘—u¹ Ë “Uð Ë XšUð Ê«bO� ¨Ê«d¹« t� X�¹“Åv� È—UÖ“Ë— —œ Áœ«—« UÐ Ë

v?ðU³ÝU×� ÈU¼Å‰Ëbł tONð —U� tÐ v�«uł sÝ —œ Ë« t� v�U�“ Æœd�Åv� vÖb�“ ÊU¹—uLOð ÊU�“ —œ v�UýU� bOALł s¹b�«ÅÀUOž

¨ÊUL−M� d¹UÝ UÐ —U� v²Š«— È«dÐ ¨vM¼– XO
öš ÃË« —œ t� v�U~M¼ ÆXý«œ—«d
 v�«d¹Ë ÷dF� —œ Ê«d¹« ¨œuÐ ‰uGA� Âu−�

vJ¹ «— U¼dNý ̈ Ê«d¹« tÐ œuš “ËU−ð UÐ Œd¼Uý ‘d�Ä Ë —uLOð ̈ œd�Åv� Ÿ«d²š« —«eÐ« Ë œ«œÅÅv� ÂU−�« «— v�u−� oO
œ  U³ÝU×�

ÆXý«b� œułË Ë« È«dÐ Èbł  UIOI×ð Ë U¼ÅXO�UF� ÊUJ�« X
Ý XOF
u� Ê¬ —œ ÆbM²šUÝÅv� q¹b³ð t�«d¹Ë tÐ Èd~¹œ “« fÄ

¨œu?Ð Áb?�¬ g?OÄ t� vÐuš X	d� “« ÈË Ë œd�  uŽœ t�Ušb	— tÐ «— Ë« ¨œuÐ bM
dLÝ r�UŠ t� ¨@OÐ m�« vMF¹ Œd¼Uý d�Ä

‰UÝ —œ t� ̈ rKŽ Ë  UON�« ÁU~ý“u�¬ vMF¹ åtÝ—b�ò vLKŽ ÊUM�—U� ÊUO� —œ «— ÂUI� s¹dðÅt²�łdÐ ©v�UýU�® výU� Æœd� ‰U³I²Ý«

∑ππ ‰UÝ —œ @OÐ m�« t� v�U~M¼ Uð ÆXý«œ ¨œuÐ Ábý ÁœUN� œUOMÐ @OÐ m�« XL¼ tÐ ∏≤∏e�d� s¹dðÅrN� bM
dLÝ ¨bOÝ— q²
 tÐ 

s¹dð—uNA� ÆXý«œ p¹œe� È—UJL¼ @OÐ m�« Z¹“ —œ Ë œd� pL� t�Ušb	— v¼b�U�“UÝ tÐ výU� ÆœuÐ sO�“ —ËUš —œ vLKŽ

® »U?�×�« ÕU²H� ‘dŁ«∏∞∂—U?� t?Ð U?L?M?¼«— »U²� Ê«uMŽ tÐ ‰UÝ U¼b	 t� XÝ« vðU�bI� »U�Š ·—UFL�«Å…d¹«œ t� býUÐÅv� ©

ÆœuÐ t�uL� r¼ —U²�— Ë vKLŽ ‚öš« —œ tJKÐ ¨Xý«œ vM¹œ rN� UNMð t� t� v�ULK�� ÆœuÐ ÊULK�� r�UŽ t�uL� s¹b�«ÅÀUOž ÆX�—

—œ ÆXý«œ vLKŽ Ë vŽUL²ł« vÖb�“ —œ Ë« t� œuÐ vÖ—eÐ XKBš ̈ ·UB�« Ë Xý«b� «— f� êO¼ ÈÅtEŠö� vLKŽ ÈU¼—U� —œ

—œ U?¼ÅX?
Ë d?²?A?O?Ð @?O?Ð m?�« Æb?�œu?Ð Áb?ý l?Lł r¼ —Ëœ nK²
� ◊UI� “« rKŽ t³KÞ bB�UÄ tÐ p¹œe� ¨bM
dLÝ ¯—eÐ tÝ—b�

s¹b�«ÅÀUOž v�Ë b�œd�Åv� bO¹Qð «— gDKž —U²HÖ ̈ l�UM� kHŠ Ë ”dð ÈË— “« všdÐ Æœd�Åv� X�dý t¦ŠU³� Ë ”—œ ÈU¼Å”ö�

t²ýu� å»U�×�«ÅÕU²H�ò »U²� t�bI� —œ Æœd�ÅvL� vA¹b�« X×KB� Ë œ«œÅvL� ÊUA� ‘œuš “« È«ÅtEŠö� êO¼ œ—«u� s¹« —œ

œË—œ Ë XÝU²L¼ÅvÐ ÊuÖU�uÖ œ«bŽ« s²ÝuOÄ r¼ tÐ —œ Ë XÝ« t�U~¹ œUŠ¬ gM¹d�¬ —œ t� XÝ«eÝ «— Èb�Ë«bš g¹U²Ýò XÝ«

ÈU?¼ÅÁ«— t?� g?�«b�“d� Ë Ë« Ê«b�Uš dÐ Ë XÝ« eOšU²Ý— “Ë— ÈÅÁbMM�ÅXŽUHý s¹dðô«Ë t� ©’® bL×� Ë« ÈÅÁb¹d�¬ s¹d²NÐ tÐ

d�Ä ¨œuF�� d�Ä bOALł ¨Ë« gA
Ð Ë ‘“u�¬ tÐ v�UFð È«bš ÊUÖbMÐ s¹dðbM�“UO� bFÐ U�« Æb�œuLM¼— «— È—U~²Ý— Ë v¹U¼—

ì b�«œdÖ uJO� «— ‘—UÖ“Ë— «bš t� s¹b�«ÅÀUOž tÐ VIK� ¨výU� pýeÄ œuL×�



ÅÅÅÅÅ±¥±

ÈU?¼d?�?� tÐ s²š«œdÄ È«dÐ rEM� ‘Ë— sO²�
� Ë b¼œÅv� Õdý «— `O×	 œ«bŽ« “« ÈdOÖÅtA¹— ‘Ë— »U²� s¹« —œ

ôU?L?²Š« t� b¼œÅv� XÝœ tÐ «— v¼b¼œÎÈË v?{U?¹— —U?Ł¬ s¹dðÅ¯—eÐ ÆXÝ« t²ý«œ dOŁQð UÄË—« —œ v¼b¼œ ÈU¼d�� tŽUý« —œ 

® tODO×L�« t�UÝ— “« b�«Å —U³Ž∏∞≥ÆVO−�« Ë dðu�« t�UÝ— Ë ©

 ”u?M?OÝ —«bI� ÂËœ dŁ« —œ Ë bM�Åv� sOOFð È—UAŽ« r
— ÁbH¼ Uð «— ”uMOÝ —«bI� tODO×� t�UÝ— —œ±r
— Áœ Uð «— 

X³�� “« t� «eÝ «— Èb�Ë«bš g¹U²Ýò XÝ« t²ýu� —uÞÅs¹« tODO×� t�UÝ— »U²� È«b²Ð« —œ ÆbM�Åv� »U�Š v�U~²Bý ̀ O×	

—œ —u� ÈÅÁbM¼œ —«d
 Ë U¼ÅÊULÝ¬ Ë sO�“ ÈÅÁbMM¹d�¬ Ë bÝUMýÅv� «— jO�Ð Ë V�d� d¼ Á“«b�« Ë XÝ« ÁUÖ¬ Ád¹«œ jO×� tÐ dD


Ê«b�Uš dÐ Ë XÝ« ÈdÖœ«œ Ë v¹ULM¼«— —UD
« jO×� Ë X�UÝ— ÈÅÁd¹«œ  e�d� t� vHDB� bL×� dÐ ÂöÝ Ë œË—œ Ë XÝ« vJ¹—Uð

åœUÐ Ë« „UÄ Ê«—U¹ Ë

U²³�� dLŽ ÆœuÐ ‘öð dÄ Ë j³CM� Ë ·b¼ UÐ ¨‘uJ²
Ý v�U��« v�UýU� bOALłÎ UIOI×ð Ë »U²� œU¹“ œ«bFð Ë ÁUðu� 

U�uLŽ t� XÝ« t²ýu� ÈœdÐ—U� v{U¹— ÈÅtMO�“ —œ ÈœU¹“ ÈU¼Å»U²� v�UýU� bOALł ÆXÝ« UŽœ« s¹« qO�œ Ë«ÎvJ¹œe� ◊U³ð—« 

XOF{Ë Ë X�dŠ oO
œ  U³ÝU×� È«dÐ v�u−� —«eÐ« ÈœU¹“ œ«bFð sOMâL¼ Ë ÆXÝ« t²ý«œ ÊU�¬  öJA� l�— Ë Âœd� vÖb�“ UÐ

ÊËd
 d³ł ÈU¼Å‘Ë— s¹dðÅrN� “« vJ¹ XOK¦ð ÈÅt�œUF� ÈœbŽ qŠ —œ Ë« ‘Ë— ÆXý«b� dOE� ‘—UÖ“Ë— —œ t� XšUÝ ÊUÖ—U²Ý

 ÆXÝ« vDÝËÈË Æœd� tONð «— Ê¬ v�U
K¹« Z¹“ h
«u� qOLJð —œ t� XÝ« v�U
Uš Z¹“ s¹Ëbð Âu−� —œ v�UýU� rN� ÈU¼—U� “«

 ‰UÝ —œ∏±∏ Æ‡¼ Ë Ê¬ “« ÁœUH²Ý« v~�u~Ç ÈÅÁ—UÐ—œ Ë œd� Ÿ«d²š« oÞUML�« o³Þ ÂU� tÐ U¼ÅÁ—U²Ý b	— È«dÐ Èb¹bł tKOÝË ‚

—UŁ¬ “« Ë Xýu� oz«b×�« W¼e� tÐ ÂuÝu� ÈbOH� Ë l�Uł t�UÝ— © ôUBð« Õu� ÂU� tÐ® œuÐ t²šUÝ Ê¬ “« gOÄ t� Èd~¹œ ÈÅtKOÝË

 ‰U?Ý —œ ¯—e?Ð Ê«b?O?{U¹— s¹« Æœd� Á—Uý« eO� ¡UL��« rKÝ Ë  öON�ð Z¹“ tÐ Ê«uðÅv� Ë« d~¹œ∏≥≤bM
dLÝ dNý —œ ‚Æ‡¼ 

ÆX�U¹  U�Ë



±¥≤

® o²A� ÈU¼œdÐ—U�±©

vK� ·b¼

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ            ¨lÐUð p¹ —«œuL� “« tDI� p¹ —œ rzU
 Ë ”UL� jš rÝ— È«dÐ lÐUð o²A� ÊœdÐ—U�ÅtÐ

lÐUð p¹ r�d²��« ÈU¼ÅtDI� Ê—Ë¬ÅXÝœÅtÐ Ë lÐUð p¹ ÊœuÐ v�Ëe� U¹ ÈœuF	 sOOFðÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±Æb�¹uMÐ lÐUð p¹ —«œuL� “« tDI� p¹ —œ «— ”UL� jš ÈÅt�œUF� ‡‡

≤Æb�¹uMÐ Ê¬ dÐ l
«Ë È«ÅtDI� —œ «— vM×M� p¹ dÐ rzU
 jš ÈÅt�œUF� ‡‡

≥ÆbM� h
A� «— lÐUð p¹ ÊœuÐÅv�Ëe� U¹ ÈœuF	 ¨o²A� pL� tÐ ‡‡

¥ÆbM� sOOFð nK²
� ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ «— lÐUð p¹ —U²�— ‡‡

µÆbM� sOOFð «— lÐUð p¹ r�d²��« ÈU¼ÅtDI� ‡‡ÅÅ

∂ÆbM� rÝ— «— ÂuÝ Ë ÂËœ tł—œ lÐ«uð —«œuL� ¨r�d²��« ◊UI� Ë lÐUð —U²�— ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡ÅÅ

ÂËœ qB�

بخش�سوم



ÅÅÅÅÅ±¥≥

® Êu�“¬ÅgOÄ≤©

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�
± ÈÅtDI� bOM� ÷d� ‡‡A∫býUÐ d¹“ lÐUð —«œuL� ÈË— 

  y = f(x) = x2 − x +1

 dÖ« ©n�«  xA =1 —«bI� yAÆbOM� »U�Š «— 

 —«bI� ©»  ′f (1)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

® jš ÈÅt�œUF� ©ÛD ÈÅtDI� “« t� bO�¹uMÐ «— ©Aœ—c~Ð 

 Ê¬ VOý Ë  ′f (1)ÆbýUÐ 

 —«œuL� © y = f(x) jš Ë ®ÅDÆbOM� rÝ— «— ©

® jš U¹¬ ©ÀD —«œuL� dÐ ©y = f(x)øXÝ« ”UL� 

≤ bOM� ÷d� ‡‡  y = x3
 —œ   �RÆbýUÐ Ábý n¹dFð

 —«œuL� ©n�«yÆ©vÐU¹ÅtDI� o¹dÞ “«® bOM� rÝ— «— 

 ÈÅtDI� Ëœ ©»A Ë B»U
²�« ÊUMÇ lÐUð s¹« —«œuL� ÈË— «— 

 t� bOM�xA < xBs?OÐ ÈÅtDÐ«— ¨—«œuL� tÐ tłuð UÐÆyAË yB«—

 bOM� XÐUŁ —«œuL� “« ÁœUH²Ý« ÊËbÐÆbO�¹uMÐyA < yBÆ

øX�OÇ lÐUð s¹« ÂU� øXÝ« t�u~Ç lÐUð s¹« —U²�— © 

≥ b??O??M??� ÷d?� ‡?‡  f(x) = x3 − x X??�ö?Ž Æ′f (x)«— 

—œ  �R  ÆbOM� sOOFð 

¥ d?Ö« ‡?‡  f(x) = x2 −2x + 3 —«b??I?� r?L?O?M?O?� f(x)«— 

X??ÝœÅt??Ð «— r??L??O??M??O??� t??�u?~?Ç b?O?¼œ `?O?{u?ðÆb?¹—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð

Æb¹œ—Ë¬′f—œÅÅx ÈÅtDI�øœ—«œ È—«bI� tÇ rLOMO�



±¥¥

≤‡‡≥® o²A� ÈU¼œdÐ—U� ‡‡±©

±‡‡≤‡‡≥∫r?zU?
 jš Ë ”UL� jš ÈÅt�œUF� sOOFð ‡‡

ÈÅt�œUF� Ë ”UL� jš ÈÅt�œUF� sOOFð ¨o²A� ÈU¼œdÐ—U� “« vJ¹

ÆXÝ« lÐUð p¹ —«œuL� “« Á«u
�œ ÈÅtDI� p¹ —œ rzU
 jš

 XO�UF�≤‡‡≥

 l???ÐU??ð  y = f(x) = 4x2 − 4x +2Å¨Ê¬ —«œu???L??� Ë ®q??J??ýÅ

±¥‡‡≥ÈÅt�œUF� Ë ”UL� jš ÈÅt�œUF� s²ýu� È«dÐ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ̈ ©

 ÈÅt?D?I?� —œ l?ÐU?ð s?¹« —«œuL� dÐ rzU
 jš

  
A

1

f(1)
 «— d?¹“ ÈU?¼—U� ¨

ÆbO¼œ ÂU−�«

± —«bI� ‡‡  f(1)ÆbOM� »U�Š «— 

≤ o²A� ‡‡yÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥ —«bI� ‡‡  ′f (1)ÆbOM� »U�Š «— 

¥ ÈÅt?DI� “« t� vDš ÈÅt�œUF� ‡‡AÊ¬ V?Oý Ë œ—cÖÅv� 

′f (1)ÆbO�¹uMÐ ¨XÝ« 

µ U?¹¬ ‡‡ÅÅ  y = 4x −2 ÈÅt?D?I?� —œ ”U?L?� j?š ÈÅt�œUF� A

øXÝ«

∂œuLŽ tDI� d¼ —œ vM×M� dÐ rzU
 jš t� s¹« tÐ tłuð UÐ ‡‡ÅÅ

Ë rzU
 jš VOý «b²Ð« ¨XÝ« tDI� Ê¬ —œ vM×M� dÐ ”UL� jš dÐ

 ÈÅtDI� —œ «— ‚u� —«œuL� dÐ rzU
 jš ÈÅt�œUF� bFÐ AÆbO�¹uMÐ

∑ —œ «— rzU
 jš Ë ”UL� jš ‡‡  x =1ÆbOM� rÝ— 

 ”ö� —œ —U�≥‡‡≥

 »U?
²�« UÐ

  

B

1

2

f(
1

2
)

 qŠ«d� ± Uð ∑q?Jý® bOM� —«dJð «— 

±µ‡‡≥Æ©

O

 qJý±¥‡‡≥

 qJý  ±µ‡‡≥

B

O



ÅÅÅÅÅ±¥µ

 ‰U¦�±∫ lÐUð dÐ ”UL�ÅjšÅÈÅt�œUF�   f(x) = −x2 +6x − 8

ÈÅtDI� —œ   x = −1ÆbO�¹uMÐ «— vM×M� dÐ l
«Ë 

 s¹dLð≥‡‡≥

±d¹“ ÈU¼ÅlÐUð —«œuL� dÐ rzU
 jš Ë ”UL� jš ÈÅt�œUF� ©

 t� v¹U¼ÅtDI� —œ ¨«—xÆbO�¹uMÐ ¨XÝ« Ábý Áœ«œ U¼ÅÊ¬ 

    y = 2x2 − x +1,    x = 2 ÅÅ®n�«

  y = x2 +2x +2,    x = −1 ÅÅ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ»

  y = sin2 x,           x = π  ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

  

  
y =

x −1

x +1
,            x = −2Å ÅÅÅÅ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

 qŠ±∫ È«“«ÅtÐ   x = −1∫r¹—«œ ¨

  f(−1) = −(−1)2 +6(−1) − 8 = −15

 ¨s¹«dÐUMÐ  (−1,−15)ÆXÝ« vM×M� ”ULð ÈÅtDI� 

∫v�dÞ “«

  ′f (x) = −2x +6

 ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ ¨fÄm∫œuýÅv� t³ÝU×� d¹“  —u	ÅtÐ 

  m = ′f (−1) = −2(−1) +6 = 8

∫XÝ« sOMÇ ”UL� jš ÈÅt�œUF�

  y − (−15) = 8(x − (−1))

  y = 8x − 7ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 qŠ≤∫ dÖ« 

  
x =

π
6

¨

  
y = (

3

2
)2 − (

1

2
)2 =

1

2
ÅÅ 

  ′y = −2sin x cosx −2sin x cosxÅ

  = −4cosxsin xÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  
= −4(

3

2
)(

1

2
) = − 3”UL� jš VOý 

  
= −

1

− 3
=

1

3
rzU
 jš VOý 

rzU
 jš ÈÅt�œUF�

  
y −

1

2
=

1

3
(x −

π
6

)

    y = tan x,            x =0 ÅÅÅÅ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÀ

  y = 2 x,            x =1.ÅÅ ÅÅ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÃ

≤Ë bOM� rÝ— ÁbýÅÁœ«œ ÈÅÁ“UÐ —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð —«œuL� ©

«— rzU
 jš ÆbO�¹uMÐ «— Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅtDI� —œ ”UL� ÈÅt�œUF�

ÆbOM� rÝ— eO�

    y = sin x,        x =0,   − π ≤ x ≤ π ®n�«

 

  
y = cosx,       x =0,   −

π
2

≤ x ≤
3π
2

.  ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ»

 ‰U???¦???�≤∫l???ÐU???ð —«œu???L???� d???Ð r???zU???
 j???š ÈÅt???�œU???F??� 

  y = cos2 x − sin2 x ÈÅtDI� —œ ¨

  
x =

π
6

«— l?ÐUð s¹« dÐ l
«Ë ¨

ÆbO�¹uMÐ



±¥∂

≤‡?‡≤‡??‡≥∫l??ÐU?ð —U?²?�— ‡?‡l??L??²?−?� p?¹ »¬ ·d?B?� 

 XŽUÝ sOÐ ¨v�uJ��∏ XŽUÝ Uð `³	 ≤∞XOF³ð d¹“ ÈÅtDÐ«— “« 

® bM�Åv�x Ë XŽUÝ V�ŠdÐ f(x)∫©XÝ« VFJ�d²� V�ŠdÐ 

  f(x) = 28x − x2 −155,  x ∈ 8,20[ ]
g¹«e�« ‰UŠ —œ »¬ ·dB� v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ bOM� sOF�

øXÝ« ©‰Ëe�® g¼U� ‰UŠ —œ v�U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ Ë ©œuF	®

d?¦?�«b?Š s?¹« Ë øX?Ý« d?¦�«bŠ »¬ ·dB� v�U�“ tÇ —œ

øXÝ« VFJ�d²� bMÇ

∫qŠ l?ÐU?ð —«œuL� y = f(x) qJý —œ ±∂‡?‡≥Ábý rÝ— 

 ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ t²³�« ¨XÝ«≤‡‡≥∫d¹“ 

 q?Jý tÐ tłuð UÐ±∂‡‡≥—œ »¬ ·d?B?� d¦�«bŠ bO¹u~Ð  

øb¼œÅv� Œ— v�U�“ tÇ

 XŽUÝ —œ ¨XÝ« XÝ—œ±¥Æ

øb¹¬Åv� XÝœÅtÐ œbŽ s¹« r¼ qJý rÝ— ÊËbÐ U¹¬

  f(14) = ?

 œbŽ±¥ÊU?×?²?�«® b¹¬Åv� XÝœÅtÐ sOMÇ vK³
  UŽöÞ« UÐ 

∫©bOM�

  f(x) = 28x − x2 −155 = 41− (x −14)2

 d?¦?�«b?Š t� XÝ« `{«Ëf(x) ÈËU?�� ¥±—œ Ë   x =14

Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ

�«Ò bO¼œ —«d
 dÖ« ¨U  ′f (x) =0∫ÁU~�¬ 

  ′f (x) = 28 −2x =0⇒ x =14

O 0 0

0

0

0

0

 qJý±∂‡‡≥

 lÐUðf ÈÅÁ“UÐ —œ   8,14[ ]—œ Ë ÈœuF	 

 ÈÅÁ“UÐ  14,20[ ]ÆXÝ« v�Ëe� 

 ‰Ëbł≤‡‡≥



ÅÅÅÅÅ±¥∑

 XO�UF�≥‡‡≥

 l?ÐUð

  
y = f(x) =

1

2
x2

 q?J?ý —œ ¨Ê¬ —«œu?L� Ë ±∑‡‡≥¨

ÅÈU¼ÅÁ“UÐ —œ «— lÐUð s¹« —U²�— rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ  (0,+∞)

 Ë  (−∞,0)ÆrOM� vÝ—dÐ 

± —«b??I??� Ëœ ‡?‡  x1 =1 Ë   x2 =1/ 5ÈÅÁ“U??Ð t??Ð o??K?F?²?� 

  (0,+∞) ¨U¹¬ Æb¹dO~Ð dE� —œ «—   x1 < x2øbýUÐÅv� 

≤ ÈU¼—«bI� ‡‡  f(x1) Ë   f(x2)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 U¹¬  f(x1) < f(x2)øbýUÐÅv� 

≥ bO¼œ —«d
 ‡‡  x1 = 2 Ë   x2 = 2 / 5

 U¹¬  f(x1) < f(x2)øbýUÐÅv� 

¥ Á«u?
�œ œbŽ Ëœ ‡‡  x1 Ë   x2 ÈÅÁ“UÐ —œ «—   (0,+∞)—œ 

  —U?³?Ž q?O?JAð UÐ Æb¹dO~Ð dE�

  
f(x1) − f(x2) =

1

2
x1

2 −
1

2
x2

2

∫t� bO¼œ ÊUA�

 dÖ«         x1 < x2 ÁU~�¬   f(x1) < f(x2)    ®¿©

µ® tÐ tłuð UÐ ‡‡ÅÅ¿ dÖ« ©  x1 Ë   x2tÐ oKF²� Á«u
�œ œbŽ Ëœ 

 ÈÅÁ“UÐ  (0,+∞)øX�OÇ d¹“ d�� X�öŽ bMýUÐ 

  

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

∂ÅÅ‡‡ ÐU �×UÝ³tÅÈ′y ̈Žö�X ′y —« œ—ÅÅ  (0,+∞) ðFOOs �MObÆ

ÐU ðułt Ðt ®¿© ðUÐl 

  
y =

1

2
x2

 —« ÐdÅ  (0,+∞) �FuœÈ Öu¹OrÆ

 ”ö� —œ —U�¥‡‡≥

 XO�UF� tÐUA�≥‡‡≥ lÐUð œ—u� —œ «—  

  
y =

1

2
x2

ÈÅÁ“UÐ dÐ 

  (−∞,0) bO¼œ ÂU−�« ® qJý±∏‡‡≥Æ©

±  —U?³?Ž q?O?J?Að UÐ ‡‡  f(x1) − f(x2)¨t?� b?O¼œ ÊUA� 

 d¼ È«“«ÅtÐ  x1Ë   x2 “«   (−∞,0)¨

 dÖ«  x1 < x2 ÁU~�¬   ( )  f(x1) > f(x2)

≤® ÈÅtDÐ«— U¹¬ ‡‡Å† qJý ÈË— “« ©±∏‡‡≥Áb?¹œ Õu{ËÅtÐ 

øœuýÅv�

O

 qJý±∑‡‡≥ —«œuL� ‡‡

  
f (x) ==

1

2
x2

O

 qJý±∏‡‡≥ —«œuL� ‡‡

  
y ==

1

2
x2

 È«dÐ   x ≤≤0

†



±¥∏

≥  ÈÅÁ“UÐ —œ «— d¹“  —U³Ž X�öŽ ‡‡  (−∞,0)ÆbOM� sOOFð 

  

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

¥ ÈÅt?³?ÝU?×?� UÐ ‡‡′y X?�öŽ ¨′y —œ «—   (−∞,0)s?O?OFð 

ÆbOM�

® t??Ð t?łu?ð U?Ð† l??ÐU?ð ©y = 1
2

x2
 d?Ð «— (−∞,0)v??�Ëe?� 

ÆrO�U�Åv�

 b??O??M??� ÷d?�I Ë Á“U??Ð p?¹ y = f(x)Ë b??ýU??Ð l??ÐU?ð p?¹ 

I ⊂ DfÆ

 ”ö� —œ —U�µ‡‡ÅÅ≥

±lÐUð p¹ ÊœuÐ v�Ëe� U¹ ÈœuF	 n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

ÈU?¼Åq?J?ý —œ bOM� sOF�≤±‡‡≥ Ë ≤≤‡?‡≥Ë Èœu?F	 lÐUð Â«b� 

øÅXÝ« v�Ëe� Â«b�

œ—u?� —œ Ê«u?ðÅv?� r?¼ U?¼Ål?ÐU?ð s¹« o²A� “« ÁœUH²Ý« UÐ U¹¬

øœ«œ dE� U¼ÅÊ¬ ÊœuÐÅv�Ëe� U¹ ÈœuF	

 n?¹dFð± lÐUð Æf dÐ «— Ir?O�U� ÈœuF	 

 d¼ È«dÐ t� vð—u	—œ  x1Ë   x2 tÐ oKF²� I¨

 dÖ«  x1 < x2 ÁU~�¬   f(x1) ≤ f(x2)Æ

 n?¹d?F?ð≤ l?ÐU?ð Æf dÐ «— Ir?O?�U?� v?�Ëe?� 

 d¼ È«dÐ t� vð—u	—œ  x1Ë   x2 tÐ oKF²� I¨

 dÖ«  x1 < x2 ÁU~�¬   f(x1) ≥ f(x2)Æ

O

 qJý≤∞‡‡≥v�Ëe� lÐUð p¹ —«œuL� ‡‡

O

O

 qJý≤±‡‡≥

 qJý≤≤‡‡≥

  
y ==

1

2
x −−1

  y == 1−− x

O

 qJý±π‡‡≥ÈœuF� lÐUð p¹ —«œuL� ‡‡



ÅÅÅÅÅ±¥π

 s¹dLð¥‡‡≥

± lÐUð ‡‡  y = x3
oOI×ð lÐUð s¹« —U²�— —œ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 qJý —œ «— lÐUð s¹« —«œuL� «b²Ð«® ÆbOM�≤≥‡‡≥©ÆbOM� rÝ— 

≤ ÈÅÁ“UÐ —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ‡‡
  (−∞,0] qJý —œ Ë ≤¥‡‡≥

ÆbM²�¼ v�Ëe� U¼ÅlÐUð s¹« t� bO¼œ ÊUA� Ë bOM� rÝ—

  f(x) = x2
 ®n�«

     f(x) = x4
»®

≥—œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð —«œuL� ‡‡   �R qJý —œ≤µ‡‡≥rÝ— ¨

ÆbM²�¼ ÈœuF	 U¼ÅlÐUð s¹« t� bO¼œ ÊUA� Ë bOM�

 f(x) = x ®n�«

   f(x) = x5
   ®»

O

 qJý≤¥‡‡≥

 qJý≤µ‡‡≥

O

O

 qJý≤≥‡‡≥



±µ∞

≥‡‡≤‡‡≥∫l?ÐUð —U²�— Ë o²A� ‡‡p?¹ vÖó¹Ë tÐ tłuð UÐ 

“« t?D?I?� d?¼ —œ l?ÐU?ð s?¹« t?� v?ð—u?	—œ ¨©v?�Ëe� U¹® ÈœuF	 lÐUð

o?²?A� X�öŽ “« ÁœUH²Ý« UÐ Ê«uðÅv� ¨býUÐ t²ý«œ o²A� ‘«ÅtM�«œ

d?E?� ¨‘—«œu?L?� r?Ý— ÊËb?Ð ¨Ê¬ Êœu?ÐÅv?�Ëe?� U¹ ÈœuF	 œ—u� —œ

Æœ«œ

 lÐUð bOM� ÷d�y = f(x)ÈÅÁ“UÐ dÐ I—œ ÆbýUÐ ÈœuF	 

 dÖ« ¨ —u	 s¹«  x1Ë   x2 tÐ oKF²� I∫bMýUÐ 

  

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

≥0

 ÷d� UÐ ¨fÄ  x1 = x Ë   x2 = x + h∫r¹—«œ ¨

  

f(x + h) − f(x)

h
≥0

 l?ÐU?ð dÖ« ¨«c�f “« v?K?š«œ ÈÅt?DI� d¼ —œ It?²?ý«œ o?²A� 

∫r¹—«œ ¨býUÐ

  
lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= ′f (x) ≥0

 vKš«œ ÈÅtDI� d¼ È«dÐ dÖ« ̈ fJŽ tÐx ÈÅÁ“UÐ “« It²ý«œ 

 rOýUÐ  ′f (x) ≥0 ÁU~�¬ ¨f dÐ IÆXÝ« ÈœuF	 

∫r¹—«œ «— d¹“ ÈÅtOC
 ¨«c�

OC
Ò ÈÅt?±∫ l?ÐUð bOM� ÷d� f “U?Ð ÈÅÁ“UÐ dÐ Id?¹cÄÅo²A� 

 v?K?š«œ ÈÅt?D?I?� d?¼ È«d?Ð Ë b?ýU?Ðx t?Ð o?K?F?²?� Ir?O?ýU?Ð t?²?ý«œ 

  ′f (x) ≥0¨ lÐUð  —u	 s¹« —œ f dÐ IÆXÝ« ÈœuF	 

 U??³??Ł« È«d??Ð ¨«— t??O??C??
 s?¹« œd?Ð—U?� q?ÐU?I?� Êu?²?Ý —œ

ÆbOM�Åv� tEŠö� ¨lÐUð bMÇ ÊœuÐÅÈœuF	

 qJý≤∂‡‡≥ —«œuL� ‡‡ 
  y == x 3

O 0

 qJý≤∑‡‡≥ —«œuL� ‡‡

  
y == x2 ++ x −− 3

4

ÈÅtOC
 UÐ tDÐ«— —œ®U¼Å‰U¦�±©

    y = x3 , x ∈R ®n�«

Å                               ′y = 3x2 ≥0, x ∈R

 lÐUð ¨«c�  y = x3
 dÐ   RÆXÝ« ÈœuF	

Å

  
y = x2 + x −

3

4
,  (x ≥0) ÅÅ ®»

                          ′y = 2x +1>0,(x ≥0)

 l?ÐU?ð ¨«c?�

  
y = x2 + x −

3

4
 d?Ð   0,+∞[ )X??Ý« Èœu?F?	Å

ÅqJý®≤∑‡‡≥Æ©

O 0

0



ÅÅÅÅÅ±µ±

∫r¹—«œ tÐUA� o¹dÞ tÐ

OC
Ò ÈÅt≤ ∫ lÐUð dÖ«f ÈÅÁ“UÐ dÐ IÈ«dÐ Ë býUÐ d¹cÄÅo²A� 

 vKš«œ ÈÅtDI� d¼x tÐ oKF²� I rOýUÐ t²ý«œ   ′f (x) ≤0lÐUð ÁU~�¬ 

f dÐ IÆXÝ« v�Ëe� 

 ÈU¼ÅtOC
± Ë ≤U?¹ v�Ëe� vMF¹® lÐUð p¹ —U²�— sOOFð —œ 

Æb�bOH� —UO�Ð ©Ê¬ ÊœuÐ ÈœuF	

o²A� “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ lÐUð —UNÇ ÊœuÐÅv�Ëe� ̈ qÐUI� Êu²Ý —œ

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA� ¨U¼ÅÊ¬

 n¹dFð≥Æ l?ÐUð f ÈÅÁ“UÐ dÐ «— I  «uMJ¹v?ð—u	—œ rO¹uÖ

 t�f  dÐIÆbýUÐ v�Ëe� U¹ ÈœuF	 

 ”ö� —œ —U�∂‡‡ÅÅ≥

 ÈU?¼Åt?OC
 “« ÁœUH²Ý« UÐ±ÅË ≤—œ «— d?¹“ ÈU?¼ÅlÐUð —U²�— 

ÆbOM� sOOFð Ábý h
A� ÈU¼ÅÁ“UÐ

x ∈(−∞,+∞)   y = 2x −100, ®Å±

  x ∈(−∞,0)  y = x2 −10x + 8, ®Å≤

  x ∈(0,+∞)
  
y =

1

x
, ®Å≥

  x ∈(−∞,0)
  
y =

1

x
, ®Å¥

  
x ∈(− π

2
,
π
2

)y = tan x, ®Åµ

  x ∈(0,π)y = cosx, ®Å∂

  x ∈(0,π)y = cot x, ®Å∑

  x ∈Ry = cosx + x, ®Å∏

U¼Å‰U¦�  ÈÅtOC
 UÐ tDÐ«— —œ®≤©

    y = 3 − 3x,    x ∈R ®n�«

   ′y = −3 <0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅ

 lÐUð ¨s¹«dÐUMÐ  y = 3 − 3x XÝ« v�Ëe� ®qJý≤∏‡‡≥Æ©

O

y = 3 − 3x

 qJý≤∏‡‡≥ —«œuL� ‡‡  y == 3 −− 3x

  y =1− x − x2 ,    x ∈(0,+∞) ®»

  ′y = −1−2x <0,    x ∈(0,+∞)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 l?ÐU?ð ¨s¹«dÐUMÐ  y =1− x − x2
 dÐ   (0,+∞)ÆX?Ý« v�Ëe� 

ÆbOM� vÝ—dÐ «— t−O²� X×	 Ë bOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œuL�

  
y = 1− x

x
,    x ∈(0,+∞) ®Û

  

  
′y = −1(x) −1(1− x)

x2 = −1

x2 <0,    (x >0)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 lÐUð ¨s¹«dÐUMÐ

  
y =

1− x

x
 dÐ   (0,+∞)ÆXÝ« v�Ëe� 

  y = sin x − x,    x ∈R ® 

                           ′y = cosx −1≤0,    x ∈RÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 lÐUð ¨s¹«dÐUMÐy = sin x − xÆXÝ« v�Ëe� 



±µ≤

 s¹dLðµ‡‡ÅÅ≥

± lÐUð ‡‡f  t� «— v¹U¼ÅÁ“UÐ ÆXÝ« Ábý n¹dFð Ë—ÅtÐË— —œf

 U??¹¬Æb??O??M??� h??
??A??� X??Ý« v?�Ëe?� U?¹ Èœu?F?	 U?¼ÅÊ¬ —œf—œ 

  R øXÝ« ÈœuF	® —«œuL�f©ÆbOM� rÝ— «— 

≤ lÐU‡‡ð ‡‡gbOM� XÐU‡Ł ÆXÝ« Ábý n¹d‡F‡ð Ë—Åt‡‡ÐË— —œ 

gdÐ   R lÐUð —«œuL�ÆXÝ«uMJ¹g sOL¼ r¼ —«œuL� U¹¬ÆbOM� rÝ— «—

øb¼œÅv� «— t−O²�

≥ l?ÐU?ð —«œu?L?� t?Ð t?łu?ð U?Ð ‡‡y = h(x) ®Åq?J?ý≤π‡?‡≥©

ÆbOM� sOOFð «— Ê¬ v¹«uMJ¹ ÈU¼ÅÁ“UÐ

¥ l??ÐU?ð ‡?‡

  
y =

2x + a

x + a −2
 œËb??Š ÆX?Ý« Áb?ý Áœ«œ a«— 

t� bOM� sOOFð ÊUMÇ   ′y >0 ÆbýUÐ

¥‡‡ÅÅÅ≤‡‡≥ ∫l?ÐU?ð  «dOOGð ‡‡Å «d?O?OGð vÝ—dÐ “« —uEM�

U¼ÅÊ¬ —œ lÐUð t� XÝ« lÐUð ÈÅtM�«œ “« v¹U¼ÅXL�
 Êœd� sOF� ̈ lÐUð

l?ÐU?ð —«œuL� dðÅoO
œ rÝ— —œ VKD� s¹« ÆXÝ« v�Ëe� U¹ ÈœuF	

ÆœuýÅv� —«œuL� rÝ— —œ XŽdÝ Ë X
œ YŽUÐ Ë XÝ« bOH�—œ  

 qJý≥∞ ‡?‡≥ l?ÐUð t� «— v¹U¼ÅÁ“UÐ fv?�Ëe� U¹ ÈœuF	 U¼ÅÊ¬ —œ  

ÆbOM� h
A� XÝ«

O

 qJý≤π‡‡≥ —«œuL� ‡‡y == h(x)

O

y = f(x)

 qJý≥∞‡‡≥

      

  

f(x) = x2 +1,     x >0

2x −1,     x ≤0





     

  
g(x) =

−2x −1,   x ≥0

x2 −1,      x <0







ÅÅÅÅÅ±µ≥

∫‰U¦� lÐUð   y = −2x2 + 4xs¹«  «dOOGð ̈ XÝ« ÷ËdH� 

ÆbO¼œ —«d
 vÝ—dÐ œ—u� «— lÐUð

∫qŠÅ«b²Ð« ′yÆrOM�Åv� »U�Š «— 

  ′y = −4x + 4

ÅfáÝ′yÅ‰Ëbł —œ «— ≥‡‡Å≥È«dÐ ¨rOM�Åv� X�öŽ sOOFð 

 rO¼œÅv� —«d
 —uEM� s¹«  ′y =0Æ

  ′y =0⇒ −4x + 4 =0⇒ x =1

‰Ëbł ¨bý t²HÖ «uMJ¹ ÈU¼ÅlÐUð œ—u� —œ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ

‰Ëb?ł® ¨ «dOOGð≥‡‡Å≥ q?Jý —œ lÐUð —«œuL� Ë ©≥±‡‡Å≥t?EŠö� 

—«œu?L?� t?� v?ÞUI� Ë ‰Ëbł pL� tÐ UNMð ¨lÐUð —«œuL� ÆœuýÅv�

ÆXÝ« Ábý rÝ— ¨bM�Åv� lD
 «— U¼—u×�

 ”ö� —œ —U�∑‡‡Å≥

bOM� vÝ—dÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð  «dOOGð ¨ôUÐ ‰U¦� tÐ tłuð UÐ

qJý® ©ÆbOM� ÁœUH²Ý« bO�«uðÅv� eO� —«œuL� “«®≥≤‡‡Å≥Æ©

  y = x2 − 4x + 3 ®n�«

  y = 2x − 8x3 .ÅÅÅ ®ÅÅÅÅÅÅ»

 s¹dLð∂‡‡ÅÅÅ≥

Æ©—«œuL� rÝ— ÊËbÐ® bOM� vÝ—dÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð  «dOOGð

                                     y = (x − 3)2 ®n�«

                      

  
y =

x3

3
−

x2

2
−2x +1 ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ»

                                     y = x(2− x) ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

                                          y = −x ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

   ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                                        y = 2.Å ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÀ

O

 qJý≥±‡‡≥

O

 qJý≥≤‡‡≥

0

0

 ‰Ëbł≥‡‡≥



±µ¥

µ‡‡ÅÅÅ≤‡‡Å≥p?¹ v³�� rLOMO� Ë rLO��U� ÈU¼ÅtDI� ‡‡Å

∫lÐUðÊ¬ j?O?×?� t?� rOM� rÝ— vKOD²�� rO¼«ušÅv� bOM� ÷d� 

∏ÅÅq?J?ý o?ÐU?D� ÆbýUÐ rLO��U� Ê¬ XŠU�� Ë d²�Åv²�UÝÅÅÅ≥≥‡?‡Å≥

 «— qOD²�� ÷dŽ Ë ‰uÞ dÖ«x Ë y∫r¹—«œ rO�UMÐ 

  2(x + y) = 8

U¹ Ë

  x + y = 4

 UÐ «— qOD²�� XŠU�� dÖ« Ës(x)∫rO¼œ g¹UL� 

  s(x) = xy = x(4− x) = 4x − x2

ÅÅq?Jý —œ≥¥‡‡Å≥ l?ÐU?ð —«œuL� s(x) ÈÅÁ“U?Ð—œ «—   (0,4)Ë 

 ‰Ëbł —œ «— Ê¬  «dOOGð ‰Ëbł¥‡‡Å≥ÆbOM�Åv� tEŠö� 

  ′s (x) = 4−2x =0⇒ x = 2

lÐd� d²�Åv²�UÝ  s(2) = 8 − 4 = 4

 l?ÐU?ð t?� b?OM�Åv� tEŠö�s(x) —œ   (0,2)—œ Ë Èœu?F	 

  (2 ,4)U?M?L?{ ÆX?Ý« v�Ëe� Î —œ Ê¬ o?²?A� ¨  (0,2)—œ Ë X?³?¦?� 

  (2 ,4)ÆXÝ« vHM� 

s(x)ÅÈ«“« tÐ   x = 2r?L?O?��U� Ë œ—«œ «— —«bI� s¹d²AOÐ 

 Ê¬¥ ÈÅt?D?I� —œ lÐUð s¹« ÆXÝ«   (2 ,4) È«—«œ v?³?�� rLO��U�

ÆXÝ«

ÅqJýÅ—œ≥µ‡‡Å≥Å—«œuL�Å   y = x2 − 4x +1 —œ (−∞,+∞)

Å ‰Ëb?ł ¨Ê¬  «d?OOGð ‰Ëbł Ë XÝ« Ábý rÝ—µ‡‡Å≥t?EŠö� eO� 

 —œ l?ÐUð s¹« ÆœuýÅv�  (−∞,2) —œ Ë v�Ëe�   (2 , +∞)ÈœuF	 

 —œ ¨«c� ÆXÝ«  x = 2 vMF¹ —«bI� s¹d²L�   − 3ÆXÝ«—«œ «— 

 qJý≥≥‡‡≥

O

0

0

 ‰Ëbł¥‡‡≥

 qJý≥¥‡‡≥—«œuL� ‡‡  s(x) == 4x −− x2
  ÈÅÁ“UÐ —œ® ¥\∞©

O

 qJý≥µ‡‡≥

 ‰Ëbłµ‡‡ÅÅ≥

  y = x2 − 4x +1

  ′y = 2x − 4 =0⇒ x = 2

  y(2) = −3

X

′s (x )

s (x)

0

0

0 0



ÅÅÅÅÅ±µµ

 n?¹dFð¥Æ l?ÐUð rO¹uÖ f ÈÅt?DI� —œ   (x0, f(x0))È«—«œ 

 q?�U?ý “U?Ð È«ÅÁ“U?Ð t?� vð—u	 —œ XÝ« v³�� rLOMO�  x0b?M�U� ¨

(a , b) ⊂ Df d¼ È«dÐ t� vL�
 tÐ býUÐ x∫Á“UÐ s¹« “« 

  f(x0) ≤ f(x)

  f(x0) «—  v³��ÅÅÅrLOMO� ÈÅÁ“«b�«ÆrO�U�

 n?¹dFðµÆ l?ÐUð rO¹uÖ f ÈÅt?DI� —œ   (x0 , f(x0))È«—«œ 

 q�Uý “UÐ È«ÅÁ“UÐ t� vð—u	 —œ XÝ« v³�� rLO��U�  x0bM�U� ¨

(a , b) ⊂ Df d¼ È«dÐ t� v²L�
 tÐ býUÐ x∫Á“UÐ s¹« “« 

  f(x0) ≥ f(x)

  f(x0) «— v³�� rLO��U� ÈÅÁ“«b�«ÆrO�U� 

 qJý —œ≥∂‡‡ ≥ —«œu?L� y = f(x)b?OM�Åv� tEŠö� «— 

ÆXÝ« v³�� rLOMO� Ë rLO��U� ÈÅtDI� bMÇ È«—«œ t�

 n?¹dFð∂Æ«— l?ÐU?ð p?¹ v?³?�?� r?L?OMO� Ë rLO��U� ◊UI� 

◊UI�r�d²��« ÆbM�U� lÐUð 

ÈU?¼Åt?D?I?� b?ý t?²?H?Ö q?³?
 ÈÅt?×?H?	 —œ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ

‘«Åt?M�«œ ◊UI� ÂULð —œ t� ¨«— lÐUð p¹ v³�� rLOMO� Ë rLO��U�

ÆrOM�Åv� »U�Š d¹“ o¹dÞ tÐ ¨œ—«œ o²A�

©n�«′yÆrOM�Åv� »U�Š «— 

 ÈÅt�œUF� ÈU¼ÅtA¹— ©»  ′y =0Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— 

dÖ« ©Û′y X?³?¦?� Åt?A¹— p¹ ·dÞ p¹ —œ ®—œ Ë ©v?HM�

©rLOMO�® rLO��U� tDI� Ê¬ —œ lÐUð býUÐ ©X³¦�® vHM� Ê¬ d~¹œ ·dÞ

ÆXÝ« v³��

t� vð—u	 —œ © ′y —œ   x0·dÞ Ëœ —œ v�Ë býUÐ dH	 

  x0 —œ lÐUð býUÐ X�öŽ p¹ È«—«œ   x0v³�� rLOMO� U¹ rLO��U� 

 XO�UF� tÐ® Æœ—«b�¥‡‡≥©ÆbOM� tFł«d� 

ÆXÝ« Ábý qŠ ‰U¦� Ëœ Ë—ÅtÐË— —œ

O

 qJý≥∂‡‡≥ —«œuL� ‡‡y == f (x)

∫U¼Å‰U¦�

  y = x3 − x2 − 5x +2 ®Å±

  ′y = 3x2 −2x − 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  

′y =0⇒ 3x2 −2x − 5 =0⇒
x1 = −1

x2 =
5

3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

0 0

0

0

0 0 0

 ‰Ëbł∂‡‡ÅÅ≥

 ‰Ëbł∑‡‡ÅÅ≥

 lÐUð  y = x3 − x2 − 5x + 3—œ   (−1, 5)v³�� rLO��U� 

 —œ Ë

  
(
5
3

,
−121
27

)Æœ—«œ v³�� rLOMO� 

    y = 2x4 − x2 +1 ®Å≤ÅÅÅÅÅÅÅÅ

  ′y = 8x3 −2x = 2x(4x2 −1)

  
′y =0⇒ x =0 ,  x = ± 1

2

 lÐUð ̈ «c�y —œ 

  
(−

1

2
,
7

8
) —œ ̈ v³�� rLOMO�   (0,1)rLO��U� 

 —œ Ë v³��

  
(
1
2

,
7
8

)Æœ—«œ v³�� rLOMO� 



±µ∂

 XO�UF�¥‡‡Å≥

 lÐUð  y = (x −1)3
ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

± o²A� ‡‡ÅyÆbOM� »U�Š «— 

≤ ÈÅt�œUF� ÈU¼ÅtA¹— ‡‡Å  ′y =0Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— 

≥ ‰Ëbł®  «dOOGð ‰Ëbł ‡‡Å∏‡‡ÅÅÅ≥ÆbOM� q�U� «— lÐUð ¨©

¥t� È«ÅtDI� —œ U¹¬ ‡‡Å′y¨œuýÅv� dH	 ′yX�öŽ dOOGð 

øb¼œÅv�

µÆbOM� rÝ— «— lÐUð —«œuL� ‡‡Å

∂œ—«b?� v?³?�?� r?L?O?M?O?� U?¹ r?LO��U� lÐUð t‡� s¹« XKŽ ‡‡Å

øX�OÇ

 ”ö� —œ —U�∏Å‡‡ÅÅÅÅÅ≥

 lÐUð

  
y =

2x −1
x +2

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

± ‡‡Å′yÆbOM� »U�Š «— 

≤ ‡‡Å′yÆbOM� X�öŽ sOOFð «— 

≥ø«dÇ øœ—«œ r�d²��« ÈÅtDI� lÐUð s¹« U¹¬ ‡‡Å

 ‰U¦�±∫ lÐUð f ÈÅtDÐU{ UÐ   y = ax2 + bx + 3Ábý Áœ«œ 

 ̈ XÝ«a Ë b È«“« tÐ t� bOÐUOÐ ÊUMÇ «—   x = 2rLO��U� È«—«œ lÐUð 

 ÈÅÁ“«b�« tÐ v³�� rLOMO� U¹  (−1)ÆbýUÐ 

 ‰Ëbł∏‡‡ÅÅ≥

 ‰Ëbłπ‡‡≥

 qŠ±∫ôË« Î r?�d²��« ÈÅtDI�  UB²
�   (2,−1)—œ b¹UÐ 

∫fÄ ÆbM� ‚b	 lÐUð ÈÅtDÐU{

®±©  −1= 4a +2b + 3 ⇒ 2a + b = −2

UO�UŁÎ b¹UÐ ¨  ′y (2) =0¨s¹«dÐUMÐ Æ

®≤©  ′y = 2ax + b ⇒ 4a + b =0

  
⇒ 2a + b = −2

4a + b =0


⇒ a =1  ,  b = −4 ®Å≤® Ë ©±©

  

′y =

′y =0⇒



ÅÅÅÅÅ±µ∑

 s¹dLð∑‡‡ÅÅÅ≥

±h
A� t� v¹U¼ÅÁ“UÐ —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð r�d²��« ◊UI� ‡‡

ÆbOM� sOOFð Ábý

                                     y = sin x,    x ∈ 0,π[ ] ®n�«

                           

  
y = cosx,    x ∈ −

π
2

,
π
2







 ®»

                                        y = x −2x2,   x ∈�R ®Û

≤ l?ÐU?ð ‡‡f ÈÅt?D?ÐU?{ UÐ   f(x) = ax3 + (a −1)x2 + 4x

 —«b?I?� ÆX?Ý« Ábý Áœ«œa —œ t?� b?O?ÐU?O?Ð ÊUMÇ «—   x = −2l?ÐUð 

ÆbýUÐ t²ý«œ v³�� rLOMO� U¹ rLO��U�

≥ dÖ« ‡‡  y = ax3 + bx2 + cx + d ÈU¼ÅV¹d{ a  ̈b ̈c

 Ëd È«dÐ t� bOM� sOOFð ÊUMÇ «—   x = −1U¹ rLO��U� È«—«œ lÐUð 

 ÈÅÁ“«b?�« tÐ v³�� rLOMO�∏ —u?×� lÐUð —«œuL� Ë býUÐ x—œ «— U¼

 ÈÅtDI�  (1,0) —u×� Ë y ÈÅtDI� —œ «— U¼ÅÅ  (0,5)ÆbM� lD
 

 ‰U¦�≤∫ lÐUð —œ   y = ax2 + bx + c ÈU¼ÅV¹d{ a ¨bË 

c—œ «— U?¼Å÷d?Ž —u?×?� l?ÐUð  «dOOGð —«œuL� t� bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

 ÷dŽ tÐ È«ÅtDI�≥ È«“« tÐ Ë bM� lD
   x =1rLO��U� È«—«œ lÐUð 

 ÈÅÁ“«b�« tÐ v³�� rLOMO� U¹¥ÆbýUÐ 

 q?Š≤∫—u?×?� U?Ð l?ÐU?ð  «d?O?O?G?ð —«œuL� œ—ušdÐ ÈÅtDI� 

 ÈÅtDI� U¼Å÷dŽ  (0, 3) lÐUð s¹« r�d²��« ÈÅtDI� Ë   (1,4)ÆXÝ« 

 ÈÅtDI� ¨s¹«dÐUMÐ  (0, 3)∫XÝ« lÐUð —«œuL� ÈË— 

  
(0, 3) ⇒ 3 = c

 ÈÅtDI�  (1,4)∫XÝ« lÐUð —«œuL� ÈË— 

®≥©  (1,4) ⇒ 4 = a + b + c ⇒ a + b =1

 b¹UÐ  ′y (1) =0∫

®¥©  ′y = 2ax + b ⇒ 2a + b =0

  
⇒ a = −1  ,  b = 2 ®Å¥® Ë ©≥©



±µ∏

±l?ÐU?ð —«œu?‡?L‡� d‡Ð rzU
 jš Ë ”UL� jš ÈÅt‡�œUF‡� ‡‡

  y = x2 +2x + 3 —œ «—   x =1ÆbO�¹uMÐ 

≤ lÐUð —«œuL� dÐ rzU
 jš ÈÅt�œUF� ‡‡  y = cos2 x +2«— 

 —œ

  
x =

π
2

ÆbO�¹uMÐ 

≥sOOFð pL� tÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÊœuÐ v�Ëe� U¹ ÈœuF	 ‡‡

ÆbOM� h
A� lÐUð o²A� X�öŽ

    y = 2− x3 ,   x ∈�R ®n�«

®  y = x2 −1 ,  x ∈ 0,+∞[ ®Å  »

¥«— Ê¬ —«œu?L?� f?áÝ ÆbOM� sOF� «— d¹“ lÐUð  «dOOGð ‡‡

ÆbO¹UL� rÝ—

  y = x3 − 3x2 +2

µÆbOM� sOOFð «— d¹“ lÐUð r�d²��« ◊UI� ‡‡ÅÅ

  y = x3 + x2 − x −1

∂ l?ÐUð ‡‡ÅÅf ÈÅt?DÐU{ UÐ   f(x) = ax3 +2ax2 +2xÁœ«œ 

 —«b?I?� ÆXÝ« Ábýa —œ l?ÐU?ð t?� b?O?M?� s?OOFð ÊUMÇ «—   x = −1

ÆbýUÐ v³�� rLOMO� U¹ rLO��U� È«—«œ

® v�U¹UÄ Êu�“¬≤©

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�
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µ® ̈ pO�uÖ v�œ ̈ fO�«  dÐË— ‡‡ÅÅ±≥∑≥  ©vKOK×ð ÈÅtÝbM¼ UÐ ‰«d~²�« Ë qO��«dH¹œ »U�ŠÈÅtLłdð Æ

 g¼ËóÄ  «—UA²�« ¨Áœ«“År�UŽ d³�«ÅvKŽ d²�œ±≥∑≥

∂® Ê«—UJL¼ Ë qOŽULÝ« ̈ ÊUOKÐUÐ ‡‡ÅÅ±≥∏∞ ̈ ©  UO{U¹—±  UO{U¹— Ë ≤vÐd−ð ÂuKŽ ÈU¼Åt²ý—® ÈdE� ∫

‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬  —«“Ë ¨vý“u�¬ Èe¹—Åt�U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU�“UÝ Æ©È«Åt�dŠ Ë vM� ‡‡ p¹eO� Ë v{U¹— ‡‡

∑® Ê«—U?JL¼ Ë rýU¼ bL×� ¨vL²Ý— ‡‡ÅÅ±≥∏± ¨©  U?O{U¹—≥ÊU?�“UÝ Æ©vÐd−ð ÂuKŽ ÈÅt²ý—® ÈdE� ∫

‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬  —«“Ë ¨vý“u�¬ Èe¹—Åt�U�dÐ Ë g¼ËóÄ

∏® r?¹d?� ¨U?¹uÖ Ë «d¼“ ¨U¹uÖ ‡‡ÅÅ±≥∏∞ ¨©v?{U¹—Ë Âu?K?Ž ‡?‡ v?�U?��« ÂuKŽ Ë  UOÐœ« ÈU¼Åt²ý—® ÈdE� ∫

‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬  —«“Ë ¨vý“u�¬ Èe¹—Åt�U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU�“UÝ Æ©v�öÝ« ·—UF�

π® Ê«—UJL¼ Ë qOKš ¨»U¹—UÄ ‡‡±≥∏∞ ¨© v?{U¹—µË XFM	 tMO�“ ÈU¼Åt²ý— ÈÅtOK�® È«Åt�dŠË vM� ∫

‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬  —«“Ë ̈ vý“u�¬ Èe¹—Åt�U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU�“UÝ Æ©È“—ËUA� ÈU¼ÅsOýU� Ë dðuOá�U� ÈU¼Åt²ý—

±∞® qOŽULÝ« ̈ ÊUOKÐUÐ ‡‡±≥∑∑ ̈ ©U¼Å‰U²�d� bO�uð Ë U¼ÅvÖó¹Ë¨—uA� v{U¹— f�«dHM� sOLN� Ë X�OÐ Æ

dO³�dO�« v²FM	 ÁU~A�«œ

±±® q?O?ŽU?L?Ý« ¨ÊUOKÐUÐ ‡‡±≥∑π ¨©v?{U?¹— ÂU?J?Š«  U?³?Ł« —œ dðuOá�U� “« ÁœUH²Ý«b?ý— ÈÅt?K−� Æ

 ÈU¼ÅÁ—ULý ¨v{U¹— ‘“u�¬µπ Ë ∂∞

±≤® rýU¼bL×� ¨vL²Ý— ‡‡±≥∑∑ ¨©t¹UÄ d³łtÝ—b�  «—UA²�« ¨
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