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پىشگفتار
یکى از گران بهاترین دست آوردهاى بشرى که عمرى به درازاى عمر بشر دارد ریاضیات است. 

این علم در ابتدا جنبه ى کاملاً عملى داشت. مطالعه در سرگذشت تمدن هاى قدیمى نظیر مصر و سومر مؤید این سخن است. 
اما بعدها بشر به جنبه نظرى آن نیز توجه کرد. به طور مثال یونانى ها جنبه ى نظرى ریاضى را بر جنبه هاى عملى ترجیح مى دادند. 

امروزه ریاضیات در تمام علوم نظرى و عملى مورد استفاده قرار مى گیرد.
براى درک بیش تر مفاهیم ریاضى، روش حل مسئله مى تواند بسیار راهگشا باشد. از این رو کتاب حاضر در راستاى کتاب 
ریاضى 3 پودمانى تهیه شده است، با توجه به تجربه اى که مؤلفان طى سال ها تدریس در هنرستان هاى فنى و حرفه اى اندوخته اند، 
براى یاد آورى مهارت هاى لازم جهت درک بهتر مسایل که همواره فراروى دانش آموزان است. بخش اوّل با عنوان »یادآورى و 

تکمیل« نگارش شده است.
به دانش آموزان گرامى توصیه مى شود قبل از مطالعه ى کتاب ریاضى 3 پودمانى این بخش را مطالعه نمایند. سپس بعد از 

خواندن هر مبحث و موضوع از کتاب ریاضى 3 پودمانى موضوع نظیر آن را در این کتاب مطالعه نمایند.
از دبیران و هنرآموزان عزیز و سایر صاحب نظران درس ریاضى تقاضا داریم نظرات اصلاحى خود را جهت رفع اشکالات و 
هرچه بهتر شدن محتواى داخلى این کتاب در چاپ هاى بعدى به نشانى سازمان پژوهش و برنامه ریزى آموزشى، دفتر تألیف کتاب های 

درسی فنى و حرفه اى و کاردانش )صندوق پستى 4874,15( ارسال نمایند.
در خاتمه بر خود لازم مى دانیم که از همکارى آقایان ابوالقاسم جاریانى، عبدالمجید خاکى صدیق، جمشید على محمدى و 

احمد رضا دوراندیش به خاطر راهنمایى هاى سازنده شان نهایت تشکر را داشته باشیم.
مؤلفان
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  2x2 . 5x . 8 . 0 ®Õ

  2sin x −1 . 0 ®◊

dOG²* ÈÅtM*«œdOG²*      —U³Ž

Rx  5x

Rn  2n −1

Ry Ë x  3x2 . 6y

Rk≤k

 ‰Ëbł±‡‡±

  (−1)2 −2(−1) . 1. 2 . 3

  . 3 . 0

  (0)2 −2(0) . 0

  . 0 . 0

  1
2 −2(1) . 1−2

  − . 1 . 0



∂

s¹dLð

± d?‡?‡Ö« ‡‡  A . 1,2,4.   ÈU?‡?¼d?O?G?²� ÈÅt‡M�«œ ¨x ¨z“« 

ÆbOÐUOÐ «— U¼ÅÊ¬ »«uł ÈÅtŽuL−� ¨bMýUÐd¹“ ÈU¼Åt@œUF�

±‡‡  x
2 . 5x −6 . 0

≤‡‡  z
2 . 5z − 4

≥‡‡±‡?‡± ∫t?(œUF* ÈÅtł—œ ‡‡t?@œU?F� Êœd�ÅÁœUÝ “« fÄ

ÆœuýÅv� ÁbO�U, ̈ t@œUF� Ê¬ ÈÅtł—œ t@œUF� ‰uN−� Ê«uð s¹dðÅ¯—eÐ

ÆXÝ« ‰Ë« tł—œ ÈÅt@œUF� p¹ n@« ‰U¦�

ÆXÝ« XH¼ tł—œ ÈÅt@œUF� p¹ » ‰U¦�

Êœd�ÅÅÁœUÝ “« fÄ «d¹“ ÆXÝ« ‰Ë« tł—œ ÈÅt@œUF� p¹ Ã ‰U¦�

ÆXÝ« p¹ ¨t@œUF� ‰uN−� Ê«uð s¹dðÅ¯—eÐ

¥‡‡±‡‡± ∫“—«År¼ ÈÅt(œUF* Ëœ ‡‡È«ÅtKLł bMÇ ÈÅt@œUF� Ëœ

t?Žu?L−� Ë dOG²� ÈÅtM�«œ t� vð—u` —œ rO¹uÖ “—«År¼ «— tł—œÅr¼

ÆbýUÐ vJ¹ U¼ÅÊ¬ »«uł

 ‰U¦*≤∫dOG²� ÈÅtM�«œ «d¹“ ̈ b,“—«År¼ » Ë n@« ÈÅt@œUF� Ëœ 

 U¼ÅÊ¬ »«uł ÈÅtŽuL−� Ë vIOIŠ œ«bŽ« U¼ÅÊ¬ ÈËœd¼..−..  ÆXÝ« 

µ‡‡ÅÅ±‡‡±∫‰Ë« tł—œ ÈÅt(œUF* qŠ ‡‡t@œUF� qŠ “« —uEM� 

ÆXÝ« t@œUF� ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� Êœd�Å«bOÄ

rOM�Åv� «bOÄ ‰Ë« ÈÅt@œUF� UÐ “—«År¼ È«Åt@œUF� —U� s¹« È«dÐ

s?¹« È«d?Ð Æœuý sOOFð ÁœUÝ vKOš Ê¬ ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� t�

ÆrOM� ÁœUH²Ý« rO,«uðÅv� d¹“ ÈU¼ÅÁ«— “« —U�

r?� U?¹ t?MU?{« Èd?³?ł  —U?³?Ž p?¹ t?@œUF� ·dÞ Ëœ tÐ ©n@«

ÆrOM�

Ê¬ d?Ð U¹ »d{ dH`dOž ÈœbŽ —œ «— t@œUF� ·dÞ Ëœ ©»

ÆrOM� rO4Ið

∫t²J=∫t� XMdÖ t−O², Ê«uðÅv� n@« tÐ tłuð UÐ 

±d?~?¹œ ·d?Þ tÐ t@œUF� ·dÞ p¹ “« tKLł d¼ ‰UI²,« UÐ ‡‡

ÆbM�Åv� dOOGð Ê¬ X�öŽ

≤Ê«u?ðÅv?� «— ÈËU?4?�  ö?Lł t@œUF� p¹ ·dÞ Ëœ “« ‡‡

Æœd� ·cŠ

 ‰U¦*≥∫ÆbOM� qŠ «— qÐUI� ÈÅt@œUF� 

 ‰U¦*±∫

  3x . 1 . 0 ®n@«

  x . x7 −9 . 0 ®»

  (x . 3)2 − (x − 3)2 . 0 ®Ã

..x
. . . x . . − x. . . x − . . .. x . .

  5x . 7 . 3x . 5 ®    »  2x − . 2 ®n@«

  a . 0 ¨  ax . b . 0

− .
b
a

 
.
.

.

.

.
»«uł tŽuL−� 

  a . 0 ¨   ax . b . 0

  ax . b . (−b) . 0. (−b)

. ax − . b

.
ax
a

.
−b
a

. x .
−b
a

  ax . b . 0

. ax − . b

bM,U�  x . 5 . 5 . x . 0

  5x . 7 . 3x . 5



∑

∫q?Š qŠ«d* ö?L?ł Ë ·dÞ p¹ tÐ «— ‰uN−�  öLł

Ær¹dÐÅv� t@œUF� d~¹œ ·dÞÅtÐ «— ÂuKF�

 dÐ t@œUF� ·dÞ Ëœ rO4Ið UÐ≤∫r¹—«œ 

 ‰U¦*¥∫ÆbOM� qŠ «— qÐUI� ÈÅt@œUF� 

∫q?Š qŠ«d*t?Ð «— U?¼ÅÂuKF� Ë ·dÞ p¹ tÐ «— U¼Å‰uN−� 

ÆrO¼œÅv� ‰UI²,« d~¹œ ·dÞ

r¹dOÖÅv� „d²A� Ãd+� ·dÞ Ëœ “«

 dÐ ÈËU4ð ·dÞ Ëœ rO4Ið UÐ

  

29

30
∫r¹—«œ 

 ‰U¦*µ∫ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ qŠ«d*ÆrOM�Åv� ÁœUÝ «— t@œUF� ̈ lÐd� œU×ð« pL� tÐ 

È—Ë¬œU¹

lÐd* œU×ð«

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ qŠ«d*·cŠ «— ÈËU4� ÈU¼ÅtKLł t@œUF� ·dÞ Ëœ “«Å

∫rOM�Åv�

d?~?¹œ ·d?Þ t?Ð «— U?¼Å‰u?N?−� Ë ·dÞ p¹ tÐ «— U¼ÅÂuKF�

∫rO¼œÅv� ‰UI²,«

  5x − 3x . 5 − 7 . (5 − 3)x − . 2

  . 2x − . 2

  

2x . 1

3
.

x
2

.
x −1

5

..

. x
.

.
x
.

−
x
.

.
−.
.

−
.

.

  
(
2

3
.

1

2
−

1

5
)x .

−1

5
−

1

3

  
(
20

30
.

15

30
−

6

30
)x .

−3

15
−

5

15

.
29

30
x .

−8

15
. x .

−
8

15
29

30

.
−8 . 30

15 . 29

. x .
−16

29

  (x . 3)2 − (x − 5)2 . 0

  x
2 . 2(x)(3) . 32 − (x2 −2(x)(5) . 52) . 0

. x2 . 6x . 9− x2 . 10x −25 . 0

... .. x −.. . . . .. x . .. . x . .

..(a . b). . a. . . ab . b.

  x
3 . 7x . 4 . x3 . 4x

7x − 4x − . 4 . 3x − . 4 . x .
−4

3

  . 7x . 4 . 4x

  . 2x − . 2 . x − . 1



∏

 XO(UF ±‡‡±

ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� ©n@«

ÆbOM� qOLJð «— Ë—ÅtÐË— v@Uš ÈU¼ÅlÐd� ©»

q?�U?� «— Ë—Åt?ÐË— t?@œU?F?� ¨V?ÝUM� œbŽ È—«c~¹Uł UÐ ©Ã

ÆbOM�

U¼ÅqOD²4� Ë YK¦� ÈUł tÐ VÝUM� œbŽ È—«c~¹Uł UÐ ©œ

ÆbOÐUOÐ «— v¹UN, »«uł

ÆbOM� qOLJð «— v@Uš YK¦� Ë Ád¹«œ ¨U¼ÅqOD²4�

Æb¹—«c~Ð VÝUM� œbŽ qOD²4� ÈUł tÐ

  

−
8

3
5

7
−

1

3

.

4

9
−2

7

6

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
x .

−
7

5
.

1

6
11

5

−

4

3
. 1

1

6
−

5

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
 ®Å±

 
8

3
−2 .

1

3

−4 .
3

4
.

5

2

x .

3

7
−

2

5
. 1

3

2
−

4

7
−1

Å®≤

2x −1

5
−

x −2

3
.

x . 1

2

∫t²J=»d?C?� s?¹d?ðÅpÇu� —œ  öLł v�ULð Êœd�Å»d{ UÐ XÝ« d²NÐ X4+, Èd4�  ôœUF� qŠ È«dÐ 

d²A�„ÆrOM� qŠ «— t@œUF� fáÝ Ë r¹d³Ð sOÐ “« «— U¼d4� Ãd+� ¨U¼ÅÃd+� v�ULð 

 ‰U¦*∂∫ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫q?Š»d?C?� s?¹d?ðÅp?Çu?� —œ «— t?@œUF� ·dÞ Ëœ «b²Ð« 

 œ«bŽ« „d²A�≤ ¨Å≥ Ë µ œbŽ vMF¹ ¨≥∞ÆrOM�Åv� »d{ 

qŠ

  
30(

2x −1

5
−

x −2

3
.

x . 1

2
)

  . 6(2x −1) −10(x −2) . 15(x . 1)

... (.. x − . ) −.. x . .. . .. x . ..

        . 2x . 14 . 15x . 15 . 2x −15x . 15 −14

− 8
3

21

. 9
7
6

x. 30
11
5

. 3

6

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. x . ..

.

..
.

.

..
.

.

..
.

.

..

x . x .

6

4

x . 35

14

x .

x .



π

 œbŽ dÐ «— ÈËU4ð ·dÞ Ëœ±≥Å− ∫fÄ ¨rOM�Åv� rO4Ið

 ‰U¦*∑∫ÆbOM� qŠ «— Ë— tÐË— ÈÅt@œUF� 

»d?C?� s?¹d?ðÅp?Çu� —œ ÈËU4ð ·dÞ Ëœ Êœd�Å»d{ UÐ

 œ«bŽ« ©Â¨Â¨„® „d²A�≤¨Å≥ Ë ∂ vMF¹ ∂∫r¹—«œ 

t?O@Ë« ÈÅt@œUF� fÄ ¨XÝ« sJL�dOž Ë—ÅtÐË— ÈËU4ð ÊuÇ

ÆbýUÐÅv� lM²L� U¹ sJL�dOž eO,

s¹dLð

±ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� v@Uš ÈU¼Uł qOLJð UÐ ‡‡

 r¹—«œ Á—«uL¼ ∫v¹ULM¼«—®  a . 0. R¨..a
. . .©

≤ÆbOM� qŠ «— d¹“  ôœUF� ‡‡

 

  

2− x
11

.
x . 3

11
. 7x . 1 ®Å±

  

x . 7

5
. 2−

1− x
3

 ®Å≤

..

. z − .
.

. −. z . .
.

 ®Å≥

  (2t − 3)2 − 4t2 . 8 . 12 ®Å¥

− . .. x . . . x . −.
..

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  

  

x
2

−
x −1

3
.

x . 3

6

6(
x
2

−
x −1

3
) . 6(

x . 3
6

) .

... x − . (x −. ) . x . . . . x − . x . . . x . .

  . x . 2 . x . 3 . 2 . 3

..
. . − . (−. )(−. ). .x .

. . . . . . . .

. − . (−. )

x . x .

x .



±∞

‰Ë« tł—œ ÈÅt�œUF� qŠ vÝbM¼ dO³Fð

 XO(UF ≤‡‡±

 ‰Ëb?ł q?OLJð UÐ≤‡‡± j?š —«œuL,   y . 2x . 1rÝ— «— 

ÆbOM�

ør¹—«œ “UO, tDI, bMÇ qI«bŠ ¨jš rÝ— È«dÐ ©n@«

 —u×� UÐ jš œ—ušdÐ ÈÅtDI, ‰uÞ ©»xøbýUÐÅv� bMÇ U¼

 —u×� UÐ jš œ—ušdÐ ÈÅtDI, U¹¬ ©ÃxÈÅt@œUF� »«uł ̈ U¼

  2x . 1 . 0øbýUÐÅv� 

 XO(UF ≥‡‡±

 ‰Ëbł qOLJð UÐ≥‡‡± jš —«œuL,   y − . 3x . 2rÝ— «— 

ÆbOM�

 ÈÅt@œUF� »«uł ¨qJý tÐ tłuð UÐ ©n@«..−. x . . − . .

ÆbOÐUOÐ «—

ÈÅtDI, U¹¬ ©»  (−1,5) jš ÈË— dÐ   y − . 3x . 2—«dI 

ø«dÇ øœ—«œ

 ‰Ëbł                                          ≤‡‡Å±

  

x 0

y 0

 ‰Ëbł                                         ≥‡‡Å±

  

x 0

y 0

. .

.

1

1

−
1

2

. .

.

 —«œu/±‡‡±

 —«œu/ ≤‡‡±



±±

∫t−O²=  —u`ÅtÐ Êœd�ÅÁœUÝ “« fÄ t� t@œUF� d¼   a . 0¨

  ax . b . 0Æœu?ýÅv?� Áb?O?�U?, ‰Ë« t?ł—œ ÈÅt?@œU?F� ¨œuý q¹b³ð 

 j?š vIöð q×� ‰uÞ t@œUF� s¹« ÈÅtA¹—y . ax . b—u×� UÐ 

x býUÐ v� U¼(x − .
b
a

) ® qJý≥‡‡±Æ©

∫qzU�� qŠ —œ ‰Ë« tł—œ ÈÅt�œUF� œdÐ—U!ôuLF� ÎÈ«dÐ 

t?K?¾4� ‰uN−� È«dÐ dOG²� Ê«uMŽ tÐ ·dŠ p¹ «b²Ð« qzU4� qŠ

t?@œU?F?� q?J?ý t?Ð «— t?K?¾?4?�  —u?` f?á?Ý Ë r?¹d?O?ÖÅv?� dE, —œ

ÆXÝ« tK¾4� »«uł t@œUF� Ê¬ ÈÅtA¹— t� Èu×, tÐ ¨rO4¹u,Åv�

 ‰U?¦*±∫œb?Ž l?Ðd?� “« Ê¬ l?Ðd?� t� b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ÈœbŽ 

 ÈbFÐ≤±ÆbýUÐ dðÅr� bŠ«Ë 

∫q?Š qŠ«d� «— d?E, œ—u� œbŽ dÖ« x Èb?F?Ð œbŽ r¹dO~Ð 

  x . 1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ lÐd� fÄ ªœuÐ b¼«uš 

∫s¹«dÐUMÐ

 ‰U¦*≤∫ ¥∑∞∞∞t� bOM� rO4Ið ÊUMÇ dH, tÝ sOÐ «— ‰U¹— 

 v@Ë«±∞∞∞∞ v?�Ëœ Ë v�Ëœ “« dðÅgOÐ ‰U¹— ∏∞∞∞d?ðÅgOÐ ‰U¹— 

ÆbýUÐ t²ý«œ v�uÝ “«

∫qŠ qŠ«d* «— v�uÝ ‰uÄ dÖ« xv?�Ëœ ‰uÄ r¹dO~Ð ‰U¹— 

  x . 8000∫UÐ dÐ«dÐ v@Ë« ‰uÄ Ë ‰U¹— 

∫rO4¹u,Åv� t@œUF�  —u`ÅtÐ «— tK¾4� X4+,

∫r¹—«œ ‰Ë« ÈÅtł—œ ÈÅt@œUF� s¹« qŠ UÐ

ªÂuÝ dH, rNÝ ‡‡

  x
2 . (x . 1)2 −21. x2 . x2 . 2x . 1−21

  . 2x −20 . 0. x . 10

  (x . 1)2 Ë   x2

  x . 8000. 10000 . x . 18000

  x . 18000. (x . 8000) . x . 47000

  3x . 26000 . 47000.

  3x . 47000−26000 . 21000. x . 7000

—«œu/ ≥‡‡ ±

 qJý ¥‡‡±



±≤

ªÂËœ dH, rNÝ ‡‡

ª‰Ë« dH, rNÝ ‡‡

 ‰U¦*≥∫ È—bÄ sÝ ≤¥sÝ dÐ«dÐ gý Ë« sÝ ÆXÝ« ‰UÝ 

‘b,“dM sÝ dÐ«dÐ tÝ —bÄ sÝ d~¹œ ‰UÝ bMÇ ÆbýUÐÅv� ‘b,“dM

øœuýÅv�

∫qŠ qŠ«d* «— dE, œ—u� ‰UÝ xb?FÐ —bÄ sÝ Ær¹dOÖÅv� 

 “«x∫‰UÝ 

 —bÄ sÝ≤¥‰UÝ 

 b,“dM sÝ

  

24

6
. 4‰UÝ 

 “« bFÐ b,“dM sÝ ‡‡x‰UÝ 

∫r¹—«œ tK¾4�  —u` dÐUMÐ

 “« fÄ∂ —bÄ sÝ ‰UÝ ≥sÝ® œuýÅv� ‘b,“dM sÝ dÐ«dÐ 

 —bÄ≥∞ b,“dM sÝ Ë ‰UÝ ±∞Æ©XÝ« ‰UÝ 

 ‰U?¦*¥∫d?¼ —œ d?Ö« t?� X?ý«c?Ö —«dI ‘b,“dM UÐ È—bÄ 

 “« gOÐ XÐu,±∞∞ b,eÐ »UMÞ nIuð ÊËbÐ —UÐ ∏∞∞∞‘«œUÄ “UO²�« 

  —u?` s?¹« dOž —œ Ë ¨œdO~Ðµ∞∞∞Æœu?ý d?4?� ÈË “« “UO²�« 

 Êb?,«—c?Ö “« fÄ∏ b?,“d?M tKŠd� ≥∏∞∞∞¨œd?� X?MU?¹—œ “UO²�« 

ÆXÝ« ÁœuÐ oMu� XÐu, bMÇ —œ t� bOM� h+A�

∫t@œUF�  —u`ÅtÐ tK¾4� ÊUOÐ ‡‡

t� œuýÅv� ÂuKF�¨t@œUF� qŠ UÐ

 Ë« ∂ Ë ÁœuÐ oMu� —UÐ ≤ÆoMu�U, —UÐ 

  7000. 8000 . 15000

  15000. 10000 . 25000

  24 . x

  4 . x

  . x . 6

∫XOIMu� œ«bFðx

∫Áb�¬ XÝœÅtÐ “UO²�« q�  8000x

∫Áœ«œÅXÝœ “« “UO²�«  5000(8 − x)

∫r¹—«œ tK¾4�  —u` tÐ tłuð UÐ

  . 38000 Áœ«œÅXÝœ “« “UO²�« ŸuL−� .“UO²�« ŸuL−� 

Áb�¬ÅXÝœÅtÐ

  8000x . 5000(8 − x) . 38000

∫qŠ

  . 8000x . 40000− 5000x . 38000

...... x . .... x . .....

  . 13000x . 78000. x . 6

         24 . x . 3(4 . x) . 24 . x . 12 . 3x

             . x − 3x . 12 −24 − . 2x − . 12



±≥

 ‰U¦*µ∫ dÐ«dÐ v@«u²� vFO³Þ œbŽ tÝ ŸuL−� ≤¥≥býUÐÅv� 

ÆbOÐUOÐ «— œ«bŽ« Ê¬

∫qŠ «— œbŽ sO@Ë« x «— œbŽ sO�Ëœ ̈  x . 1œbŽ sO�uÝ Ë 

 «—  x . 2∫UÐ dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ ŸuL−� s¹«dÐUMÐ ÆrOM�Åv� ÷dM 

∫UÐ dÐ«dÐ œbŽ sO@Ë« t@œUF� qŠ UÐ ‡‡

∫UÐ dÐ«dÐ œbŽ tÝ t−O²,—œ ‡‡

s¹dLð

± Xš«œdÄ È«dÐ ÈœdM ‡‡¥π r¼ ÈË— ̈ ‰U¹— ±¥tJÝ tFDI 

µ Ë v@U¹— ≤øXÝ« Áœ«œ tJÝ bMÇ Â«b�d¼ “« ÆXÝ« Áœ«œ v@U¹— 

≤ d?Ð«d?Ð v?@«u?²?� ÃË“ œbŽ tÝ ŸuL−� ‡‡∂∞∂Ê¬ ÆXÝ« 

ÆbOÐUOÐ «— œ«bŽ«

≥j?O?×� dÖ« ÆXÝ« Ê¬ ÷dŽ dÐ«dÐ tÝ vKOD²4� ‰uÞ ‡‡

 qOD²4�¥¥ÆbOM� »U4Š «— Ê¬ XŠU4� býUÐ d²� 

∫v¹ULM¼«—‰uÞ®.÷dŽ ©Å  . 2jO×�Å

 ÷dŽ.‰uÞ .XŠU4� 

  x . (x . 1) . (x . 2) . 243 . 3x . 3 . 243

  . 3x . 243 − 3 . 240. x . 80

  80‘81‘82



±¥

ÂËœ tł—œ ÈÅt(œUF*

∂‡??‡ÅÅ±‡??‡±∫ÂËœ t??ł—œ ÈÅt??(œU??F??* ‡?‡“« f??Ä ÁU??Öd??¼ 

 œb?Ž ¨Ê¬ dOG²� Ê«uð s¹dðÅ¯—eÐ ¨t@œUF� p¹ Êœd�ÅÁœUÝ≤¨býUÐ 

ÂËœ t?ł—œ ÈÅt?@œU?F?� v?K?� Âd?M ÆXÝ« ÂËœ tł—œ t@œUF� p¹ Ê¬

ÆXÝ« Ë—ÅtÐË—  —u`ÅtÐ

 ‰U?¦*± ∫ÂËœ t?ł—œ ÈÅt?@œU?F?� ¨d¹“  «—U³Ž “« p¹ÅÂ«b�

øXÝ«

  3x2 . 7x . 0 ®n@«

  t
3 . 5t . 1 . 0 ®»

  (x . 2)3 − (x −2)3 . 0 ®Ã

..  (a,b,c . R.,  a . . ) ¨  ax2 . bx . c . 0

 qJý µ‡‡ÅÅ±

qJý ∂‡‡ÅÅÅÅ±

    a . 0,b,c . R ¨   ax2 . bx . c . 0

∫qŠ

 Ê«u?ð s?¹d?ðÅ¯—eÐ «d¹“ ¨XÝ« ÂËœ tł—œ ©n@«xËœ dÐ«dÐ ¨

ÆXÝ«

 d?O?G?²?� Ê«u?ð s?¹d?ðÅ¯—eÐ «d¹“ X4O, ÂËœ tł—œ ©»tt?Ý ¨

ÆXÝ«



±µ

  «—U?‡?³‡Ž q`UŠ ‡‡..(x . . ). Ë ..(x − . ).XÝœÅt‡Ð «— 

∫r¹—Ë¬Åv�

ÆrOM�Åv� ÁœUÝ «—  —U³Ž ‡‡

ÆXÝ« ÂËœ tł—œ Ã ÈÅt@œUF� fÄ 

  (4x . 3)2 − 4(2x −1)2 . 0 ®œ

XÝ« ‰Ë« ÈÅtł—œ t@œUF� fÄ ÆrOM�Åv� ÁœUÝ «—  —U³Ž ‡‡

∫«d¹“

 ∫ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� qŠtł—œ ÈÅt@œUF� qŠ “« —uEM�

—uEM� s¹« È«dÐ ÆXÝ« t@œUF� ÈU¼Å»«uł tŽuL−� Êœd�Å«bOÄ ÂËœ

t?Ð U?ł s?¹« —œ t?� b¹«ÅÁbý UMý¬ v¹U¼Å‘Ë— UÐ t²ýcÖ ÈU¼Å‰UÝ —œ

ÆrOM�Åv� Á—Uý« U¼ÅÊ¬ “« vCFÐ

 ∫t¹e−ð ‘Ë— tÐ ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� qŠ‘Ë— s¹« “«

t?Ð «— ÂËœ t?ł—œ ÈÅt?@œU?F?� r?O?,«u?²?Ð t?� r?O?M?�Åv?� ÁœU?H²Ý« v,U�“

Ëœ »d?{Åq?`U?Š  —u?`Åt?Ð «— Ê¬ Ë r?OM� t¹e−ð ‰Ë« ÈU¼Åq�UŽ

 È«ÅtKLłÅbMÇ¨rO4¹uMÐ ‰Ë« tł—œ

∫t� œ«bŽ« vÖó¹Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ fáÝ

x. . (a . b)x . ab . .

  (x . a)(x . b) . 0

  x . b . 0 U¹   x . a . 0
                                       .             .

x − . b  U¹  x − . a

bM,U� Ë Áœ«œ—«dI dH` ÈËU4� «— U¼ÅÈ«ÅtKLłËœ “« p¹d¼

«— ÂËœ t?ł—œ t?@œUF� ÈU¼ÅtA¹— Ë qŠ «— Ê¬ ‰Ë« tł—œ ÈÅt@œUF�

ÆrOÐU¹Åv�

åXÝ« dH` ÈËU4� U¼ÅÊ¬ “« vJ¹ qI«bŠ ¨œuý dH` dÐ«dÐ œbŽ Ëœ »d{Åq`UŠ dÖ«ò

  y . 0U¹    x . y . 0. x . 0

 qJý∑‡‡±

16x2 . 24x . 9−16x2 . 16x − 4 . 0

  40x . 5 . 0

..
.. x − . . . x − . .

.. − . .
.

©Ã  x
3 . 3(x2)(2) . 3(x)(2)2 . 23

..−(x . − . (x). (. ) . . (x)(. ). − . . ) .

      ..x . . . x. . .. x . . − x . . . x. −.. x . . . .

  . 12x2 . 16 . 0



±∂

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ tKLł Ëœ d¼ —œ x “« s¹«dÐUMÐ ̈ XÝ« „d²A� x—u²�UM 

∫r¹dOÖÅv�

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ ÃËœe� œU×ð« “« ÁœUH²Ý« UÐ   a
2 − b2 . (a − b)(a . b)

∫r¹—«œ

 “« ÁœU?H?²?Ý« UÐ  x . y . 0 r?¹—«œ   x . 0 U?¹   y . 0s?¹«d?ÐU?MÐ 

∫Xý«œ rO¼«uš

∫UÐ dÐ«dÐ »«uł ÈÅtŽuL−�

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ∫XÝ« Ë—ÅtÐË—  —u`ÅtÐ „d²A� ÈÅtKLł œU×ð« 

∫r¹—«œ „d²A� ÈÅtKLł œU×ð« tÐ tłuð UÐ fÄ

 ‡‡∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t@œUF� »«uł ÈÅtŽuL−�

  x2 . 3x . 0

  x
2 . 3x . x(x . 3) . 0.

                                                          

U¹

  

x . 0

x . 3 . 0. x − . 3

 
.
.

..

                          . 0,−3.  »«uł ÈÅtŽuL−� 

  4x2 − (x . 2)2 . 0

    

4x2 − (x . 2)2 . (2x)2

a


− (x . 2)2

b
 

  . (2x − (x . 2))(2x . x . 2) . 0

  . (2x − x −2)(3x . 2) . (x −2)(3x . 2) . 0

                              ..x − . . . . x . .
¹U.

 
.
.

..                 

  
3x . 2 . 0. 3x − . 2 . x − .

2

3

. ,− .
..  

..x. . . x . . . .

  x
2 . (a . b)x . ab . (x . a)(x . b)

                         

U¹

  

(x . 2)(x . 3) . 0.
x . 2 . 0. x − . 2

x . 3 . 0. x − . 3

 
.
.

..

  −2,−3.  



±∑

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫q??Š œb??Ž Ëœ µ Ë ∂Å−  ÊU???A??Ðd??{ q??`U??Š t??�≥∞Å− Ë

 U¼ÅÊ¬ lLłÅq`UŠ±Å− ∫fÄ ¨XÝ«

∫r¹—«œ ¨rO¼œÅv� —«dI dH` dÐ«dÐ «— U¼Åq�UŽ “« p¹d¼ ‡‡

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t@œUF� ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−�

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠs¹«dÐUMÐ ̈ X4O, q�U� lÐd� „d²A� tKLł XL4I s¹« —œ 

Æœuý t²ýu, q�U� lÐd�  —u`ÅtÐ t� XÝ« Â“ô

 œbŽ Ëœ »d{Åq`UŠ≤ Ë ≥ dÐ«dÐ  ∂U¼ÅÊ¬ lLł q`UŠ Ë 

µ∫r¹—«œ fÄ ªXÝ« 

∫rO¼œÅv� —«dI dH` dÐ«dÐ «— U¼Åq�UŽ “« p¹d¼ ÊuM�«

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t@œUF� ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� ‡‡

∫‰U¦*ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— t@œUF� 

∫qŠt?� X?Ý« Â“ô ¨X?4?O?, q?�U?� lÐd� „d²A� ÈÅtKLł 

Æœuý t²ýu, q�U� lÐd�  —u`ÅtÐ

  y
2 − y − 30 . 0

  y
2 − y − 30 . (y . 5)(y −6) . 0

                          

..

.
y . . . . . y − . .

y − . . . . y . .

 
.
.

..

  −5,6.  

  3x2 . 5x . 2 . 0

3x2 . 5x . 2 .
1

3
(32x2 . 5(3x) . 6)

..
. .

. (. . x). . . (. x) . . . . .

..
. .

. (. x . . )(. x . . ) . .

      

  
3x . 2 . 0. 3x − . 2 . x − .

2

3
                                                       .

 
.
.

..          3x . 3 . 0. 3x − . 3 . x − . 1

  
−

2

3
,−1 

.

.
.
.
.

  5x2 . 3x −2 . 0

5x2 . 3x −2 .
1

5
(52x2 . 3(5x) −10)

.
1
5

(5x)2 . 3(5x) −10. . . 0

U¹

U¹ 



±∏

 œbŽ Ëœ »d{Åq`UŠ≤Å−  Ëµ dÐ«dÐ ±∞Å− lLłÅq`UŠ  Ë

 dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬≥∫fÄ ¨XÝ« 

∫rO¼œÅv� —«dI dH` dÐ«dÐ «— U¼Åq�UŽ “« p¹d¼ ‰UŠ

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ »«uł ÈÅtŽuL−� ‡‡

s¹dLð

±ÆbOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼Åt@œUF� ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

  5x2 . 7x . 0 ®±Å

  t
3 −25t . 0 ®Å≤

  4z2 −9 . 0 ®Å≥

  y
3 −15y2 . 56y . 0 ®Å¥

..
. .

. (. x . . )(. x − . ) . .

  

.
5x . 5 . 0. 5x − . 5 . x − . 1

5x −2 . 0. 5x . 2 . x .
2

5

 
.
.

..

  
− . 1,

2

5
 
.
.

.

.

.
 »«uł tŽuL−�.

7x2 −8x . 1. 0

7
(72x2 −8 (7x) . 7 . 0

7
( − )( − ) . 0

. 0 x .

. 0 x .

4)

 
.
.

.

.

)
1

1

1) x2 −7x . 12 . 0

(x − )(x − ) 0

x . x .

.

5) 5− x2 . 0

( 5 − ) ( . x) . 0
 
.
.

.

.

x .

x .

2) y2 −14y . 13 . 0

(y − ) (y − )

y . y .

3) (2x . 1)2 − (5 − x)2 . 0

( − ) ( . ) . 0

(3x − ) (x . ) . 0

x . x .

≤ÆbOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼Åt@œUF� ÈU¼ÅtA¹— v@Uš ÈU¼Uł qOLJð UÐ ‡‡

U¹

U¹U¹

U¹



±π

«— d?¹“  U?J?, Ë— t?ÐË— ÂËœ t?ł—œ ÈÅt?@œU?F?� t?Ð tłuð UÐ ‡‡

∫XMdÖ —U�ÅtÐ ÂËœ tł—œ ÈU¼Åt@œUF� qŠ È«dÐ Ê«uðÅv�    ax2 . bx . c . 0 ,  a, b,c . R,a . 0

 ÈÅt²J=±∫∫vMF¹ ¨býUÐ dH` dÐ«dÐ ÂËœ tł—œ ÈÅt@œUF� V¹«d{ ŸuL−� ÁUÖd¼ 

∫“« bMð—U³Ž t@œUF� ÈU¼ÅtA¹— ÁUÖÅÊ¬ 

 ‰U¦*±∫ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ∫«d¹“ ¨XÝ« dH` dÐ«dÐ V¹«d{ ŸuL−� 

∫UÐ dÐ«dÐ t@œUF� ÈU¼ÅtA¹— fÄ ‡‡

  5x2 . 7x −12 . 0

  a . b . c . 0 Ë  c − . 12 Ë  b . 7 Ë  a . 5

x2 .
c
a

.
−12

5
 Ë   x1 . 1

  5x2 . 7x . 2 . 0

 ÈÅt²J=≤∫∫rOýUÐ t²ý«œ ÂËœ tł—œ ÈÅt@œUF� —œ ÁUÖd¼ 

∫UÐ œuÐ b¼«uš dÐ«dÐ t@œUF� ÈU¼ÅtA¹— ÁUÖÅÊ¬

 ‰U¦*≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� ÈU¼ÅtA¹— 

∫qŠ ÈÅtDÐ«— tÐ tłuð UÐ a . c . b∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ U¼ÅtA¹— ̈

  
x2 .

−2

5
 Ë   x1 − . 1 Ë   c . 2 Ë   b . 7 Ë   a . 5

 ÈÅt²J=≥∫  —u`ÅtÐ ÂËœ tł—œ ÈÅt@œUF� ÁUÖd¼ ..ax. . bx . .∫r¹—«œ ¨býUÐ 

 ‰U¦*≥∫ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt@œUF� 

∫qŠ V¹d{ t@œUF� s¹« —œ c∫fÄ ¨XÝ« dH` dÐ«dÐ 

... x. . . x . .

  
x2 .

−b
a

.
−5

7
 Ë   x1 . 0

  a . b . c . 0

..
x. . .      x. .

c

a
Ë

a . c . b

  x1 − . 1
  
x2 .

−c
a

Ë

  
x2 .

−b
a   x1 . 0Ë



≤∞

 ÈÅt²J=¥∫∫býUÐ Ë—ÅtÐË—  —u`ÅtÐ ÂËœ ÈÅtł—œ ÈÅt@œUF� ÁUÖd¼ 

 t� œuÐ b¼«uš vIOIŠ »«uł È«—«œ t@œUF� vð—u` —œa Ë c vMF¹® bMýUÐ nK²+� ÈU¼ÅX�öŽ È«—«œ   ac  0©

∫“« bMð—U³Ž t@œUF� ÈU¼Å»«uł  —u` Ê¬ —œ t�

  
x1 , x2 . .

−c
a

 ‰U¦*¥∫ÆbOM� qŠ «— » Ë n@« ÈU¼Åt@œUF� 

∫qŠ ÊuÇ ©n@«®   ac  0XÝ« dÐ«dÐ t@œUF� ÈU¼ÅtA¹— fÄ ̈

∫UÐ

 ÊuÇ  ©»®   ac ! 0Æœ—«b, vIOIŠ »«uł t@œUF� fÄ 

s¹dLð

±ÆbOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt@œUF� ‡‡

  5x2 − 8x . 3 . 0 ®Å±

  4x2 . 5x . 1 . 0 ®Å≤

−7x2 . 4x . 3 . 0 ®Å≥

  x2 −9 . 0 ®Å¥

  4x2 − 36 . 0 ®Åµ

  x2 − 5x . 4 . 0 ®Å∂

  7x2 −2 . 0 ®n@«

x.     x. . .
.

.

  5x2 . 4 . 0 ®»

  ax2 . c . 0  

Ë

                           5 . 4 ! 0 Ë   c . 4 Ë  a . 5



≤±

  11x2 . 9x −2 . 0 ®Å∑

  7x2 . 10x . 3 . 0 ®Å∏

  x3 −16x . 0 ®Åπ

  (x −1)2 − 5(x −1) . 0 ®Å±∞

..(. t . . ). − . . (. t . . ) ®Å±±

∫q�U! lÐd� ‘Ë— tÐ ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� qŠ UIË« v¼UÖ 

“« s?¹«d?ÐU?MÐ bM²4O, `O×` œ«bŽ« ÂËœ tł—œ ÈÅt@œUF� ÈU¼Å»«uł

q?Š È«d?Ð Ær?O,eÐ ”bŠ «— U¼ÅÊ¬ v²Š«—ÅtÐ rO,«uðÅvL, t¹e−ð ‘Ë—

U?Ð «— Ê¬ b?ýU?³?, p?¹ ¨ÂËœ t?ł—œ V?¹d?{ ÁUÖd¼ U¼Åt@œUF� Ÿu, s¹«

 œbŽ dÐ t@œUF� rO4IðalÐd� ÊœËeM« UÐ fáÝ ÆrOM�Åv� q¹b³ð p¹ tÐ 

t?Ð «— é?Ç X?L?Ý ¨·d?Þ Ëœ t?Ð ‰Ë« t?ł—œ ÈÅtKLł V¹d{ nB,

«— t?@œU?F?� ÈU?¼Åt?A?¹— Èd?O?Ö—c?ł U?Ð Ë ¨r?OM�Åv� q¹b³ð q�U� lÐd�

ÆrOÐU¹Åv�

 qJý∏‡‡ÅÅÅÅÅÅ±

..
x. .

b

a
x .

c

a
. . . x. .

b

a
x .

c

a
. .

..
x. .

b

a
x .

−c

a

..
x. .

b

a
x .

b

. a
.
..

.

..
.

.
b

. a
.
..

.

..
.

−
c

a

..ax. . bx . c . .  ,  a . .

..
. # . . x .

b
. a

. .
b. − . ac
. a

. x. , x. .
−b . .

. a

..
(x . b

. a ). . b. − . ac
. a.

. .
. a.

,



≤≤

‰U¦�±∫ÆbOM� qŠ q
U� lÐd
 ‘Ë— tÐ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 

∫qŠ® ‰u?N?−
 q
Uý  öLł xt?�œU?F
 ·dÞ p¹ —œ «— ©

ÆrO¼œÅv
 —«d,

 V?¹d{ nB1 lÐd
 ‡‡x vMF¹ 

  
( −6

2
)2 = 9·d?Þ Ëœ tÐ «— 

∫vMF¹ ¨rOM�Åv
 t5U{« t�œUF


·dÞ Ëœ “« Ê«uðÅv
 XÝ« X³¦
 t�œUF
 XÝ«— XLÝ ÊuÇ

∫Xýu1 Ë X5dÖ —cł

 ‰U¦�≤∫ÆbOM� qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 

∫q?Š V??¹d??{ n??B??1 l?Ðd?
 t?�œU?F?
 ·d?Þ Ëœ t?Ð xv?M?F?¹ 

(10
2

)2 = 25∫rOM�Åv
 t5U{« «— 

·dÞ Ëœ “« Ê«uðÅv
 XÝ« X³¦
 t�œUF
 XÝ«— XLÝ ÊuÇ

∫Xýu1 Ë X5dÖ —cł t�œUF


  x
2 −6x +9 = −2+9 ⇒ (x − 3)2 = 7

  x − 3 = − 7 ¨   ⇒ x − 3 = 7

  x2 = − 7 + 3 ¨   x1 = 7 + 3

  x
2 +10x =11

x2 +10x + 52 =11+ 52 ⇒ (x + 5)2 = 36

  

x + 5 = −6
2

x2 = −11
  ¨  

  

x + 5 = 6
2

x1 =1

  t2 = −8t +1 ®»  x2 −16x + 3 =0 ®n�«

  x2 −6x +2 =0

    x2 −6x = −2

U¹

Ë

s¹d9

±qŠ v�Uš ÈU¼Uł qOLJð UÐ «— d¹“ ÈÅt�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

ÆbOM�

 ∫“« bMð—U³Ž t�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— s¹«dÐUMÐ
    x2 =  x1 =

≤Æ©q
U� lÐd
 ‘Ë— tÐ® bOÐUOÐ «— Ë—ÅtÐË— ÈU¼Åt�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

x2 + x −1 =0 x2 + x =

x2 + x + =1+ (x + )2 =

x + =

x + = −







x = −

x = − −

1

2

1

2



≤≥

‘Ë—ÅÅÅ® ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� qŠ vK� —u²Ýœ.©

‘Ë—ÅtÐ ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF
 qŠ v~1u~Ç tÐ XLJ, s¹« —œ

Ær¹“«œdÄÅv
 q
U� lÐd


® XÐUŁ œbŽ «b²Ð« ‡‡c∫r¹dÐÅv
 d~¹œ ·dÞÅtÐ «— ©

 ÊuÇ ‡‡  a ≠0 dÐ «— ÈËUJð ·dÞ Ëœ a∫rOM�Åv
 rOJIð 

 V?¹d?{ n?B?1 l?Ðd
 fáÝ ‡‡x v?MF¹ 

  
( b
2a )2 = b2

4a2«— 

∫r¹—«œ ªrOM�Åv
 t5U{« ÈËUJð ·dÞ ËœÅÅtÐ

·dÞ —œ Ë rOJ¹u1Åv
 q
U� lÐd
  —uRÅtÐ «— ‰Ë« ·dÞ ‡‡

∫fÄ ¨r¹dOÖÅv
 „d²A
 ÃdU
 ÂËœ

 t�Ås¹« ÷d5 UÐ ‡‡  b2 − 4ac >0¨r¹dOÖÅv
 —cł sO5dÞ “« 

∫Xý«œ rO¼«uš

 d¹œUI
 ‡‡  x1 Ë   x2∫UÐ œuÐ bM¼«uš dÐ«dÐ 

  —U³Ž ‡‡  b2 − 4ac
 «— ÔO³ÒbM¹uÖÅv
 ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF
 s

 U²�œ v1U1u¹ X
öŽ UÐ Ë(. )vK� X�UŠ—œ s¹«dÐUMÐ ̈ bM¼œÅv
 ÊUA1 

∫r¹—«œ

    ax2 + bx + c =0,a ≠0,a, b,c ∈R

  ax2 + bx = −c

  

ax2

a + b
a x = −c

a

  
x2 + b

a x + b2

4a2 = b2

4a2 − c
a

  
⇒ (x + b

2a )2 = b2 − 4ac
4a2

  
⇒ x + b

2a = ± b2 − 4ac
4a2

  

⇒
x1 =

−b − b2 − 4ac
2a

x2 =
−b + b2 − 4ac

2a











  = . b2 − 4ac

  
x1, x2 = −b ± .

2a

∫t²J� dÖ«   = . 0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t� œ—«œ nŽUC
 ÈÅtA¹— t�œUF
 býUÐ x1 = x2 = −b
2a

 dÖ« Ë  < . 0Æœ—«b1 vIOIŠ ÈÅtA¹— t�œUF
 býUÐ 

∫‰U¦�ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë—ÅtÐË— ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ‰u
d5 “«

∫qŠ —«bI
 a Ë b Ë c∫rOM�Åv
 sOOFð «— 

 ‡‡.∫rOM�Åv
 t³ÝU×
 «— 

  6x2 + 5x −1=0

  c = −1 ¨   b = 5 ¨   a = 6

  = . b2 − 4ac = 52 − 4(6)(−1) = 25 +24 = 49



≤¥

 —«b?I
 ‡‡  x1 Ë   x2«b?O?Ä Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐ«— “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

∫rOM�Åv


 ¨ÈÅt�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— ‡‡  x1 Ë   x2Æb¹¬Åv
 XÝœÅtÐ ¨

∫‰U??¦?� ÈÅt??�œU??F?
 ÈU?¼Åt?A?¹—   2x2 + 8x +1=0U?Ð «— 

 “« ÁœUH²Ý«.Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∫qŠ d¹œUI
 a ¨ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ bÅ ËcÆrOM�Åv
 sOOFð «— 

∫r¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ «— t�œUF
 sO³
 ‡‡

 ÊuÇ  = . 0∫œ—«œ nŽUC
 ÈÅtA¹— ¨t�œUF
 XÝ« 

‰U?¦� “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— Ë—Åt?ÐË— ÈÅt?�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— ∫.

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫qŠd¹œUI
 a ¨ÅÅÅÅÅÅÅÅÅb Å Ëc∫rOM�Åv
 sOOFð «— 

 —«bI
 ‡‡.ÆrOM�Åv
 »UJŠ «— 

 Êu?Ç  < . 0v?I?O?I?Š ÈÅt?A?¹— È«—«œ t?�œU?F?
 f?Ä XÝ« 

ÆXJO1

∫t−O²� È«dÐ Á—«uL¼ ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF
 —œ .X�UŠ tÝ 

∫r¹—«œ «— d¹“

 X�UŠ±∫   > . 0vIOIŠ ÈÅtA¹— Ëœ t�œUF
 X�UŠ s¹« —œ ̈

∫rOM�Åv
 «bOÄ qÐUI
 ÈÅtDÐ«— “« «— U¼ÅÊ¬ t� œ—«œ

 X�UŠ≤∫   = . 0«— Ê¬ t� œ—«œ nŽUC
 ÈÅtA¹— t�œUF
 ¨

∫r¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ qÐUI
 ‰u
d5 “«

  
x1, x2 = −b ± .

2a

  
⇒ x1 = −5 + 49

2×6
= −5 + 7

12
⇒ x1 = 1

6

  
⇒ x2 = −5 − 49

2×6
= −5 − 7

12
⇒ x1 = −1

a = 2  ,  b = 8  ,  c = +1

= . b2 − 4ac = ( 8 )2 − 4(2)(+1) = 8 − 8 =0

  
x1 = x2 = −b

2a = − 8
2×2

= − 4×2
4

= −2 2
4

 nŽUC
 tA¹—

  
⇒ x1 = x2 = − 2

2

  −5x2 + 3x − 4 =0

  c = −4 ¨   b = 3 ¨   a = −5

  = . b2 − 4ac = 32 − 4(−5)(−4) = 9− 80= −71

  
x1, x2 = −b ± .

2a

x1 = x2 = −b
2a

  a ≠0 ¨  a,b,c ∈R ¨  ax2 + bx + c =0



≤µ

 X�UŠ≥∫   < . 0Æœ—«b1 vIOIŠ ÈÅtA¹— t�œUF
 ¨

∫‰U?¦� —«b?I
 mt?� b?O?ÐU?O?Ð ÊU?MÇ Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 —œ «— 

ÆbýUÐ t²ý«œ nŽUC
 ÈÅtA¹— t�œUF


∫qŠ∫rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «— t�œUF
 sO³
 

 ‰Ë« tł—œ ÈÅt�œUF
 qŠ UÐmÆr¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ «— 

s¹d9

±® ‘Ë— tÐ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF
 ‡‡.©ÆbOM� qŠ 

  x2 − 3x = −1 ®Å±

  −x2 + 3x +2 =0 ®Å≤

8x2 + 4 2x +1=0 ®Å≥

  −6x2 + 5x − 4 =0 ®Å¥

≤ œËbŠ ‡‡m∫t� bOÐUOÐ ÊUMÇ d¹“ ÈÅt�œUF
 —œ «— 

ÅÅÅÅÅÅ   7x2 + 5x + m =0

ÆbýUÐ t²ý«œ vIOIŠ ÈÅtA¹— Ëœ ∫n�«

ÆbýUÐ t²ý«b1 vIOIŠ ÈÅtA¹— ∫»

  mx2 + 5x + 4 =0

= . 52 − 4(m)(4) =0⇒ 25 −16m =0

⇒ m = 25
16

⇒ .= 0   = . b2 − 4acnŽUC
 ÈÅtA¹— ◊dý Ë



≤∂

ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� qŠ vÝbM¼ dO³Fð

“« f?Ä t?� t?�œU?F
 d¼ vM×M
 t� r¹—«œ œU¹ tÐ ‰Ë« ‰UÝ “«

  —u?RÅt?Ð Êœd� ÁœUÝ  (a ≠0)y = ax2 + bx + c¨œu?ý q?¹b³ð 

∫t� XJ1«œ b¹UÐ ‰UŠ ÆœuýÅv
 ÁbO
U1 ÂËœ tł—œ vM×M
 U¹ vLNÝ

 ÁUÖd¼  a >0 qJý  —uRÅtÐ vLNÝ —«œu/ ¨býUÐ π‡‡±ÁUÖd¼ Ë 

  a <0 qJý  —uRÅtÐ vLNÝ —«œu/ býUÐ±∞‡‡±jš ÆbýUÐÅv
 

  
x = −b

2a ÈÅt?D?I?1 Ë v?L?NÝ Ê—UIð —u×
 «— xÈÅt?D?I1 ‰uÞ «— 

ÆbM
U1Åv
 rLOMO
 U¹ rLOJ�U


 qJý                                               π‡‡±

 XO�UF�¥‡‡±

ÆXÝ« ÷ËdH
 Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 tÐ vLNÝ

ø«dÇ ørLOMO
 U¹ œ—«œ rLOJ�U
 vLNÝ U¹¬ ∫n�«

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— rLOMO
 U¹ rLOJ�U
 ÈÅtDI1 ‰uÞ ∫»

 ‰Ëbł qOLJð UÐ «— vLNÝ ∫Ã¥‡‡±ÆbOM� rÝ— 

ÈÅt??�œU??F??
 ÈU??¼Åt??A?¹— ¨v?L?N?Ý —«œu?/ t?Ð t?łu?ð U?Ð ∫œ

  −x2 + 3x + 4 =0Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

  y = −x2 + 3x + 4

 ‰Ëbł¥‡‡±

 qJý                                           ±∞‡‡±

 —«œu/±±‡‡±

x 0 1 3
2

2 4

 

y 6 4  



≤∑

 XO�UF�µ‡‡±

ÆXÝ« ÷ËdH
 Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 tÐ vLNÝ p¹

ø«dÇ ørLOMO
 U¹ œ—«œ rLOJ�U
 vLNÝ U¹¬ ∫n�«

ÆbOM� «bOÄ «— vLNÝ rLOMO
 U¹ rLOJ�U
 ÈÅtDI1 ‰uÞ ∫»

 ‰Ëbł qOLJð UÐ ∫Ãµ‡‡ÅÅ±ÆbOM� rÝ— «— vLNÝ 

 —u×
 UÐ vLNÝ œ—ušdÐ q×
 ∫œxÈ«Åt−O²1 tÇ ÆbOÐUOÐ «— U¼

øb¹dOÖÅv


qzU!� qŠ —œ ÂËœ tł—œ ÈÅt�œUF� œdÐ—U�

 ‰U¦�±∫ÆbýUÐ ‘œuš dÐ«dÐ ZMÄ Ê¬ lÐd
 t� bOÐUOÐ v×O×R œbŽ 

 qŠ±∫

 «— œbŽ ‡‡x∫r¹—«œ ¨rOM�Åv
 ÷d5 

 “« ‡‡x∫r¹dOÖÅv
 —u²�U5 

∫rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «— U¼Åq
UŽ “« p¹ d¼ ‡‡

 ‰U¦�≤∫gFÐd
 UÐ Ê¬ lLłÅqRUŠ t� bOÐUOÐ vFO³Þ ÈœbŽ 

 dÐ«dÐ∂ÆbýUÐ 

∫qŠ «— œbŽ x∫Xý«œ rO¼«uš ¨rOM�Åv
 ÷d5 

∫Xý«œ rO¼«uš „d²A
 tKLł œU%« tÐ tłuð UÐ ‡‡

  y = x2 −6x + 5

 ‰Ëbł                      µ‡‡ÅÅ±

  

x 0 2 3 4 5

y

O x

y

x2 = 5x ⇒ x2 − 5x =0

⇒ x2 − 5x = x(x − 5) =0

  
⇒

x =0

x − 5 =0⇒ x = 5




  x + x2 = 6

  x
2 + x −6 =0⇒ (x + 3)(x −2) =0

 qJý±≤‡‡±



≤∏

∫rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «— U¼Åq
UŽ “« p¹d¼ ‡‡

 t�Ås¹« tÐ tłuð UÐ ‡‡  −3 3 NXJO1 ‰u³,ÅqÐU, »«uł s¹« ̈

 »«uł UNMð Ë≤ÆXÝ« ‰u³,ÅqÐU, 

 ‰U?¦�≥∫Ê¬ V?F?J?
 Ë —Ëc?−?
 ŸuL−
 t� bOÐUOÐ ÈœbŽ 

 ÈËUJ
¥ÆbýUÐ ‘œuš “« bFÐ œbŽ dÐ«dÐ 

∫qŠ «— œbŽ x «— Ê¬ lÐd
 ̈  x2
 «— g³FJ
 Ë   x3

ÆrO
U1Åv
 

∫œuÐ b¼«uš sOMÇ tK¾J
  —uR dÐUMÐ ‡‡

 “« ‡‡  x +1∫r¹dOÖÅv
 —u²�U5 

t�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— Ë rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «— q
UŽ d¼ ‡‡

ÆrOM�Åv
 hUA
 «—

 ‰U?¦�¥∫t?Ð ◊u?Ðd?
 œb?Ž t?� b?OÐUOÐ «— v³FJ
 lK{ ‰uÞ 

 Ê¬ r−ŠπÆbýUÐ Ê¬ tłË p¹ jO×
 tÐ ◊uÐd
 œbŽ dÐ«dÐ 

∫q?Š qŠ«d� «— lK{ p¹ ‰uÞ xp?¹ j?O×
 ÆrO
U1Åv
 

 dÐ«dÐ Ê¬ tłË¥x VFJ
 r−Š Ë   x3
ÆbýUÐÅv
 

∫r¹—«œ tK¾J
  —uR o³Þ

∫rO¼œÅv
 ‰UI²1« ·dÞ p¹ tÐ «—  öLł ÈÅtOK� ‡‡

 “« ‡‡x—«d?, dHR dÐ«dÐ «— q
«uŽ ÈÅtL¼ Ë t²5dÖ —u²�U5 

∫rO¼œÅv


vHM
 »«uł ¨VFJ
 œUFÐ« lK{ ‰uÞ ÊœuÐ X³¦
 ÷d5 UÐ

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ ªXJO1 ‰u³,ÅqÐU,

 »«uł UNMð∂ÆXÝ« ‰u³,ÅqÐU, 

  

⇒
x −2 =0⇒ x = 2

x + 3 =0⇒ x = −3






                                                

U¹

x2 + x3 = 4(x +1) ⇒ x2(x +1) − 4(x +1) =0

⇒ (x +1)(x2 − 4) =0⇒ (x +1)(x −2)(x +2) =0

  

⇒
x +1=0⇒ x = −1

x −2 =0⇒ x = 2

x +2 =0⇒ x = −2







x3 = 9(4x) ⇒ x3 = 36x

  x3 − 36x =0

x(x2 − 36) =0⇒
x =0

x2 − 36 =0⇒ x2 = 36 ⇒ x = ±6





x

x

x

  x = 6  ,  x =0,−6

 qJý                                           ±≥‡‡±



≤π

s¹d9

± Ÿu?L−
 ‡‡µ d?Ð«d?Ð v�«u²
 `O×R œbŽ ∏µs?¹« ¨XÝ« 

ÆbOM� hUA
 «— œ«bŽ«

≤ dÐ«dÐ ‘œuš UÐ œbŽ p¹ lÐd
 ŸuL−
 ‡‡±≤s¹« ¨XÝ« 

ÆbOÐUOÐ «— œbŽ



≥∞

±∫bOM� rÝ— «— d¹“ ÈU¼—«œu/ ‡‡

  3x + 5y = −15 ®Å±

  y = 2x2 − 5x + 4 ®Å≤

≤ÆbOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF
 ‡‡

3x +1
2

− 5x − 3
4

=1 ®Å±

  2x2 + 7x + 4 =0 ®Å≤

(−3x +1)2 − 4(−3x +1) =0 ®Å≥

≥d?Ð«d?Ð v?�«u?²
 `O×R œbŽ ZMÄ ŸuL−
 ‡‡

¥µÆbOÐUOÐ «— œ«bŽ« Ê¬ XÝ« 

¥ œËb?Š ‡‡kÊU?M?Ç Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 —œ «— 

ÆbýUÐ t²ý«œ vIOIŠ ÈÅtA¹— Ëœ Á—«uL¼ t� bOÐUOÐ

® v�U¹UÄ Êu�“¬±©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
±©

  kx2 + 5x − 4 =0



≥±

oKD�—b4 Ë t�œUF�U� qŠ ¨X�öŽ sOOFð

بخش اول

ÂËœ qB�

vK; ·b¼                      

Ê¬ ’«uš Ë oKD
—b, Ë t�œUF
U1 qŠ ¨X
öŽ sOOFð tÐ ◊uÐd
 V�UD
 È—Ë¬œU¹                     

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b1«u²Ð t� œË—Åv
 —UE²1« ułdM¼ “« qB5 ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM� X
öŽ sOOFð «— ÂËœ tł—œ Ë ‰Ë« tł—œ ÈU¼Å —U³Ž ‡‡

≤ªœ“UÝ hUA
 «— p¹d¼ »«uł œËbŠ Ë bM� qŠ «— nK²U
 ÈU¼Åt�œUF
U1 ‡‡

≥ «— oKD
—b, ‡‡ n¹dFðÆbM� ÁœUH²Ý« vIKD
—b,  ôœUF
U1 qŠ È«dÐ oKD
—b, ’«uš “« Ë bM�



≥≤

±∫bOM� X
öŽ sOOFð «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ‡‡

  P = −2x + 3 ®Å±

P = 2x −1
5 − 3x ®Å≤

  P = −2x2 + 5x ®Å≥

≤∫bOM� qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt�œUF
U1 ‡‡

  x2 > x ®Å±

  

1
x + 3 >0 ®Å≤

  5x + 3 < 7 ®Å≥

  −2x + 3 > 4 ®Å¥

® Êu�“¬ÅgOÄ≤©

® Êu
“¬ÅgOÄ ô«R� t� a�UÄ q�
≤©



≥≥

≤‡‡±X�öŽ sOOFð ‡‡

±‡‡≤‡‡±‰Ë« tł—œ È«ÅtKLłËœ X�öŽ sOOFð ‡‡

 ‰U¦�±∫∫XÝ« ÷ËdH
 Ë—ÅtÐË— jš ÈÅt�œUF
 

 ‰Ëb?ł t?Ð tłuð UÐ∂‡?‡ÅÅ±—«œu/  ±¥‡‡±ÆX?Ý« Áb?ý rÝ— 

 —u×
 jšx UÐ È«ÅtDI1 —œ «— U¼

  
x = 1

2
ÆXÝ« Áœu/ lD, 

 È«“«ÅtÐ s¹«dÐUMÐ

  
x =

1

2
  —U³Ž   2x −1vMF¹ ̈ býUÐÅv
 dHR 

  
x = 1

2
 ÈÅt?�œU?F?
 »«uł   2x −1=0—«œu?/ t?Ð t?łu?ð U?Ð ÆX?Ý« 

±¥‡‡± “« dðÅ¯—eÐ œ«bŽ« È«“«ÅtÐ t� rOMOÐÅv
 (x > 1
2

)1
2

—«œu/ 

 —u?×?
 ÈôUÐ jšxX?³?¦?
 È«Åt?K?L?łËœ X
öŽ s¹«dÐUMÐ XÝ« U¼

 “« d²L� œ«bŽ« È«“«ÅtÐ Ë ªbýUÐÅv
(x < 1
2

)1
2

d?¹“ ¨jš —«œu/ 

 —u×
xZ?¹U?²?1 ÆœuýÅv
 vHM
 È«ÅtKLłËœ s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« l,«Ë U¼

 ‰Ëbł —œ Ê«uðÅv
 «— Áb
¬ XÝœÅtÐ∑‡‡±Æœd� tRöš 

 XO�UF�∂‡‡±

 ‰Ëbł qOLJð UÐ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt�œUF
 tÐ vDš —«œu/∏‡‡ÅÅ±

∫bO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ fáÝ ¨bOM� rÝ—

∫Ã øXÝ« dHR È«ÅtKLł Ëœ È«ÅtDI1 tÇ —œ ∫n�«

 “« dðÅgOÐ œ«bŽ« È«“«ÅtÐ ∫»∂ —u×
 d¹“ jš —«œu/ xU¼

X³¦
 ̈ vHM
 Èœ«bŽ« tÇ È«“«ÅtÐ  —U³Ž Ê¬ rOM� sOOFð t� XÝ« Ê¬ Èd³ł  —U³Ž p¹ X
öŽ sOOFð “« —uEM


ÆbýUÐÅv
 dHR U¹ Ë

  a ≠≠0 ¨P == ax ++ b

  y = 2x +1

 ‰Ëbł∂‡‡ÅÅÅ±

  

x 0
1
2

 

y −1 0

 —«œu/                                           ±¥‡‡±

x x < 1

2
x > 1

2

2x − 0

1

2

1 V¹d{ X
öŽ UÐ o5«u
 x V¹d{ X
öŽ n�UU
x

  

x 0  

y 0

 ‰Ëbł∏‡‡ÅÅÅ±

 ‰Ëbł∑‡‡±

  
y = − 1

2
x + 3



≥¥

t??1u??~??Ç Á“U??Ð s??‡??¹« —œ È«Åt?K?L?‡?łËœ X?
ö?Ž X?Ý« Áb?ý l?,«Ë

∫ÃøbýUÐÅv


 “« d²L� œ«bŽ« È«“«ÅtÐ ∫Ã∂ —u×
 ÈôUÐ jš —«œu/ xU¼

s?O?O?F?ð «—  È«Åt?K?L?ł Ëœ X?
ö?Ž Á“U?Ð s?¹« —œ ¨X?Ý« t²5dÖ —«d,

∫ÃÆbOM�

 ‰Ëbł ôUÐ ÈU¼ÅXLJ, tÐ tłuð UÐ ∫œπ‡‡±ÆbOM� qOLJð «— 

O x

y

 ‰Ëbłπ‡‡±

  

x x < 6 6 x > 6

y

 —«œu/±µ‡‡±

 ‰Ëbł±∞‡‡±

X
öŽ n�UU


x x < − b
a               − b

a x > − b
a

P = ax + b a                        a                  X
öŽ o5«u


ax + b =0

x = − b
a







∫t−O²�  —uRÅtÐ Êœd� ÁœUÝ “« fÄ t�  —U³Ž d¼   a ≠0¨

P = ax + bÆœuýÅv
 ÁbO
U1 ‰Ë« tł—œ È«ÅtKLłËœ p¹ býUÐ 

Ê¬ ÈÅt?A?¹— ¨‰Ë« t?ł—œ È«Åt?K?LłËœ X
öŽ sOOFð È«dÐ

(x = −b
a )‰Ëb?ł “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð f?áÝ Ær¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ «— 

±∞‡‡±ÆrOM�Åv
 X
öŽ sOOFð 

 ‰U¦�±∫ÆbOM� X
öŽ sOOFð «— qÐUI
  —U³Ž 

∫qŠ∫rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «—  —U³Ž 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t�œUF
 ÈÅtA¹— ‡‡

 ‰Ëb??ł t??Ð t??‡?łu?ð U?Ð±±‡?‡± È«“«Åt??‡?Ð 

  
x > 7

3
X??
ö?Ž 

 È«“«Åt?Ð Ë v?HM
 È«ÅtKLłËœ

  
x < 7

3
È«“«Åt?Ð Ë X?³¦
 Ê¬ X
öŽ 

  
x = 7

3
ÆbýUÐÅv
 dHR È«ÅtKLłËœ —«bI
 

  P = 7 − 3x

  P =0⇒ 7 − 3x =0⇒ −3x = −7

 ‰Ëbł±±‡‡±

  

x x < 7
3

7
3

x > 7
3

P = 7 − 3x + −

  
⇒ x = 7

3



≥µ

∫t?²?J�U?¹ »d?{Åq?RU?Š  —u?RÅt?Ð Èd?³ł  —U³Ž ÁUÖd¼ 

  —U?³Ž ∫‰U¦
® býUÐ ‰Ë« tł—œ È«ÅtKLłËœ bMÇ rOJIðPÈ«dÐ ©

ÆrO¼œÅv
 ÂU$« «— d¹“ qŠ«d
 X
öŽ sOOFð

±ÈÅt?A¹— Ë Áœ«œ —«d, dHR dÐ«dÐ «— U¼Åq
UŽ “« p¹d¼ ‡‡

∫rOM�Åv
 «bOÄ «— Ê¬

≤ÈU?¼Åt?A?¹— Ê¬ ‰Ë« d?D?Ý —œ Ë r?O?M�Åv
 rÝ— v�Ëbł ‡‡

Ë rOJ¹u1Åv
 XÝ«— tÐ éÇ “« ÈœuFR VOðdðÅtÐ «— Áb
¬ XÝœÅtÐ

È«“«ÅtÐ t� «— tA¹— d¼ tÐ ◊uÐd
  —U³Ž VOðdðÅtÐ d~¹œ ÈU¼dDÝ —œ

ÆrOM�Åv
 X
öŽ sOOFð Ë rOJ¹u1Åv
 œuýÅv
 dHR tA¹—

≥»d{ r¼—œ «— ÈœuLŽ Êu²Ý d¼ —œ l,«Ë ÈU¼ÅX
öŽ ‡‡

ÈU?¼ÅX
öŽ Ær¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ dš¬ dDÝ —œ «— t−O²1 Ë rOM�Åv


®  —U³Ž X
öŽ dš¬ dDÝ —œ Áb
¬ XÝœÅtÐPÆbM�Åv
 hUA
 «— ©

P = (x − a)(x − b)
x − c

  x − a =0⇒ x = a

  x − b =0⇒ x = b

Ë

  x − c =0⇒ x = c

 ‰Ëbł±≤‡‡±

x a b c

x − a − + + +

x − b − − + +

x − c − − − +

P − + − +
ÁbA1 n¹dFð

∫t?²J�“« p?¹d?¼ È«“«Åt?Ð Ë dHR ¨ —uR ÈU¼Å»«uł “« p¹d¼ È«“«ÅtÐ Èd³ł  «—U³Ž t� Xý«œ tłuð b¹UÐ 

ÆXÝ« ©sOF
U1® ÁbA1 n¹dFð ÃdU
 ÈU¼ÅtA¹—

 ‰U¦�≤∫ÆbOM� X
öŽ sOOFð «— Ë—ÅtÐË—  —U³Ž 

 ∫q??Š q?Š«d?�X??ÝœÅt??Ð «— Ãd??U?
 Ë  —u?R ÈU?¼Åt?A?¹—

∫r¹—Ë¬Åv


  
x = 3

2
  —U?³Ž Ê¬ È«“«ÅtÐ «c� ¨XÝ« ÃdU
 ÈÅtA¹— ®ÅP©

ÆXÝ« ÁbA1 n¹dFð

 ‰Ëbł ‰Ë« dDÝ —œ ÈœuFR VOðdðÅtÐ «— U¼ÅtA¹— ‡‡±≥‡‡±

ÆrOJ¹u1Åv


dDÝ —œ ◊uÐd
 ÈU¼ÅtA¹— VOðdðÅtÐ «—  «—U³Ž “« p¹d¼ ‡‡

ÆrOJ¹u1Åv
 ÈbFÐ

ÆrOM�Åv
 X
öŽ sOOFð «—  «—U³Ž ‡‡

  —U³Ž X
öŽ ÈœuLŽ Êu²Ý ÈU¼ÅX
öŽ »d{ “« ‡‡P

Ær¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ U¼ÅtA¹— qR«u5 —œ «—

P = x(2x −1)
3 −2x

  

P =0⇒
x =0

2x −1=0⇒ x = 1
2







3 −2x =0⇒ −2x = −3 ⇒ x = 3
2

 ‰Ëbł±≥‡‡±

  

x 0
1
2

3
2

x − + + +

2x −1 − − + +

3 −2x + + + −

P + − + −

(a < b < c           )÷d5 UÐ

ÁbA1 n¹dFð



≥∂

≤‡‡≤‡‡±ÂËœ tł—œ È«ÅtKLłÅtÝ X�öŽ sOOFð ‡‡

 ‰U¦�±∫ÆbOM� rÝ— qÐUI
 tDÐU{ UÐ vLNÝ p¹ 

 ∫qŠ qŠ«d� vLNÝ ”√— ÈÅtDI1 ‰uÞ

  
x = − b

2aÆXÝ« 

 —«œu/ tÐ tłuð UÐ±∂‡‡± dÖ« t� rOM�Åv
 Áb¼UA
   x >1 U¹   x < −1

 —u?×?
 ÈôU?Ð v?L?N?Ý —«œu/ býUÐxs?¹«d?ÐU?M?Ð Æb?ýU?ÐÅv
 l,«Ë U¼

 V¹d{ X
öŽ UÐ o5«u
® X³¦
 ÂËœ tł—œ È«ÅtKLłÅtÝ  x2
©dÖ« Ë 

  −1< x <1 —u?×?
 d?¹“ —«œu?/ b?ýUÐ xs?¹«d?ÐU?M?Ð ªœ—«œ —«d?, U?¼

ÆXÝ« vHM
 ÂËœ tł—œ È«ÅtKLłÅtÝ

s¹d9

 ‰U¦
 tÐ tłuð UÐ± —«œu/ Ë   y = x2 −1 ‰Ëbł ±µ‡‡±«— 

ÆbOM� q
U�

 XO�UF�∑‡‡ÅÅ±

 ‰Ëb?ł q?O?L?J?ð U?Ð «— Ë—Åt?ÐË— vLNÝ —«œu/±∂‡?‡±rÝ— 

ÆbOM�

± È«“«ÅtÐ ‡‡  x >0 U¹   x < −2 —u×
 d¹“ vLNÝ x—«d, U¼

∫ÃøXJOÇ È«ÅtKLłÅtÝ X
öŽ ¨XÝ« t²5dÖ

  a ≠≠0 ¨  a,b, c ∈∈R Ë   P == ax2 ++ bx ++ c

 ‰Ëbł±¥‡‡±

  

x −2 −1 0 1 2

y 3 0 −1 0 3

  y = x2 −1

 —«œu/                                           ±∂‡‡±

 ‰Ëbł±µ‡‡±

  

x x < −1 −1 −1< x <1 1 x >1

x2 −1

  y = −(x +1)2 +1

 ‰Ëbł±∂‡‡±

  

x −3 −2 −1 0 1

y −3 1 0



≥∑

≤ ÈÅÁ“U?Ð —œ ‡‡  −2 < x <0t?1u?~?Ç È«Åt?K?LłÅtÝ X
öŽ 

∫Ã øXÝ«

≥ —«œu?/ t?Ð t?łu?ð UÐ ‡‡±∑‡?‡± ‰Ëb?ł ¨±∑‡‡±q?
U?� «— 

ÆbOM�

∫t²J� XO�UF5 Ë ‰U¦
 “« ÈdOÖÅt−O²1 UÐ ∑‡‡ÅÅ±XHÖ Ê«uðÅv
 

 ÈÅt??A??¹— Ëœ È«—«œ ÂËœ t??ł—œ È«Åt??K??L??łÅt??Ý ÁU?Öd?¼  x1 Ë   x2

  (x1 < x2) ‰Ëbł oÐUD
 ¨býUÐ ±∏‡‡±ÆœuýÅv
 X
öŽ sOOFð 

 ‰U¦�≤∫ÆbOM� X
öŽ sOOFð «— qÐUI
 È«ÅtKLłÅtÝ 

∫qŠ

  —U³Ž ‡‡Pt�œUF
 ÈU¼ÅtA¹— Ë rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «— 

∫r¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ «—

 XÝ« dHR V¹«d{ lLł ‡‡  (a + b + c =0)∫fÄ ¨

 V?¹d{ ÊuÇ  (a = 7)x2
U?¼Åt?A?¹— ·d?Þ Ëœ XÝ« X³¦
 

ÆXÝ« vHM
 tA¹— Ëœ sOÐU
 Ë X³¦


 ‰Ëbł±∑‡‡±

  

x x < −2 −2 −2 < x <0 0 x >0

y

O x

y

  

x x < x1 x1 x1 < x < x2 x2 x > x2

ax2 + bx + c                                                                      

 ‰Ëbł±∏‡‡±

 X
öŽ o5«u
a  X
öŽ n�UU
a  X
öŽ UÐ o5«u
a

 —«œu/                                           ±∑‡‡±

  P = 7x2 − 5x −2

P =0⇒ 7x2 − 5x −2 =0

x1 =1 ,  x2 = c
a = −2

7

 ‰Ëbł±π‡‡±

  

x x < − 2
7

− 2
7

− 2
7

< x <1 1 x >1

P + − +



≥∏

 XO�UF�∏‡‡ÅÅÅÅÅÅ±

 ‰Ëb?‡?ł q?O?L?J?‡?ð U?‡?Ð ©n?‡�«≤∞‡‡±v?L?N?‡?Ý —«œu?‡?L?‡1 

  y = x2 −2x +1ÆbOM� rÝ— «— 

 ©»x ¨”√— ÈÅtDI1 

−b
2aøXÝ« ÈœbŽ tÇ dÐ«dÐ ¨

 e?łÅt?Ð t?M?
«œ ÂU?9 —œ —«œu/ X
öŽ ©Ã  x =1øX?J?OÇ 

ø«dÇ

 q??J?ý t?Ð t?łu?ð U?Ð ©œ±∏‡?‡± ‰Ëb?ł X?
ö?Ž ≤±‡?‡±«— 

ÆbOM� hUA


∫t?−?O?²?�ÈÅt?A?¹— È«—«œ ÂËœ t?ł—œ È«Åt?K?L?łÅt?Ý ÁU?Öd¼ 

È«ÅtKLłÅtÝ X
öŽ Á—«uL¼ ÆbýUÐ ©ÊUJJ¹ ÈÅtA¹— Ëœ® nŽUC


 V¹d{ o5«u
  x2
 X
öŽ vMF¹ aÆbýUÐÅv
 

 ‰U¦�≥∫ÆbOM� X
öŽ sOOFð «— qÐUI
  —U³Ž 

∫qŠ  —U³Ž P∫rO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «— 

 ‡‡.∫rOM�Åv
 «bOÄ «— 

 «d¹“® œ—«œ nŽUC
 ÈÅtA¹— t�œUF
 ‡‡  = . 0©

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t�œUF
 ÈÅtA¹— ‡‡

 ‰Ëbł≤∞‡‡±

  

x −1 0 1 2 3

y 1 0 4

O x

y

 ‰Ëbł≤±‡‡±

 ‰Ëbł≤≤‡‡±

  

x x <1 1 x >1

P

x −∞ x < x1 x1 = x2 = −b
2a x > x2

ax2 + bx + c
 X
öŽ o5«u
a  X
öŽ o5«u
a

 —«œu/                                            ±∏‡‡±

  P = −4+ 4x − x2

P =0⇒ −4+ 4x − x2 =0

  = . b2 − 4ac = 42 − 4(−1)(−4) =16 −16 =0

  ⇒ .= 0

x1 = x2 = −b
2a = −4

2(−1) = 2



≥π

 ‰Ëbł≤≥‡‡±

  

x x < 2 2 x > 2

−4+ 4x − x2 − −

 V¹d{ ÊuÇ  x2
Á—«u?L¼ È«ÅtKLłÅtÝ X
öŽ XÝ« vHM
 

 —œ d~
 ¨œuýÅv
 vHM
  x = 2ÆXÝ« dHR dÐ«dÐ t� 

 XO�UF�π‡‡±

 v?L?N?Ý —«œu?/ ∫n�«  y = x2 +2‰Ëb?ł q?O?L?Jð UÐ «— 

≤¥‡‡±ÆbOM� rÝ— 

 —u×
 ÈôUÐ vLNÝ —«œu/ t�Ås¹« “« ∫»xœdOÖÅv
 —«d, U¼ 

øb¹dOÖÅv
 È«Åt−O²1 tÇ

 ‰Ëbł≤¥‡‡±

  

x −2 −1 0 1 2

y 6 2 3

 ‰Ëbł≤µ‡‡±

  

x

x2 +2

 —«bI
d¼ È«“«ÅtÐx

O x

y

 —«œu?/ t?Ð t?łu?ð UÐ ∫Ã±π‡‡± ‰Ëb?ł X?
ö?Ž ≤µ‡‡±«— 

ÆbOM� sOOFð

 —«œu/±π‡‡±

∫t−O²� ÂËœ tł—œ È«ÅtKLłÅtÝ —œ ÁUÖd¼   < . 0o5«u
 Á—«uL¼ t�œUF
 X
öŽ Ë œ—«b1 vIOIŠ ÈÅtA¹— t�œUF
 ¨

 X
öŽaÆœuÐ b¼«uš 

 ‰Ëbł≤∂‡‡±

  

x

ax2 + bx + c  V¹d{ X
öŽ o5«u
  x2

 —«bI
d¼ È«“«ÅtÐx

 ‰U¦�¥∫ÆbOM� X
öŽ sOOFð «— qÐUI
 ÈÅt�œUF
 

∫qŠÆrO¼œÅv
 —«d, dHR dÐ«dÐ «—  —U³Ž 

  P = −7x2 + x −1

P =0⇒ −7x2 + x −1=0



¥∞

 d¹œUI
 ‡‡a ¨ b Ë c∫rOM�Åv
 hUA
 «— 

 ‡‡.O³
 U¹ Ò∫r¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ «— t�œUF
 s

 Êu?Ç  < . 0 o?5«u?
 È«Åt?K?L?łÅb?M?Ç X?
ö?Ž fÄ XÝ« a

ÆXÝ«

  c = −1 Ë   b =1 ¨  a = −7

  = . b2 − 4ac =12 − 4(−7)(−1) =1−28 = −27

Y×Ð ÈÅtHöš

ÂËœ ÈÅtł—œ  —U³Ž X
öŽ sOOFð —œ

 ‰Ëbł o³Þ býUÐ tA¹— Ëœ È«—«œ t�œUF
 dÖ« ∫n�«≤∏‡‡±ÆœuýÅv
 X
öŽ sOOFð 

 ‰Ëbł≤∏‡‡±

 X
öŽ o5«u
a  X
öŽ o5«u
a X
öŽ n�UU
a

 ‰Ëbł≤π‡‡±

 X
öŽ o5«u
a  X
öŽ o5«u
a

 —«bI
 d¼ È«“«ÅtÐx

 X
öŽ o5«u
a

 ‰Ëbł≥∞‡‡±

 ‰Ëbł oÐUD
 býUÐ t²ý«œ ©nŽUC
 tA¹—® ÊUJJ¹ »«uł Ëœ t�œUF
 dÖ« ∫»≤π‡‡±ÆœuýÅv
 X
öŽ sOOFð 

 ‰Ëbł≤∑‡‡±

 —«bI
d¼ È«“«ÅtÐx

  

x

−7x2 + x −1    −      −        −
 

  a ≠0 ¨  ax2 + bx + c

 ‰Ëbł o³Þ býUÐ t²ý«b1 vIOIŠ ÈÅtA¹— t�œUF
 dÖ« ∫Û≥∞‡‡±ÆœuýÅv
 X
öŽ sOOFð 

  .= .=0
  x1 == x2x

P

x

P

x

P

  x1   x2

  .< .<0

  .> .>0



¥±

s¹d9

ÆbOM� X
öŽ sOOFð «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž

  P = −6x2 − x +1 ®Å±

  
P = 4− x2

x −1
 ®Å≤

P = −(x +2)2 +1 ®Å≥

P = x2 − 5x +6
x − x2 ®Å¥

  P = (−3x + 4)2(−4x2 + 7x) ®Åµ



ÅÅ¥≤

≥‡‡≤‡‡±∫t?�œUF�U ‡‡U?¹ p?¹ q
Uý t «— ÈËU�
U� d¼ 

v?M?F?¹ ¨ ôœU?F?
U?� q?Š È«d?Ð ÆbM
U�Åv
 t!œUF
U� býUÐ dOG²
 bMÇ

U¼dOG²
 ÈUł tÐ U¼ÅÊ¬ Êœd s¹e~¹Uł UÐ t Èœ«bŽ« Êœd «bOÄ È«dÐ

ÆœœdÖ XÝ—œ ÈËU�
U� tÐ q¹b³ð t!œUF
U�

 ‰U¦�±∫∫bOM qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt!œUF
U� 

∫qŠ Èd?³ł  «—U³Ž “« p¹d¼ «b²Ð«   x2 −1 Ë   x + 3«— 

 ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ È«dÐ fáÝ ̈ rOMÅv
 X
öŽ sOOFð  x < −3Ë 

  − 3 < x < −1 Ë   −1< x <1 Ë   x >1 ÈU?¼ÅX?
ö?Ž   x2 −1Ë 

  x + 3ÆrOMÅv
 »d{ r¼—œ «— 

 qJý≤∞‡‡Å±

  

x2 −1
x + 3

<0

x2 −1=0⇒ x2 =1⇒ x = ± 1 ⇒ x = ±1

  x + 3 =0⇒ x = −3

  −1< x <1}U¹      x x ∈R    x < −3{

  

x2 −2x +2
x

<1

 ‰Ëbł≥±‡‡Å±

  

x −3 −1 1

x2 −1 + + 0 − 0 +

x + 3 − 0 + + +
x2 −1
x + 3 − + − +

  

x2 −2x +2
x

−1<0

  

x2 −2x +2− x
x

<0⇒ x2 − 3x +2
x

<0

Ë
∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ »«uł tŽuL−
 s¹«dÐUMÐ

 ‰U¦�≤∫ÆbOM qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt!œUF
U� 

∫qŠ∫r¹—Ë¬Åv
 éÇ ·dÞ tÐ «—  öLł ÈÅtL¼ 

∫r¹dOÖÅv
 „d²A
 ÃdE
 ‡‡

ÁbA� n¹dFð



ÅÅ¥≥

123456
123456
123456
123456
123456
123456

123456
123456
123456
123456
123456
123456

123456
123456
123456
123456
123456
123456

123456
123456
123456
123456
123456

‡?‡d??�?? Ãd??E??
 Ë  —u?I Êœ«œ —«d?J d?H?I ÈËU?�?
 U?Ð 

ÈU¼ÅtA¹—∫rOÐU¹Åv
 «— U¼ÅÊ¬ 

X
öŽ sOOFð «—d� ÃdE
 Ë  —uI ̈ ‰Ëbł rÝ— “« fÄ

 X?
ö?Ž Êœd? »d{ UÐ Ë Áœd  x2 − 3x +2 Ë x“« p¹d¼ —œ 

 ÈU?¼ÅÁ“U?Ð  x <0 Ë   0< x <1 ¨  1< x < 2Ë   x > 2q?? X?
ö?Ž 

¨t?!œU?F?
U?� X
öŽ tÐ tłuð UÐ dš¬ —œ Ë rOMÅv
 sOOFð «— t!œUF
U�

Ær¹d¹cÄÅv
 »«uł  Ê«uMŽ tÐ «— vHM
 d¹œUI


 ‰U¦�≥∫ÆbOM qŠ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅt!œUF
U� 

∫qŠªr¹—Ë¬Åv
 t!œUF
 éÇ ·dÞ tÐ «—  öLł ÈÅtL¼ 

ªr¹dOÖÅv
 „d²A
 ÃdE
 ‡‡

Ëœ l?Ðd?
 U?¹ Ë ÃËœe?
 œU?%« p?L? tÐ «— d�  —uI ‡‡

ªrOMÅv
 ÁœUÝ È«ÅtKLł

ÈU¼ÅtA¹— ¨ÃdE
 Ë  —uI Êœ«œ—«dJ dHI ÈËU�
 UÐ ‡‡

ªrOÐU¹Åv
 «—  —U³Ž

X
öŽ sOOFð «— d� ÃdE
 Ë  —uI ‰Ëbł rÝ— “« fÄ

“« p?¹ d?¼ —œ Ãd?E?
 Ë  —u?I X?
ö?Ž Êœd?Å»d{ UÐ Ë Áœd

 ÈU?????¼ÅÁ“U????Ð  x < −5 ¨  −5 < x < −1 ¨   −1< x < 3 Ë   x > 3

  x
2 − 3x +2 = (x −1)(x −2) =0⇒

Å  x =0ÅÅÅÅË 

  

x −1=0⇒ x =1

x −2 =0⇒ x = 2




 ‰Ëbł≥≤‡‡Å±

  

x 0 1 2

x2 − 3x +2 + + 0 − 0 +

x − 0 + + +
x2 − 3x +2

x − + − +

  1< x < 2} U¹     x x ∈R  ,  x <0{»«uł ∫

  

x + 5
x − 3

> x − 3
x + 5

x + 5
x − 3

− x − 3
x + 5

>0

⇒
(x + 5)2 − (x − 3)2

(x − 3)(x + 5) >0

(x + 5 + x − 3)(x + 5 − (x − 3))
(x − 3)(x + 5) >0

⇒
(2x +2)(8)

(x − 3)(x + 5) >0

  2x +2 =0⇒ x = −1
                       

U¹

  

(x − 3)(x + 5) =0⇒
x − 3 =0⇒ x = 3

x + 5 =0⇒ x = −5







 ‰Ëbł≥≥‡‡Å±

s
OF


U
�

s
OF


U
�

ÁbA� n¹dFð

  

x −5 −1 3

8(2x +2) − − + +

x − 3 − − − +

x + 5 − + + +
8(2x +2)

(x − 3)(x + 5) − + − +



ÅÅ¥¥

Ë r?¹U?/Åv
 hEA
 U¼ÅÅÁ“UÐ s¹« “« p¹ d¼ —œ «—  —U³Ž X
öŽ

qI«uV —œ t v¹U¼ÅtA¹— t!œUF
U� X
öŽ tÐ tłuð UÐ dš¬ Êu²Ý —œ

Ær¹d¹cÄÅv
 »«uł Ê«uMŽ tÐ œ—«œ —«dJ X³¦
 rzöŽ

  x > 3}ÅÅÅÅU¹ÅÅÅ    {x x ∈R....−5 < x < −1»«uł ∫

s¹d9

ÆbOM qŠ «— d¹“ ÈÅt!œUF
U�

  5x2 + x < +6

¥‡‡Å≤‡‡Å±∫oKD�—b# ‡‡Å qJý ÈË— dÐ ≤±‡‡Å±ÈÅtDI� Ëœ 

A Ë ′A  UB²E
 tÐ «— ¥ Ë   −4ÆbOMÅv
 Áb¼UA
 

 ÈÅtDI�® √b³
 “« tDI� Ëœ s¹« ÈÅtKIUV ‡‡Os¹« oKD
—bJ ©

 œbŽ UÐ dÐ«dÐ t œuýÅv
 ÁbO
U� œ«bŽ«¥ÆXÝ« 

qJý  —uI tÐ Ê«uðÅv
 v{U¹— ÊUÐ“ tÐ «— VKD
 s¹« ‡‡

≤≤‡‡Å±ÆXýu� 

—œ t dHI “« tDI� p¹ ÈÅtKIUV g¹U/ È«dÐ vK —uÞ tÐ

oKD
—bJ ÆrOMÅv
 ÁœUH²Ý« oKD
Å—bJ “« býUÐÅv/ rN
 XNł Ê¬

 œbŽx X
öŽ UÐ t «— xn¹dFð d¹“  —uI tÐ bM¼œÅv
 g¹U/ 

∫rOMÅv


  −4 = −(−4) = 4 Ë   −4 = 4

 qJý≤±‡‡Å±

 qJý≤≤‡‡Å±

 qJý≤≥‡‡Å±

  
x =

 x     x ≥0

−x    x <0




Ë



ÅÅ¥µ

 ‰U¦�±∫ÆbOÐUOÐ «— Ë—ÅtÐË—  —U³Ž oKD
—bJ 

∫qŠ  2∫rO�¹u�Åv
 fÄ ¨XÝ« p¹ “« dðÅ¯—eÐ 

 ‡‡  2 −1∫vMF¹ ¨XÝ« X³¦
 ÈœbŽ 

® Ê¬ oKD
—bJ s¹«dÐUMÐ ‡‡  2 −1©ÆbýUÐÅv
 ‘œuš 

 ‰U¦�≤∫ÆbOÐUOÐ «— Ë—ÅtÐË—  —U³Ž oKD
—bJ 

∫qŠ œbŽ   5 œbŽ “« ≥∫vMF¹ ¨XÝ« dðÅpÇu 

  —U³Ž qIUŠ ‡‡  5 − 3∫r¹—«œ fÄ ¨XÝ« vHM
 

  5 − 3Ê¬ oKD
—bJ 7VU¹ È«dÐ s¹«dÐUMÐ XÝ« vHM
 œbŽ 

Æœuý »d{ p¹ vHM
 œbŽ —œ b¹UÐ

 ‰U¦�≥ ∫Åd?Ö«  x > 3t?Ð «— Ë—Åt?ÐË—  —U³Ž oKD
—bJ býUÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœ

∫qŠ ÊuÇ   x > 3∫fÄ ¨býUÐÅv
 

∫býUÐÅv
 ‘œuš dÐ«dÐ Ê¬ oKD
Å—bJ s¹«dÐUMÐ

 ‰U¦�¥ ∫ dÖ«  x < −1t?Ð «— q?ÐUI
  —U³Ž oKD
—bJ býUÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœ

∫qŠ ÊuÇ   x < −1∫r¹—«œ ¨XÝ« 

  
2 −1

  2 >1

  2 −1>0

2 −1

x>0


= 2 −1
x



  
5 − 3

  5 < 3

  5 − 3 <0

5 − 3

x<0
 

= −( 5 − 3
x



) = 3 − 5

  x − 3

  x − 3 >0

  x − 3 = x − 3

  x +1  ,  x < −1

  x +1<0



ÅÅ¥∂

t?M?¹d?J Ê¬ q?š«œ  —U?³?Ž o?K?D?
—b?J ÈÅt?³?ÝU?×?
 È«d?Ð ‡‡

∫œœdÖÅv


 ‰U¦�µ ∫ dÖ«  x < 2∫bOÐUOÐ «— qÐUI
  —U³Ž qIUŠ býUÐ ÅÅ

∫qŠ Êu?Ç   2 > x s?¹«d?ÐUMÐ   2− x >0ÊËd?O?Ð “« fÄ t ¨

ÆbMÅv/ dOOGð oKD
Å—bJ “« Êb
¬

  —U?³?Ž ‡?‡  x − 3“« Êb??
¬ ÊËd?O?Ð “« f?Ä ¨X?Ý« v?H?M?
 

ÆœuýÅv
 »d{ vHM
 —œ oKD
Å—bJ

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ  —U³Ž qIUŠ ‡‡

vIOIŠ œ«bŽ« oKD�—b# ’«uš vCFÐ

∫oKD� —b	 ‰Ë« XO�Uš

 ‰U¦�∂∫ÆbOÐUOÐ «— Ë—ÅtÐË— ÈU¼Å —U³Ž qIUŠ 

∫qŠ ÊuÇ   −1< x <1 ̈  x +1 Ë X³¦
   x −1ÆXÝ« vHM
 

∫r¹—«œ ÁU~�¬

  x +1 = −(x +1) = −x −1

  ⇒ x +1 = −x −1 ,  x < −1

  2− x − x − 3

  2− x = 2− x

x − 3 = −(x − 3) = −x + 3

2− x − x − 3 = 2− x + x − 3 = −1

  x2 == x

  (−5)2 = −5 = 5  ,  32 = 3 = 3

x2 +2x +1+ x −1  ,  −1< x <1

(x +1)2 + x −1 = x +1 + x −1

  = x +1− (x −1) = x +1− x +1= 2

 ÈÅt²J±∫ vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ Á—«uL¼ x∫r¹—«œ   x
2 = x2

 ‰U¦�∑∫ÆbOM qŠ «— qÐUI
 ÈÅt!œUF
U� 

∫qŠ ÈÅt²J� “« ÁœUH²Ý« UÐ ±∫Xýu� Ê«uðÅv
 

  x −2 < 3

  x −2( )2 = (x −2)2



ÅÅ¥∑

123456789
123456789
123456789

12345678
12345678
12345678

 Ê«uð tÐ «— t!œUF
U� ·dÞ Ëœ ‡‡≤ÆrO�UÝ—Åv
 

∫rO¼œÅv
 ‰UI²�« ·dÞ p¹ tÐ «— t!œUF
U�  öLł ÈÅtL¼ ‡‡

∫r¹—«œ ÃËœe
 œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ

ÆœuýÅv
 q¹b³ð »d{ q
UŽ Ëœ tÐ t!œUF
U� ‡‡

∫rO¼œÅv
 —«dJ dHI dÐ«dÐ «— t!œUF
U� ÈU¼Åq
UŽ “« p¹ d¼ ‡‡

∫r¹—Ë¬Åv
 XÝœ tÐ «— tA¹— ‡‡

‡‡  ‰Ëbł —œ ÈœuFI tÐ v!Ëe� VOðdð tÐ «— U¼ÅtA¹—≥¥‡‡Å±

ÆrO�¹u�Åv


ÆrOMÅv
 X
öŽ sOOFð «— tA¹— Ëœ tÐ ◊uÐd
 q
«uŽ ‡‡

“« p¹ d¼ ÈU¼ÅX
öŽ »d{ “« «— t!œUF
U� vK X
öŽ ‡‡

Ær¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ ÈœuLŽ Êu²Ý

∫UÐ dÐ«dÐ »«uł tŽuL−
 ¨Åt!œUF
U� ◊dý tÐ tłuð UÐ ‡‡

 ‰U¦�∏ ∫∫bOM qŠ «— qÐUI
 ÈÅt!œUF
U�

 ∫qŠ∫rO�UÝ—Åv
 Ëœ Ê«uð tÐ «— t!œUF
U� ·dÞ Ëœ

∫rO¼œÅv
 ‰UI²�« ·dÞ p¹ tÐ «—  «—U³Ž ÈÅtL¼ ‡‡

∫r¹—«œ ÃËœe
 œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

∫rOMÅv
 q¹b³ð q
UŽ Ëœ »d{ qIUŠ tÐ «— t!œUF
U� ‡‡

  x −2( )2 < 32 ⇒ (x −2)2 < 32

  ⇒ (x −2)2 − 32 <0

  ⇒ (x −2− 3)(x −2+ 3) <0

  ⇒ (x − 5)(x +1) <0

  x − 5 =0⇒ x = 5

  x +1=0⇒ x = −1

 ‰Ëbł≥¥‡‡Å±

        x x ∈R.....−1< x < 5{ } = (−1,5)

  2x −1 > x +2

  (2x −1)2 > (x +2)2

  ⇒ (2x −1)2 − (x +2)2 >0

  ⇒ (2x −1− (x +2))(2x −1+ x +2) >0

  ⇒ (x − 3)(3x +1) >0

Ë

  

x x < −1 −1 −1< x < 5 5 x > 5

x +1 − + +
x − 5 − − +

(x − 5)(x +1) + − +
»«uł



ÅÅ¥∏

X?Ýœ t?Ð «— t?!œU?F?
U?� ÈU?¼Åq?
UŽ “« p¹ d¼ ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

Ær¹—Ë¬Åv


 ‰Ëbł —œ ÈœuFI VOðdð tÐ «— tA¹— ‡‡≥µ‡‡Å±∫rO�¹u�ÅÅv
 

ÆrOMÅv
 X
öŽ sOOFð «— q
«uŽ pð pð ‡‡

“« p¹ d¼ ÈU¼ÅX
öŽ »d{ “« «— t!œUF
U� vK X
öŽ ‡‡

∫r¹—Ë¬Åv
 XÝœ tÐ ÈœuLŽ ÈU¼ÅÊu²Ý

dÐ«dÐ »«uł tŽuL−
 t!œUF
U� X
öŽ XNł tÐ tłuð UÐ ‡‡

∫UÐ XÝ«

O�UšÒoKD�—b	 ÂËœ X

 ‰U¦�π∫∫bOM qŠ «— qÐUI
 ÈÅt!œUF
 

∫q?Š ÈÅt?K?IUV   x + 3 d?Ð«d?Ð dHI “« ¥¨b?ýU?ÐÅv?
 bŠ«Ë 

 s¹«dÐUMÐ  x + 3 b�«uðÅv
 ¥ U¹   −4ÆbýUÐ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ U¼Å»«uł ÈÅtŽuL−
 ‡‡

∫oKD�—b	 ÂuÝ XO�Uš

  x − 3 =0⇒ x = 3

  
3x +1=0⇒ 3x = −1⇒ x =

−1
3

 ‰Ëbł≥µ‡‡Å±

x −
1
3 3

x − 3 − 0 − 0 +

3x +1 − + +

(x − 3)(3x +1) + 0 − 0 +

    
= x x ∈R, x <

−1
3  ,  x > 3









ÃÆÂ

a −− b == b −− a U¹ x == −−xÅ®Å≤

  x + 3 = 4

x + 3 = 4 ⇒ x + 3 = ±4 ⇒
Å

 U¹

Å     

  

x + 3 = 4 ⇒ x = 4− 3 ⇒ x =1

x + 3 = −4 ⇒ x = −4− 3 ⇒ x = −7







  −7,1{ }

® a©X³¦� Ë vIOIŠ œbŽ x << a 4− . −a << x << a

− a< x < a

− a a
x < a

o

 qJý≤¥‡‡Å±

»
«u

ł

»
«u

ł

U¹



ÅÅ¥π

 ‰U¦�±∞∫ÆbOM qŠ «— qÐUI
 ÈÅt!œUF
U� 

∫qŠ tKIUV   x −2 “« dðÅpÇu ¨dHI “« ±ÆbýUÐÅv
 

 ‡‡  x −2 “« dðÅpÇu ± “« dðÅ¯—eÐ Ë   −1 býUÐÅv
 ®o³Þ

©oKD
—bJ ÂuÝ XOIUš

 œbŽ t!œUF
U� ÈU¼Å·dÞ tL¼ tÐ ‡‡≤∫rOMÅv
 tVU{« «— 

∫UÐ ¨XÝ« dÐ«dÐ t!œUF
U� »«uł fÄ ‡‡

  x −2 <1

  x −2 <1

  −1< x −2 <1

  ⇒ −1+2 < x −2+2 <1+2

  ⇒1< x < 3

  x −2 <1 ®n!«

  x −10 > 5 ®»

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅË

a
′x x

a_ o

  x − 3 > 2

®a©X³¦� Ë vIOIŠ œbŽ x << −−a U¹ÅÅx >> a 44 x >> a

 ÈÅt²J≤∫ a − b ÈÅtDI� Ëœ sOÐ ÈÅtKIUV b Ë aÂ«b bM hEA
 tÅÊ¬ ÊËbÐ ̈ b¼œÅv
 ÊUA� —u×
 ÈË— «— 

ö¦
 ÆbýUÐÅv
 dðÅ¯—eÐÎ ÈÅtDI� Ëœ ÈÅtKIUV ± Ë ∑ dÐ«dÐ ∂ÆXÝ« 

  1− 7 = 6

 ÈÅtDI� Ëœ ÈÅtKIUV ‡‡≤ Ë µ UÐ dÐ«dÐ ≥ÆXÝ« 

  5 −2 = 3

 ‰U¦�±±∫ÈÅt?K?L?ł p¹ V!UJ —œ «— Ë—ÅtÐË— ÈU¼Åt!œUF
U� 

ÆbO�¹uMÐ ÁUðu

∫n�« »«ułU?¼ÅÊ¬ ÈÅtKIUV t vÞUI� ÈÅtL¼ ÈÅtŽuL−
 

 “«≤ “« d²L ±ÆbýUÐÅv
 

∫» »«uł “« U?¼ÅÊ¬ ÈÅt?K?IU?V t vÞUI� ÈÅtL¼ ±∞ “« µ

ÆXÝ« dðÅgOÐ

∫oKD�—b	 Â—UNÇ XO�Uš

 ‰U¦�±≤∫ÆbOM qŠ «— qÐUI
 ÈÅt!œUF
U� 

∫qŠÈÅtKIUV t «— Èœ«bŽ« ÈÅtL¼ rO¼«ušÅv
 ‰U¦
 s¹« —œ 

 “« U¼ÅÊ¬≥ “« dðÅgOÐ ≤Â—UNÇ XOIUš dÐUMÐ ªrOM hEA
 XÝ« 

∫oKD
Å—bJ

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t!œUF
 »«uł tŽuL−
 s¹« dÐUMÐ ‡‡

  x <1 U¹   x > 5

 qJý≤µ‡‡Å±

2
  x − 3 < −2ÅÅU¹   ⇒ x − 3 > 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅU¹ÃÆÂ

    = x x ∈R{    x > 5    x <1}



ÅÅµ∞

s¹d9

±ÆbOÐUOÐ «— d¹“  —U³Ž qIUŠ ‡‡

  
(4− 5 )2 + 2− 5 − −3 = ?

≤‡‡Å ÆbOM qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt!œUF
U�

  5x − 7 > 4 ®Å±

  3x −1 < x +2 ®Å≤

  1− 7x < 3 ®Å≥

≥ÆbO¼œ ÊUA� oKD
—bJ UÐ «— d¹“  «—U³Ž ‡‡Å

 “« U¼ÅÊ¬ ÈÅtKIUV t Èœ«bŽ« ÈÅtŽuL−
 ∫n!«  −2dðÅgOÐ 

 “«≥ÆbýUÐ 

  x +2 > 3»«uł∫Å

 “« U¼ÅÊ¬ ÈÅtKIUV t Èœ«bŽ« ÈÅtŽuL−
 ∫»± “« d²L ∑

ÆbýUÐ

 “« U¼ÅÊ¬ ÈÅtKIUV t Èœ«bŽ« ÈÅtŽuL−
 ∫Ã  −1UÐ dÐ«dÐ 

≤ÆbýUÐ 

¥ dÖ« ‡‡Å  0≤ x <1ÆbOÐUOÐ «— d¹“  —U³Ž qIUŠ býUÐ 

  x + x −1 = ?



ÅÅµ±

±ÆbOM X
öŽ sOOFð «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ‡‡Å

©n!«

  
p =

2x +1
3x −2 + 4

©»

  p = 4x2 − 7x + 3

≤ÆbOM qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt!œUF
U� ‡‡Å

  
3

2x − 5 > 4 ®Å±

  x2 < +10x −9 ®Å≤

  
2 ≤

5
4 x −1< 7 ®Å≥

  3x −1 ≥ 4 ®Å¥

  −5x +1 < 2 ®Åµ

® vU¹UÄ Êu�“¬≤©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
≤©



ÅÅµ≤

Ê¬ rO¼UH	 Ë lÐUð

U¼ÅqB� s¹ËUMŽ ‰Ëbł

qB� ÈÅÁ—ULýqB� Ê«uMŽ

‰Ë«œ«bŽ« —u×�

ÂËœÁ“UÐ

ÂuÝlÐUð

Â—UNÇlÐ«uð ÈÅtM�«œ

r−MÄÁó¹Ë lÐUð bMÇ

rAýU¼ÅlÐUð ÈË—  UOKLŽ

r²H¼lÐUð Ëœ VO+dð

مبخش دو

vK" ·b¼g%Ð 

ÈU¼œdÐ—U+ Ë U¼ÅlÐUð ÈË—  UOKLŽ ¨lÐUð p¹ g¹U/ nK²2� ÈU¼ÅÁuOý Ë U¼ÅvÖó¹Ë UÐ v¹UMý¬

nK²2� ÈU¼ÅtMO�“ —œ Ê¬



ÅÅµ≥

œ«bŽ« —u×	

مبخش دو

vK" ·b¼                       

 UB²2� —u×� Ë œ«bŽ« —u×� tÐ ◊uÐd� v³;UD�

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b>«u²Ð t+ œË—Åv� —UE²>« ułdM¼ “« qBB s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM+ n¹dFð «— œ«bŽ« —u×� ‡‡

≤ªbM+ rÝ— «—  UB²2� ÁU~²Ýœ ‡‡

≥ªbM+ t³ÝU×�  UB²2� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ‡‡

¥ —u×� tÐ X³O> «— tDI> p¹ ÈÅtM¹dQ ‡‡x ¨U¼yÆbM+ «bOÄ  UB²2� √b³� Ë U¼

‰Ë« qB�



ÅÅµ¥

± ‡‡ x qJý® ÆbOM+ sOOFð «— —u×� ÈË— ÈU¼ÅtDI>±‡‡≤Æ©

≤ d?Ö« ‡?‡  xA = 5 Ë   xB = −3 ¨b?ýU?Ð BA Ë AB«— 

øœ—«œ œułË U¼ÅÊ¬ sOÐ È«ÅtDÐ«— tÇ bO¹u~Ð Ë bOM+ »UOŠ

≥  UB²2� ©n;« ‡‡B ¨CÅË Dq?Jý® bOM+ h2A� «— 

≤‡‡≤Æ©

 ÈU??¼Åj??šÅÁ—U?Ä ‰u?Þ ©»ÅDB ¨ CD Ë CBX??ÝœÅt?Ð «— 

Æb¹—Ë¬

 YK¦� XŠUO� ©ÃÅDBCÆbOM+ t³ÝU×� «— 

¥ ÁUÖd¼ ‡‡

  
A

0

3
 ¨

  
B

−4

0
 ¨ 

  
C

−3

−3
 Ë 

  
D

−4

4
¨

 —u×� ÈË— Ábý Áœ«œ ◊UI> “« p¹ÅÂ«b+ ©n;«xÂ«b+ Ë U¼

 —u×� ÈË— p¹yøœ—«œ —«dQ U¼

Ë Â—U?N?Ç Ë ÂËœ l?Ð— “UOLO> ÈË— ◊UI> “« p¹ÅÂ«b+ ©»

øœ—«œ —«dQ ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “UOLO> ÈË— p¹ Â«b+

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ©ÃCDÆbOM+ »UOŠ «— 

A O B C

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5

® Êu	“¬ÅgOÄ±©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��±©

y

O
x

1 2 3 4 5−4 −3 −2 −1

1

2

3

4

5

−1

−2

C B

D

 qJý±‡‡≤

 qJý≤‡‡≤

xA =         xB =           xC =



ÅÅµµ

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��±©

µ ÈU¼ÅtDI> ©n;« ‡‡ 

  
A

2

8
 Ë 

  
B

8

4
ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ ÈË— «— 

Å qJý®  UB²2�≥‡‡≤ÆbOM+ h2A� ©

 ÈÅtDI>  UB²2� ©»M jšÅÁ—UÄ jÝË ̈ABÆbOO¹uMÐ «— 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ©ÃOMÆbOM+ t³ÝU×� «— 

∂ ÈÅtDI> Ëœ  UB²2� ‡‡ A Ë BÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ 

 ÁUÖd¼A = B —«bI� XÝ« »uKD�   2a + 3bÆ

  B(3,a + b) Ë   A(a − b,7)

y

O
x

 qJý≥‡‡≤



ÅÅµ∂

±‡‡≤œ«bŽ« —u×	 ‡‡

“« XÝ«  —U³Ž —u×� t+ b¹—«œ œU¹ tÐ t²ýcÖ ÈU¼Å‰UÝ “«

Ë √b³� Ê«uMŽ tÐ È«ÅtDI> Ê¬ ÈË— t+ —«œÅXNł XÝ«— jš p¹ò

—u×� XNł ÆåbýUÐ Ábý sOOFð ÈdOÖÅÁ“«b>« bŠ«Ë Ê«uMŽ tÐ v;uÞ

XÝ«— ·dÞ “« Ë X³¦� XÝ«— tÐ éÇ ·dÞ “« √b³� tÐ X³O> «—

ÆbMM+Åv� ÷dB vHM� éÇ tÐ

—u×� “« tDI> d¼ Ë —u×� “« tDI> p¹ UÐ «— vIOIŠ œbŽ d¼

ö¦� ÆrOM+Åv� dþUM²� vIOIŠ œbŽ p¹ UÐ «—Î √b³� OœbŽ UÐ dþUM²� 

 bŠ«Ë ÈÅtDI> Ë dHi(I) qJý® XÝ« p¹ œbŽ UÐ dþUM²� µ‡‡ÅÅÅÅ≤Æ©

 ∫t²J4e?O?> q¹U� Ë ÈœuLŽ ¨vIB«  —ui tÐ œ«bŽ« —u×�

 qJý® býUÐ b>«uðÅv�∂‡‡ ≤Æ©

œ«bŽ« Ê¬ √b³� XÝ«— XLÝ —œ ̈ býUÐ vIB« È—u×� ÁUÖd¼

ÆXÝ« vHM� œ«bŽ« éÇ XLÝ —œ Ë X³¦�

 ‰U¦	±∫ qJý —œ ∑‡‡≤ X ÈÅtDI> A dÐ«dÐ ≤ Ë XÈÅtDI> 

B dÐ«dÐ   −3ÆbOM+Åv� Áb¼UA� «— 

±‡‡±‡‡≤∫—u×	 p¹ “« jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ‡‡ dÖ« XAË 

XB ◊UI> h²2� A Ë B —u×� ÈË— dÐ ′X OXÈÅÁ“«b>« ÆbýUÐ 

 jšÅÁ—UÄ Èd³łABÅ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 —«bI� vBdÞ “« ‡‡OA Ë OB∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

O I
X′X

 —u×	µ‡‡ ≤

—u×	∂‡‡ ≤

O

I

′X

X

O

I

X

′X

0 1 2 3−1−2−3
′X X

O I AB

 —u×	∑‡‡≤

O
X′X

A B
∫©¿®‰u�dB  U³Ł«

OA = XA Ë OB = XB

©n>«® ©»®

AB = XB − XA

 —u×	∏‡‡ ≤

 qJý¥‡‡ ≤ —U"œ ‡‡

©¿®

 qJý tÐ tłuð UÐ∏‡‡ ≤∫r¹—«œ 

OB = OA + AB ⇒ AB = OB − OA



ÅÅµ∑

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ‡‡AB∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ qÐUI� ‰u�dB “« 

 ‰U¦	±∫dÖ«   XA = −5Ë  :XB = 3

 ◊UI> ©n;«A Ë B —u×� ÈË— «— π‡‡≤ÆbO¼œ ÊUA> 

 Èd³ł ÈÅÁ“«b>« ©»AB∫bOM+ »UOŠ «— 

 ‰U?¦	≤∫ d?O?E?> ◊UI>   5 Ë   −2œ«b?Ž« —u?×� ÈË— «— 

±∞‡‡≤ÆbO¼œ ÊUA> 

∫qŠ —«bI�   5 —«bI� Ë dHi XÝ«— XLÝ “« «—   −2«— 

ÆrOM+Åv� «bł —u×� ÈË— dHi éÇ XLÝ “«

 ‰U¦	≥∫ ÁUÖd¼   AB =11 Ë   XA = 5 —«bI� býUÐ XB

ÆbOÐUOÐ «—

 ‰U¦	¥∫ ÁUÖd¼   XA = 4 Ë   XB = −7býUÐ BA —bQÅtÇ

øXÝ«

s¹d9

± dOE> ◊UI> ‡‡  − 5 ̈  − 7 ̈  3 ̈

  
11
3 Ë   7—u×� ÈË— «— 

® vIOIŠ œ«bŽ«±±‡‡≤ÆbO¼œ g¹U/ ©

≤ ÁU?Öd¼ ‡‡  AB = 7 Ë   XB = 3 b?ýUÐ XAX?ÝœÅtÐ «— 

 ÈÅU¼ÅtDI> Ë b¹—Ë¬A Ë B —u×� ÈË— «— ′X OX ®Å±≤‡‡≤ÊUA> ©

ÆbO¼œ

≥øXÝ« vIB«  —ui tÐ Á—«uL¼ vIOIŠ œ«bŽ« —u×� U¹¬ ‡‡

ÆbO>eÐ ‰U¦�

¥ ◊UI> ‡‡A ¨ B ¨ C Ë D —u×� ÈË— ′X OX ®Å±≥‡‡≤©

ÆbO¼œ aÝUÄ q¹– ÈU¼Å‰«RÝ tÐ ÆXÝ« Ábý h2A�

AB = XB − XA

©n;« »«uł

O 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5

BA
′X X

 —u×	π‡‡ ≤

©» »«uł  AB = XB − XA = 3 − (−5) = 3 + 5

  ⇒ AB = 8

O−2
′X X

5

 —u×	±∞‡‡≤

 qŠ≤∫

 qŠ≥∫

  AB = XB − XA ⇒11= XB − 5

⇒ XB =11+ 5 ⇒ XB =16

 qŠ¥∫

  BA = XA − XB = 4− (−7) ⇒ BA =11

′X X
IO

 —u×	±±‡‡≤

O
X′X

I

—u×	±≤‡‡≤

′X X
O I A BCD

 —u×	±≥‡‡≤



ÅÅµ∏

 ©n;«XDÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 jšÅÁ—UÄ Èd³ł ÈÅÁ“«b>« ©»DAÆbOM+ »UOŠ «— 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ©ÃAB Ë BAÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ∫XHÖ Ê«uðÅv� Á—«uL¼ U¹¬ ©œ  BA + AB =0ø

≤‡‡±‡‡≤∫rzUJ  UB²%	 ÈU¼—u×	 ‡‡ÈÅtDI> “« ÁUÖd¼ 

O —u?×� dÐ ′x O x —u?×� ¨′y O yËœ s?¹« r?OM+ rÝ— œuLŽ «— 

 ÈÅt??D??I?> Ë —u?×?�Ob??M??¹u??ÖÅv??� r??zU??Q  U??B?²?2?� ÁU?~?²?Ýœ «— 

qJý®±¥‡‡≤rOOIð tOŠU> —UNÇ tÐ «— t×Hi  UB²2� ÁU~²Ýœ Æ©

qJý® bM+Åv�±¥‡‡≤Æ©

 —u×�′x O x —u×� «— x—u×� Ë U¼Å′y O y —u×� «— yU¼Å

ÆrO�U>Åv�

O x

y

x < 0

y > 0

x > 0

y > 0

x < 0

y < 0

x > 0

y < 0

′x

′y

Â—UNÇ ÈÅtOŠU4ÂuÝ ÈÅtOŠU4

‰Ë« ÈÅtOŠU4ÂËœ ÈÅtOŠU4

 qJý±¥‡‡≤

 qJý±µ‡‡≤



ÅÅµπ

 XO>UF�±‡‡≤

 dÖ«  A(3, 3) Ë   B(−3, 3) Ë   C(−3,−3) Ë   D(3,−3)

¨bMýUÐ qOD²O� p¹ ÈU¼Å”√—

 qOD²O� ©n;«ABCD UB²2� ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ —œ «— 

®±∂‡‡≤ÆbOM+ h2A� ©

e?�d?Q @?>— U?Ð œ—«œ —«dQ ÂuÝ lÐ— —œ t+ «— È«ÅtOŠU> ©»

ÆbO>eÐ t¹UÝ

 ÈÅtM¹dQ ©ÃA —u×� tÐ X³O> yÈU?¼Å”√— “« p¹ÅÂ«b+ U¼

øXÝ« qOD²O�

 XO>UF�≤‡‡≤

 ÈÅtDI>  UB²2� ©n;«B  UB²2� ÁU~²Ýœ —œ «— ±∑‡‡≤

ÆbOM+ «bOÄ

 ÈÅtDI> ©»B tÐ «— Oœuš ÈÅÁ“«b>« tÐ Áœd+ qiË ©√b³�® 

 ÈÅtDI> «— Ê¬ ÈUN²>« ÆbO¼œ œ«b²�«′B«— Ê¬  U?B²2� Ë bO�UMÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫ »«uł ′B

BË ′Bøb>—«œ È«ÅtDÐ«— tÇ  UB²2� √b³� tÐ X³O> 

O x

y

′y

′x

 qJý±∂‡‡≤

y

O
x

B
x = ?

y = ?

 qJý±∑‡‡≤



ÅÅ∂∞

 XO>UF�≥‡‡≤

 ÈÅtDI> ©n;«  A(−2, 3)  UB²2� —u×� ÈË— «— ±π‡‡≤

ÆbO¼œ ÊUA>

 ÈÅtM¹dQ ©»A —u×� tÐ X³O> «— x UB²2� —u×� ÈË— U¼

±π‡‡≤ «— Ê¬ Ë bO¼œ ÊUA> ′AÆbO�UMÐ 

 ÈÅtDI>  UB²2� U¹¬ ©Ã′A ¨  (−2, −3)Åøbý b¼«uš 

 vKÐ dOš        

ÈÅt?DI> U¹¬′A ÈÅt?DI> ÈÅtM¹dQ «— A —u?×� tÐ X³O> xU¼

 vKÐ ÆrO�U>Åv� dOš     

∫t?−?O²4 X?O?;U?F?B tÝ tÐ tłuð UÐ ±‡?‡≤ ¨Å≤‡‡≤ Ë ≥‡?‡≤tÝ 

Ær¹dOÖÅv� «— d¹“ ÈÅt−O²>

± ÈÅt?DI> ÈÅtM¹dQ ‡‡A(x,y) —u?×� tÐ X³O> xÈÅt?DI> U¼

′A (x,−y) XÝ« ® qJý≤∞‡‡≤Æ©

O x

y

 qJý±∏‡‡≤

 qJý±π‡‡≤

y

x

′A (x, y)

A(x, y)

O

_

 qJý≤∞‡‡≤



ÅÅ∂±

≤ ÈÅt?DI> ÈÅtM¹dQ ‡‡B(x,y) —u×� tÐ X³O> yÈÅt?DI> ¨U¼

′B (−x,y) XÝ« ® qJý≤±‡‡≤Æ©y

x

′B (−x ,y ) B(x ,y )

O

 qJý≤±‡‡≤

≥ ÈÅtDI> ÈÅtM¹dQ ‡‡C(x,y)ÈÅtDI> ̈  UB²2� √b³� tÐ X³O> 

C(−x, −y) XÝ« ® qJý≤≤‡‡≤Æ©

y

xO

′C (− x,−y)

C(x,y)

 qJý≤≤‡‡≤

‰U?¦?	±∫ ÈÅt?D?I?> ÈÅt?M?¹dQ   B(7,−3)√b?³?� t?Ð X?³?O?> «— 

ÆbOM+ «bOÄ  UB²2�

‰U?¦	≤∫ ÈÅt?D?I> ÈÅtM¹dQ ©n;«   A(−8,−4)t?Ð X?³O> «— 

 —u×�xÆbOM+ «bOÄ U¼

 ÈÅt?D?I> ÈÅtM¹dQ ©»  C(−8,−4) —u?×?� tÐ X³O> «— yU¼

ÆbOM+ «bOÄ

 qŠ±∫

√b³� tÐ X³O>

  B(7,−3)              → ... . ′B (−7, 3)

 tÐ X³O>yU¼

  C(−8,−4)            → ... ′C (8,−4)

 tÐ X³O>xU¼

 qŠ≤∫
  A(−8,−4)

           → ... ′A (−8,4)



ÅÅ∂≤

 ‰U?¦?	≥∫ œb??Ž mÈÅt??D?I?> t?+ b?¹—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð ÊU?M?Ç «— 

  B(2m − 3,5) —u×� ÈË— ′y OyÆbýUÐ 

 ‰U??¦?	¥∫ œb?Ž CÈÅt??D??I?> t?+ b?¹—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð ÊU?M?Ç «— 

  D(5,2C −1) —u×� ÈË— ′x OxÆbýUÐ 

s¹d9

± qJý  UB²2� —u×� tÐ tłuð UÐ ‡‡≤≥‡‡≤d¹“ ÈU¼Å—U+ 

ÆbO¼œ ÂU$« «—

 ÈÅt?D?I?> ÈÅt?M?¹dQ ©n;«M —u?×?� t?Ð X³O> xÈË— «— U?¼

ÆbO¼œ ÊUA> qJý

 ÈÅtDI> ÈÅtM¹dQ ©»MÅ—u×� tÐ X³O> «— yqJý ÈË— U¼

ÆbO¼œ ÊUA>

 ÈÅt?D?I> ÈÅtM¹dQ ©ÃMÈË—  U?B?²2� √b³� tÐ X³O> «— 

 qJý≤≥‡‡≤ÆbO¼œ ÊUA> 

≤ ‡‡ q???J???ý t???Ð t???łu???ð U???Ð≤¥‡‡≤ —«b???I???� ¨s Ë t—œ «— 

  C(2t − 3,5S +2)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

≥‡‡±‡‡≤∫t×HR —œ jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ‡‡ dÖ«   y1),
  A(x1

 Ë  y2),
  B(x2ÅÅ j?šÅÁ—U?Ä ‰u?Þ ¨b?M?ýU?Ð Á«u?)œ ÈÅt?DI> Ëœ AB

 qJý®≤µ‡‡≤ÆœuýÅv� »UOŠ d¹“ ÈÅtDÐ«— “« ©

  
AB = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

  
⇒ 2m − 3 =0⇒ m = 3

2

 qŠ¥∫  C(x,y) ⇒ y =0 —u×� dÐ xœ—«œ —«dQ U¼

⇒ 2C −1=0⇒ C = 1
2

y

O
x

M

′x

′y

 qJý≤≥‡‡≤

y

O
x

−4

6C

 qJý≤¥‡‡≤

y

xO

y2 − y1

x2 − x1

B(x2 5y2)

A(x1 5y1)

 qJý≤µ‡‡≤

 qŠ≥∫  B(x,y) ⇒ x =0—u×� dÐ yœ—«œ —«dQ U¼



ÅÅ∂≥

 ‰U?¦	±∫ ◊U?I?> A Ë B‰u?Þ ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� q?ÐUI� —œ 

 jšÅÁ—UÄAB Ë OBÆbOÐUOÐ «— 

∫qŠ∫r¹—«œ jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ÈÅtDÐ«— “« 

Å‡‡xË y◊UI>ÅÅ¨ÅÅAÅË B∫rO¼œÅv� —«dQ tDÐ«— —œ «— 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞAB∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ‡‡OBÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ qÐUI� ÈÅtDÐ«— “« 

 ‰uÞ ‡‡OB∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  B(2,5) Ë   A(3, −4)

  AB = (xA − xB)2 + (yA − yB)2

  ⇒ AB = (3 −2)2 + (−4− 5)2 = 12 + (−9)2

⇒ AB = 1+ 81 ⇒ AB = 82

  
OB = xB

2 + yB
2 = 22 + 52 = 4+25

  ⇒ OB = 29

∫t?−?O²4 b?M?>U?� Á«u?)œ ÈÅt?D?I?> p¹ ÈÅtKiUB B(x,y) q?Jý —œ ≤∂‡?‡≤∫U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð  U?B?²?2� √b³� Uð 

  
OB = xB

2 + yB
2

O

¥‡‡±‡‡≤t×HR —œ jšÅÁ—UÄ p¹ jÝË  UB²%	 ‡‡

 XO>UF�¥‡‡≤

 ◊UI>  UB²2� ©n;«A Ë BÆbOM+ «bOÄ «— 

 ÈÅtDI> ÁUÖd¼ ©»M jšÅÁ—UÄ jÝË AB —«bI� býUÐ xM

 ËyM bOM+ «bOÄ «— ® qJý≤∑‡‡≤Æ©

O

 qJý≤∑‡‡≤

 qJý≤∂‡‡≤



ÅÅ∂¥

  UB²2� sOÐ vÞU³ð—« tÇ ©ÃA Ë B ÈÅtDI> UÐ MœułË 

øœ—«œ

 qJý≤∏‡‡≤

  
xM =

x1 + x2
2

  
yM =

y1 + y2
2

©n>« qŠ

  

xM =
x1 + x2

2 = 5 + 7
2 = 6

yM =
y1 + y2

2 = 6 + (−2)
2 = 2









⇒ M(6,2)

©» qŠOM = x2 + y2 = 62 +22

  = 36 + 4 ⇒ OM = 40

 qŠ≤©

  
xM =

x1 + x2
2 ⇒ 2 = 2m + 8

2 ⇒ 4 = 2m + 8

  ⇒ 2m = −8 + 4 ⇒ 2m = −4 ⇒ m = −2

  
yM =

y1 + y2
2 ⇒ −3= 5 + 3n −1

2 ⇒ −6= 3n + 4

  
⇒ 3n = −6 − 4 = −10⇒ n = −10

3

 ∫t−O²4 ÁUÖd¼  A(x1, y1) Ë   B(x2, y2)t×Hi —œ tDI> Ëœ 

 ÈÅt?D?I?>  U?B²2� bMýUÐM j?šÅÁ—UÄ jÝË ABÈÅt?DÐ«— Ëœ “« 

 qJý® b¹¬Åv� XÝœÅtÐ Ë—ÅtÐË—≤∏‡‡≤Æ©

 ÈËU???O??ð “«′A ′M = ′M ′B Ë ′′A ′′M = ′′M ′′Bt??Ç 

ø«dÇ øb¹dOÖÅv� Åt−O²>

 ‰U¦	±∫

 ∫rOýUÐ t²ý«œ dÖ« ©n;«  A(5,6) Ë   B(7,−2) UB²2� ̈

 ÈÅtDI>M jšÅÁ—UÄ jÝË ¨ABÆbOM+ t³ÝU×� «— 

 jÝË ÈÅtKiUB ©»ABÆbOM+ t³ÝU×� «—  UB²2� √b³� Uð 

 ‰U¦	≤∫ rOýUÐ t²ý«œ ÁUÖd¼   A(2m,5) Ë   B(8, 3n −1)

 ÈÅt?DI> Ë  M(2,−3) jšÅÁ—UÄ jÝË ABd?¹œUI� býUÐ m Ë n«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

—«bI�m∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

—«bI�n∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 



ÅÅ∂µ

s¹d9

± ÁUÖd¼ ‡‡  A(−3,6) Ë   B(3,5)∫býUÐ 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ©n;«ABÆbOM+ t³ÝU×� «— 

 jÝË ÈÅtKiUB ©»ABÆbOÐUOÐ «—  UB²2� √b³� Uð 

≤ ÈÅtDI> Ëœ ‡‡A Ë BdÖ« Æb>«Å÷ËdH� qÐUI�  UB²2� tÐ 

 j?šÅÁ—UÄ ‰uÞAB d?Ð«dÐ ≤∞∞ —«b?I� býUÐ bŠ«Ë mt?³?ÝU×� «— 

ÆbOM+

≥ ÈÅtDI> Ëœ ‡‡C Ë DÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ dÖ«CD dÐ«dÐ   10 5 —«bI� býUÐ bŠ«Ë m

ÆbOM+ t³ÝU×� «—

µ‡‡±‡‡≤Vðd	 ÃË“ Ëœ ÈËUUð ‡‡

 Vðd� ÃË“ Ëœ(x,y) Ë (z, t) h²2� ÁUÖd¼ b>dÐ«dÐ r¼ UÐ

ÈËU?O?� e?O?> U?¼ÅÊ¬ ÂËœ h?²?2� eO> Ë bMýUÐ dÐ«dÐ r¼ UÐ U¼ÅÊ¬ ‰Ë«

ÆfJŽdÐ Ë bMýUÐ

 ‰U????¦???	±∫ V????ðd????� ÃË“ Ëœ A Ë B U????B????²????2???� t???Ð 

  (2a − b, 3a + 4) Ë   (7,2a +10) ̈ b>«Å÷ËdH� ËdÐË— ◊dý UÐ a

 ËbÆbOM+ «bOÄ «— 

∫qŠ  UB²2� ÊœuÐ dÐ«dÐ “« A Ë B∫Xý«œ rO¼«uš 

 —«bI� t;œUF� qŠ UÐ ‡‡aÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

 Êœ«œ —«dQ UÐ Å‡‡a t;œUF� —œ b∫rOM+Åv� »UOŠ «— 

B(−m,m) Ë   A(4m,m)

  
AB = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

⇒ 200= (4m − (−m))2 + (m − m)2

 
  ⇒ 200= (4m + m)2 + (0)2 = (5m)2 = 5m

  
⇒

5m = 200⇒ m = 40

−5m = 200⇒ m = −40




  D(2m,4m) Ë   C(m,2m)

(x,y) = (z, t) 4 x = z,y = t

(2a − b, 3a + 4) = (7 ,2a +10)

  

xA = xB ⇒ 2a − b = 7

yA = yB ⇒ 3a + 4 = 2a +10⇒




ÅÅÅÅÅÅÅÅ  
  
3a −2a =10− 4 ⇒ a = 6

      2a − b = 7 ⇒
a=6

2×6 − b = 7 ⇒ b =12 − 7 = 5



ÅÅ∂∂

 ‰U?¦	≤∫ —«b?I?‡�  aÈÅt?D?I?> t?‡?‡?+ b?O?M?‡?+ «b?‡OÄ ÊUMÇ «— 

  3a − 4) Ë   B(2a +1ÆbýUÐ ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “UOLO> ÈË— 

 ∫qŠ∫Xý«œ rO¼«uš ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “UOLO> XOiUš tÐUMÐ 

 —«bI� t;œUF� qŠ UÐ ‡‡a∫UÐ dÐ«dÐ 

s¹d9

±  UB²2� ÁUÖd¼ ‡‡A Ë B—«bI� býUÐ ÷ËdH� qÐUI� —œ 

a Ë b Vðd� ÃË“ Ëœ t+ bOÐUOÐ ÊUMÇ «— A Ë BfáÝ ªbMýUÐ dÐ«dÐ 

 ÈÅtM¹dQAÆbOM+ «bOÄ  UB²2� √b³� tÐ X³O> «— 

≤ —«b?I?� ‡‡b ÈÅt?D?I?> t?+ b?OÐUOÐ ÊUMÇ «— C U?B?²?2� tÐ 

ÆbýUÐ Â—UNÇ Ë ÂËœ lÐ— “UOLO> ÈË— Ë—ÅtÐË—

 j??š Â—U??N?Ç Ë ÂËœ l?Ð— “U?O?L?O?> ∫v?¹U?L?M?¼«—®y = −x

©býUÐÅv�

≥ dÖ« ‡‡C Ë ′C—«bI� bMýUÐ tM¹dQ  UB²2� √b³� tÐ X³O> 

s Ë t qJý tÐ tłuð UÐ® bOÐUOÐ «— ≤π‡‡≤Æ©

¥ ÁUÖd¼ ‡‡ABC t+ býUÐ YK¦� p¹   A(3,5) Ë BÈÅtM¹dQ 

 tDI>A —u?×� tÐ X³O> x Ë U¼C ÈÅtM¹dQ A —u×� tÐ X³O> yU¼

 Y?K?¦� ¨býUÐABCË b?O?M?+ r?Ý—  UB²2� ÈU¼—u×� ÈË— «— 

 lK{ ‰uÞ fáÝBCÆbOM+ t³ÝU×� «— 

µ dÖ« ‡‡   A(3,5) Ë   B(−8,5)∫bMýUÐ 

 ◊U?I?> ©n?;«A Ë B  U?B?²?2?� ÁU?~?²?Ýœ ÈË— «— ≥∞‡?‡≤

ÆbOM+ h2A�

 jšÅÁ—UÄ jÝË  UB²2� ©»ABÆbOM+ «bOÄ «— 

 ◊UI> ©ÛA Ë Bf?á?Ý ¨bOM+ qiË  UB²2� √b³� tÐ «— 

 YK¦� jO×�OABÆbOM+ t³ÝU×� «— 

  xB = yB ⇒ 2a +1= 3a − 4

3a −2a =1+ 4 ⇒ a = 5

  B(10,4a − 5) Ë   A(3a + b,7)

y

xO

C(2s+1,t − 3)

′C (−4, t −1)

 qJý≤π‡‡≤

O x

y

 qJý≥∞‡‡≤

  C(3b − 5,7b +1)



ÅÅ∂∑

∂ ÈU¼Å”√—  UB²2� ©n;« ‡‡ÅÅB¨D ¨C Ë AqJý —œ «— 

≥±‡‡≤ÆbOÐUOÐ 

 v?FK{—UNÇ ÈÅtM¹dQ ©»ABCD —u?×� tÐ X³O> «— xU¼

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

 v?FK{—UNÇ ÈÅtM¹dQ ©ÛABCD —u?×� tÐ X³O> «— yU¼

ÆbOÐUOÐ

 vFK{—UNÇ ÈÅtM¹dQ © ABCD UB²2� √b³� tÐ X³O> «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

y

O
x

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

A

B C

D

 qJý≥±‡‡≤



ÅÅ∂∏

± d?‡?‡?Ö« ‡‡  xA = 5 Ë   xB = −6 Ë   AB = 2ACb?ýU?Ð 

 —«bI�ACÆbOÐUOÐ «— 

≤ ◊UI> ‡‡

  
A

6

2
 ̈  

  
B

−6

 2
 Ë 

  
C

0

8
 YK¦� ÈU¼Å”√— ABC

ÆbýUÐÅv�

 ◊U?I> ©n;«A ¨B Ë C  U?B?²2� —u×� ÈË— «— ≥≤‡‡≤

ÆbOM+ h2A�

 YK¦� XŠUO� ©»ABCÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥ ÈÅtDI> ÁUÖd¼ ‡‡A jš ÈË— ̈ Ë—ÅtÐË—  UB²2� tÐ y = x

  UB²2� býUÐ lQ«ËAÆbOÐUOÐ «— 

¥ ◊UI> ‡‡A Ë BÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅÅtÐÅË—  UB²2� tÐ 

 jšÅÅÁ—UÄ ‰uÞ ©n;«ABÆbOM+ t³ÝU×� «— 

 jšÅÅÁ—UÄ jÝË  UB²2� ©»ABÆbOÐUOÐ «— 

  2a +1) Ë   A(−2a

O x

y

′y

′x

 —u×	≥≤‡‡≤

® v4U¹UÄ Êu	“¬±©

® v�U�UÄ Êu�“¬ �ô«R� t� a�UÄ q��±©

  
B

−2

 1
 Ë 

  
A

2

5



ÅÅ∂π

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b>«u²Ð t+ œË—Åv� —UE²>« ułdM¼ “« qBB s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM+ n¹dFð «— Á“UÐ ‡‡

≤ªbO¹uMÐ tŽuL−�  —ui tÐ «— Á“UÐ Ÿ«u>« ‡‡

≥ªb¼œ g¹U/ œ«bŽ« —u×� ÈË— «— Á“UÐ Ÿ«u>« ‡‡

¥Æb¼œ ÂU$« «— U¼ÅÁ“UÐ ÈË—dÐ ‰ULŽ« ‡‡

مبخش دو

ÂËœ qB�

Á“UÐ

K" ·b¼                                v

Ê¬ tÐ t²OÐ«Ë ÈU¼ÅÂuNH� Ë Á“UÐ ÂuNH� qOLJð Ë È—Ë¬œU¹



ÅÅ∑∞

® Êu	“¬ÅgOÄ≤©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©
± ÈU??¼ÅÁ“U?‡?Ð ‡?‡  A = −2, 3[ ) Ë   B = (2, +∞)ÈË— «— 

 —u×�≥≥‡‡≤ÆbO¼œ ÊUA> 

≤ ÈU¼ÅÁ“UÐ ‡‡A Ë Bd?¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ Æb>«Å÷ËdH� qÐUI� —œ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «—

 ©n;«
  

AB

 ©»
  

AB

 ©ÃA − B

 rL²� ©œA—u×� ÈË— «— ≥¥‡‡≤ÆbO¼œ ÊUA> 

≥Ê¬ fáÝ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� ÈÅt;œUF�U> »«uł ‡‡

ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —ui tÐ «—

¥ÆbO¼œ g¹U/ Á“UÐ  —ui tÐ «— qÐUI� ÈÅt;œUF�U> »«uł ‡‡

  B = −4,5[ ) Ë   x > −1}Ë  A = x x{ ∈R

O 1 2 3 4 5−1−2−3

 qJý≥≥‡‡≤

O 1 2 3−1−2−3

 qJý≥¥‡‡≤

−3 ≤ 3x
4 + 5 < 7 ®n;«

  (x − 5)(3x + 4) ≥0 ®»



ÅÅ∑±

12345
12345
12345
12345
12345

≤‡‡≤Á“UÐ ‡‡

“« d?ðÅr?+ Ë d?H?i “« d?ðÅg?OÐ ·—UF²� j¹«dý —œ »¬ ÈU�œ

±∞∞«— »¬ ÈU?�œ  «d?OOGð ÈÅÁ“UÐ ÆbýUÐÅv� œ«dÖÅv²>UÝ ÈÅtł—œ 

 UÐ Ê«uðÅv�  (0,100) “UÐ ÈÅÁ“UÐ «— U¼ÅÁ“UÐ s¹« Æœ«œ g¹U/ ∞ Ë ±∞∞

ÆbM�U>Åv� ©biËdHi®

bMýUÐÅv� vIOIŠ œ«bŽ« ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ s¹dðÅrN� ¡eł U¼ÅÁ“UÐ

Æb>uýÅv� Áœ«œ g¹U/ d¹“ ÈU¼ÅqJý tÐ Ë

±‡‡≤‡‡≤ “UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡a Ë b∫ “UÐ ÈÅÁ“UÐ a Ë bÈ—uÞÅtÐ 

 t+a < b s?O?Ð vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtL¼ ÈÅtŽuL−� «— a Ë bn¹dFð 

 qJý  —ui tÐ Ê¬ È—«œu/ g¹U/ t+ bM¹U/Åv�≥∂‡‡≤ÆbýUÐÅv� 

Ë—Åt?ÐË—  —u?i t?Ð v?{U?¹— r?zö?Ž U?Ð È«ÅtŽuL−� g¹U/

ÆXÝ«

 ‰U?¦	±∫«— Ê¬ »«u?ł Ë Áœd?+ qŠ «— Ë—ÅÅtÐÅË— ÈÅt;œUF�U> 

ÆbOM+ h2A� —u×� ÈË— Ë bOO¹uMÐ tŽuL−� Ë Á“UÐ  —uiÅÅÅtÐ

∫qŠÆrO¼œÅv� —«dQ dHi ÈËUO� «— t;œUF�U> 

ÆrOM+Åv� «bOÄ «— t;œUF� ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

 ÈÅt;œUF� ‡‡  −x2 + 4xÆrOM+Åv� X�öŽ sOOFð «— 

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ±‡‡≤∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t;œUF�U> »«uł 

 qJý® ÅÁ“UÐ È—«œu/ g¹U/ ‡‡≥∑‡‡≤Æ©

0 100

 qJý≥µ‡‡≤—«œu/  —uR tÐ »¬ ÈU	œ  «dOOGð g¹U/ ‡‡

    x x ∈R  ,  0< x <100{ }
©v{U¹— rzöŽ® tŽuL−	  —uR tÐ »¬ ÈU	œ  «dOOGð g¹U/

(a, b) U¹ a,b] [

  x x ∈R  ,  a < x < b{ }

−x2 + 4x =0⇒ x(−x + 4) =0⇒

  x = 4 U¹   ⇒ x =0

a b
′x x

 qJý≥∂‡‡≤ ÅÈÅÁ“UÐ È—«œu/ g¹U/ ‡‡(a,b)

 ‰Ëbł±‡‡≤

  

 x 0 4  

−x2 + 4x >0 − 0
|

|
+ 0

|

|
       

    x x ∈R  ,  0< x < 4{ }  (0,4) =

0 4

 qJý≥∑‡‡≤

1234
1234
1234
1234

  −x2 + 4x >0

  4

 »«uł

−



ÅÅ∑≤

≤‡‡≤‡‡≤ ÈÅt²UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡aË bÅ∫ ÅÅÅÅÅdÖ«a ≤ b t+ È«ÅÁ“UÐ

®Å“U?Ð ÈÅÁ“U?Ð ◊U?I> dÐ ÁËöŽbÅ,ÅÅÅa ◊U?I?> q�Uý ©a Ë bÈÅÁ“U?Ð býUÐ 

 ÈÅt²OÐa,b[ ] qJý Ê¬ È—«œu/ g¹U/ Ë œuýÅv� ÁbO�U> ≥∏‡‡≤

ÆXÝ«

 —u?i t?Ð v{U¹— rzöŽ UÐ tŽuL−�  —ui tÐ g¹U/ ‡‡

ÆXÝ« Ë—ÅÅtÐÅË—

 ‰U¦	≤∫ ÈU¼ÅÁ“UÐ A Ë BÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ 

 ÈÅÁ“U?Ð Ëœ —«œu/ ©n;«A Ë B —u?×� ÈË— dÐ «— ≥π‡‡≤

ÆbOM+ rÝ—

 Á“UÐ ©»
  

ABÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ býUÐÅv� „d²A� Á“UÐ Ëœ d¼ —œ t+ v²LOQ

 ©Ã
  

ABÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 œb?Ž v?MF¹ U¼ÅÁ“UÐ ŸËdý ÈÅtDI> “« Á“UÐ Ëœ ŸUL²ł«  −1Uð 

 œbŽ vMF¹ U¼ÅÊ¬ ÈUN²>«≥ÆbýUÐÅv� 

≥‡‡≤‡‡≤ ÈÅt²UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡a“UÐ Ë b Å∫ÅÅÅ ÈÅt²OÐ ÈÅÁ“UÐÅÅÅa

 “UÐ Ëb ◊dý tÐ (a < b) sOÐ vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� «— a Ë b¨

 œb?Ž ÂULC>« tÐaq?J?ý tÐ Ê¬ È—«œu/ g¹U/ Ë bMM+Åv� n¹dFð 

¥∞‡‡≤ÆXÝ« 

 ÈÅÁ“U?Ð È«Åt?Žu?L−� g¹U/ ‡‡a,b[ )t?Ð v?{U?¹— rzöŽ UÐ 

ÆXÝ« Ë—ÅtÐË—  —ui

 ‰U?¦	≥∫ÈÅt?Žu?L?−?� Ë Áœd?+ q?Š «— Ë—Åt?ÐË— ÈÅt;œUF�U> 

ÆbOO¹uMÐ tŽuL−� Ë Á“UÐ  —ui tÐ «— Ê¬ »«uł

a,b[ ]

a b
′x x

qJý≥∏‡‡≤

  x x ∈R  ,  a ≤ x ≤ b{ }

  A = −1,2[ ] Ë   B = 0,3[ ]

A

B
′x x

32016

 qJý≥π‡‡≤

    AB = 0,2[ ]

©Ã qŠ
    AB = −1, 3[ ]

a,b[ ) U¹ a,b[ [

a b
′x x

 qJý¥∞‡‡≤

  x x ∈R  ,  a ≤ x < b{ }

  
− 3

x ≥ 2

n>« qŠ

©» qŠ



ÅÅ∑≥

1234567
1234567
1234567
1234567
1234567

∫qŠ„d²A� Ãd2� Ë Áœ—Ë¬ ·dÞ p¹ tÐ «— U¼ÅtKLł ÈÅtL¼ 

Ær¹dOÖÅv�

∫rOM+Åv� «bOÄ «— t;œUF�U> Ãd2� Ë  —ui ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

ÆrOM+Åv� X�öŽ sOOFð «— t;œUF�U> ‡‡

tŽuL−� U¹ Á“UÐ  —ui tÐ t;œUF�U> ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−�

∫XÝ« Ë—ÅtÐË—  —uiÅtÐ

¥‡‡≤‡‡≤ ‡‡“U?Ð  ÈÅÁ“UÐa ÈÅt?²UÐ Ë bÅ∫ “U?Ð ÈÅÁ“UÐÅÅÅÅÅaË

ÈÅt²OÐÅb ◊dý tÐ (a < b) sOÐ vIOIŠ œ«bŽ« tL¼ ÈÅtŽuL−� «—ÅaË 

b¨ ÈÅt?DI> ÂULC>« tÐ btÐ Ê¬ È—«œu/ g¹U/ Ë bMM+Åv� n¹dFð 

 q?Jý¥±‡?‡≤v?{U?¹— r?zö?Ž U?Ð Ê¬ È«Åt?Žu?L?−?� g¹U/ ÆXÝ« 

ÆXÝ« Ë—ÅÅtÐÅË—  —uiÅÅtÐ

 ‰U?¦	¥∫ ÈU?¼ÅÁ“U?Ð A Ë Bt?Ð ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� q?ÐUI� —œ 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ

 ÈU¼ÅÁ“UÐ ‡‡A Ë B —«œu/ ÈË— «— ¥‡‡≤ÆbOM+Åv� Áb¼UA� 

 ©n;«
  

ABÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

ÆXÝ« „d²A� Á“UÐ Ëœ d¼ —œ t+ È«ÅtOŠU> ‡‡

 ©»
  

ABÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

  
− 3

x −2 ≥0⇒ −3 −2x
x ≥0⇒

  
x =0 ,  − 3 −2x =0⇒ −3 = 2x ⇒ x = −

3

2

 ‰Ëbł≤‡‡≤

    
x x ∈R  ,  − 3

2 ≤ x <0


 

  
−

3
2

,0



 =

a,b] ]  U¹a,b( ]

a b
′x x

 —«œu/¥±‡‡≤

  x x ∈R  ,  a < x ≤ b{ }

Ë                       A = x x ∈R  ,  −1≤ x <1{ }
     B = x x ∈R  ,  0≤ x < 4{ }

A

B

0 1 2 3 4−1
x′x

 —«œu/¥≤‡‡Å≤

  B = 0,4[ ) Ë   A = −1,1[ )

    AB = 0,1[ )

»«uł  

 x −
3

2
0   

 − 3 −2x   + − −    

 x   − − +    

 
−3 −2x

x
  − + −    ÁbA> n¹dFð



ÅÅ∑¥

 È«b²Ð« “« ‡‡A vMF¹   −1 ÈUN²>« Uð BÆœuýÅv� q�Uý «— 

 ©ÃA − BÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ÈÅÁ“U?Ð “«A U?Ð „d?²?A� ÈÅÁ“UÐ B v?M?F¹   0,1[ )·c?Š «— 

∫fÄ ¨rOM+Åv�

 ©œB − AÆbOM+ t³ÝU×� «— 

 ÈÅÁ“U?Ð “«B U?Ð „d?²?A� ÈÅÁ“UÐ A v?M?F¹   0,1[ )ÊËd?O?Ð «— 

∫vMF¹ ªr¹—Ë¬Åv�

∫X¹UNMOÐ v�dF	

øXÝ« œbŽ bMÇ ÊULÝ¬ —œ ÊUÖ—U²Ý œ«bFð ‡‡

® ÈÅÁ“UÐ —œ ‡‡≥Å\≤øœ—«œ œułË vIOIŠ œbŽ bMÇ ©

øœ—«œ œułË vFO³Þ œbŽ bMÇ ‡‡

v?I?O?I?Š œbŽ d¼ “« t+ ÈeOÇ g¹U/ È«dÐ U¼ÅÊ«œÅv{U¹—

 œU/ “« XÝ« dðÅ¯—eÐ+∞ÆbMM+Åv� ÁœUH²Ý« 

v?H?M?� œb?Ž d?¼ “« t?+ Èe?O?Ç g?¹U/ È«dÐ tÐUA� —uÞ tÐ

 œU/ “« XÝ«dðÅpÇu+− ∞ dÖ« fÄ ÆrOM+Åv� ÁœUH²Ý« xÈœbŽ 

∫r¹—«œ ¨býUÐ vIOIŠ Ë Á«u)œ

∫t²J>−∞,+∞ÆbM²OO> œbŽ 

µ‡‡ ≤‡‡≤ “UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡aÅË +∞∫ “UÐ ÈÅÁ“UÐ a Ë +∞

 “« dðÅgOÐ vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtL¼ ÈÅtŽuL−� «—aË bMM+Åv� n¹dFð 

 qJý tÐ Ê¬ È—«œu/ g¹U/¥¥‡‡≤ÆbýUÐÅv� 

/U?¹g �−?Lu?ŽtÅ«È ¬Ê ÐU? Žözr? —¹U{v? Ðt iu?—  —ËÐtÅ—Ë

«ÝX∫

 ‰U¦	µ∫ ÈU¼ÅÁ“UÐ A Ë BÈU¼ÅÁ“UÐ Æb>«Å÷ËdH� qÐUI� —œ 

ÆbOM+ sOOFð «— d¹“

± ©
  

AB

    AB = −1,4[ )

  A − B = −1,0[ )

  B − A = 1,4[ )

 qJý¥≥‡‡≤

Ëì  10100
Ë  1010

Ë  − (10)0Ë  − (10)10
Ë  − (10)100

Ë  −(10)1000

− ∞ < x < +∞

(a, +∞)

a
x′x

 qJý¥¥‡‡≤

  x x ∈R  ,  x > a{ }

  B = 1,5[ ] Ë   A = 2, +∞( )



ÅÅ∑µ

∫qŠ ÈU¼ÅÁ“UÐ A Ë B —«œu/ —œ «— ¥µ‡‡≤ÆbOM+Åv� Áb¼UA� 

 —«œu/ tÐ tłuð UÐ ‡‡¥µ‡‡≤ „«d²ý« A Ë B∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

≤  ©
  

AB

≥ ©′B rL²� BÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫qŠ ÈÅtŽuL−� “«   R ® ©vIOIŠ œ«bŽ«B¨rOM+Åv� ·cŠ «— 

∫fÄ

¥ ©A − B

 ÈU?C?Ž« “« ÁUÖd¼ ‡‡A „d?²?A� ÈU¼uCŽ ¨BÊËd?OÐ «— 

∫r¹—«œ r¹—Ë¬

∂‡‡ ≤‡?‡≤ ÈÅt?²UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡a∫X?¹U?N?4ÅvÐ X³¦	 “UÐ Ë Å

È«ÅÁ“UÐ “U?Ð ÈÅÁ“U?Ð ◊U?I?> dÐ ÁËöŽ t+ (a ,+∞) ÈÅt?D?I> q�Uý a

 ÈÅt?²?O?Ð ÈÅÁ“UÐ býUÐa, +∞[ )t?Ð Ê¬ —«œu?/ t?+ œu?ýÅv� ÁbO�U>  

 qJý¥∂‡‡≤ÆbýUÐÅv� 

Ë—ÅtÐË—  —ui tÐ v{U¹— rzöŽ UÐ Ê¬ È«ÅtŽuL−� g¹U/

∫XÝ«

 ‰U¦	∂∫ÈU�œ X% ·—UF²� j¹«dý —œ »¬ dÖ« rO>«œÅv� 

±∞∞q?¹b?³?ð —U?2?Ð t?Ð œd?O?Ö —«d?Q d?ðÅg?O?Ð U?¹ œ«dÖÅv²>UÝ ÈÅtł—œ 

¨ÅÁ“U??Ð  —u?i t?Ð »¬ —U?2?Ð ÈU?‡?�œ  «d?O?O?G?ð ÈÅÁ“U?‡?Ð Æœu?ýÅv?�

ÆXÝ« Ë—ÅtÐË—  —ui tÐ Ê¬ —«œu/ ËÅÅÅÅÅÅtŽuL−�

A

B

0 1 2 3 4 5
x′x

 qJý¥µ‡‡≤

    AB = 2,5( ]

 qŠ≤∫    AB = 1,+∞[ )

′B = R − B = (−∞ ,1)(5 ,+∞)

  A − B = (5 ,+∞)

a + ∞[ )

a
x′x

 qJý¥∂‡‡≤

  x x ∈R  ,  x ≥ a{ }

 Á“UÐ  100 ,  + ∞[ )

 tŽuL−�    x x ∈R  ,  x ≥100{ }

100

 qJý¥∑‡‡≤

 ‰U¦	∑∫ÆbOM+ sOOFð «— qÐUI�  —U³Ž qiUŠ 

  2, +∞[ ) − (0,4)



ÅÅ∑∂

123456
123456
123456
123456
123456

∫q?Š È—«œu??/ g?¹U?/   2,+∞[ ) Ë   (0,4)q??J?ý —œ «— 

¥∏‡‡≤ÆrOMOÐÅv� 

 “« «— „d²A� XLOQ dÖ«  2,+∞[ )∫r¹—«œ ¨rOM+ ·cŠ 

∑‡‡≤‡‡≤ “U?Ð ÈÅÁ“UÐ ‡‡−∞ Ë a∫ ∫ ∫ ∫ ∫  “UÐ ÈÅÁ“UÐ −∞ Ë a

 “« d?ðÅr+ vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� «—a—«œu?/ Ë rOM+Åv� n¹dFð 

 qJý tÐ Ê¬¥π‡‡≤ÆXÝ« 

v{U¹— rzöŽ UÐ tŽuL−	

 ‰U?¦	∏∫ ÈÅt?Žu?L?−� At?Ð «— Ê¬ r?L?²?� ÆX?Ý« ÷ËdH� 

ÆbO¼œ g¹U/ Á“UÐ  —ui

∫qŠ —«œu/ tÐ tłuð UÐ µ∞‡‡ ≤vIOIŠ œ«bŽ« —u×� “« dÖ« 

 ÈÅtŽuL−�A∫r¹—«œ rO¼œ ‘dÐ «— 

 ‰U¦	π∫ —u?i t?Ð «— q?ÐUI� ÈÅt;œUF�U> »«uł tŽuL−� 

ÆbO¼œ g¹U/ Á“UÐ Ë tŽuL−�

∫q?ŠË r?O?¼œÅv?� ‰U?I?²?>« ·d?Þ p?¹ t?Ð «— U¼ÅtKLł ÈÅtL¼ 

Ær¹dOÖÅv� „d²A�ÅÃd2�

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— Ãd2� Ë  —ui ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

 ‰Ëbł o³Þ ‡‡≥‡‡≤ÊuÇ rOM+Åv� X�öŽ sOOFð «— t;œUF�U> 

qÐUQ »«uł Ê«uMŽÅÅÅÅÅtÐ «— U¼ÅvHM� XÝ« dHi “« dðÅpÇu+ t;œUF�U>

Ær¹d¹cÄÅv� ‰u³Q

0 2 4

( 0,4 )

[2 + ∞)

 qJý¥∏‡‡≤

  2,+∞[ ) − (0,4) = 4,+∞[ )

(−∞,a) U¹ −∞,a] [

a

 qJý¥π‡‡≤

  x x ∈R  ,  x < a{ }

    A = x x ∈R  ,  x ≥ −1{ }

A
′x x

′A

−1

qJýµ∞‡‡ ≤

    ′A = R − A = (−∞,−1)

  

x +1

x
< 3

x +1
x − 3 <0⇒ x +1− 3x

x <0⇒ −2x +1
x <0

  x =0 Ë 

  
−2x +1=0⇒ x =

1

2

 ‰Ëbł≥‡‡≤

»«uł»«uł

  

−2x +1

x
<0

  − 2x +1

x

x

−∞
  

1

2
  0

+ +   0 −

−   0 + +

+   0 −−sOF�U>



ÅÅ∑∑

 ÈÅt?;œU?F?�U> ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−�

  
x +1

x < 3 —uiÅtÐ 

∫tŽuL−� Ë Á“UÐ

 ‰U¦	±∞∫ ÈU¼ÅÁ“UÐ A  ̈B Ë CÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ 

ÆbO¼œ g¹U/ Á“UÐ  —uiÅÅtÐ «— Ë—ÅtÐË—  —U³Ž qiUŠ

∫q?Š —«œu?/ A Ë Br?O?M?+Åv?� h?2?A?� —u×� ÈË— «— 

 qJý®µ±‡‡ ≤Æ©

 „«d²ý« ‡‡
  

AB∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈÅÁ“U?Ð ‡‡C Ë 
  

ABr?O?M?+Åv� h2A� —u×� ÈË— «— 

 qJý®µ≤‡‡ ≤Æ©

 —«œu/ tÐ tłuð UÐµ≤‡‡ ≤∫r¹—«œ 

∏‡‡ ≤‡?‡≤ÈÅt?²?U?Ð Ë X¹UN4ÅvÐ vHM	 “UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡ :a

 “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÁUÖd¼−∞ Ë a ̈a “UÐ ÈÅÁ“UÐ œuý q�Uý eO> «— −∞Ë 

 ÈÅt²OÐa —«œu/ —œ t+ b¹¬Åv� XÝœ tÐ µ≥‡‡ ≤Ábý Áœ«œ g¹U/ 

ÆXÝ«

 È«ÅtŽuL−� g¹U/ ‡‡−∞,a[ ]©ÆXÝ« Ë—ÅtÐË—  —ui tÐ 

 ‰U¦	±±∫Á“U?Ð Ë —«œu?/  —uiÅtÐ «— qÐUI� ÈÅtŽuL−� 

ÆbO¼œ g¹U/

∫qŠ qJý  —ui tÐ È—«œu/ g¹U/ µ¥‡‡ ≤ÆXÝ« 

ÆXÝ«Ë—ÅtÐË—  —ui tÐ Á“UÐ qJý tÐ g¹U/ ‡‡

 ‰U¦	±≤∫ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —ui tÐ «— qÐUI�  —U³Ž qiUŠ 

U¹                                                

  
x > 1

2


 U¹     x x ∈R  ,  x <0{

  C = 2, +∞[ ) ¨   B = (−2, 3) ¨   A = (−∞,2)

  

(AB)C

0 1 2 3−1−2
′x x

A

B

qJýµ±‡‡ ≤

    AB = (−2,2)

C
′x x

−2

A B

2



qJýµ≤‡‡ ≤

(AB)C = (−2,+∞)

−∞,a( ] U¹ −∞,a] ]

a
′x x

qJýµ≥‡‡ ≤

  x x ∈R  ,  x ≤ a{ }

    A = x x ∈R  ,  x ≤ 2{ }

2 4
x′x

O

qJýµ¥‡‡ ≤

  A = −∞,+2( ]

(−3,+∞)(−∞,4)

    
(−∞,0)(12 ,+∞)



ÅÅ∑∏

∫qŠÆrOM+Åv� h2A� —u×� ÈË— «— U¼ÅÁ“UÐ “« Â«b+d¼ 

ÅÅq?J?ý t?Ð t?łu?‡ð U‡Ðµµ‡?‡ ≤ÈÅÁ“U?Ð Ëœ „«d?²?ý« q?iU‡Š

  (−3,+∞) Ë   (−∞,4)∫UÐ dÐ«dÐ 

π‡‡≤‡‡≤∫vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−	 ‡‡ “UÐ ÈÅÁ“UÐ −∞

 Ë+∞g?¹U?/ Ë b?M?�U?>Åv?� v?I?OIŠ œ«bŽ« ÈÅtL¼ ÈÅtŽuL−� «— 

 qJý  —ui tÐ Ê¬ È—«œu/µ∂‡‡ ≤tÐ Ê¬ È«ÅtŽuL−� g¹U/ Ë 

ÆXÝ« Ë—ÅtÐË—  —ui

 ‰U¦	±≥∫ ÈÅÁ“UÐ tÐ tłuð UÐ BXÝœÅtÐ «— d¹“ d¹œUI� ̈ qÐUI� 

Æb¹—Ë¬

 ©n;«
    RB

 ©»
    RB

 ©Ã  R − B

 ©œ  ′R

 ©‡¼′B

 ‰U?¦	±¥∫«— q?ÐU?I?� ÈÅt?;œU?F?�U> ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� 

ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —uiÅÅtÐ

∫qŠ œbŽ ·dÞ Ëœ “« ±∫r¹—«œ ¨rOM+Åv� r+ «— 

 œbŽ dÐ «— t;œUF�U> ·dÞ Ëœ ‡‡≤ÆrOM+Åv� rOOIð 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ U¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� ‡‡

 ‰U¦	±µ∫t?Ð «— qÐUI� ÈÅt;œUF�U> ÈU¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� 

ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —ui

∫qŠ œbŽ ·dÞ Ëœ tÐ ±ªrOM+Åv� tBU{« «— 

 œbŽ —œ «— ·dÞ Ëœ ‡‡¥ªrOM+Åv� »d{ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Á“UÐ  —ui tÐ U¼Å»«uł ÈÅtŽuL−� ‡‡

(−3, +∞)(−∞,4) = (−3,4)

  R = (−∞,+∞)

  x x ∈R  ,  − ∞ < x < +∞{ } = R

′x x
O

 qJýµ∂‡‡ ≤

  B = 2,+∞[ )

    RB = B

    RB = R

    R − B = (−∞,2)

  ′R = R − R = .

′B = R − B = (−∞,2)

2

B
xx′

 qJýµ∑‡‡ ≤

  −2 < 2x +1≤ 5

  ⇒ −3 < 2x < 4

  
⇒ − 3

2 < x ≤ 2

5 ≤ x
4 −1< 7

  
⇒ 6 ≤ x

4 < 8

  ⇒ 24 ≤ x < 32

  ⇒ 24, 32[ )

4−3
′x x

O

 qJýµµ‡‡ ≤

  
− 3

2 ,2+
,

%
&.



ÅÅ∑π

s¹d9

± ÈU¼ÅÁ“UÐ ÁUÖd¼ ‡‡A ̈  B Ë Cd¹œUI� ̈ b>«Å÷ËdH� qÐUI� —œ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“

 ©n;«C − A

 ©»′A

 ©Ã
  

AB

 ©œ
  

BC

≤U¼ÅÊ¬ Ë bOM+ sOOFð «— d¹“ ÈU¼Åt;œUF�U> “« p¹d¼ »«uł ‡‡

 —u×� ÈË— «—′x ox ®fáÝ ¨bO¼œ g¹U/ ©vIOIŠ œ«bŽ« —u×�

ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —ui tÐ

  −3x + 5 ≥ 7 ®Å±

  
2x + 4

3 < 3x −2
2 ®Å≤

5 < x
3 +2 < 7 ®Å≥

  x2 < 5x − 4 ®Å¥

  2x2 ≥ 3x −1 ®Åµ

  x2 ≤ +7x −12 ®Å∂

≥ —u?i t?Ð «— »«u?ł Ë bOM+ qŠ «— d¹“ ÈU¼Åt;œUF�U> ‡‡

ÆbO¼œ g¹U/ —«œu/ ÈË— dÐ Ë bOO¹uMÐ ÅÁ“UÐ

 ©n;«

  
x + 3
x +2 ≤0

 ©»
x +2

2x − 5 ≥ 2

¥ ÁUÖd¼ ‡‡  A = −5,8( ]  ËÅ  B = −2,10[ )ÈU¼Uł ¨býUÐ 

Ä VÝUM� œU/ Ë œbŽ UÐ «— v;Uš
Ô

ÆbOM+ d

B  A = (−5,10) ®Å±

AB = ....  ,  ....[ ] ®Å≤

A − B = ....  ,  ....( ) ®Å≥

µ XŽUÝ sOÐ sOŠ ÁUÖd¼ ‡‡ π Ë ±±XŽUÝ sOÐ sOOŠ ¨

±≥ Ë ±∑ XŽUÝ sOÐ œuL×� Ë ∏ Ë ±πt²ý«œ —uCŠ t>U2ÐU²+ —œ 

∫bMýUÐ

d¼ —uCŠ XŽUÝ ©n;«≥ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —ui tÐ «— dH> 

d~¹bL¼  t>U2ÐU²+ —œ bM>«uðÅv� œ«dB« s¹« “« p¹ Â«b+ ©»

øv>U�“ ÈÅÁ“UÐ tÇ —œ Ë bMM+  UQö� «—

  A(−3,5)  ,  B = (−7,2)  ,  C 3,7[ ]



ÅÅ∏∞

∂Ê¬ —«œu?/ Ë bO¼œ g¹U/ tŽuL−� UÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ‡‡ 

ÆbOM+ rÝ— «—

  −3 ,7( ] =Å ®n;«

  8,9[ ) = ®»Å

  (−∞ , 3) = ®ÃÅ

∑ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —ui tÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� ‡‡

    x x ∈R  ,  x ≥ 3{ } ®Å±

    x x ∈R  ,  x ≤ −5{ } ®Å≤

    x x ∈R  ,  − 5 < x < 5{ } ®Å≥

    
x x ∈R  ,  0≤ x ≤ 3

5



 ®Å¥

x x ∈R  ,  − 5 ≤ x < 8{ } ®Åµ

∏ ÁU?Öd?¼ ‡‡   −2 < x ≤ 5«— d?¹“ d?¹œU?I?� ÈÅÁœËb?×� býUÐ 

ÆbOO¹uMÐ

  2x + 3 ®Å±

  −3x + 4 ®Å≤

  4x − 7 ®Å≥

π qJý —œ ‡‡µπ‡‡ ≤ œËbŠ hXŠUO� t+ bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

“« Ë dðÅ¯—eÐ ©»® qJý lÐd� XŠUO� “« ©n;« ® qJý ÈÅtI>“Ë–

ÆbýUÐ dðÅpÇu+ © ÃÅÅ® qJý qOD²O� XŠUO�

O
x′xn;«®

»Å®

ÃÅ®

O
x′x

O
x′x

Å®±

Å®≤

Å®≥

Å®¥

Å®µ

5

3

 qJýµ∏‡‡ ≤

 qJýµπ‡‡ ≤

©n>«®

©»®

©Ã®

Å®±

Å®≤

Å®≥

3

3

3

11

h

±±



ÅÅ∏±

È—Ë¬œU¹

—œ l?K?{ p?¹ »d?{ q?iUŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐd� XŠUO�

Æ‘œuš

‰uÞ UÐ XÝ« dÐ«dÐ qOD²O� XŠUO� ‡‡×÷dŽ 

 ÈU?¼ÅÁb?ŽU?Q U?Ð È«Åt?I>“Ë– XŠUO� ‡‡a Ë b ŸU?Hð—« Ë h¨

 qJý∂∞‡‡≤ ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨S = 1
2 h(a + b)Æ

h

a

b

 qJý∂∞‡‡ ≤



ÅÅ∏≤

± r?L²� ‡‡  A = −2,1[ )—u?×?� ÈË— Ë Áœd?+ h2A� «— 

 qJý∂±‡‡ÅÅ≤ÆbO¼œ ÊUA> 

≤Å‡‡?Å ¼‡?d?Ö‡?U?Á  A  �−?L?u?Ž‡?t?ÈÅ ł‡?u?«» >‡?U?�‡?F?U?œÅt?‡?;È

  −2 ≤ 3x +1<10Ë B ÈÅt?;œU?F?�U> »«uł ÈÅtŽuL−�   x2 > 4

ÆbOO¹uMÐ Á“UÐ  —uiÅtÐ «— d¹“ d¹œUI� býUÐ

  

AB ®ÅÅ±

  

AB ®Å≤

A − B ®Å≥

≥ ÈU?¼ÅÁ“U?‡?Ð “« p?‡?¹ Â«b‡+ ‡‡A ¨B ¨C Ë D»«u?‡‡ł ¨

øXÝ« d¹“ ÈU¼Åt;œUF�U>

  
−3x +1

2 ≤ 7x + 5
5 ®Å±

  6x2 ≥ 7x −1 ®Å≤

−7x +1
3x +2 ≥0 ®Å≥

−7x +1
3x +2 ≤0 ®Å¥

A = −∞  ,  + 1
6

+
,

%
&.
1 ,  + ∞[ )

    
B = −∞  ,  −

2

3
+
,7


8


1

7
 ,  + ∞



8

C = − 2
3  ,  1

7
+
,

%
&.

D = 5
−29  ,  + ∞





® v4U¹UÄ Êu	“¬≤©

® v�U�UÄ Êu�“¬ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



∏≥

         ∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼ÅÅÅ∫b�«u²Ð t œË—Åv� —UE²�« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ

±ªbM n¹dFð «— lÐUð ‡‡

≤ªbM n¹dFð «— tDÐU{ UÐ lÐUð ‡‡

≥ªb¼œ g¹UL� ‰Ëbł  —u0ÅtÐ «— lÐUð ‡‡

¥ªbM h3A� «— Ê¬ œdÐ Ë tM�«œ Ë b¼œ g¹UL� Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−� UÐ «— lÐUð ‡‡

µÆbM h3A� «— Ê¬ œdÐ Ë tM�«œ Ë b¼œ hO3Að —«œuL� ÈË— “« «— lÐUð ‡‡ÅÅ

مبخش دو

ÂuÝ qB�

lÐUð

vK� ·b¼                  

Ê¬ tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅvÖó¹Ë Ë lÐUð ÂuNH�    



∏¥

±ø«dÇ øXÝ« lÐUð Â«b d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« ‡‡

  3x + 5y2 = 7®nI«

                                          x + y = 9®»

≤‡‡ d??????Ö«   f(x) = −2x2 + 3 Ë Df = 0,−1,2, 3,5{ }
 lÐUð ¨býUÐf ÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“ Ë ‰Ëbł  —u0ÅtÐ «— 

≥ lÐUð ‡‡fÈ—«œuL� g¹UL� ÆXÝ« ÷ËdH� d¹“  —u0ÅtÐ 

ÆbOM rÝ— «— Ê¬

  

f(x) =
−2       1≤ x < 3

1         3 ≤ x < 5

2 / 5     5 ≤ x < 9







¥ lÐUð œdÐ Ë tM�«œ ‡‡f —«œuL� “« ∂≤‡‡≤ÆbOÐUOÐ «— 

Df =...............

R f =...............

µ ÁU??Öd?¼ ‡?‡ÅÅ  f(x) = ax2 + 3x + 7 Ë   f(2) =11b?ýU?Ð 

  f(−2)ÆbOÐUOÐ «— 

® Êu�“¬ÅgOÄ≥©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≥©

 —«œuL$∂≤‡‡≤

  f(−2) = ?



∏µ

≥‡‡≤lÐUð ‡‡

∫t�bI�—UÇœ ÊuMUð g¹«bOÄ “Už¬ “« vLKŽ VIUD� dðÅgOÐ 

Áœu³� vM¦²N� d�« s¹« “« eO� lÐUð ÂuNH� ¨XÝ« ÁœuÐ q�UJð Ë dOOGð

ÆXÝ«

 —UÐ sOIË«  UO{U¹— —œ «— lÐUð ÈÅtLKe²O$ V¹ô‰UÝ —œ ¨

±∂π¥ fáÝ Ë ÕdD�  dK¹Ë« œ—U$u¾1®±∑∏≥‡‡±∑∞∑—uÞÅtÐ «— Ê¬ ©

ÈU?¼Åt?Žu?L?−?� Ê¬ —œ t? l?ÐU?ð v?K ÂuNH� U�« Æœd n¹dFð oObœ

·d?Þ “« œu?ýÅv?� t?²?�d?Ö d?E?� —œ œdÐ Ë tM�«œ Ê«uMŽÅtÐ v¼«u)œ

œ—Uâ¹—œ œbMO� ® ±π±∂‡‡±∏≥±“« vJ¹ ¨‰UŠ d¼ tÐ Æbý ÊUOÐ ©

UH¹« ÈdOÖÅrAÇ gI� eO� ÂuKŽ d¹UÝ —œ t v{U¹— vÝUÝ« rO¼UH�

¨l??ÐU??ð b??M??Ç v?�d?F?� s?L?{ g?3?Ð s?¹« —œ ÆX?Ý« l?ÐU?ð b?M?Åv?�

«— Vðd� ÃË“ Ë —«œu/ ¨‰Ëbł ¨tDÐU{ UÐ U¼ÅlÐUð Êœu/Åh3A�

ÆrO¼œÅv� —«db vÝ—dÐ œ—u�

±‡‡≥‡‡≤∫©‰u�d�® tDÐU{ UÐ lÐUð ‡‡dOG²� p¹ d¹œUI� 

U³IUžÎö¦� ¨œ—«œ v~²NÐ Èd~¹œ dOG²� d¹œUI� tÐ Î∫

Ád¹«œ XŠUN� ‡‡ ®S® ŸUFý tÐ ©rÆœ—«œ v~²NÐ Ê¬ ©

® r−Š ‡‡V® œUFÐ« UÐ VFJ� ©xÆXÝ« dþUM²� Ê¬ ©

® ‰u?Þ g?¹«e�« ‡‡L® È«Åt?�“Ë U?Ð dM� ©wÊ«e?¹Ë¬ Ê¬ tÐ t ©

 qJý∂≥‡‡ÅÅ≤e²O$ V¹ô ‡‡ 

 qJý∂¥‡‡ÅÅ≤dK¹Ë« ‡‡ 

  S(r) = πr2

  V(x) = x3



∏∂

ÆXÝ« dþUM²� œuýÅv�

Æœ—«œ v~²NÐ —«u�Uš b�¬—œ tÐ —«u�Uš ÈÅtM¹e¼ Ê«eO� ‡‡

“« u?C?Ž d?¼ t?Ð l?ÐU?ð t? r?OMOÐÅv� ôUÐ ÈU¼Å‰U¦� tÐ tłuð UÐ

Æb?¼œÅv?� X?³?N?� «— ÂËœ ÈÅt?Žu?L?−?� “« Èu?CŽ ¨‰Ë« tŽuL−�

® lÐUð ̈ s¹«dÐUMÐfvłËdš p¹ ̈ “U−� ÈœË—Ë d¼ tÐ t XÝ« vMOýU� ©

 qJý® b¼œ X³N�∂µ‡‡ÅÅ≤Æ©

® l??ÐU?ð ÈÅt?M?�«œ U?¼ÅÈœË—ËDfË b??M??¼œÅv?� q?O?J?A?ð «— ©

® «— Ê¬ œdÐ U¼ÅvłËdšRf©Æ

∫n¹dFð lÐUð f ÈÅtŽuL−� “« D ÈÅtŽuL−� tÐ RÈ«ÅÁbŽUb 

 “« d?BMŽ d¼ tÐ t XÝ«x ÈÅtŽuL−� “« DdBMŽ ¨tM�«œ ÂU� tÐ 

 œd?�ÅtÐÅdB×M�f(x) ÈÅt?ŽuL−� “« RÆb?M?Åv� dOE� «— œdÐ ÂU� tÐ 

 dþUM²� —«bI�x UÐ «— f(x) —u0ÅtÐ v~²NÐ«Ë s¹« Ë bM¼œÅv� ÊUA� 

 ∫bO�«u3Ð ® œuýÅv� t²ýu� qÐUI�y« ÈËUN� 


Æ©fJ¹« ·

∫t²J$dOG²� “UO� VNŠdÐ XÝ« sJ2 nK²3� qzUN� —œ 

x lÐUð U¹ yÆœuý ÊUOÐ Èd~¹œ ÈU¼œU/ UÐ 

∫‰U¦�® Ád¹«œ ŸUFý r® Ád¹«œ XŠUN� Ë dOG²� ©SXÝ« lÐUð ©

 qJý®∂∑‡‡≤∫r¹—«œ Á—«uL¼ Ë ©

∫œ«œ—«d?  v?²bËfÈÅt?M?�«œ U?Ð lÐUð p¹ D œd?Ð Ë R¨b?ýUÐ 

∫rON¹u�Åv�

  L = L0 + KW

f
x f(x)

qJý∂µ‡‡ÅÅ≤ lÐUð p¹ qLŽ —«œuL$ ‡‡f

©œdÐ® vłËdš
©tM�«œ® ÈœË—Ë 

®  L0 Ë dM� ÈÅtOIË« ‰uÞ K©dM� ‰uÞ g¹«e�« V¹d{ 

F

x

D

f(x)

 qJý∂∂‡‡ÅÅÅ≤

œdÐ 
tM�«œ

y = f(x)

r
S = πr2

 qJý∂∑‡‡ÅÅ≤

f:D → .. R

 qJý∂∏‡‡ÅÅ≤

 ∫‰U¦�lK{ ‰uÞ tÐ «— lÐd� d¼ XŠUN� t bON¹uMÐ vFÐUð

ÆbM t²NÐ«Ë Ê¬

∫qŠ lK{ ‰uÞ UÐ lÐd� XŠUN� x∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 lK{ ‰uÞ ‡‡x—UO²š« «— X³¦� vIOIŠ œbŽ d¼ b�«uðÅv� ÆbM 

 ¨ÁUÖd¼ sOMâL¼x Ë ©ÈœË—Ë® býUÐ tM�«œ “« v¼«u)œ uCŽ f(x) È«“«ÅtÐ ¨lÐUð —«bI� ©vłËdš® x∫r¹—«œ  

y = f(x) U¹ x f→ .. f(x)

∫Xýu� Ê«uðÅv� vK—uÞÅtÐ       f:D → .. R
x→f (x)

 U¹ f:D → .. R
y=f (x)

    
S:(0,+∞) → .. R+

x → .. x2

  S = x2



∏∑

∫fÄ

∫‰U?¦� d?Ö«   D = −2,0,2, 3{ } s?O?ýU?� ¨býUÐ fÊU?MÇ «— 

® t?M�«œ uCŽ t bOM vŠ«dÞDf?áÝ ¨bM q¹b³ð VFJ� tÐ «— ©

 ÈÅtDÐU{fÆbON¹uMÐ «— Ê¬ œdÐ ÈU¼uCŽ Ë 

∫q?Š l?ÐUð f® u?C?Ž d¼ x® ‘«ÅV?F?J� tÐ «— ©  x3
©q?¹b?³ð 

∫vMF¹ ¨bMÅv�

 qJý —œ ‡‡∂π‡‡≤ sOýU� vŠ«dÞ fÆbOMÅv� Áb¼UA� «— 

∫Xý«œ rO¼«uš vłËdš Ë ÈœË—Ë œ«bŽ« tÐ tłuð UÐ

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ œdÐ ¨vłËdš tÐ tłuð UÐ

∫d�cð dÐ«dÐ vKOD²N� ‰uÞ dÖ« a dÐ«dÐ Ê¬ ÷dŽ Ë b∫býUÐ 

® XŠUN� ‡‡S∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ qOD²N� ©

® jO×� ‡‡P∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ qOD²N� ©

∫ ‰U¦� d?Ð«dÐ vKOD²N� œUFÐ« ÁUÖd¼  a −1 Ë   a + 3¨býUÐ 

Ë jO×� fáÝ ¨bON¹uMÐ tDÐU{  —u0ÅtÐ «— Ê¬ XŠUN� Ë jO×�

È«“« t?Ð «— q?O?D?²?N?� X?ŠUN�  a = 4 b?O?M? »U?N?Š d?²� ®q?Jý

∑±‡‡≤Æ©

    S:(0,+∞) → .. R+

  S(x) = x2

f

−2

0

2

3

−8

0

8

27

 qJý∂π‡‡≤

vłËdšÈœË—Ë 

    

f:D → .. R
 f(x) = x3  

Rf = −8,0,8,27{ } ®©œdÐ

b

a

qJý ∑∞‡‡≤

S = a × b

  P = 2(a + b)

a + 3

a −1

qJý ∑±‡‡≤

  

−2 f→ .. (−2)3 = −8

0→ .. 0

2→ .. 8

3 → .. 27



∏∏

∫qŠ∫r¹—«œ qOD²N� jO×� ‰u�d� tÐ tłuð UÐ 

 VNŠdÐ jO×� ÈÅtDÐU{ ‡‡a∫

d²� È«“«ÅtÐ ‡‡  a = 4∫r¹—«œ 

® XŠUN� ‰u�d� tÐ tłuð UÐ ‡‡S∫r¹—«œ ©

∫q�UŽ Ëœ »d{Åq0UŠ ‡‡

 VNŠdÐ XŠUN� ÈÅtDÐU{ ‡‡a∫

 d²� È«“« tÐ ‡‡  a = 4∫r¹—«œ 

 XO1UF�µ‡‡≤

 qJý tÐ tłuð UÐ∑≤‡‡≤ UÐ «— XŠUN� dÖ« S(x)  jO×� Ë 

 U?Ð «—P(x)t?D?ÐU?{  —u?0Åt?Ð «— X?ŠU?N?� Ë j?O?×� rO¼œ ÊUA� 

ÆbON¹uMÐ

  P(a) = 2(a −1+ a + 3)

  ⇒ P(a) = 2(2a +2) = 2(2)(a +1)

  ⇒ P(a) = 4(a +1)

d²�                              P(4) = 4(4+1) = 20

  S(a) = (a −1)(a + 3)

  ⇒ S(a) = a2 + 3a − a − 3

  ⇒ S(a) = a2 +2a − 3

  S(4) = 42 +2(4) − 3 =16 + 8 − 3

lÐd� d²�                                 ⇒ S(4) = 21

ÅP(x) =®nI«

                                             S(x) =®»

x

y = 2x+1

qJý ∑≤‡‡≤

∫t²J$ ŸUHð—« UÐ YK¦� XŠUN� h ÈÅÁbŽUb Ë a∫vMF¹ ¨Ê¬ ÈÅÁbŽUb —œ ŸUHð—« nB� »d{Åq0UŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

a

ha

∫‰U¦�

 qJý tÐ tłuð UÐ ©nI«∑¥‡‡≤ È«dÐ È«ÅtDÐU{ p(x) Ë S(x)

ÆbON¹uMÐ

x + 2

x

A B

E C

x

x x + 1

D

qJý ∑≥‡‡≤

qJý ∑¥‡‡≤

S =
1

2
a. ha



∏π

 È«“«ÅtÐ ©»  x = 3 d¹œUI�   P(3) Ë   S(3) ÆbOM t³ÝU×� «—

∫n1« qŠ∫Ÿö{« ŸuL−� UÐ XÝ« dÐ«dÐ jO×� 

 dOG²� VNŠdÐ jO×� ÈÅÅtDÐU{x∫

 qOD²N�Å XŠUN�+ ABCE ÈÅt¹Ë«eI«ÅrzUbÅ YK¦� XŠUN� =CDE q XŠUN� 

∫r¹—«œ »d{  UOKLŽ “« fÄ ‡‡

 dOG²� VNŠdÐ XŠUN� ÈÅtDÐU{  —U³Ž ÊœdÅÁœUÝ UÐ ‡‡x

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «—

∫» qŠ È«“«ÅtÐ   x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ jO×� 

 È«“«ÅtÐ ‡‡  x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ XŠUN� 

∫‰U¦�X�UN� vÞ d²�ÅuKO d¼ È«dÐ vKO³�uð« ÈÅt¹«d Œd� 

≤µ∞ XÐUŁ ÈœË—Ë ÈÅt�U{«ÅtÐ ÊU�uð µ∞∞∞s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« ÊU�uð 

® X?�UN� “« vFÐUð qO³�uð« ÈÅt¹«dxd²�uKO VNŠdÐ Ábý vÞ ©

È«“«ÅtÐ «— qO³�uð« t¹«d fáÝ ÆbON¹uMÐ «— lÐUð ÈÅtDÐU{ ÆbýUÐ v�

 X�UN� vÞ∂∞ÆbOM »UNŠ d²�uKO 

 È«“«ÅtÐ ‡‡  x = 60∫r¹—«œ 

∫‰U¦� È«Åt?�«u²Ý« ŸUHð—« ≥∞r?O?�«œÅv� Ë XÝ« d²�Åv²�UÝ 

 ŸU??H??ð—« t??Ð t??�«u??²??Ý« p??¹ År??−?Š t?h Áb??ŽU??b ŸU??F?ý Ë R“« 

ÈÅt???D??Ð«—  V = πR2h d???Ö« Æœu???ýÅv??� »U??N??Š   10≤ R ≤ 20

øbMÅv� dOOGð Èd¹œUI� tÇ sOÐ t�«u²Ý« r−Š bM dOOGð d²�Åv²�UÝ

  P(x) = x + x +2+ x + x +1+ x

  ⇒ P(x) = 5x + 3

  
S(x) = x(x +2) +

1

2
(x)(x +1)

  
⇒ S(x) = x2 +2x + 1

2
x2 + 1

2
x

  
⇒ S(x) =

3

2
x2 +

5

2
x

  P(3) = (5 × 3) + 3 =18

S(3) =
3

2
(3)2 +

5

2
(3) =

27

2
+

15

2

⇒ S(3) =
27 +15

2
=

42

2
= 21

∫qŠ= f(x)lÐUð ÈÅtDÐU{ 

 ÁbýÅvÞ X�UN�× XLOb +XÐUŁ ÈœË—Ë = f(x)

  ⇒ f(x) = 5000+250x

  f(60) = 5000+250×60= 5000+15000

 ÊU�uð  ⇒ f(60) = 20000



π∞

s¹dLð

dÐ«dÐ vKOD²N� ‰uÞ  2x +1 dÐ«dÐ Ê¬ ÷dŽ Ë  x + 5ÆXÝ« 

 VNŠdÐ «— Ê¬ XŠUN� Ë jO×�x ÆbON¹uMÐ 

 XO1UF�∂‡‡ ≤

 dÖ«  x
2 + y2 =10∫býUÐ 

 È«“« tÐ ©nI«  x =1 d¹œUI� yÆbOÐUOÐ «— 

 d¹œUI� tÐ tłuð UÐ ©»y ÈÅtDÐ«— U¹¬ ̈  x
2 + y2 =10tDÐU{ 

øXÝ« lÐUð p¹

∫‰U?¦� ÈÅt?D?Ð«— U¹¬   y = 5x +2h?3?A?� «— l?ÐUð p¹ 

øbMÅv�

 È«“«ÅtÐ ©nI«  x =1 d¹œUI� yÆbOÐUOÐ «— 

 ÈÅtDÐU{ U¹¬ ©»  y = 5x +2øXÝ« lÐUð p¹ ÈÅtDÐU{ ¨

s¹dLð

øXÝ« lÐUð p¹ tÐ ◊uÐd� ¨d¹“ ÈU¼ÅtDÐU{ “« p¹ÅÂ«b

  x
2 +2y3 = 54 ®Å±

  3x2 − 5y = 8 ®≤Å

∫‰«RÝlÐUð p¹ ÈÅtDÐU{ dOG²� Ëœ UÐ tIœUF� p¹ lbu� tÇ 

∫qŠ  h = 30cm ¨   V(R) = πR2h

  

V(10) = π(10)2(30) = 3000π

V(20) = π(20)2(30) =12000π






⇒

VFJ� d²�Åv²�UÝÅ  3000π ≤ V ≤12000πVFJ� d²�Åv²�UÝ

  

P(x) =

  

S(x) =

 dOš tKÐ        

  x =1⇒ y = 5 ×1+2 = 7 ⇒ y = ±7

∫qŠÈ«“« t?Ð ©n?I«® X?LNb o³Þ «d¹“ ¨dOš © »   x =1ËœÅ

 È«dÐ —«bI�yÆr¹—«œ 



π±

øbMÅv� h3A� «—

 ‰U¦�±∫ V?N?ŠdÐ qÐUI� ÈÅtIœUF� bOM sOOFð xÈÅtDÐU{ 

ÆXÝ« lÐUð p¹

∫qŠ È«“«ÅtÐ   x =0 —«bI� y∫rOMÅv� »UNŠ «— 

 È«“«ÅtÐ «d¹“ XNO� lÐUð s¹«dÐUMÐ ‡‡  x =0 È«dÐ —«bI� Ëœ y

Ær¹œ—Ë¬ XÝœÅtÐ

 ‰U¦�≤∫ V?N?ŠdÐ qÐUI� ÈÅtIœUF� bOM sOOFð xÈÅtDÐU{ 

ÆXÝ« lÐUð p¹

∫qŠ y VNŠdÐ «— x∫vMF¹ ¨rOMÅv� Vðd� 

 d?¼ È«“«ÅtÐ ÊuÇ ‡‡xU?IObœ Î p?¹ yt?IœU?F� b¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

ÆXÝ« lÐUð ÈÅtDÐU{

 ‰U¦�≥∫ VNŠdÐ qÐUI� ÈÅtIœUF� U¹¬ xøXÝ« lÐUð ÈÅtDÐU{ 

ø«dÇ

∫qŠ È«“«ÅtÐ   x = 2∫r¹—«œ 

 È«“«Åt?Ð «d?¹“ ¨X?N?O?� l?ÐU?ð ÈÅtDÐU{ s¹«dÐUMÐ ‡‡  x = 2Ëœ 

 È«dÐ —«bI�y∫r¹—«œ 

≤‡‡≥‡‡≤‰Ëbł UÐ lÐUð ‡‡

 ‰U?¦?�±∫ ÈÅÁd?L?� µ—œ ”ö? p?¹ Ê«“u?�¬Åg?�«œ “« d?H?� 

 ‰Ëbł o³Þ v{U¹— ÊU×²�«¥‡‡≤ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

r¹—«œ ”—œ Ê¬ “« ÁdL� p¹ È“u�¬Åg�«œ ÈÅÁ—ULý d¼ È«“«ÅtÐ

∫»«uł sOÐ ÈÅtDÐ«— p¹ tÅs¹« È«dÐ x Ë yp¹ ÈÅtDÐU{ 

 Áœ«œ d¼ È«dÐ b¹UÐ bM h3A� «— lÐUðx—«bI� p¹ jI� ©ÈœË—Ë® 

 È«dÐyÆb¹¬ XÝœÅtÐ 

  y
2 = x +1

  y
2 =0+1=1⇒ y = ±1

  −3x + 5y = 2

  5y = 2+ 3x

⇒ y =
2+ 3x

5

  y + x2 = 20

y +22 = 20⇒ y = 20− 4 ⇒ y =16

  ⇒ y = ±16

 ‰Ëbł¥‡‡≤

  

                           1 2 3 4 5

                      18 / 5 15 17 12 / 5 19

“u�¬Åg�«œ ÈÅÁ—ULý

“u�¬Åg�«œ ÈÅÁd/



π≤

x 0 1 2 3 4

f (x) 10 15 20 25 30

 ‰Ëbłµ‡‡ÅÅ≤

‰U¦�≤∫ ‰Ëbł —œ µ‡‡ÅÅ≤ ̈xË Xdý p¹ ÈU¼dÖ—U œ«bFð 

f(x)∫XÝ« Xdý s¹« ÈÅtM¹e¼ 

 È«“«ÅtÐ Xdý ÈÅtM¹e¼ ©nI«≤ÆbOM t³ÝU×� «— dÖ—U 

 ©»  f(0) bOÐUOÐ «— ®Å  f(0)ÊœdÅÂ«b3²Ý« ÊËbÐ Xdý ÈÅtM¹e¼ 

©XÝ« dÖ—U

øbON¹uMÐ Xdý s¹« ÈÅtM¹e¼ È«dÐ È«ÅtDÐU{ bO�«uðÅv� U¹¬ ©Ã

∫qŠdH� p¹ È«“« tÐ tM¹e¼ 

dH� Ëœ È«“«ÅtÐ tM¹e¼ ‡‡

 È«“«ÅtÐ tM¹e¼ ‡‡≥dH� 

 È«“«ÅtÐ tM¹e¼ ‡‡ndH� 

 È«“«Åt?Ð X?d?ý ÈÅt?M?¹e¼ ÈÅtDÐU{ t−O²�—œxd?Ð«d?Ð dÖ—U 

∫UÐ XÝ«

 XO1UF�∑‡‡ÅÅ≤

 ‰Ëb?ł t?Ð tłuð UÐ∂‡?‡ÅÅÅ≤ ÁU?Öd¼ xp?¹ ÈÅÁb?ýÅvÞ X�UN� 

® Ë vMHKð vNUðxÅ©L∫býUÐ Ê¬ ÈÅtM¹e¼ 

 X�UN� s²�— È«dÐ bLŠ« ©nI«≥«— È«ÅtM¹e¼ tÇ Èd²�uKO 

øœ“«œdÄÅv�

øXÝ« —bIÇ vMHKð vNUð ÈÅtM¹e¼ XÐUŁ —«bI� ©»

 È«“«ÅtÐ bLŠ« ÈÅtM¹e¼ Ê«eO� ©Ã∑øXÝ« —bIÇ d²�uKO 

  f(2) = 20

tM¹e¼ XÐUŁ —«bI�  f(0) =10

  f(0) =10

  f(1) =15 =10+ 5 =10+ 5 ×1

  f(2) = 20=10+10=10+ 5 ×2

  f(3) = 25 =10+15 =10+ 5 × 3

  f(n) =10+ 5n

  f(x) =10+ 5x

x 0 1 2 3 

L(x) 7 11 15 19 

 ‰Ëbł∂‡‡ÅÅÅÅ≤

  L(0) =

  L(7) =

  L(3) =

..........

..........

..........



π≥

 v²N¹UÐ bLŠ« v²�UN� tÇ È«“«ÅtÐ ©œ¥∑øœ“«œdáÐ ÊU�uð 

«— Ê¬ q?Š«d?� ¨b?ýU?Ð ÷Ëd?H?� q?ÐU?I?� ÈÅtDÐU{ ÁUÖd¼ ©‡¼

ÆbON¹uMÐ

≥‡‡≥‡‡≤Vðd� ÃË“ UÐ lÐUð ‡‡

 XO1UF�∏‡‡ ≤

 ÈÅtIœUF�  y = x − 3 ÆXÝ« ÷ËdH� 

 v²bË ©nI«x ÈÅt?ŽuL−� “«   A = 0, 3,5{ }‰Ëbł ¨býUÐ 

∑‡‡≤ —«œuL� fáÝ Ë bOM q�U «—   y = x − 3ÆbOM rÝ— «— 

 ÈÅt???IœU???F???� Ê«u???ðÅv???� U???¹¬ ©»  y = x − 3 —u???0Åt???Ð «—

    f = (x,x − 3) x ∈R{ } ®øXýu� ©Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ÈÅtŽuL−�

 l??ÐU?ð ©Ãf È«“«Åt?Ð «— x ∈AV??ðd?� ÈU?¼ÅÃË“  —u?0Åt?Ð 

ÆbON¹uMÐ

 ‰U¦�±∫ ÈÅÁdL� µ‰Ëbł UÐ ”ö p¹ Ê«“u�¬Åg�«œ “« dH� 

∏‡‡ÅÅÅ≤ÆXÝ« Ábý h3A� 

 lÐUð ©nI«fÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

 lÐUð ÈÅtM�«œ ©»fÆbON¹uMÐ «— 

 lÐUð œdÐ ©ÃfÆbON¹uMÐ «— 

  L(x) = 47

x 0 3 5

y

 ‰Ëbł∑‡‡ÅÅÅÅ≤

  L(x) = 7 + 4x

O x

y

 —«œuL$∑µ‡‡≤

 vKÐ dOš    

 ‰Ëbł∏‡‡ÅÅÅÅÅ≤

x 1 2 3 4 5

f (x) 18 / 5 15 17 12 / 5 19

  f = (1,18 / 5),(2,15),(3,17),(4,12 / 5),(5,19){ }

  Df = 1,2, 3,4,5{ }

  R f = 18 / 5,15,17,12 / 5,19{ }



π¥

 ‰U¦�≤∫ lÐUð ÈÅtDÐU{ Ë tM�«œ f∫XÝ« ÷ËdH� 

 ©nI«f  ‰Ëbł UÐ «— π‡‡≤ÆbOM h3A� 

 ©»RfÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫t−O²$ÆrO�U�Åv� œdÐ «— Ê¬ ÂËœ ÈU¼Åh²3� ÈÅtŽuL−� Ë tM�«œ «— lÐUð p¹ ‰Ë« ÈU¼Åh²3� ÈÅtŽuL−� 

 ‰Ëbłπ‡‡≤

x −2 − 1
2

0 1 3

f (x) −11 −5 −3 1 9

  
f(x) = 4x − 3  ,  Df = −2,− 1

2
,0,1, 3



Rf = −11,−5,−3,1,9{ }

  t = (−1, 3){ }

S = (0,1),(−1,1),(3,1),(−7,1){ }

 ‰U¦�≥∫ ÈU¼ÅtDÐ«— “« t ¨s ¨f ¨g ¨h Ë køb�«ÅlÐUð p¹ÅÂ«b 

∫qŠ tÆœ—«b� dÐ«dÐ ‰Ë« ÈÅÅtHIR� «d¹“ XÝ« lÐUð 

 ‡‡sÆœ—«b� È—«dJð ‰Ë« ÈÅtHIR� «d¹“ XÝ« lÐUð 

 ‡‡fÆœ—«b� dÐ«dÐ ‰Ë« h²3� «d¹“ XÝ« lÐUð 

 ‡‡gÆœ—«b� dÐ«dÐ ‰Ë« h²3� «d¹“ XÝ« lÐUð 

 ‡‡hÆœ—«œ dÐ«dÐ ‰Ë« h²3� «d¹“ XNO� lÐUð 

 ‡‡kÆœ—«œ dÐ«dÐ ‰Ë« h²3� «d¹“ XNO� lÐUð 

 ‰U¦�¥∫ —«bI� m t? b?OÐUOÐ ÊUMÇ qÐUI� ÈÅtDÐ«— —œ «— f

Æœuý lÐUð p¹

∫qŠ ÊuÇ f¨œ—«œ d?Ð«dÐ ‰Ë« h²3� eO� Ë XÝ« lÐUð p¹ 

∫n¹dFðËœ dÖ« ¨býUÐ t²ý«b� dÐ«dÐ ©‰Ë« h²3�® ‰Ë« ÈU¼ÅtHIR� ÁUÖd¼ rO¹uÖ lÐUð «— Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ÈÅtŽuL−� 

ÆbMýUÐ dÐ«dÐ eO� ©ÂËœ h²3�® ÂËœ ÈU¼ÅtHIR� ¨bMýUÐ t²ý«œ dÐ«dÐ ‰Ë« ÈU¼ÅtHIR� ¨Vðd� ÃË“

f = (3,2),(4,5),(8,5){ }

  g = (−3,5),(1,5),(3,5){ }

h = (2, 3),(−5,4),(3,10),(−5,9){ }

k = (5,7),(5,4),(5,10),(5,8){ }

  f = (3, 3m − 5),(3,7){ }



πµ

∫vMF¹ ¨XÝ« dÐ«dÐ eO� U¼ÅÊ¬ ÂËœ h²3� fÄ

 ‰U¦�µ ∫¨býUÐ Ábý Áœ«œ qÐUI� d¹œUI� ÁUÖd¼

 lÐUð ©nI«fÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

 œdÐ Ë tM�«œ ©»fÆbOÐUOÐ «— 

 ‰U¦�∂∫ lÐUð fÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ 

ÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— lÐUð s¹«

 ‰U?¦�∑∫ l?ÐUð XX?Ý« Áb?ý Áœ«œ q?ÐU?I� —œ Ê¬ ÈÅtM�«œË 

®  g 910m s2
©Æ

 ‡‡X(t) ÆbOM Vðd� ‰Ëbł  —u0ÅtÐ «—

 ‡‡X(t)ÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

 lÐUð œdÐ ‡‡XÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ‡‡

. X
. t

 È«“«ÅtÐ «—   t1 = 2 Ë   t2 = 3ÆbOM t³ÝU×� 

  3m − 5 = 7 ⇒ 3m = 5 + 7 =12

⇒ m =
12

3
⇒ m = 4

  f(2) = 5    f(3) = 4    f(5) = −2

∫qŠf = (2,5),(3,4),(5, −2){ }
Df = 2, 3,5{ }  ,  Rf = 5,4,−2{ }

    
f:D → .. R
f(x) = 2x +1

∫qŠ  f = (x,2x +1) x ∈D,2x +1∈R{ }

∫qŠ         

X = (0,100),(1,105),(2,120),(3,145),(4,180){ }

Rx = 100,105,120,145,180{ }

  

. X
. t =

X(t2) − X(t1)
t2 − t1

=
145 −120

3 −2
=

25
1

  
⇒ . X

. t
= 25

 ‰Ëbł±∞‡‡≤

  

t 0 1 2 3 4

X(t) 100 105 120 145 180

X(t) = 1
2

gt2 +100  ,  DX = 0,1,2, 3,4{ }



π∂

 ‰U¦�∏∫ÂU?−?�« «— d¹“ ÈU¼—U Ë—ÅtÐË— d¹œUI� tÐ tłuð UÐ 

ÆbO¼œ

 lÐUð ©nI«fÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— tM�«œ ©»

 œdÐ ©ÃfÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

¥‡‡≥‡?‡≤∫l?ÐU?ð È—«œuL$ g¹UL$ ‡‡Ê«u?ðÅv� «— U¼ÅlÐUð 

Æœ«œ g¹UL� eO� —«œuL�  —u0ÅtÐ

ö¦�Î —«œuL� ∑∂‡‡≤d¼ È«dÐ «d¹“ ÆXÝ« lÐUð p¹ —«œuL� 

x p¹ jI� yÆœ—«œ œułË 

 —«œu?L�∑∑‡‡≤ È«“«Åt?Ð Êu?Ç X?N?O� lÐUð —«œuL� 

  
x =

1

2

 È«dÐ —«bI� p¹ “« gOÐyÆœ—«œ œułË 

  f(3) = 5  ,  f(4) = −6  ,  f(5) = 9  ,  f(−4) = 9

∫qŠ

f = (3,+5),(4,−6),(5,9),(−4,9){ }
Df = 3,4,5, −4{ }
Rf = +5,−6,9{ }

 —«œuL$∑∂‡‡≤

 —«œuL$∑∑‡‡≤



π∑

s¹dLð

 ÈU¼—«œuL� “«∑∏‡‡≤h3A�«— lÐUð p¹Å —«œuL� p¹ Â«b 

øbMÅv�

©nI«

©»

©Ã

©œ

‰U¦�±∫ —«œuL� tÐ tłuð UÐ ∑π‡‡≤d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ nI« ‡‡

ÆbO¼œ aÝUÄ

ÆbOÐUOÐ «— —«œuL� ÈÅtM�«œ ©nI«

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— —«œuL� œdÐ ©»

∫qŠ

 d?¹œU?I?� —«œu?L?� ÈË— “« t?M?�«œ s?O?OFð È«dÐ ©nI«x«— U?¼

∫s¹«dÐUMÐ ¨rON¹u�Åv� Á“UÐ  —u0ÅtÐ

 d¹œUI� —«œuL� ÈË— “« œdÐ sOOFð È«dÐ ©»y —u0ÅtÐ «— U¼

∫rOMÅv� ÊUOÐ Á“UÐ

∫n¹dFð ¨—«œuL� p¹ bMÅv� h3A�«— lÐUð p¹Å —«œuL� —u×�  «“«u� tÐ vDš d¼ ÁUÖd¼ y—«œuL� rOM rÝ— U¼

ÆbM lDb tDI� p¹ —œ d¦«bŠ «—

 ÈU¼—«œuL$∑∏‡‡≤

 —«œuL$∑π‡‡≤n1« ‡‡ 

  Df = 0,2π[ ]

  Rf = −1,1[ ]



π∏

 ‰U¦�≤∫ —«œuL� tÐ tłuð UÐ ∑π‡‡≤d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ » ‡‡

ÆbO¼œ aÝUÄ

ÆbOÐUOÐ «— —«œuL� ÈÅtM�«œ ©nI«

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— —«œuL� œdÐ ©»

∫t−O²$U?¼Ål?ÐUð ¨ÁbýÅqŠ ÈU¼Å‰U¦� Ë U¼ÅXOIUF� tÐ tłuð UÐ 

Æœ«œ g¹UL� Ê«uðÅv�  —u0 —UNÇ tÐ «—

±∫bM�U� ªtDÐU{ UÐ ‡‡

≤ ‰Ëbł bM�U� ª‰Ëbł UÐ ‡‡±±‡‡≤

≥∫bM�U� ªVðd� ÃË“ UÐ ‡‡

¥ ÈU¼ÅqJý bM�U� ª—«œuL� UÐ ‡‡∏∞‡‡ÅÅÅ≤ Ë ∏±‡‡ÅÅÅ≤

 —«œuL$∑π‡‡≤» ‡‡ 

  Dg = −1,12( ]

  Rg = −2,5( ]

  y = −3x + 4

 ‰Ëbł±±‡‡≤

“u�¬Åg�«œ ÈÅÁ—ULý

“u�¬Åg�«œ bb

1 2 3 4 5

                             162cm 157cm 170cm 162cm 172cm

  f = (x,y) y = x,  x,y ∈R{ }

 qJý ∏∞‡‡ÅÅÅ≤

 qJý ∏±‡‡ÅÅÅ≤



ππ

 ‰U¦�≥ ∫ lÐUðf —«œu?L� UÐ ∏≤‡‡ÅÅ≤tÐ ÆXÝ« Ábý h3A� 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ

 qJý∏≤‡‡ÅÅÅ≤

  Df = −2   9[ ]     Rf = −2   7[ ]

  
f(

3

2
) =1  f(−1) =0

  f(x) = 7 → .. x = 5

   f(−2) = −2

  f(5) = 7

  f(x) = 4x2 + 3b − 7     f(−3) = 9

  f(−3) = 9 → 4(−3)2 + 3b − 7 = 9

  ⇒ 36 + 3b − 7 = 9

  ⇒ 3b +29 = 9 ⇒ 3b = 9−29 = −20

⇒ b =
−20

3

Ë Ë Ë
 ©nI«Df Ë Rf∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐ ©»∏≤‡‡ÅÅ≤ ̈

  
f( 3

2
) Ë   f(−1)ÆbOÐUOÐ «— 

 dÖ« ©Ã  f(x) = 7 —«bI� xøXNOÇ 

 ÈÅÁ“UÐ —œ lÐUð —«bI� s¹dðÅr ©œ  −2,7[ ]øXÝ« —«bI� tÇ 

 ÈÅÁ“UÐ —œ lÐUð —«bI� s¹dðÅgOÐ ©‡¼  −2,7[ ]øXÝ« —«bI� tÇ 

 ‰U¦�¥∫ f(x)Ë   f(−3) —«bI� Æb�«Å÷ËdH� qÐUI� —œ b«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫q?Š —œ  f(x) ÈU?ł tÐx —«b?I?�   −3Ë r?O?¼œÅv?� —«db «— 

 UÐ dÐ«dÐ «—ÅÊ¬πÆrO¼œÅv� —«db 

 —«bI� tIœUF� qŠ UÐ ‡‡bÆr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— 

Ë

¨



±∞∞

s¹dLð

± d?Ð«d?Ð v?KOD²N� VFJ� œUFÐ« ‡‡x ¨  x −2Ë   x +2X?Ý«

 t È—uÞÅtÐ  x > 2ª

ÆbON¹uMÐ «— VFJ� r−Š ÈÅtDÐU{ ©nI«

 È«“«ÅtÐ ©»  x = 4ÆbOM t³ÝU×� «— VFJ� r−Š 

∫v??¹U??L?M?¼«—U??Ð X??Ý« d??Ð«d??Ð q??O??D??²?N?�ÅV?F?J?� r?−?Š 

ÆÊ¬ œUFÐ« »d{Åq0UŠ

≤ø«dÇ øXÝ« lÐUð tÐ ◊uÐd� qÐUI� ÈÅtDÐU{ U¹¬ ‡‡

≥ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� lÐUð ‡‡

 dÖ«A
π
6

2b +1
 —«bI� býUÐ lÐUð “« tDI� p¹ bt³ÝU×� «— 

ÆbOM

¥ lÐUð ‡‡f Ê¬ ÈÅtM�«œ Ë (Df )ÆXÝ« ÷ËdH� 

 lÐUð ©nI«fÆbON¹uMÐ Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

ÆbOM rÝ— «— lÐUð ‰Ëbł ©»

® v$U¹UÄ Êu�“¬≥©

® v�U�UÄ Êu�“¬ �ô«R� t� a�UÄ q��≥©

V(x) =

  V(4) =

  x
2 +2y3 = 54

  y = 2 3 cosx +1

Df = 0   −1  1  2{ }    f(x) = −2x2 +1, , , Ë



±∞±

vIOIŠ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ

مبخش دو

Â—UNÇ qB�

vK� ·b¼                 

È«ÅtŽuL−�d¹“ U¼ÅÊ¬ œdÐ t� v¹U¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ rO¼UH� ̀ ¹dAð      

ÆXÝ« vIOIŠ œ«bŽ« “«

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b'«u²Ð t� œË—Åv� —UE²'« ułdM¼ “« qB/ s¹« ÊU¹UÄ “« bFÐ 

±ªbM� n¹dFð «— lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

≤ªb¼œ hO8Að «— È«ÅtKLł ÅbMÇ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

≥ªbM� sOOFð «— Èd<� lÐ«uð ÈÅtM�«œ ‡‡

¥ÆbM� sOOFð «— v>UJ¹œ«— ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡



±∞≤

® Êu�“¬ÅgOÄ¥©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��¥©

±ÆbOÐUOÐ «— d¹“ lÐ«uð ÈÅtM�«œ ‡‡

       (1,5) Ë   (−2,1)Ë  (5,3)Ë  f . (7,0).ÅÅÅÅÅÅÅ®n>«

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                      ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ»
Df .

Dg .

Dz .

Dk .

ÅÅÅ   ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ®ÅÅ  

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ®

Z(x) . 7 − x2

g(x) . 5x . 1
4x2 −1

  k(x) . 3x − 5

ÅÅÅÅ                

  
h(x) . x

x −23 −2
 ÅÅÅÅÅÅ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÀ

Dh .



±∞≥

¥‡‡≤tDÐU{ UÐ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ X�UŠ bMÇ —œ «— lÐ«uð ÈÅtM�«œ

±‡‡¥‡‡≤‡‡ “« ÈÅtKLł bMÇ lÐ«uð ÈÅtM�«œ xvIOIŠ œ«bŽ« ̈

ÆbýUÐÅv�

∫d~¹œ ÊUOÐ tÐ

∫‰U¦�ÆbOÐUOÐ «— U¼ÅÊ¬ ÈÅtM�«œ ̈ b'«ÅÁbý Áœ«œ lÐUð Ëœ d¹“ —œ 

  f(x) . 4x . 5®n,«

  f(x) . 3x4 − 5x . 7®»

≤‡‡¥‡‡≤Èd$� lÐ«uð ÈÅtM�«œ ‡‡

    f(x) . anxn . an−1x
n−1 . . a1x . a0

  an . 0 ,  n . Z .

  Df . R

  Df . R®n,«

  Df . R®»

f(x) .
p(x)
q(x)

  —u?0 t?Ð Èd?1?2 lÐ«uð ÈÅtM�«œf(x) .
p(x)
q(x)

 ®Åp(x) Ë q(x) V?1?Šd?Ð È«Åt?KLłÅbMÇ x“« X?Ý«Å —U³Ž ©

©XÝ« ÁbA'Ån¹dFð lÐUð ¨d12 Ãd;� ÈU¼ÅtA¹— È«“« tÐ «d¹“® d12 Ãd;� ÈU¼ÅtA¹— ÈUNM� vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−�

                                  

f(x) .
p(x)
q(x)

    Df = R − x x . R,q(x) . 0.  

‰U¦�±∫ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫rOM2Åv� «bOÄ «— d12 Ãd;� ÈÅtA¹— 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

 ‰U¦�≤∫ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫rO¼œÅv� —«dB dH0 dÐ«dÐ «— d12 Ãd;� 

∫“« bMð—U³Ž Ãd;� ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

  
f(x) .

3x . 1

5x −1

  
5x −1 . 0. 5x . 1. x .

1

5

  
g(x) .

5x . 4

x2 . 7x . 6

  x
2 . 7x . 6 . 0. (x . 6)(x . 1) . 0

  
.

x . 6 . 0. x − . 6

x . 1 . 0. x − . 1
 
.
.

    . Dg . R − −1,−6.  

,

∫qŠ

    
Df . R −

1

5
 
.
.

.

.

.



±∞¥

 ‰U¦�≥∫ÆbO1¹uMÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫rO¼œÅv� —«dB dH0 ÈËU1� «— d12 Ãd;� 

∫“« bMð—U³Ž Ãd;� ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

 lÐUð ÈÅtM�«œk∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
k(x) .

x . 3

x2 . 2x − 3

  x
2 . 2x − 3 . 0. (x . 3)(x −1) . 0.

  

x . 3 . 0. x − . 3

x −1 . 0. x . . 1
 
.
.

Dk . R − . 1,−3.  

∫d�cðÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð —œ f(x) .
p(x)
q(x)

 rOM2 ÁœUÝ «— Èd12  —U³Ž b¹U³' tM�«œ Êœd2Å«bOÄ È«dÐ ¨® ‰U¦� ≥Æ©

s¹dLð

ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð ÈÅtM�«œ

  
f(x) .

5x2 . x

x2 −2x

≥‡‡¥‡‡≤ ‰U?J?‡¹œ«— q�Uý ÈU‡¼Ål‡ÐUð ÈÅt‡M�«œ ‡‡tÐ®

∫©rO¹uÖÅv� eO' r0« lÐ«uð ̈ lÐ«uð t'uÖ s¹«  «— v,UJ¹œ«— lÐ«uð ÈÅtM�«œ

ÆrOM2Åv� vÝ—dÐ ÃË“ ÈÅtłdM UÐ Ë œdM ÈÅtłdM UÐ X,UŠ Ëœ —œ

∫œd� ÈÅtłd� UÐ r« lÐUð ÈÅtM�«œ

 lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡f ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�±∫ÆbOÐUOÐ «— ÁbýÅÁœ«œ lÐ«uð ÈÅtM�«œ 

©n,«  f(x) . 1− 5x3

©»

  
f(x) .

1− 5x

x2 −16
3

f(x) . f(x)n

    f(x) . p(x)2k . 1   ,   k . N

Df . Dp

  Df . R

Df . R − x x . R  ,  x
2 −16 . 0.  

    . Df . R − −4,4.  



±∞µ

12345678
12345678
12345678
12345678
12345678

12345678
12345678
12345678
12345678
12345678

ÃË“ ÈÅtłd� UÐ r« lÐUð ÈÅtM�«œ

 ÁUÖd¼  k . N   f(x) . P(x)2K
∫ÁU~'¬ 

 ‰U¦�≤∫ÆbOM2 «bOÄ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ tM�«œ XÝ« ÃË“ tłdM ÊuÇ 

 ‰U¦�≥∫ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫fÄ ¨XÝ« ÃË“ tłdM ÊuÇ 

ªrOM2Åv� qŠ «— qÐUI� ÈÅt,œUF�U' ‡‡

 lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡k∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�¥∫ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫fÄ ¨XÝ« ÃË“ tłdM ÊuÇ 

 Êœd2Å«bOÄ È«dÐDfÆrOM2Åv� qŠ «— qÐUI� ÈÅt,œUF�U' 

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ «— d12 Ãd;� Ë  —u0 ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

‰Ëb?ł ¨t?,œU?F?�U' ÈU¼ÅtA¹— tÐ tłuð UÐ ‡‡±≤‡‡≤s?OOFð «— 

ÆrOM2Åv� X�öŽ

    f(x) . p(x)2k  ,   k . N

  g(x) . 1− x

    Dg . x x . R,1− x #0.  − ..  ,  1. .

  k(x) . 3x − 8

  Dk . x x . R,3x − 8 #0.  

3x − 8 #0. 3x # 8 . x # 8
3

    
Dk . x x . R., x #

8

3
 
.
.

.

.

.
.

8

3
 ,  . ./

01
.
.

  
f(x) . 7 −2x

3x − 8

    
Df . x x . R.,   

7 −2x
3x − 8

#0 
.
.

.

.

.

7 −2x
3x − 8

#0

  
7 −2x . 0. 7 . 2x . x . 7

2

  
3x − 8 . 0. 3x . 8 . x . 8

3

 ‰Ëbł±≤‡‡≤

    

x −.
8
3

7
2 . .

7 −2x . . 0 −

3x − 8 − 0 . .
7 −2x
3x − 8 − . 0 −

»«uł      

    Df . x x . R  ,  p(x) #0.  

ÁbA'Ån¹dFð



±∞∂

12345678
12345678
12345678
12345678
12345678

123456
123456
123456
123456
123456

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ±≤‡‡≤∫fÄ ¨rOÐU¹Åv� «— tM�«œ 

 XO�UF2π‡‡≤

ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� lÐUð

  —U³Ž ÈÅtA¹— ©n,«  3 − 4xÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

  —U³Ž ÈU¼ÅtA¹— ©»  x2 −9Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 “« Èd¹œUI� tÇ È«“«ÅtÐ ©Ãx lÐUð føXÝ« ÁbA' n¹dFð 

 lÐUð ÈÅtM�«œ ©œfÆbOÐUOÐ «— 

 ‰U¦�∂∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð tM�«œ 

∫qŠÆr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— d12  —u0 ÈÅtA¹— 

ÆrOM2Åv� q¹b³ð q�UŽ Ëœ »d{Åq0UŠ tÐ «— d12 Ãd;� ‡‡

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— d12 Ãd;� ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

  ÈÅtM�«œ ‡‡g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰Ëbł ̈ d12 Ãd;� Ë  —u0 ÈU¼ÅtA¹— tÐ tłuð UÐ ‡‡±≥‡‡≤

ÆrOM2Åv� X�öŽ sOOFð «—

    
Df . x x . R  ,  

8

3
 x 2

7

2
 
.
.

.

.

.
. . 8

3
 ,  

7

2
.

  
f(x) .

3 − 4x

x2 −9

  
g(x) .

5 − 7x

x2 − x −12

5 − 7x . 0. 5 . 7x . x .
5

7

  x
2 − x −12 . 0. (x − 4)(x . 3) . 0

  
.

x − 4 . 0. x . 4

x . 3 . 0. x − . 3
 
.
.

    
Dg . x x . R,

5 − 7x

x2 − x −12
#0 

.

.
.
.
.

 ‰Ëbł±≥‡‡≤

 lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡g∫UÐ dÐ«dÐ 
    
Dg − ..    − 3. . 35

7    4 .

    

x −. − 3
5

7
4 ...

5 − 7x . . − −
x2 − x −12 − . − .

5 − 7x
x2 − x −12

− . . −
»«uł

ÁbA'Ån¹dFð

»«uł

ÁbA'Ån¹dFð

, ,



±∞∑

123456
123456
123456
123456
123456

123456789012345
123456789012345
123456789012345
123456789012345
123456789012345

 ‰U¦�∑∫ÆbOM2 t³ÝU×� «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ v?I?O?IŠ œ«bŽ« dÐ«dÐ È«ÅtKLłÅbMÇ lÐ«uð ÈÅtM�«œ   R

ÆXÝ«

 ‰U¦�∏∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅÅtM�«œ 

∫qŠ∫r¹—«œ ¨XÝ« ÃË“ ‰UJ¹œ«— ÈÅtłdM ÊuÇ 

ÈU¼ÅtA¹— ¨Áœ«œ —«dB dH0 dÐ«dÐ «— ‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž ‡‡

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «—ÅÊ¬

 ‰Ëbł —œ ÈœuF0 VOðdðÅtÐ «— U¼ÅtA¹— ‡‡±¥‡‡≤rO1¹u'Åv� 

ÆrOM2Åv� X�öŽ sOOFð «— ‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž Ë

    

f:R . .. R

f(x) . 3x2 − 5x . 4

  Df . R

    

f:R . .. R

f(x) . 64 − x2

Df . x x . R,64 − x2 #0.  

64 − x2 . 0. x2 . 64 . x . . 8

x −−.. x < −−8 −−8 −−8 < x < 8 8 x > 8

64− x2 − 0 . 0 −

 ‰Ëbł±¥‡‡≤

»«uł 

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ±¥‡‡≤∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ tM�«œ 

 ‰U¦�π∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠÅÅÅÅ‰U¦� qŠ tÐ tłuð UÐ ∏ lÐUð ÈÅtM�«œ f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

◊dý UÐ ‡‡  x . N lÐUð ÈÅtM�«œ ¨f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�±∞∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ tM�«œ ̈ XÝ« ÃË“ ‰UJ¹œ«— ÈÅtłdM ÊuÇ 

    Df . x x . R...−8 2 x 2 8.  − . 8   83 .

f:N . .. R

f(x) . 64 − x2

    Df . x x . N  ,  −12 x 2 8.  

Df . 1,2, 3,4,5,6,7,8.  

  f(x) . 3x2 − 5x −2

    
Df . x x . R ., 3x2 − 5x −2 #0.  

, ,



±∞∏

123456
123456
123456
123456

—«d?B d?H?0 ÈËU?1?� «—  —U?³?Ž ¨U?¼Åt?A?¹— s?O?O?Fð È«dÐ ‡‡

∫rO¼œÅv�

 V¹«d{ tÐ tłuð UÐ ‡‡c,b,a∫rO¼œÅv� qOJAð «— t,œUF�ÅsO³� 

 ÊuÇ  . ! 0 ÈÅtA¹— Ëœ È«—«œ t,œUF� ¨  x1 Ë   x2ÆXÝ« 

 ÈU¼ÅtA¹— ‡‡  x1 Ë   x2∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰Ëbł —œ ÈœuF0 tÐ v,Ëe' VOðdðÅtÐ «— U¼ÅtA¹— ‡‡±µ‡‡≤

  —U³Ž fáÝ rO1¹u'Åv�  3x2 − 5x −2ÆrOM2Åv� X�öŽ sOOFð «— 

XÝ« dÐ«dÐ ‰u³B œ—u� »«uł t,œUF�U' X�öŽ tÐ tłuð UÐ ‡‡

∫UÐ

 lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ tŽuL−�  —u0ÅtÐ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ tM�«œ ¨Á“UÐ  —u0ÅtÐ ‡‡

 ‰U¦�±±∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ∫rOM2Åv� t³ÝU×� «— U¼ÅtA¹— 

tM�«œ  Z∫UÐ dÐ«dÐ 

 ‰U¦�±≤∫ ÈÅtDÐ«— fÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI�  —u0ÅtÐ 

 U¹¬fø«dÇ øXÝ« lÐUð p¹ 

∫qŠ È«“«ÅtÐ   x . 0 È«dÐ —«bI� Ëœ ÊuÇ yb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

 fÄfÆX1O' lÐUð p¹ 

  3x2 − 5x −2 #0. 3x2 − 5x −2 . 0

  . . b2 − 4ac . (−5)2 − 4(3)(−2) . 25 . 24 . 49

  
x1     x2 .

−b . .
2a

.
−(−5) . 49

2(3)

 ‰Ëbł±µ‡‡≤

»«uł 

    

x x < −− 1
3

−− 1
3

2 x >2

3x2 − 5x −2 . 0 − 0 .
»«uł 

  

.
x1 . 5 . 7

6
. 12

6
. x1 . 2

x2 . 5 − 7
6

. −2
6

. x2 . −1
3

 

.

..

.

.

.

   x # 2 U¹ 

  
x − .

1
3

    
. Df . . − .  ,   −

1

3
. 32  ,  . . .

  
Z(x) .

3 . x2

x2 − 5x

  
x2 − 5x . x(x − 5) . 0.

x . 0

x − 5 . 0. x . 5
 
.
.

    
f . (x  ,  y) x . 3y2 . 27  ,  x  ,  y . R.  

  x . 0. 3y2 . 27 . y2 . 9 . y . . 3

Ë

    DZ . R − 0,5.  

U¹

    

. Df . . x x . R  ,  x − .
1

3
    x # 2 



±∞π

 ‰U¦�±≥ ∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ

∫qŠd?1?2 Ãd?;� ‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž Ë ÃË“ tłdM ÊuÇ 

∫fÄ ¨XÝ«

∫rOM2Åv� qŠ «— qÐUI� ÈÅt,œUF�U' ‡‡

lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
f(x) . 3x . 1

9− x2

    
Df . x x . R,9− x2 ! 0.  

  9− x2 ! 0. x2  9 . x  3 − . 3  x  3

  Df . (−3, 3)

∫t²J: lÐUð f l?ÐUð ÈÅtM�«œ XÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ È«ÅtDÐU{ bMÇ  —u0ÅtÐ f ŸUL²ł« UÐ dÐ«dÐ   D1 Ë   D2ì Ë 

Dn∫vMF¹ ¨XÝ« 

 lÐUð ÈÅtM�«œ ¨s¹«dÐUMÐf∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�±¥∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ 

∫qŠ lÐUð ÈÅtM�«œ fp?ðÅpð ÈU¼ÅtM�«œ ŸUL²ł« UÐ d‡Ð«d‡Ð 

∫vMF¹ ¨XÝU¼ÅÊ¬

 ÈÅtM�«œ ‡‡f∫UÐ dÐ«dÐ 

∫‰U¦�ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐUð ÈÅtM�«œ ©n,« 

 d¹œUI� ©»  f(0) Ë   f(−1)ÆbOÐUOÐ «— 

 lÐUð ©ÃfÆbOM2 rÝ— «— 

  
f(x) .  5      ,     02 x  4

−5      ,     x # 4
 ..

      Df . x x . R ., 02 x  4.  x x . R .,  x # 4.  

    . x x . R, x #0.  . 0, ..3 .

f(x) . x2           x #0

−x . 3     x  0

 
.
.

f(x) .

f1(x)    ,  x . D1

f2(x)    ,  x . D2

               

f n−1(x)  , x . Dn−1

f n (x)    , x . Dn

 

.

.

..

.

.

.

.

Df . D1D2 D3 Dn



±±∞

∫qŠ

 ÁUÖd¼ ©n,«  f1(x) . x2
 Ë   f2(x) − . x . 3 ÈÅt?M�«œ f

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

 ©»  x . 0 ÈÅt?D?ÐU?{ —œ «—   f(x) . x2
¨r??O?¼œÅv?� —«d?B 

∫fÄ

  x − . 1 ÈÅtDÐU{ —œ «—   f(x) − . x . 3¨rO¼œÅv� —«dB 

∫vMF¹

 Á«u?;?,œ d?¹œU?I?� È«“«Åt?Ð ¨l?ÐUð ÈU¼Å◊dý tÐ tłuð UÐ ©Ãx

 d¹œUI�f(x) ‰Ëbł® r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ tDÐU{ d¼ È«dÐ «— ±∂‡‡≤‡‡

Æ©» Ë n,«

  ‰Ëb??ł d??¹œU?I?� ‡?‡±∂‡?‡≤ÁU??~?²?Ýœ —œ «— ©»® Ë ©n?,«®

r?Ý— «— p¹d¼ —«œuL' Ë rOM2Åv� h;A�  UB²;� ÈU¼—u×�

 qJý® rOM2Åv�∏≥‡‡ÅÅ≤Æ©

s¹dLð±∫ÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— lÐUð 

  f(0) . 02 . 0

  f(−1) − . (−1) . 3 . 4

  x  0                    x #0

  

x f (x)

0 3

−1 4

−2 5

         

  

x f (x)

0 0

1 1

2 4

®©n,«®                   ©»

 ‰Ëbł±∂‡‡≤

 qJý ∏≥‡‡ÅÅÅ≤

  

U(x) .
0 x  0

1 x #0

 
.
.

..

      Df . Df1
Df2

. [0 , . . )(−. , 0) . (−. , . . ) . R



±±±

 lÐUð —«œuL' ©n,«UÆbOM2 rÝ— «— 

 lÐUð ÈÅtM�«œ ©»U(x)ÆbOM2 sOOFð «— 

Æ

 s¹dLð≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð ÈÅtM�«œ 

 ‰U¦�±∂∫ qJý dÖ« ∏µ‡‡ÅÅ≤ lÐUð ÈÅtŽuL−� g¹UL' f¨býUÐ 

∫vMF¹f:A . .. B

∫bO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ

 d???¹œU??I??� ©n??,«  f(3) ,   f(5),  f(7) ,   f(9) ,   f(10)«— 

ÆbOM2 t³ÝU×�

 lÐUð ©»fÆbO¼œ g¹UL' Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

ÆbOM2 h;A� «— Ê¬ œdÐ Ë tM�«œ fáÝ

 ©Ã
  

Df RfÆbOÐUOÐ «— 

 ©œ
  

Df RfÆbOM2 «bOÄ «— 

 lÐUð È«dÐ È«ÅtDÐU{ bO'«uðÅv� U¹¬ ©‡¼føbO1¹uMÐ 

 qJý∏¥‡‡ÅÅÅ≤

  

g(x) .

1 x ! 0

0 x . 0

−1 x  0

 

.

..

.

.

.

10

3

5

7

9

A

F
1

5

4

2

1

_

B

 qJý∏µ‡‡ÅÅÅ≤

f(3) . 4  ,  f(5) . 4  , f(7) . 4,  

  f(9) . 4  ,  f(10) . 4

  Df . 10, 3,5,7,9.      Rf . 4.  

4U¹ 
  

Df Rf .   .  

  f . (10,4) , (3,4) , (5 ,4) ,  (7 ,4) ,  (9 , 4).  

    Df Rf . 10 , 3 , 5 ,7 ,9 ,4.  
  f(10) . 4, f(3) . 4, f(5) . 4, f(7) . 4, f(9) . 4  



±±≤

 d¼ È«“«ÅtÐ fÄ ‡‡x “«  A ¨∫r¹—«œ

∫t²J:ÆœœdÖÅv� vMdF� ¨V,UD� t�«œ« —œ t2 rO�U'Åv� XÐUŁ lÐUð «— ôUÐ lÐUð 

  f(x) . 4

ö¦�Î∫qÐUI� ÈU¼ÅlÐUð 

 ‰U¦�±∑∫t³ÝU×� «— d¹“ d¹œUI� ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� lÐUð 

ÆbOM2

 ©n,«  f(4)∫  ÈUł tÐx œbŽ ¨¥∫fÄ ¨rO¼œÅv� —«dB «— 

 ©»f(x . . x)∫  ÈU?ł tÐx ¨x . . x¨r?O¼œÅv� —«dB «— 

∫vMF¹

 ©Ãf(x . . x) − f(x)∫

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ q{UHð

Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ q{UHð Êœd2ÅÅÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 ‰U¦�±∏∫d¹“ d¹œUI� ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð 

ÆbOM2 t³ÝU×� «—

 ©n,«  f(2)∫ lÐUð —œ f ÈUł tÐ x  œbŽ ¨≤¨rO¼œÅv� —«dB «— 

∫fÄ

 ©»  f(2 . h) − f(2)∫

 lÐUð —œf ÈUł tÐ x —«bI�   2 . h∫vMF¹ ¨rO¼œÅv� —«dB «— 

 —«bI� ‡‡  f(2 . h)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
f(x) . 7 , g(x) − . 1 , t(x) .

5

3
. 7  

  f(x) . x . 3

  (4   7) U¹   f(4) . 4 . 3 . 7 . f(4) . 7

  f(x . . x) . (x . . x) . 3

  f(x . . x) − f(x) . x . . x . 3 − (x . 3)

Æ  f(x . . x) − f(x) . x . . x . 3 − x − 3 . . xÅÅÅÅÅÅÅÅ   

  f(x) . 3x2 − 5x

  f(2) . 3(2)2 − 5(2) . 12 −10 . 2

  f(2 . h) . 3(2 . h)2 − 5(2 . h)

  . 3(4 . 4h . h2) −10− 5h . 3h2 . 7h . 2

,



±±≥

 d¹œUI� tÐ tłuð UÐ ‡‡  f(2) Ë   f(2 . h) q{UHð ¨  f(2 . h)

 Ë  f(2)∫UÐ dÐ«dÐ 

s¹dLð

± ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð ‡‡

  
g(x) .

3x . 5    x − . 2

x2 . 4x   x − . 2

 
.
.

÷ËdH� 

ÆXÝ«

∫bO¼œ ÂU−'« «— d¹“ ÈU¼—U2

 ‰Ëbł ©n,«±∑‡‡≤ÆbOM2 qOLJð «— ©»® Ë ©n,«® 

 lÐUð —«œuL' ©»g‰Ëbł “« Áb�¬ XÝœÅtÐ d¹œUI� tÐ tłuð UÐ «— 

±∑‡‡≤ÆbOM2 rÝ— ©»® Ë ©n,«® 

≤ ÁUÖd¼ ‡‡  f(5) . 352 − 55 . 4 Ë Df . 0,1,2, 3,4.  
ÆbMýUÐ

 ‰Ëbł ©n,«±∏‡‡≤ÆbOM2 qOLJð «— 

 lÐUð ÂËœ ÈÅtH,R� ©»fÆbO1¹uMÐ «— 

 XHÖ Ê«uðÅv� U¹¬ ©Ã

  
f(

5
6

) . 0ø«dÇ ø

©n,«®                   ©»®

 ‰Ëbł±∑‡‡≤

  

55 0 1 2 3 4

f (55) 4 6

  

x g(x)

−2

−1

0  

x g(x)

−2

−3

−4

  x − . 2  x < −2

 ‰Ëbł±∏‡‡≤

  f(2 . h) − f(2) . 3h2 . 7h . 2−2 . 3h2 . 7h

O x

y

    f . (0,4) , (1,) , (2,) , (3,) , (4,).  

 qJý ∏∂‡‡ÅÅÅ≤



±±¥

±∫bO1¹uMÐ «— d¹“ lÐ«uð “« p¹d¼ ÈÅtM�«œ ‡‡

  f(x) − . 5x2 . 4x . 1 ®Å±

f(x) . −4x . 1
x2 − 7x . 12

 ®Å≤

  
f(x) . 3x −1

5 − 7x
3

 ®Å≥

f(x) . 7x . 1
5x2 . 8

 ®Å¥

f(x) . x − 1− x
2

 ®Åµ

  
f(x) . 3x −1

x2 −1
 ®Å∂

≤ ‡‡f(x) Ë Df∫b'«Å÷ËdH� qÐUI� —œ 

 lÐUð ‡‡fË t²ýu' ‰Ëbł Ë Vðd� ÃË“  —u0ÅtÐ «— 

ÆbO1¹uMÐ «— Ê¬ œdÐ

≥ È«Åt?DÐU{ÅbMÇ lÐUð ‡‡fXÝ« ÷ËdH� qÐUI� —œ 

 lÐUð œdÐ Ë tM�«œfÆbO1¹uMÐ «— 

  
Df . 0,

6
6

,
6
3

,
6
2

 
.
.

.

.

.
  f(x) . 2sin x . 1

® v:U¹UÄ Êu�“¬¥©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
¥©

Ë

  

f (x) .
−2        02 x  3

2 / 5      3 2 x  5

7           5 2 x  7

 
.
.

..



ÅÅ±±µ

مبخش دو

r−MÄ qB�

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð t œË—Åv� —UE²�« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM rÝ— «— XÐUŁ lÐUð —«œu/ ‡‡

≤ªbM rÝ— «— v�UL¼ lÐUð ‡‡

≥ªbM sOOFð «— vðU¦K¦� lÐ«uð ÈÅtM�«œ ‡‡

¥ÆbM sOOFð «— ÈËU5� ÈU¼ÅlÐUð ‡‡Å

Áó¹Ë lÐUð bMÇ

vK� ·b¼                   

U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« všdÐ Ë vðU¦K¦� ¨v�UL¼ ¨XÐUŁ lÐ«uð v�dF�                 



ÅÅ±±∂

± lÐUð —«œu/ ‡‡
  
y − . 5Å bOM rÝ— «— ®Å qJý∏∑‡‡ÅÅ≤Æ©

≤ l?ÐU?ð ‡?‡
  
I . (−1,−1),(0,0),(2,2),(3, 3),(4,4).  

ÆXÝ« ÷ËdH�

 ◊U?I� ‡‡I qJý ÈË— «— ∏∏‡?‡ÅÅ≤q?GË r¼ tÐ Ë hIA� 

ÆbOM

ÆbO5¹uMÐ dB²I� —uÞÅtÐ b¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ t «— È«Åt−O²� ‡‡

O x

y

&y

&x

O x

y

&y

&x

 qJý∏∑‡‡ÅÅ≤

 qJý∏∏‡‡ÅÅ≤

® Êu&“¬ÅgOÄµ©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��µ©



ÅÅ±±∑

µ‡‡ÅÅ≤Áó¹Ë lÐUð bMÇ ‡‡

lÐUð ¨XÐUŁ lÐUð bM�U� Áó¹Ë lÐUð bMÇ vÝ—dÐ tÐ XL5O s¹«—œ

Ær¹“«œdÄÅv� vðU¦K¦� lÐ«uð Ë v�UL¼

±ÅÅÅ‡‡µ‡‡ÅÅ≤XÐUŁ lÐUð ‡‡

 ÁUÖd¼  f(x) − . 7∫býUÐ 

 ‰Ëbł ©nR«±π‡‡≤ÆbOM q�U «— 

 lÐUð ©»f qJý  UB²I� ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ —œ «— ∏π‡‡ÅÅ≤

ÆbOM rÝ—

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— lÐUð œdÐ Ë tM�«œ ©Ã

 XHÖ Ê«uðÅv� U¹¬ ©œføXÝ« XÐUŁ lÐUð p¹ 

∫‰U¦&ÆbOM rÝ— «— qÐUI� lÐUð —«œu/ 

∫qŠ d¼ È«“« tÐ x∫r¹—«œ 

 ‰Ëbł≤∞‡‡≤ÆrOMÅv� qOLJð «— 

 “« —«bI� d¼ È«“« tÐ Ábý qOLJð ‰Ëbł tÐ tłuð UÐxjI� 

 È«dÐ —«bI� p¹yÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

  

x −8 −3 0 3 4

f (x) −7 −7

 ‰Ëbł±π‡‡≤

O x

y

&y

&x

 qJý∏π‡‡ÅÅÅÅÅ≤

  f(x) . 4

x −1 0 1

y 4 4 4

A(−1,4) B(0,4) C(1,4)

 ‰Ëbł                          ≤∞‡‡≤

 XO6UF�±∞‡‡ÅÅ≤

  f(x) . 4



ÅÅ±±∏

 —«œu?/ —œ ‡‡π∞‡?‡ÅÅ≤ j?š 
  
y . 4 —u?×?� È“«u� x«— U?¼

ÆbOMÅv� Áb¼UA�

y

O
x

1−1

A B C

 —«œu/ π∞‡‡≤

∫XÐUŁ lÐUð n¹dFð‘«ÅtM�«œ “« tDI� d¼ —œ t vFÐUð 

 XÐUŁ —«bI� ÈËU5� cÆœ—«œ ÂU� XÐUŁ lÐUð býUÐ

ÆXÝ« Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐ«— oÐUD� Ê¬ v{U¹— qJý ‡‡f :Df . c.      c . R

f(x) . c

f

IR

3
2

2

−1

C

IR
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 —«œu/ π±‡‡≤

t²J> vIOIŠ lÐUð —œ ∫  f :R . RÁUÖd¼   c . R Ë f(x) . cvIOIŠ œ«bŽ« tŽuL−� dÐ«dÐ Ê¬ ÈÅtM�«œ ÁUÖÅÊ¬ 

dÐ«dÐ Ê¬ œdÐ Ëc.   jš Ë XÝ«y . c—u×� È“«u� x∫d~¹œ ÊUOÐ tÐ ÆXÝU¼Rf . c.   Ë   Df . R

≤ÅÅ‡‡µ‡‡ÅÅ≤v>UL¼ lÐUð ‡‡

 XO6UF�±±‡‡≤

 ÈÅt?D?ÐU?{ U?Ð lÐUð tÐ tłuð UÐf(x) . xÅ —«œu/ Ë π≤‡?‡≤

ÆbOM qOLJð «— vRUš ÈU¼Uł ©ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “U5LO�®

 lÐUð ©nR«fÆrO�U�Åv� ÆÆÆÆÆÆÆÆ lÐUð «— 

y

x
5 . ?

y . x

O

 qJýπ≤‡‡≤



ÅÅ±±π

d?~?¹œ ÊU?O?Ð t?Ð ÆX?Ý« p?¹ d?Ð«d?Ð Á—«u?L?¼ l?ÐU?ð V?O?ý ©»

tan 5 . Ë 5 .ÆXÝ« 

 XO6UF�±≤‡‡≤

 qJý tÐ tłuð UÐπ≥‡‡≤ ÁUÖd¼ 
  
d1ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “U5LO� 

Ë
  
d2 ÈÅt?¹Ë«“ ÁU?ÖÅÊ¬ b?ýU?Ð Â—U?N?Ç Ë ÂËœ l?Ð— “U?5?L?O?� 5d?Ð«d?Ð 

ø«dÇ øXÝ« ììì

y

x

d1d2

5

 qJý    π≥‡‡≤

∫t?−O²>‘œu?š t?Ð «— t?M?�«œ uCŽ d¼ t lÐUð d¼ 

U?Ð «— ¨l?ÐU?ð ÈÅt?D?ÐU?{ ÆX?Ý« v�UL¼ lÐUð p¹ bM dþUM²�

 œU/f(x) . x rO¼œÅv� g¹U/ ®Å qJýπ¥‡‡≤Æ©

∫t²J>ÆXÝ« ÂuÝ Ë ‰Ë« lÐ— “U5LO� v�UL¼ lÐUð —«œu/ Ë XÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ v�UL¼ lÐUð œdÐ Ë tM�«œ 

X

lR

f

f(x)=x

lR

X

 qJý    π¥‡‡≤

∫‰U¦& ÈÅtŽuL−� BÆXÝ« ÷ËdH� ¨qÐUI� —œ ¨

 ÈÅtŽuL−� “« v�UL¼ lÐUðBÆbO5¹uMÐ «— 

∫qŠ rOMÅv� ÷d� I “« v�UL¼ lÐUð BrO¼«uš s¹«dÐUMÐ ̈ býUÐ 

∫Xý«œ

  
B . 7 ,−2  5.  

  I . (x,y) x,y . B,x . y.  . (7,7),(−2,−2),(5,5).  

,



ÅÅ±≤∞

≥‡‡µ‡‡ÅÅ≤ U¦K¦& ‡‡

∫t?¹Ë«“ j?š r?O� OA
.

 q?J?ý ®Åπµ‡?‡≤‰u?Š «— ©n?R« ‡‡

 ÈÅtDI�O—œ U?ð rO¼œÅv� Ê«—Ëœ XŽUÝ ÈU¼ÅtÐdIŽ XNł ·öš 

 X?O?F{ËOB
.

 q?J?ý U?ð œd?OÖ —«dO πµ‡?‡≤Æœu?ý q?GU?Š » ‡‡

 ® qGUŠ ÈÅt¹Ë«“5 U¹ 7 AOB©¨tł—œ vMF¹ ¨bŠ«Ë Ÿu� tÝ UÐ 

ÆXÝ« ÈdOÖÅÁ“«b�« qÐUO ÊU¹œ«— Ë œ«dÖ

±® t?ł—œ ‡‡D∫© j?š rO� ÁUÖd¼ OA
.

q?�U Ê«—Ëœ p¹ 

tÐ qÐUI� Èed� t¹Ë«“ ÈÅÁ“«b�« ÆœuýÅv� qOJAð Ád¹«œ p¹ b¹U/

  

1

360

  bM�U�Åv� tł—œ p¹ «— Ád¹«œ jO×� ® qJýπ∂‡‡≤È«eł« Æ©

 dÐ«dÐ tIOOœ p¹ Ë XÝ« tO�UŁ Ë tIOOœ ¨tł—œ∂∞ÆXÝ« tO�UŁ 

 ‰U¦&±∫Ë tł—œ tÝ ÈÅÁ“«b�« tÐ t¹Ë«“ p¹ vðU¦K¦� g¹U/ 

ÆXÝ« qÐUI� qJý tÐ tO�UŁ ZMÄ Ë tIOOœ —UNÇ

≤® œ«dÖ ÆG ∫©tÐ qÐUI� Èed� t¹Ë«“ ÈÅÁ“«b�«

  

1

400

jO×� 

∫“« XÝ«  —U³Ž œ«dÖ È«eł« ÆbM�U�Åv� œ«dÖ p¹ «— Ád¹«œ

® œ«dÖÅvÝœ

  

1

10
œ«dÖ ©® œ«dÖÅv²�UÝ ¨

  

1

100
œ«dÖ ©œ«dÖÅvKO�Å¨Å

®

  

1

1000
œ«dÖ ©Æ

≥® ÊU¹œ«— ÆR∫©“« v�UL tÐ qÐUI� Èed� t¹Ë«“ ÈÅÁ“«b�« 

Áb?O?�U?� ÊU?¹œ«— p?¹ b?ýU?Ð Ád?¹«œ ŸU?F?ý U?Ð dÐ«dÐ Ê¬ ‰uÞ t Ád¹«œ

 qJý® œuýÅv�π∑‡‡≤Æ©

A

A

B

5
O

 qJý πµ‡‡≤n6« ‡‡

 qJý πµ‡‡≤» ‡‡

A

 qJý  π∂‡‡≤

    3
       &4        &&5

tł—œ   tIOOœ     tO�UŁ

∫‰U¦&µ[¥≥≤

 qJý  π∑‡‡≤

Ëœ Ë œ«d??ÖÅv??²??�U??Ý t??Ý Ë œ«d?Ö v?Ýœ —U?N?Ç Ë œ«d?Ö Z?M?Ä

Æœ«dÖÅvKO�

A

B

O r

r



ÅÅ±≤±

 Ád?¹«œ j?O?×?� t? s?¹« t?Ð t?łu?ð U?Ð  26r ¨b?ýU?ÐÅv?�   3600

  26ÆXÝ« ÊU¹œ«—

∫ÊU¹œ«— Ë œ«dÖ ¨tł—œ sOÐ ÈÅtDÐ«—n¹—UFð tÐ tłuð UÐ 

ÆrO5¹uMÐ «— qÐUI� ÈÅtDÐ«— rO�«uðÅv� ÊU¹œ«— Ë œ«dÖ ¨t¹Ë«“

 œbŽ dÐ «—ÅÊ¬ ÁUÖd¼ ‡‡≤∫r¹—«œ rOM ÁœUÝ 

 ‰U¦&≤∫ ¥µøXÝ« ÊU¹œ«— bMÇ tł—œ 

∫qŠÆrO5¹u�Åv� «— tł—œ Ë ÊU¹œ«— ÈÅtDÐ«— 

 ‡‡
    45



∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÊU¹œ«— V5ŠdÐ 

 qJýπ∏‡‡≤

  

D
360

.
G

400
.

R
26

    

D
180

.
R
6

 ,  D . 45


  

.
45

180
.

R
6

.
1

4
.

R
6

. 4R . 6.

  

R .
6
4

∫t²J> 6  ¨ÊU¹œ«—±∏∞ Ë tł—œ ≤∞∞ÆbýUÐÅv� œ«dÖ 

  

D
180

. G
200

. R
6



ÅÅ±≤≤

 ‰U¦&≥∫ 

  

6
5

ÆXÝ« œ«dÖ bMÇ Ë tł—œ bMÇ ÊU¹œ«— 

∫qŠ Á«— ÈU?ł t?Ð t?ł—œ t?Ð q¹b³ð È«dÐ 6 ¨ÊU?¹œ«— ±∏∞

∫fÄ ¨rO¼œÅv� —«dO «— tł—œ

 ÈU?ł t?Ð œ«d?Ö t?Ð q¹b³ð È«dÐ ‡‡6 ¨ÊU?¹œ«— ≤∞∞«— œ«dÖ 

∫fÄ ¨rO¼œÅv� —«dO

tł—œ tÐ q¹b³ð

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  

Åœ«dÖ tÐ q¹b³ð
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  

6
5

                     . .... .
200

5
. 40

 ÊU¹œ«— ∫t²J�

  
.

6
180

 Ë tł—œ p¹ 

    

.
180



6
∫býUÐÅv� ÆÊU¹œ«— p¹ 

 ÊU¹œ«—

    

D . 1
.

1

180
.

R
6

. 180R . 6. R .
6

180

 tł—œ

    

R . 1.
D

180
.

1

6
. D . 6. 180. D .

180


6

 ‰U¦&¥∫ ≥∞ Ë ÊU¹œ«— bMÇ tł—œ 

  

26
3

tł—œ bMÇ ÊU¹œ«— 

øXÝ«

∫qŠ ≥∞ dÐ«dÐ tł—œ 

  

6
6

∫«d¹“ ¨XÝ« ÊU¹œ«— 

 ‡‡

  

26
3

 dÐ«dÐ ÊU¹œ«— ±≤∞∫«d¹“ ¨XÝ« tł—œ 

 ÈU?ł tÐ ÂËœ ‘Ë— —œ ‡‡6  ¨ÊU¹œ«—±∏∞—«d?O «— tł—œ 

 fÄ rO¼œÅv�

  

26
3

∫UÐ dÐ«dÐ 

vðU¦K¦& ÈU¼ÅX³L>

 qJý t¹Ë«eR«ÅrzUO YK¦� —œππ‡‡≤∫r¹—«œ œ«œ—«dO dÐUMÐ 

 ÊU¹œ«—

    

30
. 30.

6
180

.
6
6

    

26
3

.
26
3

.
180

6
. 120



    

26
3

.
2(180)

3
. 120



U¹ 

AC

B

a
c

b

 qJý ππ‡‡≤

    

6
5

                     . .... . 180


5
. 36



œ«dÖ



ÅÅ±≤≥

           ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{                  A
 ÈÅt¹Ë«“ ”uMOÝ

                                
. A

                                         

dðË

 ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{    ÅÅÅÅÅÅÅ                         A
 ÈÅt¹Ë«“ ”uMO5

                                  
    

. A

                                            

dðË

                           ÅÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{ÅÅÅÅ A
 ÈÅt¹Ë«“ X�«ó�Uð

                                  
    

. A

                            

 ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{A

    ÅÅÅÅ                        ÅÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{ A
 ÈÅt¹Ë«“ X�«ó�U²

                                  
    

. A

                               

 ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{A

sin A .
a
c

cosA .
b
c

tan A .
a
b

cot A .
b
a

s¹d9

± ÈÅt¹Ë«eR«ÅrzUO YK¦� tÐ tłuð UÐ ÆABC qJý —œ ππ‡‡≤

 ÈÅt¹Ë«“ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³5�BÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤¨ÈÅt¹Ë«eR«ÅrzUO YK¦� —œ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³5� “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

ABCÅ q?Jý —œ ππ‡?‡≤q?GË r?¼ t?Ð «— d?Ð«d?Ð v?ðU?¦K¦� X³5� 

ÆbOM

sin B .       ,       cosB .

tan B .       ,       cot B .

  
b1)  sin B                          

  
a1)  sin A

  
b2)  cosB                         

  
a2)  cosA

  
b

3
)  tan B                         

  
a

3
)  tan A

              
  
b4 )  cot B                         

  
a4 )  cot A

∫t−O²> bMýUÐ rL²� t¹Ë«“ Ëœ dÖ« 
    (A

8
. B

8
. 90

)UÐ dÐ«dÐ vJ¹ X�«ó�Uð Ë Èd~¹œ ”uMO5 dÐ«dÐ vJ¹ ”uMOÝ 

©fJŽdÐ Ë® XÝ« Èd~¹œ X�«ó�U²

    

30
. 60

. 90
.

 

sin 30 . cos60


cos 30 . sin60

tan 30 . cot60


cot 30 . tan60

 

.

.

.

.

.

.

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

    45
. 45

. 90. sin45
. cos45

 ,  tan45
. cot 45
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ÅÅ±≤¥

 XO6UF�±≥‡‡≤

 ÈÅtDI� “«A qJý ÈÅÁd¹«œ ÈË— ±∞∞‡‡≤X³¦� XNł —œ 

t?Ð Ë r?O¹U/Åv� XdŠ tÐ ŸËdý ©XŽUÝ ÈU¼ÅtÐdIŽ XNł ·öš®

 bM�U� È«ÅtDI�P(x,y) vðU¦K¦� X³5� ÆrOÝ—Åv� (AOP
8

)ÆbOÐUOÐ «— 

 ‰U?¦&±∫ q?Jý —œ ±∞±‡‡≤ ¨sin5 ¨cos5 Ë tan5«— 

ÆbOÐUOÐ

∫qŠ

Åb¹UÐ «b²Ð« vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³5� Êœd «bOÄ È«dÐ ‡‡xp  ÆrOÐUOÐ «—

∫r¹—«œ À—užU¦O� ÈÅtDÐ«— dÐUMÐ ‡‡

 ÈÅtDI� ÊuÇ ‡‡p¨XÝ« ÂËœ ÈÅtOŠU� —œ xpÆXÝ« vHM� 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ ‡‡

O
5

y
r

p(x,y)

A(r,0)x

 qJý±∞∞‡‡≤

r . x2 . y2

sin5 .
r

       ,        cos5 .
r

tan5 .        ,        cot 5 .
x
y

O

5

x

y

r . 5
p(x,3)

 qJý±∞±‡‡≤

  
r2 . x2 . y2 . 5

2 . x2 . 3
2 . x2 . 16

  x − . 4

  

sin5 .
y
r

.
3

5
 ,  cos5 .

x
r

.
−4

5
 ,  tan 5 .

y
x

.
3

−4



ÅÅ±≤µ

 XO6UF�±¥‡‡≤

 q?J?ý Ë v?ðU?¦?K?¦?� ÈU?¼ÅX³5� n¹—UFð tÐ tłuð UÐ±∞≤‡‡≤

ÆbOM dÄ «— vRUš ÈU¼Uł

∫r¹—«œ À—užU¦O� ÈÅtDÐ«— dÐUMÐ ‡‡

ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{                 5
 ”uMOÝ

                               
. 5

                             

dðË

                  ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{ 5
 ”uMO5

                               
. 5

                              

dðË

       ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{          5
 X�«ó�Uð

                               
. 5
               

ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{5

          ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{       5
 X�«ó�U²

                               
. 5
                 

ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{5

x

y

5
y

r

xO

p(x,y)

 qJý  ±∞≤‡‡≤

  
r2 . x2 . y2

sin5 .
r

 ®Å±

cos5 .
r

 ®Å≤

tan 5 . ®Å≥

 cot 5 .®Å¥

Å® µ

 ÈU¼ÅÁ—ULý tÐ tłuð UÐ ‡‡± Ë ≤sODÝË Ë sO�dÞ Ë 

 vM¹e~¹Uł Ëx Ë y∫r¹—«œ 

 tÐ tłuð UÐ ‡‡± Ë ≤∫r¹—«œ X�«ó�U² n¹dFð Ë 

tan5 .
y
x

.
r sin5
r cos5

.
sin5
cos5

 ®Å∂

.

sin2 5 . cos2 5 . (
y
r )2 . ( x

r )2 . .

cot 5 .
x
y

. ®Å∑



ÅÅ±≤∂

∫t²J� ÈU¹«Ë“ v�U9 È«“« tÐ qÐUI�  «—U³Ž θÆb�uýÅv� ÁbO�U� vðU¦K¦� œU%« s¹«dÐUMÐ XÝ« XÝ—œ 

  sin2 θ + cos2 θ =1

tan θ =
sinθ
cosθ

 ,  cot θ =
cosθ
sinθ

s¹d9

ø«dÇ øXÝ« vðU¦K¦� œU%« p¹ Ë—ÅtÐË—  —U³Ž U¹¬

 XO�UF�±µ‡‡≤

d?Ä «— v?�U?š ÈU?¼U?ł v?ðU?¦?K¦� ÈU¼œU%« tÐ tłuð UÐ ©n�«

ÆbOM�

ÈU?ł X?�«ó?�U?²?� —œ X?�«ó�Uð »d{Åq�UŠ tÐ tłuð UÐ ©»

ÆbOM� dÄ «— v�Uš

 ÷d	 UÐ ©Ã  sinθ ≠0dÐ «— ÈËU
ð ·dÞ Ëœ   sin2 θrO
Ið 

ÆbOM� dÄ «— v�Uš ÈUł ∫rOM�

∫s¹«dÐUMÐ

 ÷d	 UÐ ÁUÖd¼ ‡‡  cosθ ≠0dÐ «— qÐUI� ÈËU
ð ·dÞ Ëœ 

  cos2 θÆbOM� dÄ «— v�Uš ÈUł ¨rOM� rO
Ið 

  sinθ + cosθ =1

  
cos2 θ =1− ®Å≤

  
sin2 θ =1− ®Å±

  sin2 θ + cos2 θ =1⇒ ®Å¥

  

sin2 θ
sin2 θ

+
cos2 θ
sin2 θ

=
1

sin2 θ
⇒

  
1+      =

1

sin2 θ

  

sin2 θ
cos2 θ

+
cos2 θ
cos2 θ

=
1

cos2 θ
⇒

  
1+

         
=

1

cos2 θ

  sin2 θ + cos2 θ =1 ®Åµ

→

→

  

tanθ × cotθ =1
  cotθ= 1

      

  tanθ= 1
      

Å®≥



ÅÅ±≤∑

∫t−O²>® XORUF� dÐUMÐ ±µ‡‡≤∫r¹—«œ ©nR« ‡‡

  sin2 5 . 1− cos2 5  ,  cos2 5 . 1− sin2 5 ®Å±

® XORUF� dÐUMÐ±µ‡‡≤∫r¹—«œ ©» ‡‡

  

cot 5 .
1

tan5
ÅU¹Å

  

tan5 .
1

cot 5
ÅU¹Å  tan5 . cot 5 . 1 ®Å≤

® XORUF� dÐUMÐ±µ‡‡≤∫r¹—«œ ©Ã ‡‡

  

cos2 5 .
1

1. tan2 5
 U¹ 

  

1. tan2 5 .
1

cos2 5
 ®Å≥

® XORUF� dÐUMÐ±µ‡‡≤∫r¹—«œ ©œ ‡‡

  

sin2 5 .
1

1. cot2 5
 U¹ 

  

1. cot2 5 .
1

sin2 5
 ®Å¥

vðU¦K¦& ÈÅÁd¹«œ

 q?J?ý  U?B?²?I?� ÁU?~?²Ýœ —œ±∞≥‡‡≤—U?Öd?Ä p?L? t?Ð 

® bŠ«Ë ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œOA·öš «— Ád¹«œ XNł ÆbOM rÝ— ©

ÈÅÁd?¹«œ ¨Ád?¹«œ s?¹« t?Ð Æb?¹d?O?~Ð dE� —œ XŽUÝ ÈU¼ÅtÐdIŽ XNł

ÆbM¹uÖÅv� vðU¦K¦�

vðU¦K¦& ÈU¼—u×&

 qJý —œ±∞¥‡‡≤ŸUFý Ë  UB²I� √b³� ed� tÐ È«ÅÁd¹«œ 

«— ©v?ðU?¦?K?¦?� ÈÅÁd?¹«œ® X?ŽU?Ý ÈU¼ÅtÐdIŽ nRUI� XNł Ë bŠ«Ë

ÆbOMÅv� Áb¼UA�

O
A

+

_

x

y

&x

&y

 qJý±∞≥‡‡≤

O
A x

y

5
y

r . 1L

H

D

CP

B

&x

&y

x

 qJý   ±∞¥‡‡≤



±≤∏

 ÈÅt?D?I�P(x,y) —u?×?� X?³?¦?� XNł UÐ x ÈÅt?¹Ë«“ ¨U?¼θ

∫r¹—«œ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³#� n¹dFð dÐUMÐ Æœ“UÝÅv�

 —u?×� ‡‡y ′o yt?łu?ð U?Ð Æb?M?�U�Åv� U¼Å”uMOÝ —u×� «— 

  «dOOGð Ë vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ n¹dFðÅtÐsinθ∫r¹—«œ 

‡‡′x oxŸUFý tÐ tłuð UÐ ÆbM�U�Åv� U¼Å”uMO#3 —u×� «— 

∫r¹—«œ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ

  «dOOGð ‡‡cosθ∫UÐ dÐ«dÐ 

 qJý tÐ tłuð UÐ±∞¥‡‡≤ÅYK¦� —œ tÐUAð X³#� Ë ÈU¼OAC

 ËOPH∫r¹—«œ 

® ŸËd?ý ÈÅt?D?I?� —œ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ dÐ ”U2 jšA«— ©

∫r¹—«œ jš ÊœuÐ œËb×�U� dÐUMÐ ÆbM�U�Åv� U¼ÅX�«ó�Uð —u×�

∫r¹—«œ X�«ó�U²3 n¹dFð tÐ tłuð UÐ ‡‡

 ÈÅt¹Ë«eC«ÅrzUE YK¦� —œ vFdÞ “« ‡‡OBDqJý® ∫r¹—«œ 

±∞¥‡‡≤©

 YK¦� Ëœ ÊuÇ ‡‡OPH Ë OBHU?Ð ¨t¹Ë«“ tÝ XCUŠ tÐ 

∫r¹—«œ Ë bMýUÐÅv� tÐUA²� d~¹bJ¹

∫r¹—«œ U¼ÅX�«ó�U²3 —u×� ¨ÊœuÐ œËb×�U� dÐUMÐ ‡‡

  
sinθ =

y

r
=

y

1
= OL

  −1≤ sinθ ≤1

  
cosθ =

x

r
=

OH

1
= OH

  −1≤ cosθ ≤1

  
tanθ =

y

x
=

AC

OA
=

AC

1
   x ≠0⇒

tanθ = AC

tanθ ∈R

  y ≠0  ¨cot θ =
x

y

  
cot θ =

BD

OB
=

BD

1
= BD

cot θ =
x

y
= BD ⇒ cot θ = BD

cotθ ∈IR

Ë



±≤π

Ád¹«œ ÈÅt
UÖ—UNÇ vŠ«u
 —œ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³�
 X�öŽ

vðU¦K¦�

 XO�UF ±∂‡‡≤

± qJý —œ ©±∞µ‡‡≤ÈU¼—u×� Á«dL¼ tÐ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ 

ÆbOM3 q�U3 «— d¹“ ÈU¼Å‰Ëbł Ë U¼Å‰«RÝ ÆXÝ« Ábý rÝ— vðU¦K¦�

 X�öŽ  «dOOGðsin αÅ ‰Ëbł —œ ≤±‡‡≤

± X?�ö?Ž  «d?OOGð ‡‡sin αÅ ‰Ëbł —œ «— ≤±‡?‡≤q?�U3 

ÆbOM3

≤ X?�ö?Ž  «dOOGð ‡‡cosα ‰Ëb?ł —œ «— ≤≤‡‡≤q?�U3 

ÆbOM3

≥ X�öŽ  «dOOGð tÐ tłuð UÐ ‡‡sin α Ë cosαvŠ«u� —œ 

 X�öŽ t�UÖ—UNÇtan αÅ ‰Ëbł —œ «— ≤≥‡‡≤ÆbOM3 qOLJð 

¥ ‰Ëbł qOLJð UÐ ‡‡≤¥‡‡≤ X�öŽ cot αvŠ«u� —œ «— 

ÆbOM3 hUA� vðU¦K¦� Ád¹«œ ÈÅt�UÖ—UNÇ

=

90=
2

270

O
x

y

′x

′y

180 _ _ _ _ _
+
+
+
+
+

+
+
+
+
+
+

+
++++++_

_
_
_
_
_
_
_

+
+
+
+
+
+ + + +
+ + + ++ + + ++ +

_
_
_
_
_
_
_
_
_
_
_
_

_ _ _ __ _ _ __ _ _ _

3π
2

=

π

π

 qJý±∞µ‡‡≤

ÂËœ ÈÅtOŠU

‰Ë« ÈÅtOŠU


X³¦�  

vHM� X³¦�

vHM�

ÂuÝ ÈÅtOŠU

Â—UNÇ ÈÅtOŠU
   

 

  

3π
2

< α < 4π    

  
π < α <

3π
2

    

  

π
2

< α < π      

  
0< α <

π
2

Â—UNÇ ÈÅtOŠU
         ‰Ë« ÈÅtOŠU
    ÂËœ ÈÅtOŠU
    ÂuÝ ÈÅtOŠU
     α

                                    + X�öŽ           sinα

 ‰Ëbł≤±‡‡≤

3π
2

< α < 2π
  
π < α <

3π
2  

π
2

< α < π
  
0< α <

π
2

α

−+ X�öŽcosα

 ‰Ëbł≤≤‡‡≤

Â—UNÇ ÈÅtOŠU
ÂuÝ ÈÅtOŠU
ÂËœ ÈÅtOŠU
‰Ë« ÈÅtOŠU
α

− X�öŽtanα

 ‰Ëbł≤≥‡‡≤

 ‰Ëbł≤¥‡‡≤

  0< α < 2π
  
π < α <

3π
2  

π
2

<0< π
  
0< α <

π
2

α

−+ X�öŽcotα

  
    ππ == 180ÅÊU¹œ«—



±≥∞

∫X�dÖ «— d¹“ ÈÅt−O²� Ê«uðÅv� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐ«— “« ‡‡

  tan α.cot α =1

  sin α >0 Ë   sin α.cosα <0

∫t−O²� ÈU¼ÅX�öŽ tan α Ë cot αÆXÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ Â—UNÇ Uð ‰Ë« ÈÅtOŠU� —œ Á—«uL¼ 

∫‰U¦
 œËbŠ ¨XÝ« —«d/dÐ Á—«uL¼ qÐUI� ÈÅtDÐ«— α«— 

ÆbOM3 h5A�

∫qŠXÝ« vHM� ”uMO93 Ë ”uMOÝ »d{Åq<UŠ ÊuÇ 

 Ë  sin α >0∫

 fÄ ‡‡α∫vMF¹ ¨œ—«œ —«d/ ÂËœ ÈÅtOŠU� —œ 

XO�UF�±∑‡‡≤

 qJý —œ±∞∂‡‡≤Ë ”uMOÝ ÈU¼—u×� UÐ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ 

ÆXÝ« Ábý rÝ— ”uMO93

± ÁUÖ d¼ ‡‡
    α =0

«— ÈœbŽ tÇ U¼Å”uMO93 —u×� býUÐ 

øb¼œÅv� ÊUA�

≤ ÁUÖd¼ ‡‡α “« ∞ Uð 

  

π
2

 “« Ë 

  

π
2

 Uð π—«b?I� bM3 dOOGð 

 ÈÅt?D?I?� —œ œu?ýÅv?� r?3 t?²?�— t?²?�— ”uMO93 Èd³ł

  
α =

π
2

¨

α = πøb¼œÅv� ÊUA� «— Èœ«bŽ« tÇ ”uMO93 —«bI� 

≥ ÁUÖd¼ ‡‡α “« π Uð 

  

3π
2

 “« eO� Ë 

  

3π
2

 Uð   2πbM3Å dOOGð 

øXÝ« g¹«e�« tÐË— ”uMO93 —«bI� U¹¬

  cosα <0

  

π
2

< α < π

 qJý±∞∂‡‡≤

  
cos00 =

  
cos

π
2

=      ,     cos π =

 vKÐ dOš   

U¼Å”uMO�  —u×


U¼Å”uMOÝ —u×




±≥±

 ◊UI� —œ

  
x =

3π
2

 Ë   x = 2πøX#OÇ ”uMO#3 —«bI� 

¥ ‰Ëbł ‡‡≤µ‡‡≤ÆbOM3 q�U3 «— 

µ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅ≤µ‡‡≤ X?OCUFF Ë ±≥‡‡≤—«œu/ 

y = cosx ÈÅÁ“UÐ —œ   0,2π[ ]ÆXÝ« Ábý rÝ— 

∂ ÁUÖd¼ ‡‡ 
    α =0

«— U¼Å”uMOÝ —u×� t¹Ë«“ œ«b²�« býUÐ 

tł—œ dH[ ”uMOÝ XCUŠ s¹« —œ ÆbM3Åv� lDE  UB²U� √b³� —œ

 ‰Ëbł® b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «—≤∂‡‡≤Æ©bOM3 qOLJð «— 

∑ v²EË ‡‡α “« ∞ Uð 

  

π
2

 —«bI� bM3Åv� dOOGð sin αX³¦� 

 —œ ÆX?Ý«

  
α =

π
2

 ”u?M?O?Ý —«bI�  d?¦?<«bŠ—«b?I?� s?¹« ÆXÝ«

øX#OÇ

∏ q?[«u?F —œ ‡‡ 

  

π
2

 U?ð π Ë π Uð 

  

3π
2

”u?M?O?Ý —«b?I� 

 —œ t?3 È—uÞÅtÐ bÐU¹Åv� g¼U3

  
α =

3π
2

”u?MOÝ qE«bŠ —«bI� 

 dÐ«dÐ  −1 Â—U?NÇ ÈÅtOŠU� —œ ÆbýUÐÅv� 

  
(
3π
2

< α < 2π)Á—UÐËœ 

 —œ t3 È—uÞÅtÐ bÐU¹Åv� g¹«eF« ”uMOÝ —«bI�  α = 2πÊ¬ —«bI� 

ÆœuýÅv� dH[

  
cos

3π
2

=      ,      cos2π =

    π =180

 

    

π
2

= 90α

  −1 X�öŽcosα

 ‰Ëbł≤µ‡‡≤

 —«œu/±∞∑‡‡≤

  2π
  

3π
2

π
  

π
2

  0α

  −1∞sinα

 ‰Ëbł≤∂‡‡≤

  
sin

π
2

=

  
sin

3π
2

=

  sin2π =0

  2π = 3600

  

3π
2

= 2700  0

  
sin(0

0
) =



±≥≤

 lÐUð —«œu/ ôUÐ VCUD� tÐ tłuð UÐ ‡‡y = sin xÈÅÁ“UÐ —œ 

  0,2π[ ]ÆXÝ« Ábý rÝ— 

 ‰Ëbł Ë—ÅtÐË— jÐ«Ë— tÐ tłuð UÐ ‡‡≤∑‡‡≤ÆbOM3 qOLJð «—ÅÅÅ

∫‰U?¦?� q??J?‡?ý v?ðU?¦?K?¦?� ÈÅÁd?‡?‡?¹«œ —œ ±∞π‡?‡≤Y?K?¦?� 

v?ðU?¦K¦� ÈU¼ÅX³#� ÆXÝ« ÷ËdH� t¹Ë«eC«ÅrzUE sOEU#C«ÅÈËU#²�

    45

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫qŠ∫r¹—«œ ÆXÝ« sOEU#C« ÈËU#²� YK¦� ÊuÇ 

 ÈÅt¹Ë«eC«ÅrzUE YK¦� —œ À—užU¦OF ÈÅtDÐ«— dÐUMÐ ‡‡OHP
∆

∫

 ÊuÇ ‡‡xjIF X³¦� »«uł fÄ XÝ« √b³� XÝ«— XLÝ 

ÆXÝ« ‰u³E qÐUE

                 ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{                45

ÈÅt¹Ë«“Å”uMOÝ

    

                                   
= 45

∫fÄÅ̈

                                          

dðË

 —«œu/ ±∞∏‡‡≤

tan α =
sin α
cosα  ,  cot α =

cosα
sin α

    360

    270

    180

    90  0α

sOF�U�

  

0

1
=0tanα

∞ sOF�U�

  

1

0
=cotα

 ‰Ëbł≤∑‡‡≤

45

O

45

x H

y
1

P(x,y)

 qJý ±∞π‡‡≤

OH = PH ⇒ x = y

  OP2 = OH2 + HP2 ⇒1= x2 + x2 ⇒ 2x2 =1⇒

  
x2 =

1

2

 

  
x = +

1

2
⇒ x =

1

2
×

2

2
=

2

2
U¹

  
⇒ x = −

1

2

sin(45


) =
y

r
=

2

2
1

⇒ sin45=
2

2



±≥≥

               tÐ —ËU−� lK{                       45

ÈÅt¹Ë«“ ”uMO#3

    

                            
= 45

∫fÄ ¨

                                          

dðË

                           È t¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{      45

 ÈÅt¹Ë«“ X�«ó�Uð

    

                                  
= 45

∫fÄ ̈

                            

ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{    45

               ÈÅt¹Ë«“ tÐ —ËU−� lK{           45

 X�«ó�U²3

    

                                    
= 45

∫fÄ ¨

                    

ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{    45

 XO�UF ±∏‡‡≤

 q?J?ý —œ±±∞‡?‡≤ ÈÅt?¹Ë«“ Ëœ U?Ð v?¦?K?¦?�     30

 Ë     60

«— 

X?ÝœÅt?Ð «— t?¹Ë«“ Ëœ s?¹« v?ðU?¦?K?¦� ÈU¼ÅX³#� ¨rO¹U/Åv� Áb¼UA�

Æb¹—Ë¬

 ÈÅt?¹Ë«“ t?Ð q?ÐUI� lK{ rO�«œÅv� ‡‡    30

¨XÝ« dðË nB� 

∫fÄ

∫r¹—«œ À—užU¦OF ÈÅtDÐ«— dÐUMÐ ‡‡

 ‡‡x Ë y‰u³E œ—u� X³¦� jIF fÄ ̈ XÝ« ‰Ë« ÈÅtOŠU� —œ 

ÆXÝ«

 ÈÅt¹Ë«“ Ëœ ÊuÇ ‡‡    30

 Ë     60

∫fÄ b�d~¹bJ¹ rL²� 

∫r¹—«œ sOMâL¼ ‡‡

‡‡     tan 30

 dÐ«dÐ 
    cot60 ® «d¹“    30+60= 90

©∫fÄ ̈

 ‡‡    cot 30∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

    
cos(45



) =
x

r
=

2

2
1

⇒ cos45=
2

2

    

tan(45


) =
y

x
=

2

2
2

2

⇒ tan45=1

    

cot(45


) =
x

y
=

2

2
2

2

⇒ cot 45=1

 qJý ±±∞‡‡≤

PH = y =

  
r2 = OH2 + PH2 ⇒12 = x2 + (

1

2
)2 ⇒ x2 =1−

1

4
=

3

4

  
⇒ x = −

3

4
     ,      x = +

3

4
⇒ x =

3

2

sin (30) = cos60= = 1
2

cos (30) = x
r

=
r

= = sin 60


tan(30) =
x

=

1
2 = = cot 60

cot (30) = x
y

= 3 = tan=

30
O

60

x H

y

P(x,y)

1=r



±≥¥

 ‰U¦�±∫ vðU¦K¦� X³#�     α = −30

ÆbOM3 t³ÝU×� «— 

∫qŠ qJý —œ ±±±‡‡≤ ÈÅt¹Ë«“     α = −30

X?Nł —œ «— 

ÆrOM3Åv� «bł «— XŽUÝ ÈU¼ÅtÐdIŽ ‘œdÖ

 ÈÅt?¹Ë«“ t?Ð q?ÐU?I?� l?K?{ ¨t?¹Ë«e?C«År?zU?E Y?K?¦?� —œ ‡?‡    30

ÆXÝ« dðË nB�

 ÈÅt?D?I?� t?3 s?¹« tÐ tłuð UÐ ‡‡Pl?E«Ë Â—U?N?Ç ÈÅtOŠU� —œ 

∫r¹—«œ ÆXÝ«

∫X?ýu?� Ê«u?ðÅv?� À—u?žU?¦?O?F ÈÅt?O?C?E d?ÐU?MÐ ‡‡

 ÊuÇ ‡‡    θ = 30

X³¦� jIF XÝ« lE«Ë Â—UNÇ ÈÅtOŠU� —œ 

ÆXÝ« ‰u³E qÐUE

‡‡ ∫Xý«œ rO¼«uš t−O²� —œ

 qJý ±±±‡‡≤

    
sin(30) = PH =

1

2

  
y = −PH = −

1

2

  
OP2 = OH2 + PH2 ⇒12 = x2 +

1

4
⇒ x2 =1−

1

4

  
x2 =

3

4
⇒ x = −

3

2
     ,      x = +

3

2

sin(−30) =
y

r
=

−1

2
1

⇒ sin(−30) =
−1

2
= − sin 30

    
cos(−30) =

x
r

=

3
2
1

⇒ cos(−30) =
3

2
= cos 30

    

tan(−30) =
y

x
=

−1

2
3

2

=
−1

3
=

− 3

3
= − tan 30

    

cot(−30) =
x

y
=

3

2
−1

2

= − 3 = − cot 30

∫vK< ÈÅt−O²
 bM�U� t¹Ë«“ Ëœ ÁUÖd¼ α Ë −αÈU?¼ÅX³#� d¹UÝ vCË XÝ« dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ ”uMO#3 ¨bMýUÐ tM¹dE 

Æb?�d?~?¹b?J?¹ ÈÅt?M?¹d?E v?ðU?¦?K?¦?�

30
O

H

P(x,y)

1=r

30_

1=
r



±≥µ

 ‰U¦�≤∫ ÈÅt¹Ë«“ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³#�   α =120XÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

∫qŠ qJý —œ ±±≤‡‡≤ ÈÅt¹Ë«“     120

vðU¦K¦� Ád¹«œ ÈË— «— 

ÆrOM3Åv� «bł

 ÈÅt?¹Ë«“ t?Ð qÐUI� lK{ rO�«œÅv� ‡‡    30

¨XÝ« dðË nB� 

∫fÄ

 ÈÅt?DI� ÊuÇ ‡‡P —u?×� éÇ XLÝ —œ xXÝ« l‡E«Ë U¼

∫r¹—«œ

∫r¹—«œ À—užU¦OF ÈÅtOCE dÐUMÐ ‡‡

 ÈÅtDI� ÊuÇ ‡‡p fÄ ¨XÝ« ÂËœ ÈÅtOŠU� —œ yX³¦� Ê¬ 

ÆXÝ«

 ‡‡  sin120 UÐ dÐ«dÐ 
    sin60

∫«d¹“ XÝ« 

 ‡‡  cos120 UÐ dÐ«dÐ 
    − cos60

∫«d¹“ XÝ« 

 ‡‡  tan120 UÐ dÐ«dÐ 
    − tan60

∫«d¹“ XÝ« 

 ‡‡
    cot120

 UÐ dÐ«dÐ 
    − cot60

∫«d¹“ XÝ« 

120

O

P(x,y)

1=r

H A

 qJý ±±≤‡‡≤

  
OH =

1

2
OP =

1

2
(1) ⇒ OH =

1

2

  
x = −OH =

−1

2

  
OP2 = PH2 + OH2 ⇒1= y2 +

1

4
⇒ y2 =

3

4

  
y = −

3

2
 U¹ 

  
⇒ y =

3

2

sin(120) =
y

r
=

3

2
1

=
3

2
= sin(60)

    
cos(120) =

x

r
=

−1

2
1

=
−1

2
= − cos(60)

    

tan(120) =
y

x
=

3

2
−1

2

= − 3 = − tan(60)

    

cot(120) =
x

y
=

−1

2
3

2

=
−1

3
= −

3

3
= − cot(60)



±≥∂

 ‰U¦�≥∫ vðU¦K¦� X³#� 
    α = 210

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫q?Š ÈÅt?¹Ë«“ 
    210

 q?J?ý —œ «— ±±≥‡??‡≤ÈÅÁd?¹«œ ÈË— 

ÆrOM3Åv� «bł vðU¦K¦�

 ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{ ‡‡
    30

∫fÄ ¨XÝ« dðË nB� 

‡‡ ÈÅtDI� ÊuÇ p —u×� d¹“ x XÝ« lE«Ë U¼y¨XÝ« vHM� 

∫r¹—«œ «cC

∫r¹—«œ À—užU¦OF ÈÅtDÐ«— dÐUMÐ ‡‡

 ÈÅtDI� ÊuÇ ‡‡p fÄ XÝ« lE«Ë ÂuÝ ÈÅtOŠU� —œ xvHM� 

∫fÄ ¨XÝ« ‰u³E qÐUE

 ‡‡
    sin210

 UÐ dÐ«dÐ 
    − sin 30

∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    cos210

 UÐ dÐ«dÐ   − cos 30∫«d¹“ XÝ« ¨

 ‡‡
    tan210

 UÐ dÐ«dÐ 
    tan(30)∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    cot(210) UÐ dÐ«dÐ 

    cot(30)∫«d¹“ ¨

30 O

H

1=r

α = 210

p
x

y

 qJý±±≥‡‡≤

  
PH =

1

2
(OP) =

1

2

  
y = −PH =

−1

2

  
OP2 = PH2 + OH2 ⇒1=

1

4
+ x2 ⇒ x2 =

3

4

  
x = −

3

2
 Ë 

  
x =

3

2

sin(210) =
y

r
=

−1

2
1

=
−1

2
= − sin(30)

    
cos(210) =

x

r
=

−
3

2
1

= −
3

2
= − cos(30)

    

tan210=
y

x
=

−1

2

−
3

2

=
1

3
=

3

3
= tan 30

    

cot210=
x

y
=

−
3

2
−1

2

= 3 = cot 30



±≥∑

 ‰U¦�¥∫ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³#�   α = 330ÆbOÐUOÐ «— 

∫qŠ qJý ÈÅÁd¹«œ ÈË— ±±¥‡‡≤ ÈÅt¹Ë«“ 
    α = 330

«— 

ÆrOM3Åv� «bł

 ÈÅt¹Ë«“ tÐ qÐUI� lK{ ‡‡
    30

∫fÄ ¨XÝ« dðË nB� 

 ÈÅtDI� ÊuÇ ‡‡p∫fÄ ¨XÝ« Â—UNÇ ÈÅtOŠU� —œ 

∫r¹—«œ À—užU¦OF ÈÅtDÐ«— dÐUMÐ ‡‡

 ÊuÇ ‡‡p¨X#O� ‰u³E œ—u� vHM� ̈ XÝ« Â—UNÇ ÈÅtOŠU� —œ 

∫fÄ

 ‡‡
    sin 330

 UÐ dÐ«dÐ   − sin 30∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    cos(330) UÐ dÐ«dÐ 

    (+ cos 30)∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    tan(330) UÐ dÐ«dÐ 

    − tan(30)∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    cot(330) UÐ dÐ«dÐ 

    − cot(30)∫«d¹“ ¨

30O

p(x,y)

α = 330

1=r

H

y

x

 qJý±±¥‡‡≤

  
PH =

1

2
OP =

1

2

  
y = −PH =

−1

2

  
1= x2 +

1

4
⇒ x2 =

3

4

  
x = −

3

2
 Ë 

  
⇒ x =

3

2

sin 330=
y

r
=

−1

2
1

=
−1

2
= − sin 30

    
cos 330=

x
r

=
+

3
2

1
=

3
2

= cos 30

    

tan 330=
y

x
=

−1

2

+
3

2

=
−1

3
=

− 3

3
= − tan 30

    

cot 330=
x

y
=

3

2

−
1

2

= − 3 = − cot 30



±≥∏

s¹d9

øXÝ« XÝ—œ qÐUI� ÈU¼ÅtDÐ«— rOM3 UŽœ« rO�«uðÅv� U¹¬

 vKÐ dOš

 ‰U¦�µ∫ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³#� 
    α = 405

ÆbOÐUOÐ «— 

∫q?Š q?J‡ý —œ ±±µ‡?‡≤ ÈÅt?‡¹Ë«“ 
    α = 405

«b?‡ł «— 

ÆrOM3Åv�

ÈÅt¹Ë«“ tÐ Ë—ÅtÐË— lK{ ‡‡
    45

dÐ«dÐ 

  

2

2
∫fÄ¨XÝ« dðË

 ÈÅtDI� ‡‡p∫fÄ œ—«œ —«dE ‰Ë« ÈÅtOŠU� —œ 

 YK¦� —œ ‡‡OHP
∆

∫r¹—«œ ¨t¹Ë«“ Ëœ ÈËU#ð tÐ tłuð UÐ 

 ‡‡
    sin(405) UÐ dÐ«dÐ 

    sin(45)∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    cos(405) UÐ dÐ«dÐ 

    cos(45)∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    tan(405) UÐ dÐ«dÐ 

    tan(45)∫«d¹“ ¨

 ‡‡
    cot(405) UÐ dÐ«dÐ 

    cot(45)∫«d¹“ ¨

Z?¹U?²?� r?O?�«u?ðÅv� XL#E s¹« —œ Ábý qŠ ‰U¦� tÐ tłuð UÐ

∫rOM3 ÊUOÐ «— bFÐ ÈÅÅt×H[

    
    sin(330) = sin(2×180− 30) = − sin(30)  ,

    cos(330) = cos(2×180− 30) = cos 30

    tan 330= tan(2×180− 30) = − tan(30)  ,

    cot(330) = (2×180− 30) = − cot 30

45

O

p(x,y)

α = 405

1=r

Hx

y

 qJý  ±±µ‡‡≤

PH =
2

2
   OH =

2
2

  
y = PH =

2

2

  
OH = HP ⇒ x = y =

2

2

    
sin(405) =

y

r
=

2

2
1

=
2

2
= sin(45)

cos(405) =
x

r
=

2

2
1

=
2

2
= cos(45)

    

tan(405) =
y

x
=

2

2
2

2

=1= tan(45)

    

cot(405) =
x

y
=

2

2
2

2

=1= cot(45)

Ë



±≥π

 ÈÅt−O²
±∫® vðU¦K¦� X³#� −α© V#ŠdÐ α∫∫‰U¦�

  

sin(−α) = − sin α

    
sin(−60) = − sin(60) = −

3

2

  

cos(−α) = cosαcos(−60) = cos(60) =
1
2

  

tan(−α) = − tan α

    
tan(−60) = − tan(60) = −

3

3

  

cot(−α) = − cot α

    cot(−60) = − cot(60) = − 3

 ÈÅt−O²
≤∫ vðU¦K¦� X³#� π − α V#ŠdÐ α∫∫‰U¦�

  
α =

3π
4

 U¹ 

  
α = π −

π
4

sin(π − α) = sin α
  
sin(π −

π
4

) = sin
π
4

=
2

2

cos(π − α) = − cosα
  
cos(π −

π
4

) = − cos
π
4

= −
2

2

tan(π − α) = − tan α
  
tan(π −

π
4

) = − tan
π
4

= −1

cot(π − α) = − cot α
  
cot(π −

π
4

) = − cot
π
4

= −1

 ÈÅt−O²
≥∫ vðU¦K¦� X³#� 
    2π − α

 V#ŠdÐ α∫∫‰U¦� 

    
α = 300=

5π
3

 U¹ α =
5π
3

= 2π −
π
3

    sin(2π − α) = − sin α

  
sin(2π −

π
3

) = − sin
π
3

= −
3

2

    cos(2π − α) = cosαcos(2π −
π
3

) = cos
π
3

=
1
2

    tan(2π − α) = − tan α

  
tan(2π −

π
3

) = − tan
π
3

= − 3

    cot(2π − α) = − cot α
  
cot(2π −

π
3

) = − cot
π
3

= −
3

3



±¥∞

 ÈÅt−O²
¥∫ vðU¦K¦� X³#�   2π + α V#ŠdÐ α∫ ∫‰U¦�

    
α = 390= 2×180+ 30= 2π +

π
6

    sin(2π + α) = sin α

  
sin(2π +

π
6

) = sin
π
6

=
1

2

    cos(2π + α) = cosα

  
cos(2π +

π
6

) = cos
π
6

=
3

2

    tan(2π + α) = tan α

  
tan(2π +

π
6

) = tan
π
6

=
3

3

    cot(2π + α) = cot α

  
cot(2π +

π
6

) = cot
π
6

= 3

 ‰U¦�∂∫ ÈÅt¹Ë«“ 
    750

hUA� vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ ÈË— «— 

 ÈÅt¹Ë«“ vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³#� Ë bOM3
    750

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫qŠ ÈÅt¹Ë«“ 
    750

Å qJý ÈË— «— ±±∂‡‡≤ÆrOM3Åv� «bł 

¨XŽUÝ ÈU¼ÅtÐdIŽ XNł ·öš —œ —Ëœ Ëœ vÞ “« fÄ ‡‡

 ÈÅt?¹Ë«“ ¨Ád?¹«œ ŸËd?ý ÈÅt?D?I� “«
    30

ªr?O?M?3Åv?� vÞ «— tł—œ 

ÅtÐ
    750

∫rOÝ—Åv� 

 ‡‡
    sin(750) UÐ dÐ«dÐ 

    sin(30)∫

 ‡‡
    cos(750) UÐ dÐ«dÐ 

    cos(30)∫

 ‡‡
    tan(750) UÐ dÐ«dÐ 

    tan(30)∫

 ‡‡
    cot(750) UÐ dÐ«dÐ 

    cot(30)∫

30

O

p(x,y)

α = 750

1=r

H A

y

 qJý  ±±∂‡‡≤

    30

—Ëœ Ë 
    750÷ 360= 2

750= 2× 360+ 30

    
sin(750) = sin(2× 360+ 30) = sin(30) =

1

2

    
cos(750) = cos(2× 360+ 30) = cos(30) =

3

2

    
tan(750) = tan(2× 360+ 30) = tan(30) =

3

3

    cot(750) = cot(2× 360+ 30) = cot(30) = 3



±¥±

Ê«u?M?Ž «— d?¹“ ÈÅt?−?O?²?� r?O?�«uðÅv� ‰U¦� qŠ tÐ tłuð UÐ ‡‡

ÆrOM3

∫t−O²
    sin(2kπ + α) = sinα  ,  k ∈Z∫‰U¦�

    
sin(930) = sin(5 ×180+ 30) = sin 30=

1

2

                                cos(2kπ + α) = cosα  

    
cos(930) = cos(5 ×180+ 30) = cos 30=

3

2

∫s¹d9 ”uMO#3 Ë ”uMOÝ ÈU¼ÅX³#� 
    945

ÆbOÐUOÐ «— 

vðU¦K¦� ÈU¼Åt�œUF� qŠ

 XO�UF ±π‡‡≤

 qJý —œ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ ‡‡±±∑‡‡≤XÝ« Ábý rÝ— 

±øœ—«œ —«dE Èœ«bŽ« tÇ sOÐ ”uMOÝ —«bI� ‡‡

≤ lÐUð ‡‡sinx “« v¹U¹«Ë“ tÇ È«“« tÐ xøœuýÅv� p¹ dÐ«dÐ 

≥ l?ÐU?ð ‡‡sinx “« —«b?I?� t?Ç È«“« t?Ð xp?¹ v?H?M?� d?Ð«dÐ 

øœuýÅv�

∫aÝUÄ

 qJý  ±±∑‡‡≤

  −1≤ sin x ≤1

x =

x =

O

3π
2

π
_1

π
2

1

_1

1

2π
U¼Å”uMO�< —u×�

U¼Å”uMOÝ —u×�



±¥≤

¥ v²�Ë ‡‡  sin x =0«— v?¹U¹«Ë“ v�U9 rO¼«ušÅv� ¨býUÐ 

 qJý —œ ÆbýUÐ dH" U¼ÅÊ¬ ”uMOÝ —«bI� t* rOM* sOOFð±±∏‡‡≤

øbMýUÐÅv� dH" ”uMOÝ È«—«œ v¹U¹«Ë“ tÇ bOM* h3A�

µ ÈU?¹«Ë“ ”u?M?OÝ ‡‡ ∞ ¨π ¨  2πU?¹¬ ÆX?Ý« d?H" dÐ«dÐ 

 ÈU¹«Ë“ ”uMOÝ  3π ¨  4π ¨  5πø«dÇ øXÝ« dH" eO9 ì Ë 

 qJý±±∏‡‡≤

  sin2π =0 Ë   sin =0 Ë   sin =0

  sin(00 +2π) = ?

  sin(π + 3π) = ? Ë   sin(π +2π) = ?

  sin(π + 4π) = ?

 ∫t−O²� ÈÅt;œUF� vK* ÈU¼Å»«uł  sin x =0 ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ                                  x = kπ  ,  k ∈Z

 XO�UF�≤∞‡‡≤

 q?Jý±±π‡?‡≤È«d?Ð Æb?¼œÅv?� ÊU?A?9 «— vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ 

 ÈÅt?;œU?F?� ÈU?¼Å»«u?ł Êœd?* «b?OÄsin x = a t?* ¨  −1≤ a ≤1¨

ÆbO¼œ ÂU$« «— d¹“ qŠ«d�

O

_1

a

1

_1 1

 qJý±±π‡‡≤

x = ? Ë   −1≤ a ≤1 Ë sin x = a

O

3π
2

2π

_1

π
2

π
1



±¥≥

± ÈÅt?D?I?9 “« «—c?Ö jš ‡‡  A(0,a)—u?×?� U?Ð È“«u‡� Ë 

b?MÇ —œ «— vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ ¨jš s¹« ÆbOM* rÝ— «— U¼Å”uMOM*

 qJý® øbM*Åv� lD� tDI9±≤∞‡‡≤Æ©

≤ ◊U?I9 ‡‡C Ë ′CÆr?O?M?*Åv� q"Ë  UB²3� √b³� tÐ «— 

 ÈÅt¹Ë«“ Ëœ ”uMOÝα Ë π − α øb9—«œ È«ÅtDÐ«— tÇ r¼ UÐ ®qJý

±≤∞‡‡≤Æ©

≥ dÖ« ‡‡α U¹ π − αbMÇd¼ U¹¬ bMýUÐ t;œUF� »«uł p¹ 

øbM*Åv� dOOGð ”uMOÝ —«bI� rO¹U/ ‘œdÖ Ád¹«œ —Ëœ —UÐ

O

1

α′B B

′C

α

A
0

απ_

a

C

 qJý±≤∞‡‡≤

sin(π − α) sin α

  k ∈ZÅÅËÅÅÅÅÅ  sin(α +2kπ) = ?

sin (π − α) +2kπ( ) = ?

2sin2 x − sin x =0

  sin x(2sin x −1) =0

x = π
6

 ,  x = π − π
6

= 5
π
6

∫t−O²�Å∫“« XÝ«  —U³Ž qÐUI� ÈÅt;œUF� vK* »«uł 

  −1≤ a ≤1 ¨ = sin αsin x = a

  k ∈Z ¨  x = 2kπ + (π − α) U¹   x = 2kπ + α

  
x = 2kπ + 5 π

6 Ë 

  
⇒ x = 2kπ + π

6

∫‰U¦�ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� ÈÅt;œUF� ÈU¼Å»«uł 

∫qŠ “« sinx∫Xý«œ rO¼«uš s¹«dÐUMÐ ¨r¹dOÖÅv� —u²*U[ 

—«d??� d??H?" d?Ð«d?Ð «— »d?{Åq?"U?Š q?�«u?Ž p?ðÅp?ð ‡?‡

∫rO¼œÅv�

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ «— t;œUF� ÈU¼Å»«uł

∫“« XÝ«  —U³Ž Åt;œUF� vK* »«uł ‡‡

→

      

⇒
sin x =  0    

    x=0

⇒ x = kπ +0 ⇒ x = kπ ,  k ∈Z

2sin x −1=0⇒ 2sin x =1⇒ sin x = 1
2 = sin π

6 ⇒











±¥¥

 XO�UF�≤±‡‡≤

 qJý±≤±‡‡≤«bOÄ È«dÐ Æb¼œÅv� ÊUA9 «— vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ 

∫qÐUI� ÈÅt;œUF� vK* ÈU¼Å»«uł Êœd*

ÆbO¼œ ÂU$« «— d¹“ qŠ«d�

 ÈÅt??D??I??9 “« «—c?Ö j?š ‡?‡  B(b,0)—u??×??� U?Ð È“«u?� Ë 

ÈÅt?DI9 —œ «— vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ jš s¹« ÆbOM* rÝ— «— U¼Å”uMOÝ

CË ′C bM*Åv� lD� ® qJý±≤≤‡‡≤Æ©

 ◊UI9 ‡‡C Ë ′C rOM*Åv� q"Ë  UB²3� √b³� tÐ «— ®qJý

±≤≤‡‡≤Æ©

 ÈÅÁbý œU−¹« ÈÅt¹Ë«“ Ëœ ‡‡α Ë − αÈ«ÅtDÐ«— tÇ r¼ UÐ 

øb9—«œ

ørOM* ‰u³� «— qÐUI� ÈÅtDÐ«— rO9«uðÅv� U¹¬ ‡‡

≥ dÖ« ‡‡α Ë − α—UÐ s¹bMÇ Ë bMýUÐ t;œUF� »«uł p¹ 

 b?M?* ‘œdÖ Ád¹«œ —Ëœ t¹Ë«“  (2kπ) ÈË— d?Ð Ë α Ë − α—«d� 

øbýUÐÅv� È—«bI� tÇ dÐ«dÐ ”uMOM* œdOÖ

O

_1

b

1

1
B(b,0)

 qJý±≤±‡‡≤

  −1≤ b ≤1 ¨cosx = b

−α
α

O

r =1

r =1
C

′C

B
b

0B

 qJý±≤≤‡‡≤

cos(−α) = OB
r  cosα = OB

r

 dOš vKÐ   cos(−α) = cosα

  cos(2kπ + α) = cosα =

  cos(2kπ − α) = cos(−α) =

∫t−O²�∫“« XÝ«  —U³Ž qÐUI� ÈÅt;œUF� vK* »«uł ,   −1≤ b ≤1ÅÅÅÅcosx = b = cosα

  k ∈Z,   x = 2kπ ± α

  
cos2 x −2cosx + 3

4 =0
∫‰U¦�ÆbOM* «bOÄ «— qÐUI� vðU¦K¦� ÈÅt;œUF� vK* »«uł 



±¥µ

∫qŠ

 œbŽ Ëœ lLł q"UŠ ‡‡

  
1
2

 Ë 

  
3
2

 d?Ð«dÐ ≤dÐ«dÐ ÊUAÐd{ Ë 

  
3
4∫fÄ ¨XÝ« 

  «dOOGð tÐ tłuð UÐcosx sOÐ   −1 Ë   1¨ »«uł 

  
3
2

‰u³�ÅqÐU� 

ÆXMO9

 È«“« tÐ ‡‡

  
1
2

 ÈÅt¹Ë«“ Ë ̈ ‰u³� qÐU� »«uł x∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 Êœ«œ —«d� UÐ ‡‡

  
π
3

«— t?;œUF� ÈU¼Å»«uł vK* ÈÅtDÐ«— —œ 

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ

∫‰U¦�ÆbOM* qŠ «— qÐUI� ÈÅt;œUF� 

∫qŠ q?J?ý t?Ð tłuð UÐ ±≤≥‡?‡≤ È«“« tÐ 

  
3π
2 Ë 

  
x =

π
2

 ÈÅt;œUF�cosxÆXÝ« dH" dÐ«dÐ 

(cosx −
3
2

)(cosx −
1
2

) =0

  

⇒
cosx − 3

2 =0⇒ cosx = 3
2

cosx = 1
2 = cos π

3 ⇒ x = π
3









  k ∈Z Ë x = 2kπ ± π
3

  cosx =0

O

3π
2

π
_1

π
2

cosx = 0

2π
0

∫t−O²� ÈÅt;œUF� vK* ÈU¼Å»«uł   cosx =0 ∫“« XÝ«  —U³Ž              k ∈Z , x = kπ + π
2

 qJý±≤≥‡‡≤

∫‰U¦�ÆbOM* qŠ «— qÐUI� vðU¦K¦� ÈÅt;œUF� 

U?¼ÅÊ¬ X?9«ó?9U?ð —«bI� t* v¹U¹«Ë“ v�U9 Êœd* «bOÄ È«dÐ ‡‡

 œbŽ UÐ dÐ«dÐ±ÆbO¼œ ÂU$« «— d¹“ qŠ«d� býUÐÅv� 

± qJý —œ ‡‡±≤¥‡‡≤ jšÅÁ—UÄ X9«ó9Uð —u×� ÈË— dÐ AC

  tan x =1

 qJý±≤¥‡‡≤

U¼ÅX�«ó�Uð —u×�

O

45
π

B

C

A

B

+
4
π

45

α =



±¥∂

 “« Æb?O?M?* «bł bŠ«Ë ÈÅÁ“«b9« tÐ «—Cq?"Ë  U?B?²?3� √b³� tÐ 

 q"UŠ ÈÅt¹Ë«“ X9«ó9Uð —«bI� rOM*Åv�
    (45)øXMOÇ UÐ dÐ«dÐ 

≤ ÈÅt?D?I?9 ÁU?Öd¼ ‡‡B ÈÅÁ“«b?9« tÐ «— πX?N?ł —œ bŠ«Ë 

 bM9U� È«ÅtDI9 tÐ rO¼œ X*dŠ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ′B—«bI� ÆrOÝ—Åv� 

 ÈÅt¹Ë«“ X9«ó9Uð

  
π + π

4øXMOÇ dÐ«dÐ 

 “« ÁU?Öd?¼ Å‡‡′B ÈÅÁ“«b?9« tÐ πÈÅÁd?¹«œ X?N?ł —œ bŠ«Ë 

 ÈÅtDI9 tÐ rOM* X*dŠ vðU¦K¦�BdOOGð X9«ó9Uð —«bI� U¹¬ ÆrOÝ—Åv� 

øbM*Åv�

ø«dÇ øXÝ« `O×" qÐUI� ÈÅtDÐ«—  U¹¬ ‡‡

  
tan π

4 =

  
tan(π + π

4 ) = ?

tan(2π + π
4 ) = ?

∫t−O²�ÈÅt;œUF� vK* ÈU¼Å»«uł tan x = m= tan α t*  m ∈R    ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ   k ∈ZÅ,Åx = kπ + α

  k ∈Z Ë tan(kπ + π
4 ) =1

v�U{« ÈU¼Å‰U¦�

 ‰U¦�±∫ÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— lÐUð 

 “« —«bI� tÇ È«“« tÐ lÐUð s¹« ©n;«xøœuýÅv/ n¹dFð 

∫qŠ lÐUð ¨Ãd3� ÈU¼ÅtA¹— È«“« tÐ f∫œuýÅv/ n¹dFð 

∫“« XÝ«  —U³Ž vK* ÈU¼Å»«uł

 lÐUð ÈÅtM�«œ ©»fÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫q?Š ÈÅt?M�«œ fe?ł t?Ð v?I?O?I?Š œ«b?Ž« ÈÅt?OK* “«  —U³Ž 

∫fÄ ¨XÝ« Ãd3� ÈÅtA¹—

  
f(x) = x

2sin x −1

  2sin x −1=0⇒ 2sin x =1⇒

  
sin x = 1

2 = sin π
6 ⇒

    

⇒
x = 2kπ + π

6

x = 2kπ + (π − π
6 ) = 2kπ + 5π

6









 k ∈Z

Df = ?

  
x = 2kπ + 5π

6


U¹ Df = R − x x ∈R{ ,x = 2kπ + π
6
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123456
123456
123456
123456
123456

123456
123456
123456
123456
123456

  

 x −
1
2

3
5

2x +1 −  + +  

3 − 5x +  + 0 −  

2x +1
3 − 5x

−  + −  

 ‰U¦�≤∫«— Ê¬ ÈÅt?M?�«œ ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫qŠ lÐUð f È«“« tÐ x t* v¹U¼Å  x
3 −9x >0Ábý n¹dFð 

ÆœuýÅv� qŠ X�öŽ sOOFð ‘Ë— tÐ dOš« t;œUF�U9 ÆXÝ«

‰Ëb?ł —œ ¯—e?Ð t?Ð p?Çu?* “« V?Oðdð tÐ «— U¼ÅtA¹— ‡‡

≤∏‡‡≤ÆrOM*Åv� X�öŽ sOOFð Ë Áœ«œ —«d� 

 ÈÅtM�«œ t−O²9 —œ ‡‡f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�≥∫ lÐUð f∫XÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 “« Èd¹œUI� tÇ È«“«ÅtÐ ©n;«x lÐUð føXÝ« Ábý n¹dFð 

∫qŠ

 lÐUð ‰UJ¹œ«— ÈÅtłd[ ÊœuÐ ÃË“ tÐ tłuð UÐ ‡‡ft²ý«œ b¹UÐ 

∫rOýUÐ

X??ÝœÅt??Ð «— t??;œU??F??�U?9 Ãd?3?� Ë  —u?" ÈU?¼Åt?A?¹— ‡?‡

∫r¹—Ë¬Åv�

 ‰Ëbł —œ ÈœuF" tÐ v;Ëe9 VOðdð tÐ «— U¼ÅtA¹— ‡‡≤π‡‡≤

ÆrOM*Åv� X�öŽ sOOFð Áœ«œ —«d�

 —œ l?ÐU?ð ¨t?;œU?F?�U9 tÐ tłuð UÐ ‡‡− 1
2 , 3

5




Áb?ý n¹dFð 

ÆXÝ«

 lÐUð ÈÅtM�«œ ©»fÆbOM* «bOÄ «— 

  
f(x) = 1

x3 −9x

  x
3 −9x = x(x2 −9) =0

  
⇒

x =0

x2 −9−0⇒ x2 = 9 ⇒ x = ±3





 ‰Ëbł≤∏‡‡≤

    Df = (−3,0)(3,+∞)

f(x) = 2x +1
3 − 5x

2x +1
3 − 5x ≥0

2x +1=0⇒ 2x = −1⇒ x = − 1
2

  
3 − 5x =0⇒ 3 = 5x ⇒ x = 3

5

 ‰Ëbł≤π‡‡≤

sOF�U9

»«uł

  
− 1

2 ≤ x < 3
5

 x −3 0 3

 x − − + +  

x2 −9 + − − +  

x3 −9x − + − +  
»«uł »«uł 
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∫qŠ

 ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ≤π‡‡≤ ÈÅtM�«œ f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�¥∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë gXÝœÅtÐ «— d¹“ d¹œUI� Æb9«Å÷ËdH� 

Æb¹—Ë¬

±©  f(0) + g(0) = ?

 ‡‡  f(0) Ë   g(0)Ë r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ ◊uÐd� ÈÅtDÐU{ “« «— 

∫rOM*Åv� lLł r¼ UÐ

≤©f(3) − g( π
6 ) = ?

 ‡‡  f(3) Ë 

  
g(

π
6

)r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ ◊uÐd� ÈÅtDÐU{ “« «— 

ÆrOM*Åv� r*År¼ “« Ë

 ‰U¦�µ∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅÅÅtÐ «— qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð œdÐ Ë tM�«œ 

∫qŠ∫XÝ« vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtOK* q�Uý lÐUð ÈÅtM�«œ 

sOÐ ”uMOÝ lÐUð  «dOOGð ‡‡  −1 Ë ±∫s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« 

 œbŽ —œ «— t;œUF�U9 ‡‡  −2∫fÄ ¨rOM*Åv� »d{ 

X?N?ł X?Ý« Áb?ý »d?{ v?H?M?� œbŽ —œ t;œUF�U9 ÊuÇ ‡‡

ÆbM*Åv� dOOGð t;œUF�U9

 œbŽ t;œUF�U9 ÈU¼Å·dÞ ÈÅtL¼ tÐµÆrOM*Åv� t[U{« 

 lÐUð œdÐ Êœd* ÁœUÝ “« fÄ ‡‡f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

    
Df = x x ∈R,− 1

2 ≤ x < 3
5




= − 1
2 , 3

5






  f(x) = 7x2 − 5x,g(x) = 2sin x − 3

f(0) = 7(0)2 − 5(0) =0−0=0

g(0) = 2sin0− 3 =0− 3 = −3





⇒ f(0) + g(0) = −3

ÅÅÅ            f(3) = 7(3)2 − 5(3) = 63 −15 = 48

g( π
6 ) = 2sin π

6 − 3 = 2× 1
2 − 3 =1− 3 = −2

⇒ f(3) − g( π
6 ) = 48 − (−2) = 50

  f(x) = −2sin 3x + 5

  Df = R

  −1≤ sin 3x ≤1

  −1× (−2) ≥ −2× sin 3x ≥1× (−2)

  +2 ≥ −2sin 3x ≥ −2

  2+ 5 ≥ −2sin 3x + 5 ≥ −2+ 5

  ⇒ 7 ≥ f(x) ≥ 3 ⇒ Rf = 3,7[ ]
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 ‰U¦�∂∫ÆbOM* qŠ «— qÐUI� vðU¦K¦� ÈÅt;œUF� 

∫qŠ “« tanxdÐ«dÐ «— q�«uŽ “« p¹ d¼ Ë r¹dOÖÅv� —u²*U[ 

∫rO¼œÅv� —«d� dH"

 È«“« tÐ »«uł sO;Ë« ‡‡  tan x =0∫UÐ dÐ«dÐ 

 È«“«ÅtÐ »«uł sO�Ëœ ‡‡

  
tan x =

1

3
∫UÐ dÐ«dÐ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ t;œUF� vK* ÈU¼Å»«uł ‡‡

  3 tan2 x − tan x =0

  
tan x( 3 tan x −1) =0⇒

tan x =0

3 tan x −1=0





    tan x =0⇒ x =0

  
3 tan x −1=0⇒ tan x = 1

3
= tan

π
6

⇒ x = π
6

    

⇒
x = kπ

x = kπ +
π
6

  ‘ k ∈Z









±µ∞

s¹d9

± ÈU?‡?¹«Ë“ ‡‡

  
11π

6
 ¨Å

  
2π
3 Ë 

  
5π
6t?‡?ł—œ V?M?Šd?‡‡Ð «— 

ÆbOM¹uMÐ

≤ v?ðU?¦?K?¦� ÈU¼ÅX³M9 ‡‡
    30

 Ë 
    50

ÊU?¹œ«— V?MŠdÐ «— 

ÆbOM¹uMÐ

≥«— Ê¬ vK* ÈU¼Å»«uł Ë bOM* qŠ «— qÐUI� ÈÅt;œUF� ‡‡

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

¥«— v?K?* ÈU?¼Å»«u?ł Ë b?O?M?* q?Š «— q?ÐUI� ÈÅt;œUF� ‡‡

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

cos2 x − 3cosx +2 =0

  sin2x =0



±µ±

  f(x) = sin2x + 3  ,  g(x) = − cos2 x + 4

 ∫t−O²� lÐUð Ëœf Ë g∫bMýUÐ «—«œ «— ◊dý Ëœ ÁUÖd¼ ¨b9dÐ«dÐ 

 vMF¹ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅtM�«œ ‡‡ n;«Df = Dg

 d¹œUI� ÈÅtL¼ È«“« tÐ ‡‡ »x ¨tM�«œ “« f(x) = g(x)ÆbýUÐ 

  
f(x) = x +2  ,  gx = x2 +2x

x

    
Df = R  ,  Dg = R −{0}⇒ Df ≠ Dg

  g(x) = 2cos2 x Ë f(x) = 2−2sin2 x

¥ÅÅÅÅ‡‡ÅÅµ‡‡ÅÅÅÅ≤lÐUð Ëœ ÈËU4ð ‡‡

 XO�UF�≤≤‡‡≤

 l?ÐUð Ëœf Ë gÈU?¼U?ł Æb?9«Å÷Ëd?H?� q?ÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

ÆbOM* qOLJð » Ë n;« —œ «— v;Uš

 ©n;«Df = Ë Dg =

 ©»Rf = Ë   Rg =

∫XHÖ Ê«uðÅv� U¹¬ ©Ãf = gø«dÇ ø

 ‰U¦�±∫øb9dÐ«dÐ qÐUI� lÐUð Ëœ U¹¬ 

∫qŠ Df Ë DgœuýÅv� XÐUŁ ÁUÖÅÊ¬ ¨r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— 

ÆbM²MO9 dÐ«dÐ

 ‰U¦�≤∫øb9dÐ«dÐ qÐUI� lÐUð Ëœ U¹¬ 

∫qŠDf Ë Dg∫r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— 

 d¼ È«dÐ ‡‡x lÐUð ÈÅtM�«œ —œ (Df = Dg ) f ̈f(x) = g(x)

«d¹“

 ¨fÄ.f = g

XO�UF�≤≥‡‡≤

 lÐUð Ëœf Ë gÆb9«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

  
Dg = R ⇒ Df = Dg Ë   Df = R

  g(x) = x +2Ë f(x) =
x2 − 4
x −2      x ≠ 2

3k +1      x = 2







  f(x) = 2−2sin2 x = 2(1− sin2 x) = 2cos2 x



±µ≤

ÆbOM* qOLJð «— d¹“ v;Uš ÈU¼Uł

 ©n;«Dg = Ë 
      Df = R −{2}( ){2} =

 ©»  g(2) =

 ÁUÖd¼ ©Ã  f(2) = g(2) ÁUÖÅÊ¬ k =

 —«b?I?� t?Ð t?łu?ðUÐ ©œk l?ÐU?ð Ëœ X?H?Ö Ê«u?ðÅv?� U¹¬ ¨f Ë g

øb9dÐ«dÐ

s¹d9

øb9dÐ«dÐ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÃË“ “« p¹ÅÂ«b*

  g(x) = x + 4 Ë 

  
f(x) = x2 + 7x +12

x + 3 ®n;«Å

  g(x) = x − 3 Ë 

  

f(x) =
x2 − 4x + 3

x −1
    x ≠1

−2                  x =1






 ®»Å
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± ‡‡  C ∈R Ë y = C—«œu/ ÆXÝ« XÐUŁ lÐUð p¹ 

® n?K?²?3?� —«bI� Ëœ tÐ tłuð UÐ lÐUðÅ  C >0Å U¹   C <0©—œ 

 —u?×?� “« X?LM� Â«b*xs?O?¹U?Ä U?¹ ôUÐ® øœdOÖÅv� —«d� U¼

©—u×�

≤ ÁU?Öd¼ ‡‡  A = {0,1,2} “« v?FÐUð At?* b?OM¹uMÐ 

ÆbýUÐ ÂËœ h²3� dÐ«dÐ Ê¬ ÃË“ d¼ ‰Ë« h²3�

≥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

¥ lÐUð Ëœ U¹¬ ‡‡ f Ë gø«dÇ øb9dÐ«dÐ 

µ lÐUð ‡‡ f—«bI� ÆXÝ«Å÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆbOM* t³ÝU×� «— d¹“

  
3f(

π
2 ) +2f(

−π
3 )

f(x) = cosx
2sin x − 3

  

f(x) = x −1 ,  g(x) =
x2 −1
x −1

  ,   x ≠1

2              x =1






 

  

f(x) = 2sin x −1    
π
3 ≤ x < 5π

6
cosx            x <0







® v�U¹UÄ Êu�“¬µ©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
µ©
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vK< ·b¼                 

 ÈÅtDÐU{ sOOFð                       f ± g Ë f × g Ë f / gÈÅtDÐU{ 7ý«œ UÐ 

 ÈU¼ÅlÐUðf Ë gU¼ÅÊ¬ œdÐ—U* Ë 

مبخش دو

rAý qB�

U¼ÅlÐUð ÈË—  UOKLŽ

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b9«u²Ð t* œË—Åv� —UE²9« ułdM¼ “« qB[ s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM* n¹dFð «— lÐUð Ëœ ÈË— vK"« qLŽ —UNÇ ‡‡

≤ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtDÐU{ 7ý«œ UÐ ‡‡f Ë g lÐUð ÈÅtDÐU{ ¨f ± g Ë f × g Ë f / gªbM¹uMÐ «— 

≥ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡f ± g Ë f × g Ë f / gªbM* sOOFð «— 

¥ÆbM* ÁœUH²Ý« ÈœdÐ—U* œ—«u� —œ «— U¼ÅlÐUð vK"« qLŽ —UNÇ ‡‡



±µµ

± lÐ«uð ‡‡f Ë g∫b9«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈÅtM�«œ ©n;«f Ë gÆbOÐUOÐ «— 

 ÈU?¼ÅtDÐU{ ©»f + g Ë f × g Ë 
f
g

Ë b?O?ÐUOÐ «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— p¹ d¼ ÈÅtM�«œ fáÝ

≤lÐ«uð ‡‡f  Ë gÆb9«Å÷ËdH� Ë— tÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— d¹“ d¹œUI�

  (f + g)(2) Ë 

  
(
g
f )(2)

≥ lÐ«uð ‡‡f Ë gÆb9«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

∫bOM* »UMŠ

©n;«f × g Ë   2f + 3g

 ©»Df +g Ë Df ×g

g(x) = x
x − 3 Ë f(x) = 1

x −1

g(x) = x Ë   f(x) = 7x +1

      f(x) = (−1,0),(2,5),(9,11),(11,20){ }
             g(x) = (9,17),(7,9),(−1, 3){ }

® Êu�“¬ÅgOÄ∂©

® Êu
“¬ÅgOÄ ô«R� t� a�UÄ q�
∂©
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∂‡‡ÅÅÅ≤ ¨™¨≠ ¨´® U¼ÅlÐUð ÈË—  UOKLŽ ‡‡.©

 dÖ«g Ë f d¼ È«“« tÐ Ë bMýUÐ vIOIŠ lÐUð Ëœ xÈÅtM�«œ “« 

 „d?²?A?�f Ë g—U??N??Ç Ê«u?ðÅv?� ¨b?¹¬ X?ÝœÅt?Ð v?I?O?I?Š œb?Ž Ëœ 

rO+Ið Ë »d{ ̈ o¹dHð ̈ lLł vMF¹ ©lÐ«uð ÈË— ‰ULŽ«® vK7«ÅÅÅÅqLŽ

Æœd: n¹dFð «—

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

Df +g = Df Dg

  g(x) = 3x − 5 Ë   f(x) = 2− x

  f(x) + g(x) = 2− x + 3x − 5

Df = x x ∈R,2− x ≥0{ } = x x∈R, x ≤ 2{ } = −∞,2( ]

Dg = x x ∈R, 3x − 5 ≥0{ } = x x ∈R, x ≥ 5
3




  
= 5

3 ,+∞





    
Df +g = Df Dg = −∞,2( ] 5

3 ,+∞



 = 5

3 ,2


%
&.

(f − g)(x) = f(x) − g(x)

Df −g = Df Dg

(f × g)(x) = f(x) × g(x)

Df ×g = Df Dg

±‡‡∂‡‡ÅÅ≤ lÐUð Ëœ lLł ‡‡f Ë g∫ lLł f Ë g∫œuýÅv� n¹dFð d¹“  —u7 tÐ 

 ŸuL−� ÈÅtM�«œf Ë g∫U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅtM�«œ „«d²ý« UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫‰U¦�∫rOýUÐ t²ý«œ dÖ«Å

 ÈÅtDÐU{f + g ÈÅtM�«œ fáÝ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— f + g

ÆbOM: t³ÝU×� «—

∫qŠ ÈÅtDÐU{ f + g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ◊dý Ë ‰UJ¹œ«— ÈÅtłdG ÊœuÐ ÃË“ tÐ tłuð UÐ  2− x ≥0

 tM�«œ f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

 lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡g lÐUð bMJUL¼ f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈÅtM�«œf + g ÈU¼ÅtM�«œ „«d²ý« UÐ XÝ« dÐ«dÐ f Ë g∫

≤‡‡∂‡‡ÅÅÅ≤lÐUð Ëœ o¹dHð ‡‡ f Ë g∫ o¹dHð g(x) “« f(x)ÆœuýÅv� n¹dFð d¹“  —u7ÅÅÅÅtÐ 

 q{UHð ÈÅtM�«œf Ë g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

≥‡‡∂‡‡ÅÅÅ≤ lÐUð Ëœ »d{Åq)UŠ ‡‡f Ë g∫ lÐUð Ëœ »d{Åq7UŠ f Ë g∫œuýÅv� n¹dFð d¹“  —u7 tÐ 

 ÈÅtM�«œ ‡‡f × g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 



±µ∑

 ‰U¦�≤∫XÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅlÐUð 

 ÈÅtDÐU{f − g Ë f × gp¹d¼ ÈÅtM�«œ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

ÆbOM: t³ÝU×� «—

 ÈÅtDÐU{f × g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫Xý«œ rO¼«uš „d²A� ÃdO� “« fÄ ‡‡

 ÈÅtDÐU{f × g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 lÐUð ‡‡f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ ÈÅtM�«œ ÆXÝ« È«ÅtKLłËœ 

 lÐUð ‡‡g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ ÈÅtM�«œ XÝ« Èd+: 

 ÈÅtM�«œ ‡‡f − g Ë f × gÈU¼ÅtM�«œ „«d²ý« UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 lÐ«uðf Ë g∫Xý«œ rO¼«uš s¹«dÐUMÐ ¨

  
g(x) = x

x −1 ¨  f(x) = 2x −1

  
(f − g)(x) = f(x) − g(x) = 2x −1− x

x −1 ⇒

  
f(x) − g(x) = 2x2 −2x − x +1− x

x −1 = 2x2 − 4x +1
x −1

  
f(x) × g(x) = (2x −1) × ( x

x −1) = 2x2 − x
x −1

  Df = R

    
Dg = R −{1}

Df −g = Df ×g = Df Dg = R −{1}

  g(x) = 11+ x Ë   f(x) = 3 − x

Df = x x ∈R  ,  3 − x ≥0{ } = x x ∈R  ,  x ≤ 3{ }

  = −∞, 3( ]

    
Dg = x x ∈R ,11+ x ≥0{ } = x x ∈R , x ≥ −11{ }

  = −11,+∞[ )

¥‡‡∂‡‡ÅÅÅ≤∫lÐUð Ëœ XL,- Ã—Uš ‡‡ lÐUð f/g d¼ È«“« tÐ x „d²A� ÈÅtM�«œ “« f Ë g t:   g(x) ≠0 —u7 tÐ 

 ∫œuýÅv� n¹dFð qÐUI�                                                                              g(x) ≠0 , ( f
g )(x) = f(x)

g(x)

 ÈÅtM�«œf/g                                          ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Df /g = Df Dg − x x ∈R  ,  g(x) =0{ }

 ‰U¦�≥∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë g∫bJ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈÅU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈÅt?D?ÐU?{f/g«— ÅÊ¬ ÈÅt?M?�«œ f?á?Ý Ë b?¹—Ë¬ X?ÝœÅtÐ «— 

ÆbOM: t³ÝU×�

∫qŠ ◊d?ý U?Ð X?Ý« ÃË“ ‰UJ¹œ«— tłdG ÊuÇ   3 − x ≥0

 ÈÅtM�«œf∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨

 ÈÅtM�«œ ‡‡g ◊dý UÐ   x +11≥0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
( f
g )(x) =

f(x)
g(x) =

3 − x
11+ x



±µ∏

 ÈÅtM�«œ ‡‡f/g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ vK: tDÐ«— o³Þ 

∫Xý«œ rO¼«uš ÁUÖÅÊ¬

 fÄDf /g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 XO0UF2≤¥‡‡≤

ÆbJ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅlÐUð

ÆbOM: qOLJð «— vUUš ÈU¼Uł ‡‡

±©

      
Df = x x∈R, x2−4 ≥0{ }= −∞,−2( ]     

≤      ©Dg = x x ∈R,9− x2 ≥0{ } = −3,     [ ]

≥                             ©

  

Df +g = Df Dg =     

¥ ©                  

    
Df /g = Df Dg −{±3} =     

‰U¦�¥∫∫XÝ« »uKD� ÆbJ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅlÐUð 

 ©nU«Df ×g ,Df ±g

 ©»f × g,f + g

∫qŠ ÈU¼ÅtM�«œ Êœd: «bOÄ È«dÐ f ± g Ë f × gÈU¼ÅtM�«œ 

fË g∫rOÐU¹Åv� «— 

 „«d²ý« ‡‡Df Ë Dg∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫» qŠ 7GU¹ È«dÐ f + g ¨f × g „d²A� ÈU¼ÅtM�«œ fË 

gUÐ «— „d²A� ÈU¼ÅtM�«œ tÐ ◊uÐd� d¹œUI� Ë rOM:Åv� hOA� «— 

      
Df /g = Df Dg − x x ∈R  ,  g(x) =0{ } ⇒

Df /g = −∞, 3( ]−11,+∞[ ) −

    
⇒ Df /g = −11, 3[ ] − x x ∈R  ,  11+ x =0{ }

⇒ Df /g = −11, 3[ ] −{−11} = −11, 3( ]

  g(x) = 9− x2
 Ë f(x) = x2 − 4

  f = (3,5),(−4,9),(11,1){ }

g = (3,9),(20,5),(11,17),(0,12){ }

  
Dg = {3,20,11,0} Ë   Df = {3, −4,11}

    
Df ±g = Df ×g = Df Dg = {3,11}

    
x x ∈R  ,  g(x) = 11+ x =0{ }

∫aÝUÄ



±µπ

ÆrOM:Åv� »d{ r¼ —œ U¹ Ë lLł r¼

 ‰U¦�µ∫ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� qOD²+� 

 XŠU+� È«dÐ È«ÅtDÐU{ ‡‡S(x)fáÝ ̈ bO+¹uMÐ   S(3)«— 

ÆbOM: t³ÝU×�

 qOD²+� XŠU+� ∫qŠS(x)—œ »d{ ‰uÞ UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Æ÷dŽ

‡‡  S(3)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�∂∫ ◊UIJ  UB²O� M Ë NÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— —œ 

 j?ÝË  UB²O� ©nU«MN V+ŠdÐ «— tÆb?¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 È«“« tÐ fáÝ  t = 3ÆbOM: t³ÝU×� «— jÝË  UB²O� 

 ∫qŠx ÈÅtDIJ P jÝË MN∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‡‡y ÈÅtDIJP jÝË MN∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 È«“« tÐ ‡‡  t = 3 d¹œUI� ¨xp Ë yp∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ©»MN V+ŠdÐ «— tÈ«“« tÐ fáÝ ¨t²GU¹ 

  t = 4 —«bI� MNÆbOM: »U+Š «— 

∫» qŠ jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ÈÅt³ÝU×� ÈÅtDÐ«— MNXÝ« dÐ«dÐ 

∫UÐ

  UB²O� ‡‡M Ë N ÈÅtDÐ«— —œ «— MN∫rO¼œÅv� —«d_ 

  f + g = (3,5 +9),(11,1+17){ } = (3,14),(11,18){ }

  f × g = (3,5 ×9),(11,1×17){ } = (3,45),(11,17){ }

x+1

x+32

                            
‰uÞ          ÷dŽ

    S(x) = (2x + 3)
 

× (x +1)


  S(3) = (2× 3 + 3)(3 +1) = 9× 4 = 36

  
N

2t −1

4t + 3
 Ë M

t + 4

t2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ       

  
xP =

3(3) + 3
2

= 6    yp =
32 + 4(3) + 3

2
=12

  
MN = (xM − xN )2 + (yM − yN )2

  MN = (t + 4−2t +1)2 + (t2 − 4t − 3)2

  
yP =

yM + yN
2

=
t2 + 4t + 3

2

xP =
xM + xN

2
=

t + 4+2t −1
2

=
3t + 3

2



±∂∞

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ ‡‡MN V+ŠdÐ tÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

 È«“« tÐ ‡‡  t = 4 —«bI� MNÆrOM:Åv� t³ÝU×� «— 

 ∫s¹d9 ‰U¦� —œ∂È«“« tÐ «— jšÅÁ—UÄ jÝË  UB²O� ¨

  t =0ÆbOM: »U+Š 

 ‰U?¦?�∑∫“« ¨d?²?O?U V?+?Šd?Ð ¨t?O?JU?Ł d?¼—œ t?: vÐ¬ —«bI� 

 ÈU¼ÅÁ—«uGA Ë B lÐUð Ëœ “« VOðdð tÐ œuýÅv� dO²Ý« œ—«Ë f Ë g

ÆœuýÅv� t³ÝU×� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ

 ÈÅU?¼ÅÁ—«u?G “« t?: v?Ð¬ —«b?I� ©nU«A Ë Bd?O?²Ý« œ—«Ë 

øœuýÅv� t³ÝU×� È—u²Ýœ tÇ “« œuýÅv�

 ∫qŠ ŸuL−�dÖ«f(t) Ë g(t) «— h(t)∫r¹—«œ rOM: ÷dG 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ œuýÅv� dO²Ý« œ—«Ë t: vÐ¬ ‡‡

 —œ ©»≤∞øœuýÅv� dO²Ý« œ—«Ë »¬ —bIÇ tOJUŁ 

 ÈUł tÐt œbŽ ≤∞ ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð—œ «— h(t)∫rO¼œÅv� —«d_ 

 ‰œU?F?� d?O?²?Ý« s?¹« g¹U−MÖ bOM: ÷dG ©Ã∑∑∞∞d?²OU 

øœuýÅv� dÄ tOJUŁ bMÇ “« fÄ ¨býUÐ

 —«bI� ‡‡h(t)∫s¹«dÐUMÐ ̈ rO¼œÅv�—«d_ dO²Ý« XOGdþ dÐ«dÐ «— 

  ⇒ MN = (5 − t)2 + (t2 − 4t − 3)2

MN = (5 − 4)2 + (42 − 4× 4− 3)2

  = 1+9 = 10

  g(t) = 7t Ë   f(t) = 4t

  h(t) = (f + g)(t) = f(t) + g(t) = 4t + 7t

  h(t) =11t

  h(t) =11t ⇒

d²OU                          h(20) =11×20= 220

  h(t) =11t

tOJUŁ  11t = 7700⇒ t =
7700
11

⇒ t = 700

∫aÝUÄ



±∂±

s¹d9

∫bJ«ÅÁbý Áœ«œ qÐUI� ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtDÐU{

±ÈÅtDÐU{ ‡‡(f ± g)ÆbOM: t³ÝU×� «— 

≤ È«“« tÐ ‡‡  t = 3 —«bI� (f + g)(t)ÆbOM: «bOÄ «— 

≥ È«“«ÅtÐ ‡‡  t = −3 —«bI� (f − g)(t)ÆbOM: «bOÄ «— 

 ‰U¦�∏ ∫ ÈU¼ÅlÐUðf Ë gÆbJ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼ÅtM�«œ ‡‡f + g  Ëf/gÆbOÐUOÐ «— 

∫qŠ ÈÅtM�«œ ̈ ‰UJ¹œ«— ÈÅtłdG ÊœuÐ ÃË“ tÐ tłuðUÐ fdÐ«dÐ 

∫UÐ XÝ«

 ÈÅt?M?�«œ ‰UJ¹œ«— ÈÅtłdG ÊœuÐ ÃË“ tÐ tłuð UÐ ‡‡gd?Ð«dÐ 

∫UÐ XÝ«

 ÈÅtM�«œ ‡‡f + g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈÅtM�«œ ‡‡f/g¨rOM:Åv� t³ÝU×� «— 

 ÈÅtM�«œf/g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

s¹d9

± ÈU¼ÅlÐUð ‡‡f Ë g∫bJ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼ÅtDÐU{ ©nU«f × g Ë g/fÆbOM: t³ÝU×� «— 

 ÈU¼ÅtM�«œ ©»f − g Ë g/fÆbOM: t³ÝU×� «— 

≤ lÐUð Ëœ ‡‡f Ë g∫bJ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 —«bI�  (f + g)(3)ÆbOM: t³ÝU×� «— 

  f(t) = t2 +2t ,g(t) = 3t

  g(x) = 2− x ¨f(x) = x

    Df = x x ∈R, x ≥0{ } = 0,+∞[ )

    
Dg = x x ∈R,2− x ≥0{ } = −∞,2( ]

Df +g = Df Dg = 0,2[ ]

      
Df /g = Df Dg − x x ∈R,g(x) =0{ } ⇒

  Df /g = 0,2[ ] −{2} = 0,2[ )

  g(x) = 9− x2
 Ë   f = x −1

  g(x) = x2 −2x ¨   f(x) = 3x +1



±∂≤

± ÈU¼ÅlÐUð ‡‡f Ë g∫bJÅ«Å÷ËdH� qÐUI� ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼ÅtM�«œ ‡‡f − g ̈f × g Ëf/gÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤ lÐUð ‡‡fq7UŠ ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU?¼Å —U?³Ž  f(3) × f(2) Ë   f(3) + f(−2)X?ÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

≥ ÈU¼ÅlÐUð ‡‡f Ë g∫bJ«Å÷ËdH�Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈÅtDÐU{ ©nU«f × g Ë f/gÆbO+¹uMÐ «— 

 —«bI� ©»  (f + g)(0)ÆbOÐUOÐ «— 

 —«bI� ©Ã

  

f(8)
g(2)ÆbOÐUOÐ «— 

¥ÁUÖd¼ ‡‡

f = (−1,1),(7, 3),(9,5),(5,11),(0,2),(4,0){ }

              g = (−1,10),(2,5),(7,11),(−5,11),(3,9){ }
 ÈU¼ÅtM�«œ ©nU«f ± g Ë f × gÆbOÐUOÐ «— 

 lÐ«uð ©»  2f + 3g Ë f × gÆbOM: sOOFð «— 

® v=U¹UÄ Êu�“¬∂©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
∂©

  g(x) = 4− x2
 ¨ 

  
f(x) = 3x

x2 − 4

f(x) = 3x2 −2x +1

  g(x) = 3x −2 Ë   f(x) = x +1



±∂≥

lÐUð Ëœ VOCdð

مبخش دو

r²H¼ qB2

∫È—U²2— ÈU¼Å·b¼∫bJ«u²Ð t: œË—Åv� —UE²J« ułdM¼ “« qBG s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

± ÈÅtDÐU{ ‡‡fog Ë gof ÈÅtDÐU{ 7ý«œ UÐ «— f Ë gªb+¹uMÐ 

≤ ÈU¼ÅlÐUð —«bI� ‡‡fog Ë gofªbM: n¹dFð ‘«ÅtM�«œ ÈU¼ÅtDIJ “« vCFÐ —œ «— 

≥ÆbM: qŠ «— U¼ÅlÐUð VO:dð œdÐ—U: tÐ ◊uÐd� qzU+� ‡‡

vKC ·b¼

qzU+� qŠ —œ Ê¬ ÈU¼œdÐ—U: Ë lÐUð bMÇ U¹ Ëœ VO:dð          



±∂¥

± lÐUð ‡‡f∫XÝ« ÷ËdH�Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 d¹œUI� ©nU«  f(0) Ë   f(−2)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ©»  f(x −2)ÆbO+¹uMÐ «— 

 ©Ã  f(3x +2)ÆbO+¹uMÐ «— 

≤ ÈU¼ÅlÐUð ‡‡f Ë gÆbJ«Å÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼ÅtDÐU{ fog Ë gofÆbO+¹uMÐ «— 

≥ lÐUð ‡‡f  Ë—Åt?ÐË— ÈÅtDÐU{ UÐdÖ« ÆXÝ« ÷ËdH�

  f(−1) = 4 d¹œUI� býUÐ b Ë   f(−2)ÆbOÐUOÐ «— 

¥ lÐUð ‡‡f Ë fog  Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ¨bJ«Å÷ËdH�

  g(3)ÆbO+¹uMÐ «— 

  f(x) = 3x +2

  g(x) = x2 −1 ¨   f(x) = x +1

f(x) = 3x2 +2bx − 7

  (fog)(x) = 3x + 4 ¨  f(x) = 2x +1

® Êu�“¬ÅgOÄ∑©

® Êu
“¬ÅgOÄ ô«R� t� a�UÄ q�
∑©



±∂µ

∑‡‡≤lÐUð Ëœ VOCdð ‡‡

 XO0UF2ÅÅÅÅ≤µ‡‡≤

 bOM: ÷dGf:A → B Ë g:B → C

                   x → x2  x → 3x + 5

 ÈU?¼Ål?ÐUð tÐ tłuð UÐf Ë g qJý Ë ±≤µ‡‡≤ÈU?¼Å‰«RÝ tÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“

± ÈU¼—«bI� ‡‡  f(3) Ë   g(9)øbM²+¼ Èœ«bŽ« tÇ dÐ«dÐ 

≤ ÈU¼—«bI� ‡‡  f(2) Ë   g(4)øbM²+¼ Èœ«bŽ« tÇ dÐ«dÐ 

≥ j?‡?Ð«Ë— U?‡?‡¹¬ ‡‡  g f(3)( ) = g(9) Ë   g f(2)( ) = g(4)

øXÝ« `O×7

¥ ÈÅtŽuL−� ‡‡

  

Dg RfÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

µ q?J?ý tÐ tłuð UÐ ‡‡±≤µ‡?‡≤Ê«u?ðÅv� U¹¬ ¨ôUÐ jÐ«Ë— Ë 

 lÐUðh  —u7ÅtÐ «— h:A → Cøœd: n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

  x → 3x2 + 5

 v?K?: X?UU?Š —œ®g f(x)( ) œU?/ U?Ð Ê«u?ðÅv?� «— (gof)(x)

©œ«œ ÊUAJ

∫n¹dFð lÐUð Ëœ f Ë g lÐUð VO:dð ÆbJ«Å÷ËdH� gÅUÐ   f UÐ «—

gofb?M?¼œÅv?� ÊU?AJ l?ÐUð Ë gof:A → Cd?¼ È«“«Åt?Ð t?: XÝ« 

x ∈A ¨(gof )(x) = g f(x)( )Æ qJý ±≤∂‡‡≤VO:dð —«œu/ 

ÆXÝ« lÐUð Ëœ s¹«

∫dCcð gof t: XÝ« n¹dFð qÐU_ v�U~M¼ Dg Rf ≠ .Æ

∫‰U¦� lÐUð fªXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� ÈU¼—«bI�

∫qŠ ÈÅt³ÝU×� È«dÐ   f(1) ÈUł tÐ x ̈±∫rO¼œÅv� —«d_ «— 

 ÈÅt³ÝU×� È«dÐ ‡‡  f(3) ÈUł tÐ ̈x ̈≥∫rO¼œÅv� —«d_ «— 

f

3

2

4

9

A

9

4

32

17

20

g
B C

Df Dg Rg

Rf

17

8

 qJý±≤µ‡‡≤

g :B

gf
x f(x) g(f(x))

f : A B

gof

C

 qJý±≤∂‡‡≤

f(x) = x2 +2x + 3

  f(−2z +1) ¨f(z) ¨  f(3) ¨  f(1)

  f(1) =12 +2(1) + 3 =1+2+ 3 = 6

  f(3) = 32 +2(3) + 3 = 9+6 + 3 =18

Ë



±∂∂

 ÈÅt³ÝU×� È«dÐ ‡‡f(z) ÈUł tÐ ̈x ̈  z∫rO¼œÅv� —«d_ «— 

 ÈÅt³ÝU×� È«dÐ ‡‡  f(−2z +1) ÈUł tÐ ¨x ¨  −2z +1«— 

∫rO¼œÅv� —«d_

∫r¹—«œ È«ÅtKLł Ëœ lÐd� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 Êœd: ÁœUÝ “« fÄ ‡‡  f(−2z +1)∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

 ‰U¦�≤∫ lÐ«uð f Ë gªbJ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

(fog)(x) ¨gof(x)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫‰Ë« ‘Ë— ∫qŠ fog∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‡‡gof∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫ÂËœ ‘Ë——œ f g(x)( ) ÈUł tÐ g(x)—«d_ «— Ê¬ —«bI� 

∫vMF¹ ¨rO¼œÅv�

—œ ‡‡g f(x)( ) ÈUł tÐ f(x)∫rO¼œÅv� —«d_ «— Ê¬ —«bI� 

 ‰U¦�≥∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë fogÆbJ« ÷ËdH�Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 lÐUð ÅtDÐU{ ‡‡g fáÝ ¨bOÐUOÐ «—   g(1)ÆbOM: »U+Š «— 

∫qŠ ÈÅt?DÐ«— —œ fog ÈUł tÐ x —œ f(x) —«bI� g(x)«— 

ªrO¼œÅv� —«d_

  f(z) = z2 +2z + 3

f(−2z +1) = (−2z +1)2 +2(−2z +1) + 3

⇒ f(−2z +1) = 4z2 − 4z +1− 4z +2+ 3

⇒ f(−2z +1) = 4z2 − 8z +6

  g(x) = −2x + 3 ¨  f(x) = x2

  (fog)(x) = f g(x)( ) = g(x)( )2 = (−2x + 3)2

  (fog)(x) = f g(x)( ) = f(−2x + 3) = (−2x + 3)2

  (gof )(x) = g f(x)( ) = g(x2) = −2x2 + 3

  (fog)(x) = 3x −1 Ë   f(x) = 4x +1

  (fog)(x) = f g(x)( ) = 4g(x) +1

  (gof )(x) = g f(x)( ) = −2f(x) + 3 = −2x2 + 3



±∂∑

 lÐUð “«fog ÈÅtDÐU{ UÐ   3x −1∫Xý«œ rO¼«uš 

 ÈÅtDÐU{ ‡‡g∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Å—œ ‡‡g(x) ÈUł tÐ ¨Åx œbŽ ±∫rO¼œÅv� —«d_ «— 

 ‰U¦�¥∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë gÆbJ«Å÷ËdH� 

 ©nU«

  

Dg RfÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ©»  gof(7) Ë   gof(−1)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ÈÅtM�«œ ©ÃgofÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

ÈÅtM�«œ ‡‡gof ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U?¦�µ∫ ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� qÐUI� ÈÅtDÐ«— f(t)XÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

∫qŠ  —U³Ž   − 4t +1 dOG²� dÐ«dÐ «— x Ë rO¼œÅv� —«d_ t«— 

 V+Š dÐxÆrOM:Åv� t³ÝU×� 

 lÐUð—œ ‡‡f V+ŠdÐ «— U¼dOG²� ¨xÆrOM:Åv� Vðd� 

∫r¹dOÖÅv� „d²A� ÃdO� ‡‡

 ÅtDÐU{ ‡‡f(x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 dOG²� ÈUł tÐ ‡‡x dOG²� t∫r¹—«œ fÄ ¨rO¼œÅv� —«d_ «— 

⇒ 4g(x) +1= 3x −1

  
⇒ 4g(x) = 3x −1−1⇒ g(x) = 3x −2

4

g(1) = 3 ×1−2
4 = 1

4

f = (−1,7),(3,4),(7,5),(4,2){ }

g = (7,11),(0,1),(5,18),(9,9){ }

©n0« qŠ  Rf = 7,4,5,2{ } ⇒ËÅ Dg = 7,0,5,9{ }

Dg Rf = 7,5{ }

©» qŠ(gof )(7) = g f(7)( ) = g(5) =18

(gof )(−1) = g f(−1)( ) = g(7) =11

©Ã qŠgof = (7,18),(−1,11){ } ⇒

Dgof = 7,−1{ }

  f(−4t +1) = 5t −1

−4t +1= x ⇒ −4t = x −1⇒ t = x −1
−4

  
f(x) = 5( x −1

−4 ) −1= 5x − 5
−4 −1

  
⇒ f(x) = 5x − 5 + 4

−4

  
⇒ f(x) = 5x −1

−4

  
f(t) = 5t −1

−4



±∂∏

 ‰U¦�∂∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë (fog)ÆbJ«Å÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 —«bI�  g(3)ÆbOM: t³ÝU×� «— 

∫qŠ «b²Ð« (fog)(x)∫r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— 

Ær¹dOÖÅv� „d²A� ÃdO� tDÐ«— ÂËœ ·dÞ “« ‡‡

 ÈÅtDÐU{ ‡‡g(x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈUł tÐ ‡‡x œbŽ ¨≥∫rO¼œÅv� —«d_ «— 

ÅÅÅÅXO0UF2≤∂‡‡≤

 ÈU¼ÅlÐUðf Ë g UÐ ÈU¼ÅtDÐU{ÆbJ«Å÷ËdH� qÐUI� 

 qJý tÐ tłuð UÐ±≤∑‡‡≤∫t: œd: UŽœ« Ê«uðÅv� U¹¬ 

 ©nU«  (gof )(2) = 2ø«dÇ ø

 ©»(gof )(a) = aø«dÇ ø

 ‰U¦�∑∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë gÆbJ«Å÷ËdH�Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ  

ÆbOM: qŠ «— qÐUI� ÈÅtUœUF� ‡‡

  
(fog)(x) = 2x −1

1− 5x Ë   f(x) = 3x +2

(fog)(x) = f g(x)( ) = 3g(x) +2 =
2x −1
1− 5x ⇒

3g(x) = 2x −1
1− 5x −2 = 2x −1−2+10x

1− 5x = 12x − 3
1− 5x

⇒ 3g(x) = 3(4x −1)
1− 5x ⇒ g(x) = 4x −1

1− 5x

  
⇒ g(3) = 4(3) −1

1− 5(3) ⇒ g(3) = 11
−14

  
g(x) = x

2 Ë   f(x) = 2x

 qJý±≤∑‡‡≤

  g(x) = 2x − 3 Ë   f(x) = 3x + 7

  3(fog)(x) +2(gof )(x) = 7



±∂π

∫qŠ lÐUð ÈÅtDÐU{ fog∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 lÐUð ÈÅtDÐU{ ‡‡gof∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫r¹—«œ Êœd: ÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 d¹œUI� ‡‡(gof)(x)®Ë x®©fog∫rO¼œÅv� —«d_ tUœUF� —œ «— ©

 —«bI� ‡‡x∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

(fog)(x) = 3g(x) + 7 = 3(2x − 3) + 7

⇒ (fog)(x) = 6x −2

(gof )(x) = g f(x)( ) = 2f(x) − 3

  = 2(3x + 7) − 3

  ⇒ gof(x) = 6x +11

3(fog)(x) +2(gof )(x) =18x −6 +12x +22 = 7

  
⇒ 30x +16 = 7 ⇒ 30x = 7 −16 ⇒ x = −3

10



±∑∞

± lÐUð Ëœ ‡‡f  Ë   gÆbJ«Å÷ËdH�Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ d¹œUI�

 ©nU«  f(0) Ë   f(0)( )g

 ©»  g(1) Ë   f g(1)( )

≤ lÐUð Ëœ ‡‡f Ë  gÆbJ«Å÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 lÐ«uð ÈÅtDÐU{fog ¨ gof Ë fofÆbO+¹uMÐ «— 

≥ l?ÐU?‡?ð Ëœ ‡‡f Ë (fog)Ë—Åt?‡?ÐË— ÈU?¼Åt?D?ÐU{ U‡Ð 

ÆbJ«Å÷ËdH� —«bI�   g(−2)ÆbOM: »U+Š «— 

¥ lÐUð Ëœ ‡‡f Ë  gÆbJ«Å÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼ÅtA¹—  (gof )(x) = 3xÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

® v=U¹UÄ Êu�“¬∑©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
∑©

  g(x) =1− 4x Ë f(x) = 5x + 3
3x −1

  g(x) = 4x − 3 Ë   f(x) = 2x +1

(fog)(x) = 1
4 x + 3 Ë   f(x) = 3x +1

  g(x) = x + 3 Ë   f(x) = x2 +2



±∑±

مبخش سو

v~²ÝuOÄ Ë bŠ

gÐ vK� ·b¼

lÐ«uð v~²ÝuOÄ sOOFð —œ Ê¬ ÈdOÖ—U�ÅtÐ Ë bŠ rO¼UH"

U¼ÅqB� s¹ËUMŽ ‰Ëbł

qB� ÈÅÁ—ULýqB� Ê«uMŽ

‰Ë«bŠ

ÂËœv~²ÝuOÄ

ÂuÝŠ rOLFðb



±∑≤

مبخش سو

‰Ë« qB�

bŠ

vK� ·b¼    

tÐ lÐUð p¹ ÈU¼—«bI" Êœd� qO" Ë œbŽ p¹ tÐ dOG²" p¹ Êœd� qO" rO¼UH"

bŠ ÂuNH" rOLFð Ë œbŽ

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b/«u²Ð t� œË—Åv" —UE²/« ułdM¼ “« qB5 s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

± ÈuÝ tÐ ¨œbŽ p¹ tÐ XÝ«— Ë éÇ “« «— dOG²" p¹ Êœd� qO" ‡‡+ ∞ÈuÝ tÐ U¹ −∞ªbM� n¹dFð 

≤ªbM� n¹dFð «— lÐUð bŠ ‡‡

≥ªbM� n¹dFð «— tDI/ p¹ —œ lÐUð p¹ XÝ«— Ë éÇ bŠ ‡‡

¥ªbM� sOOFð Ê¬ —«œu/ ÈË— “« «— lÐUð XÝ«— Ë éÇ bŠ ‡‡

µÆbM� sOOFð Ê¬ ÈÅtDÐU{ ÈË— “« «— lÐUð XÝ«— Ë éÇ bŠ ‡‡ 

∂ t� v²FË® ¨U¼ÅÊ¬ ÃdI" Ë  —uK t� «— ÈdL� lÐ«uð bŠ ‡‡x → a©Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ ¨œuýÅv" dHK dÐ«dÐ 

∑ÆœdÐ —U�ÅtÐ lÐ«uð “« vCFÐ bŠ sOOFð —œ «— vÖœdA5 tOCF ‡‡



±∑≥

® Êu'“¬ÅgOÄ±©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��±©

± œ«bŽ« ‡‡

  
1
2 ̈

  
2
3 ̈

  
3
4 ̈

  
4
5 ̈

  
5
6—u×" ÈË— dÐ ì ̈

 qJý® b/«ÅÁbý hIA" vIOIŠ œ«bŽ«±‡‡≥Æ©

d?ðÅp?¹œe?/ Ë p¹œe/ œbŽ Â«b� tÐ œ«bŽ« s¹« ©nX«

øb/uýÅv"

t?Ð ©é?Ç U?¹ X?Ý«—® X?LÝ Â«b� “« œ«bŽ« s¹« ©»

øb/uýÅv" p¹œe/ œbŽ s¹«

≤ ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð ‡‡  f(x) = − x −1 —œ   Rn¹dFð 

 q?Jý tÐ tłuð UÐ ÆXÝ« Ábý≤‡?‡≥a?ÝUÄ d¹“  ô«RÝ tÐ 

ÆbO¼œ

 ÁUÖd¼ ©nX«  x1 ¨  x3 ¨  x5 œb?Ž tÐ éÇ “« ì ¨±

 ¨b?/u?ý d?ðÅp?¹œe?/ Ë p¹œe/  f(x1) ¨  f(x3 )t?Ç tÐ ì ¨

øb/uýÅv" dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ ÈœbŽ

 d¹œUI" ÁUÖd¼ ©»  x2 ̈  x4 ̈  x6d²AOÐ d¹œUI" “« ì ̈

 “«± œbŽ tÐ ± ̈ b/œdÖ dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/   f(x2) ̈  f(x4 )¨

øb/uýÅv" dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ ÈœbŽ tÇ tÐ ì

0

 qJý±‡‡≥

 qJý≤‡‡≥



±∑¥

±‡‡≥bŠ ‡‡

s¹« —œ ÆXÝ«  UO{U¹— —œ t¹UÄ rO¼UH" “« vJ¹ bŠ ÂuNH"

Ær¹“«œdáÐ ÂuNH" s¹« ÊUOÐ tÐ ÈœuNý  —uK tÐ t� Ábý vFÝ gIÐ

 XO1UF�±‡‡≥

d?¹“  ô«R?Ý t?Ð f?á?Ý ¨b?O?M� ÁU~/ «— qÐUI" ÈU¼—«œu/

ÆbO¼œ aÝUÄ

± q?J?ý —œ ‡‡≥‡‡≥ —u?×?" ÈË— d?Ð v²FË x œb?Ž t?Ð U¼±

 —«bI" r¹uý p¹œe/yøœuýÅv" p¹œe/ œbŽ Â«b� tÐ 

≤ —œ lÐUð —«bI" U¹¬ ‡‡  x =1øœ—«œ œułË 

 tKÐ dOš          

≥ qJý —œ ‡‡¥‡‡≥ v²FË xœbŽ tÐ éÇ “« U¹ Ë XÝ«— “« 

® dHK∞ —«bI" œuýÅv" dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ ©yp¹œe/ œbŽ Â«b� tÐ 

øœuý v"

∫aÝUÄ

¥ qJý —œ ‡‡µ‡‡ ≥ t� v²FË xvMF¹ dHK XÝ«— XLÝ “« 

 œb?Ž t?Ð d?H?K “« d?²AOÐ d¹œUI"“«∞œu?ýÅv?" d?ðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ 

 —«bI"f(x)øœuýÅv" dðÅp¹œe/ œbŽ Â«b� tÐ 

µ qJý —œ ‡‡ µ‡‡ ≥ t� v²FË x XLÝ “« vMF¹ dHK éÇ

 “« dðÅr� d¹œUI" “«∞ œuýÅv" dðÅp¹œe/ dHK œbŽ tÐ f(x)Â«b� tÐ 

øœuýÅv" p¹œe/ œbŽ

  x ≠≠1 Ë 

  
f(x) == x2 −−1

x −−1

  
f(x) ==

1       x ≠≠0

2      x ==0





 qJý≥‡‡≥

 qJý¥‡‡≥

  

f(x) ==
x
x

    x ≠≠0

 0     x ==0







 qJýµ‡‡ÅÅÅ≥



±∑µ

∫‰U¦' l?ÐUð fÆX?Ý« ÷ËdH" Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ‰Ëb?ł±‡‡≥œb?Ž b?M?Ç È«“« t?Ð «— l?ÐU?ð n?K²I" d¹œUI" 

 tÐ p¹œe/± ‰Ëbł —œ t� —uÞÅÊUL¼ Æb¼œÅv" ÊUA/ ±‡‡≥

 —«b?I?" t?Çd¼ ¨bOM�Åv" Áb¼UA"x “« d?²L� d¹œUI" UÐ ±tÐ 

 œbŽ± œb?Ž t?Ð é?Ç “«® œœd?ÖÅv?" dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ ±

 l?ÐU?ð ©bM�Åv" qO"f U¹ y  tÐ ≤  t?Çd?¼ Ë bM�Åv" qO" xUÐ 

 “« d²AOÐ d¹œUI"± œbŽ tÐ ±œœdÖÅv" dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ 

 tÐ XÝ«— “«®± l?ÐUð —«bI" ©bM�Åv" qO" f U?¹ y œbŽ tÐ ≤

 œbŽ tÐ® œuýÅv" dðÅp¹œe/ Ë p¹œe/≤‰Ëbł® ©bM�Åv" qO" 

≤‡‡≥Æ©

 ÈU?¼Å‰Ëb?ł œU?/ V?O�dð “«±‡‡≥ Ë ≤‡?‡≥‰Ëb?ł 

≥‡‡≥Æb¹¬Åv" XÝœÅtÐ 

  x ≠1 ¨ 

  
f(x) = x2 −1

x −1 = (x −1)(x +1)
x −1 = x +1

 x 0→ 0/ 8 → 0/ 9→ 0/ 99→ 0/ 999→ 0/ 9999→ 1 
 f (x) 1 1/ 8 1/ 9 1/ 99 1/ 999 1/ 9999 ?

 x 1  ) 1/0001 ) 1/001 ) 1/01 ) 1/1 ) 2

 f (x) ?  ) 2 /0001 ) 2 /001 ) 2 /01 ) 2 /1 ) 3

 ‰Ëbł±‡‡≥

 ‰Ëbł≤‡‡≥

1x

  x −1<0)U¹   x →1− (x <1

 Êœd� qO"®x œbŽ tÐ ±©éÇ “« 

  x −1>0) U¹   x → .. 1+ (x >1

 Êœd� qO"®x œbŽ tÐ ±©XÝ«— “« 

 ‰Ëbł≥‡‡≥

1

x x

 Êœd� qO"òx œbŽ tÐ ±å

 x 0→ 0/ 8 → 0/ 9→ 0/ 99→ 0/ 999→ 0/ 9999→ 1 ) 1/0001 ) 1/001 ) 1/01 ) 1/1 ) 2 
 f (x) 1 1/ 8 1/ 9 1/ 99 1/ 999 1/ 9999 2 ) 2 /0001 ) 2 /001 ) 2 /01 ) 2 /1 3

  x →1

∫t−O²9 lÐUð bŠ f v²FË x  tÐ ± dÐ«dÐ bM�Åv" qO" ≤Ë býUÐÅv" 

∫rOL¹u/Åv" qÐUI"  —uK tÐ «— Ê¬

1 x

  Lim  f(x) = 2



±∑∂

 XO1UF� ≤‡‡≥

  lÐUðf∫XÝ« ÷ËdH" qÐUI" ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ‰Ëbł qOLJð UÐ¥‡‡≥ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ 

  
f(x) =

1      x ≠0

2      x =0




 ‰Ëbł¥‡‡≥

± ÁUÖd¼ ‡‡x œbŽ  tÐ éÇ “« ∞ bM� qO" f(x)œbŽ Â«b� tÐ 

øbM�Åv" qO"

≤ ÁUÖd¼ Å‡‡x bM� qO" dHK œbŽ  tÐ XÝ«— “« f(x)Â«b� tÐ 

øbM�Åv" qO" œbŽ

≥ bŠ ‡‡f(x) v²FË x tÐ ∞ qO" øXLOÇ bM�Åv"

lim f(x) = ?
x→0−              

lim f(x) = ?
x→0+              

  
limf(x) = ?

x→0             

 XO1UF�≥‡‡≥

 lÐUðfÈU¼Uł qOLJð UÐ ÆXÝ« ÷ËdH" Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼Å‰«RÝ tÐ vXUš±Å¨Å≤ËÅ≥ÆbO¼œ aÝUÄ 

f(x) =
x
x      x ≠0

0        x =0







  

f(x) =

x
x = x =1            x >0

0                               x =0

x
x = x = −1         x <0














 lÐUðf ÈÅtDI/ —œ x = atÐ ÆbMýUÐ dÐ«dÐ tDI/ s¹« —œ lÐUð XÝ«— bŠ Ë éÇ bŠ t� býUÐÅv" bŠ È«—«œ v/U"“ 

∫d~¹œ ÊUOÐlim f(x) =
x→a+        

lim f(x) = L
 x→a−                 

  

 x −1→ −0/1→ −0/01→ −0/001→ 0) 0/001) 0/01 ) 0/1 ) 0/ 5 ) 1

f 1 1 1 1



±∑∑

± ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡µ‡?‡ ≥ v²�Ë xqO� dH�  tÐ éÇ “« 

 bM�Åv�f(x)øbM�Åv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≤ ‰Ëb?ł tÐ tłuð UÐ ‡‡∂‡‡ ≥ v?²�Ë xd?¹œUI� UÐ ® XÝ«— “« 

 b?M�Åv� qO� dH� œbŽ tÐ ©dH� “« dðÅgOÐf(x)q?O� ÈœbŽ tÇ tÐ 

øbM�Åv�

≥ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ tłuð UÐ ‡‡± Ë ≤ lÐUð U¹¬ f —œ   x =0È«—«œ 

ø«dÇ øbýUÐÅv� bŠ

∫‰U?¦� q?Jý —œ ∂‡?‡ ≥‰u?Þ t?Ð Ÿö?{ô«ÅÈËU?;²� YK¦� 

 l?K{a V?;?Šd?Ð «— Y?K?¦?� XŠU;� ÆXÝ« Ábý rÝ— a»U?;Š 

ÆbOM�

∫q??ŠË ŸU??H??ð—« ¨t??EU??O??� Ÿö??{ô«ÅÈËU??;??²??� Y??K??¦?� —œ 

 t−O²E —œ ̈ bMýUÐÅv� o³DM� d~¹bJ¹ dÐ nBM�œuLŽBHXÝ« dÐ«dÐ 

∫UÐ

∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ qÐUI� ÈÅtDÐ«— “« YK¦� XŠU;� ‡‡

 ÈÅt?¹Ë«e?P«År?zU?� Y?K?¦� ŸUHð—« ‰uÞ ‡‡A H Bt?³?ÝU?×� «— 

∫rOM�Åv�

 —«b?I� ‡‡BH Ë AB Ë r?O¼œÅv� —«d� tDÐ«— —œ «— AH«— 

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ

 U?Ð ‡?‡ Êœ«œ—«d?� —«b?I�AH Ë BCX?ŠU?;?� ÈÅt?D?Ð«— —œ 

∫Xý«œ rO¼«uš

 ‰Ëbłµ‡‡ÅÅÅ≥

  
limf(x) =

 x. 0.                         

 ‰Ëbł∂‡‡ÅÅÅ≥

B

A

C

a

Ha
2

a

 qJý∂‡‡ÅÅ≥

± AB = BC = AC = a Ë S = 1
2 BC . AH

  AB2 = BH2 . AH2 . AH2 = AB2 BH2

   

  
AH2 = AB2  ( AB

2 )2 . AH2 = 4AB2  AB2

4

                               ≤. AH = 3
2 AB

  
S = 1

2
(a)( 3

2
a) . S = 3

4
a2

 lK{ ‰uÞ tÐ Ÿö{ô«ÅÈËU;²� YK¦� XŠU;�a∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ S = 3
4 a2

  
lim f(x) =
 x. 0                        

  
BH = BC

2 = a
2

  
lim f(x) =
 x. 0                       

    

 x 0 . 0/001 . 0/01 . 0/1 . 0/ 7 . 1  
f(x) 1 1 1 

  

 x  1.  0/1.  0/01.  0/001.  0/0001. 0  
f(x)  1  1  1  1 



±∑∏

 dÐ«dÐ lK{ ‰uÞ dÖ« ¨‰U¦" È«dÐ  a0 = 4∫r¹—«œ býUÐ 

≤ qJý YK¦" ÈU¼ÅlK{ jÝË ÁUÖd¼ ©∂‡‡ ≥qKË r¼ tÐ «— 

 q?J?ý® Èb?¹b?ł YK¦" rOM�∑‡‡≥ d?Ö« Æb?¹¬Åv" XÝœÅtÐ ©  a1‰uÞ 

 Ë lK{  S1 ¨býUÐ YK¦" s¹« XŠUL"   a1 Ë   S1ÆbOM� »ULŠ «— 

≥r?O?¼œ t?"«œ« d?~?‡?¹œ ÈÅt?³?ðd‡" tÝ «— q³F qLŽ ÁUÖd‡¼ ‡‡

qJý®∑‡‡ ≥YK¦" lK{ ‰uÞ Ábý œU−¹« ÈU¼ÅYK¦" “« p¹d¼ —œ ©

ÆbOM� t³ÝU×" «— Ê¬ XŠUL" Ë

¥ «— ‚u5 qLŽ ÁUÖd¼ ‡‡n ÈU¼—«bI" rOM� —«dJð t³ðd" an

 ËSnøbMM�Åv" qO" ÈœbŽ tÇ tÐ 

œuý œU¹“ qŠ«d" s¹« œ«bFð —bFd¼ rOMOÐÅv" t� È—uÞÅÊUL¼

 ÈU¼dL� ÃdI"an Ë SnqKUŠ t� È—uÞÅtÐ XÝ« g¹«e5« tÐ Ë— 

d?HK XLÝ tÐ vMF¹ œuýÅv" d²L� v²³¦" pÇu� œbŽ d¼ “« dL�

ÆbM�Åv" qO"

 XO1UF�¥‡‡≥

± q?J?ý —œ ‡‡∏‡‡ ≥ l?K?{ ‰u?Þ t?Ð v?FÐd" ¥Áb?¼UA" «— 

 d?Ö« ÆbOM�Åv"  x0 Ë l?K{ ‰uÞ   S0X?ŠU?L" býUÐ lÐd" XŠUL" 

øXÝ« —bIÇ lÐd"

a0 = 4 ⇒ S0 = 3
4 (4)2 ⇒ S0 = 4 3

B

A

C

2

1

 qJý∑‡‡≥

S1 = 3
4 (2)2 = 3 Ë 

  
a1 =

a0
2 = 2

S2 = 3
4 (1)2 = 3

4 Ë 

  
a2 =

a1
2 =1

S3 = 3
4 (12)2 = 3

16 Ë 

  
a3 =

a2
2 = 1

2

S4 = 3
4 (1

4)2 = 3
64 Ë 

  
a4 =

a3
2 = 1

4

    
a0 = 4,a1 = 2,a2 =1,a3 = 1

2 ,a4 = 1
4 ,

S0= 4 3 ,S1 = 3 ,S2 = 3
4 ,S3 = 3

16 ,S4 = 3
64 ,

  S0 = x0
2 ⇒ S0 =16

A Bx = 4
0

 qJý∏‡‡ ≥



±∑π

≤qJý® bOM� qKË d~¹bJ¹ tÐ «— lÐd" ÈU¼ÅlK{ jÝË ‡‡

π‡‡≥ «— b¹bł lK{ ‰uÞ ©  x1 «— Ê¬ XŠUL" Ë   S1 ÆrO"U/Åv"   x1

 Ë  S1Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥ÆrOM�Åv" —«dJð d~¹œ —UÐ tÝ «— ‚u5 qLŽ ‡‡

Ë l?Ðd?" l?K?{ ‰u?Þ Áb?ý œU?−?¹« ÈU?¼Ål?Ðd?" “« p¹ d¼ —œ

ÆbOM� t³ÝU×" «— Ê¬ XŠUL"

¥ ÁUÖd¼ ‡‡n → +∞ ¨xnøbM�Åv" qO" ÈœbŽ tÇ tÐ 

µ ÁUÖd¼ ‡‡ n → +∞ ¨SnøbM�Åv" qO" ÈœbŽ tÇ tÐ 

∫‰U¦' „d×²" qÐUI" qJý —œ M“« Ábý Áœ«œ dOL" ÈË— 

ÅÅv²FË ̈ bM�Åv" X�dŠ XÝ«— tÐ éÇx  œbŽ tÐ µdðÅp¹œe/ Ë p¹œe/ 

 ¨œuýf(x)øœuýÅv" p¹œe/ ÈœbŽ tÇ tÐ 

x2

′A

′D ′B

′C

 qJýπ‡‡ ≥

  x1
2 = 22 + 2 ⇒ x1 = 2

S1 = x1
2 =

x2
2 = ( 2)2 + ( 2)2 = 4 ⇒ x2 =

S2 = x2
2 =

S3 = x3
2 =Å ,   x3 = 2Å , x3

2 = 2 +12 = 2

  S4 = x4
2 =1Å ,   x4 =Å, x4

2 = ( 2
2 )2 + =1

xn →Å , Sn →

  
limf(x) =

 x→5
−                           

 ∫bŠ n¹dFð œbŽ q"Uý “UÐ ÈÅÁ“UÐ p¹ —œa lÐUð ¨f(x) dOG²" —bF d¼ dÖ« XÝ« bŠ È«—«œ rO¹uÖ «— xœbŽ tÐ 

a œb?Ž t?Ð l?ÐUð —«bI" œuý p¹œe/ L X?Ý« s?J2® œœdÖ p¹œe/ f(a)œU?/ U?Ð «— Ÿu?{u?" s¹« Æ©býUÐ ÁbA/ n¹dFð 

 v{U¹—lim f(x) = L
x→a                   

ÆrO¼œÅv" ÊUA/ 

 qJý±∞‡‡ ≥

y

O

M
f(x)

x
x

−1
1 5



±∏∞

 XO1UF�µ‡‡ ≥

 l?ÐUð  f:R → R ÈÅt?DÐU{ UÐ f(x) =
x2 +1     x <0

1− x        x >0





qJý® XÝ« Ábý n¹dFð±±‡‡≥Æ©

± q?J?ý t?Ð t?łuð UÐ ‡‡±±‡‡≥ b?Š ¨f(x) v?²FË «—   x →0

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

≤ ‰Ëbł ‡‡∑‡‡≥ÆbOM� q"U� «— 

≥ v²FË ‡‡  x →0+
 bŠ ¨f(x)øXLOÇ 

¥ ‰Ëbł ‡‡∏‡‡ ≥ÆbOM� q"U� «— 

µ v²FË ‡‡   x →0−
 bŠ ¨f(x)øbM�Åv" qO" ÈœbŽ tÇ tÐ 

∂ qŠ«d" tÐ tłuð UÐ ‡‡ ≥ Ë µÆbOM� t³ÝU×" «— qÐUI" bŠ 

 qJý±±‡‡≥

  
lim f(x)

x→0
=

 ‰Ëbł∑‡‡≥

lim f(x)
x→0+

=

    

 x −1→ −0/1→ −0/01→ −0/001→ −0/0001  0 
f (x) 2 1/01 1/000001 ?

 ‰Ëbł∏‡‡ ≥

  
lim f(x)

x→0−
=

  
lim f(x)

x→0
=

)
  

 x 0 ) 0/00001 ) 0/001 ) 0/01 ) 0/1 ) 0/ 7 ) 1 
f(x) ? ) 0/ 9999 ) 0/ 9 0/ 3 ) 0 



±∏±

 XO1UF�∂‡‡ ≥

 lÐUðfÆXÝ« ÷ËdH" Ë—ÅtÐË— tDÐU{ UÐ 

 ‰Ëbł ©nX«π‡‡≥d¹œUI" tÐ tłuð UÐ «— f(x)ÆbOM� qOLJð 

 v?²?FË ‰Ëb?ł t?Ð t?łuð UÐ ©»  x →0+
 —«b?I" f(x)t?Ç t?Ð 

øbM�Åv" qO" ÈœbŽ

 lÐUð dÖ« ©Ãf —œ   x =0 —«bI" býUÐ bŠ È«—«œ at³ÝU×" «— 

ÆbOM�

  
f(x) =

2x +1      x >0

a + 3        x <0




    

 x 0 ) 0/0001 ) 0/001 ) 0/01 ) 0/1 
f (x)  ) 1/002 ) 1/ 2 

‰Ëbłπ‡‡≥

  
lim f(x)

x→0+
=

  
lim f(x)
x→0+         

= lim f(x) ⇒1
x→0−                  

= ⇒ a = −2



±∏≤

s¹d9

± lÐUð ‡‡fÆXÝ« Ábý n¹dFð Ë—ÅÅÅtÐÅÅË—  —uK tÐ 

ÆbOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©nX«

 lÐUð U¹¬ ©»f —œ   x = 2øbýUÐÅv" bŠ È«—«œ 

≤ —u?K —œ «— bŠ —«bI" d¹“ ÈU¼ÅqJý “« p¹d¼ —œ ‡‡

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œułË

 ©nX«

  
f(x) = x2 +2       x ≠1

 1            x =1





 ©»

  
f(x) = x − 3

x − 3

≥«— Ábý Áœ«œ ‰Ëbł «b²Ð« d¹“ ÈU¼Ås¹d9 “« p¹ d¼ —œ ‡‡

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— bŠ —«bI" fáÝ bOM� q"U�

lim f(x)
x→1       

= ?

 qJý±≤‡‡≥

lim f(x)
x→3        

= ?

 ÈU¼Å‰Ëbł±∞‡‡≥

 qJý±≥‡‡≥

  

 x 1/ 9 → 1/ 99 → 1/ 999 → 2 2 /001→ 2 /01→ 2 /1→
f(x)

  
f(x) =

1−2x       x > 2

x − 5        x < 2




 vKÐ dOš           



±∏≥

©nX«  f(x) = 2x + 7

  
lim f(x) =
x→2           

      

©»  f(x) = x − 4

  
lim f(x) =
x→4+           

      

¥ —«bI" ‡‡b lÐUð t� bOÐUOÐ È—uÞ «— f—œ qÐUI" ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ÈÅtDI/  x = 3ÆbýUÐ bŠ È«—«œ 

µ lÐUð ‡‡ fÆXÝ« ÷ËdH" Ë—ÅÅÅtÐÅÅË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 f?á?Ý Ë b?O?M?� rÝ— «— Ê¬ —«œu/

  
lim f(x)
x→0          

X?ÝœÅt?Ð «— 

Æb¹—Ë¬

∂ lÐUðÅ‡‡ fÆXÝ« ÷ËdH" Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆbOM� dÄ «— vXUš ÈU¼Uł ©nX«

 lÐUð —«œu/ ©»fÆbOM� rÝ— «— 

XÝœÅtÐ «— qÐUI" ÈU¼bŠ Ábý rÝ— —«œu/ “« ÁœUH²Ý« UÐ ©Ã

Æb¹—Ë¬

 ÈÅtDI/ —œ ‚u5 lÐUð U¹¬ ©œ  x =0øbýUÐÅv" bŠ È«—«œ 

 ‰Ëbł±±‡‡≥

  
f(x) =

1     x ≠0

0     x =0




f(x) = x
x

  

f(x) =

x =1         x >0

x =           x <0










lim f(x)
x→0−        

=
 Ë 

lim f(x)
x→0+       

=

 tKÐ dOš          

  

 x 4 /0001 ) 4 /001 ) 4 /01 ) 4 /1 
f(x)   

  
f(x) =

cosπx + b       x < 3

x2 +2             x > 3









ÅÅ±∏¥

±‡‡Å±‡‡Å≥ dÐ U¼ÅÈ«ÅtKLł bMÇ Èd¹cÄÅg�Ð ‡‡Åx − a∫dÖ« 

f(x) ÈÅt?ł—œ “« È«Åt?K?L?ł b?M?Ç p¹ n v?²?�Ë ¨b?ýU?Ð f(x)d?Ð «— 

x − a b?M?�U?  v?¹U?²J¹ ÈÅÁb�U Åv�UÐ Ë XL$� Ã—Uš rOM)Åv  rO$Ið

q(x) Ë rÆb¹¬Åv  XÝœÅtÐ 

 d¼ È«“« tÐ t−O²� —œx∫r¹—«œ 

∫‰U¦�XÝœ tÐ «— qÐUI  ÈU¼ÅrO$Ið XL$�ÅÃ—Uš Ë Áb�U Åv�UÐ 

∫b¹—Ë¬

©n�« ∫qŠ

ÅÅÅÅÅÅÅÅ

 «b?²Ð«=
4x2

x = 4xË Áœd?) »d?{ t?O?K?ŽÅÂu$I  —œ «— 

ªr¹—«œ ªrOM)Åv  r) Âu$I  “« «— q9UŠ

 fáÝ

  
=

x
x =1q?9UŠ Ë Áœd) »d{ Âu$I  —œ «— 

 “« «—  x +6∫r¹—«œ ªrOM)Åv  r) 

  = 4x +1XL$� Ã—Uš 

∏Å=b�U Åv�UÐ Á

©» ∫q?Š «b?²Ð« 

  
=

x2

x = xÅ»d?{ t?O?K?Ž ÅÂu$I  —œ «— 

ªr¹—«œ ªrOM)Åv  r) Âu$I  “« «— q9UŠ Ë Áœd)

    f(x) = anxn + an−1x
n−1 ++ a1x + a0

 f(x)  x − a  
 L(x)    q(x)
     r    

tOKŽÅÂu$I 

Âu$I   

Áb�U Åv�UÐ 
XL$�ÅÃ—Uš 

f(x) = (x − a)q(x) + r  , r ∈R

4x2 − 7x +6 . x −2 ®n?«

  4x2 − 7x +6 x −2  

ÅÅ

  4x(x −2) = 4x2 − 8x

    

4x2 − 7x +6    x −2     
  4x2

−
8x       4x +

 
     x +6    
     x

−
2   

             8

    

4x2 − 7x +6    x −2     
  4x2

−
8x       4x +1

 
     x +6    
     x

−
2   

             8

  (4x +1)(x −2) + 8 = 4x2 − 7x +6

  x
2 + 7x +12 x + 4  

Å+ÅÅÅ                   

  x(x + 4) = x2 + 4x

+

x2 + 7x +12 . x + 4 ®»

)



ÅÅ±∏µ

 fáÝ

  
=

3x
x = 3Ë Áœd?) »d?{ tOKŽÅÂu$I  —œ «— 

 “« «— q9UŠ  3x +12∫r¹—«œ ªrOM)Åv  r) 

  

x2 + 7x +12   x + 4   
  x2

−   
± 4x           x +

    3x +12    

  3(x + 4) = 3x +12

  

x2 + 7x +12   x + 4   
  x2

−   
± 4x           x + 3

   3x +12  
   3x

−
±12  

            0

  = x + 3 XL$� Ã—Uš g(x) =

  =0 Áb�U Åv�UÐ r =

  x
2 + 7x +12 = (x + 4)(x + 3) +0

# ∫t²J dÖ«f(x) rO$Ið ÈÅÁb�U Åv�UÐ býUÐ È«ÅtKLł bMÇ p¹ f(x) dÐ x − a dÐ«dÐ r = f(a)ÆœuÐ b¼«uš 

∫‰U¦� rO$Ið ÈÅÁb�U Åv�UÐ   f(x) = 4x2 − 7x +6 dÐ   x −2

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «—

∫qŠ qŠ«d�∫r¹—Ë¬Åv  XÝœ tÐ «— ÅtOKŽ Âu$I  ÈÅtA¹— 

‡ ‡  f(2)∫rOM)Åv  »U$Š «— rO$Ið ÈÅÁb�U Åv�UÐ vMF¹Å

  x −2 =0⇒ x = 2

  r = f(2) = 4(2)2 − 7(2) +6 ⇒ r = 8

 ∫t²J# È«ÅtKLł bMÇf(x) dÐ x − a∫ÁUÖd¼ XÝ« d¹cÄÅgGÐ   r = f(a) =0

 ÁUÖd¼ vMF¹ ªrOM)Åv  ÁœUH²Ý« U¼ÅÈ«ÅtKLł bMÇ ÈÅt¹e& —œ XO9Uš s¹« “«  f(a) =0∫rO$¹uMÐ rO�«uðÅv  býUÐ 

f(x) = (x − a)g(x)

∫‰U¦� —«bI  m lÐUð t) bOM) sOOFð È—uÞ «— fÈÅtDÐU{ UÐ  

 dÐ Ë—ÅtÐË—  x −1ÆbýUÐ d¹cÄÅgGÐ 

∫qŠ qŠ«d�∫r¹—Ë¬Åv  XÝœ tÐ «— tOKŽÅÂu$I  ÈÅtA¹— 

  f(x) = 3x2 + 4x − 7m

  x −1=0⇒ x =1



ÅÅ±∏∂

 È«“« t?Ð ‡‡  x =1 ¨  f(1)d?H?9 d?Ð«dÐ Ë rOM)Åv  »U$Š «— 

∫rO¼œÅv  —«d�

 —«bI  t?œUF  qŠ UÐ ‡‡m∫b¹¬Åv  XÝœ tÐ 

  x =1⇒ f(1) = 3 + 4− 7m =0

  ⇒ 7 − 7m =0⇒ 7m = 7 ⇒ m =1

 ∫t²J# bŠ ÈÅt³ÝU×  —œlim
x→a

q(x) =
f(x)
g(x) ®ÅÅÅf Ë g ÁUÖd¼ ©b�«ÅÈ«ÅtKLł bMÇ ÅÅlim

x→a
f(x) =0 Ë lim

x→a
g(x) =0

  —u9 tÐ bŠ —«bI  býUÐ

  

0
0

+
,


 ÈÅt³ÝU×  È«dÐ ¨b¹¬Åv  —œ lim

x→a
q(x) ÁbMM) dH9 q UŽ «b²Ð« b¹UÐÅÅÅ®Åx − a©“« «— 

Æœd) t³ÝU×  «— bŠ fáÝ Ë œu/ ·cŠ d$) ÃdG  Ë  —u9

q(x) =
f(x)
g(x)

  
lim
x→a

q(x) = lim
x→a

(x − a)f1(x)
(x − a)g1(x) = lim

x→a

f1(x)
g1(x)

 ‰U¦�±∫∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI  bŠ 

∫q?Š qŠ«d� v?²?�Ë d$)  —u9 bŠ   x →1X?Ý« dÐ«dÐ 

∫UÐ

 —œ d$) ÃdG  bŠ ‡‡  x =1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

® dÐ d$)  ÃdG  Ë  —u9 ÊuÇ ‡‡  x −1©¨XÝ« d¹cÄÅgGÐ 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

∫Xý«œ rO¼«uš ÂUNÐ« lX— È«dÐ ‡‡

 bŠ t−O²� —œq(x) v²�Ë   x →1∫r¹—Ë¬Åv  XÝœ tÐ «— 

 ‰U¦�≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ 

  
lim
x→1

q(x) = lim
x→1

2x2 + x − 3

x2 + x −2
= ?

  
lim
x→1

2x2 + x − 3 = 2(1)2 +1− 3 =0

  
lim
x→1

x2 + x −2 =0

  2x2 + x − 3 = (x −1)(2x + 3)

  x
2 + x −2 = (x −1)(x +2)

  
q(x) =

2x2 + x − 3

x2 + x −2
=

(x −1)(2x + 3)
(x −1)(x +2) =

2x + 3
x +2

lim
x→1

q(x) = lim
x→1

2x + 3
x +2 =

5
3

  
lim
x→2

x2 − 5x + 6

x2 − 7x +10
= ?



ÅÅ±∏∑

Šq∫ Šb 9u—  Ë  GdÃ )$d Ë�²v   x → 2 9Hd  vÅýuœÆ

 “« v?K? U?Ž t?Ð «— d?$?) Ãd?G?  Ë  —u?9 ‡‡  x −2q?¹b?³?ð 

∫s¹«dÐUMÐ ¨rOM)Åv 

∫rOM)Åv  ÁœUÝ «— d$) ÃdG  Ë  —u9 ÂUNÐ« lX— È«dÐ ‡‡

 v²�Ë lÐUð bŠ ‡‡  x → 2Æb¹¬Åv  XÝœ tÐ 

 ‰U¦�≥∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  lÐUð bŠ 

 v²�Ë ‡‡  x → −1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ  —u9 bŠ 

 v²�Ë ‡‡  x → −1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ d$) ÃdG  bŠ 

 È«“« tÐ d$) ÃdG  Ë  —u9 ÊuÇ ‡‡  x = −1dH9 dÐ«dÐ 

 dÐ U¼ÅÊ¬ “« p¹ d¼ fÄ ¨b¹œdÖ  x +1∫vMF¹ ¨b�d¹cÄÅgGÐ 

 ÊuÇ  x → −1 s¹«dÐUMÐ   x ≠ −1∫r¹—«œ «c? 

 tÐ v²�Ë «— lÐUð bŠ  x → −1∫r¹—Ë¬Åv  XÝœ tÐ 

∫Xý«œ rO¼«uš s¹«dÐUMÐ

∫vÖœdA� ÈÅtOC� d¼ È«“« tÐ dÖ« x q Uý ÈÅÁ“UÐ “« atÐ® 

ôUL²Š« ełÎ —œ x = a©∫rOýUÐ t²ý«œ 

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

 Ëlim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ 

lim
x→a

f(x) = L

  
lim
x→2

x2 − 5x +6 = lim
x→2

x2 − 7x +10=0

  x
2 − 5x +6 = (x −2)(x − 3)

  x
2 − 7x +10= (x −2)(x − 5)

  
q(x) =

x2 − 5x +6

x2 − 7x +10
=

(x −2)(x − 3)
(x −2)(x − 5) =

x − 3
x − 5

  
lim
x→2

q(x) = lim
x→2

x − 3
x − 5 =

2− 3
2− 5 =

−1
−3 =

1
3

  
lim

x→−1

7x2 + 5x −2

3x2 + 7x + 4
= ?

lim
x→−1

7x2 + 5x −2 = 7(−1)2 + 5(−1) −2 =0

  
lim

x→−1
3x2 + 7x + 4 = 3(−1)2 + 7(−1) + 4 =0

  7x2 + 5x −2 = (x +1)(7x −2)

  3x2 + 7x + 4 = (x +1)(3x + 4)

  
q(x) =

7x2 + 5x −2

3x2 + 7x + 4
=

(x +1)(7x −2)
(x +1)(3x + 4) =

7x −2
3x + 4

  
lim

x→−1
q(x) = lim

x→−1

7x −2
3x + 4

lim
x→−1

q(x) =
−7 −2
−3 + 4 =

−9
1 = −9

 qJý±¥‡‡Å≥



ÅÅ±∏∏

 ∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ

∫q?Š cosx œb?Ž Ëœ ÈÅÁœËb?×?  —œ   −1 Ë ±¨œ—«œ —«d?� 

∫vMF¹

 v??Xd?Þ “« ‡?‡x → +∞f?Ä ¨  x >0 Ë 

  
1
x >0s??¹«d?ÐU?M?Ð 

∫Xý«œ rO¼«uš

 b?Š v?Xd?Þ “« ‡‡

  
1
x Ë 

  
−1
x v?²�Ë x X?L?Ý tÐ +∞q?O  

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bM)Åv 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð bŠ vÖœdAX ÈÅtOC� o³Þ ‡‡

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ 

∫qŠ t) rO�«œÅv    −1≤ sin x ≤1∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ 

 v²�Ë vXdÞ “«x∫Xýu� Ê«uðÅv  býUÐ X³¦  ÈœbŽ 

 v?XdÞ “«

  
lim

x→+∞

1

x3 = lim
x→+∞

−1

x3 =0t?łu?ð UÐ s¹«dÐUMÐ 

∫r¹—«œ vÖœdAX ÈÅtOC� tÐ

XO�UF,∑‡‡Å≥

 ÈU¼Å‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ±≤‡‡Å≥ Ë ±≥‡‡Å≥d¹“  ô«RÝ tÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ

± v?²�Ë ‡‡Åx “« d?ðÅp?Çu?) d¹œUI  UÐ ∞q?O?  dH9 œbŽ tÐ 

® bM)Åv   x →0−
©øbM)Åv  qO  ÈœbŽ tÇ  tÐ lÐUð —«bI  

lim
x→+∞

cosx
x = ?

  −1≤ cosx ≤1

  
−1
x ≤

cosx
x ≤

1
x

  
⇒ lim

x→+∞

−1
x = lim

x→+∞

1
x =0

  
⇒ lim

x→+∞

cosx
x =0

  
lim

x→+∞

3sin x
x3 = ?

  −3 ≤ 3sin x ≤ 3

    

−
3

x3 ≤
3sin x

x3 ≤
3

x3
        
g(x)


        
f (x)


         
h(x)


  
lim

x→+∞

3sin x
x3 =0

    

x −
π
30 −

π
180 −

π
9000  0

f (x) =
sin x

x 0/ 99873 0/ 999949 0/ 999999998 

 ‰Ëbł±≤‡‡Å≥

  
lim

x→0−
 f(x) =



ÅÅ±∏π

    

x 0 

π
9000

π
180

π
30

f (x) =
sin x

x  0/ 999999998 0/ 999949 0/ 99873

 ‰Ëbł±≥‡‡Å≥

  
lim

x→0+
f(x) =

 ÈÅtOC0±‡‡Å≥‡‡® x©XÝ« ÊU¹œ«— V$ŠdÐ 

lim
x→0

sin x
x =1

∫‰U¦�ÆbOM) »U$Š «— Ë—ÅtÐË— bŠ 

 t) s¹« tÐ tłuð UÐtan x =
sin x
cosx∫r¹—«œ ¨

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ —«bI  t−O²� —œ ‡‡

∫‰U¦�ÆbOM) »U$Š «— qÐUI  bŠ 

∫qŠ œbŽ —œ «— d$) ÃdG  Ë  —u9 ¥∫rOM)Åv  »d{ 

 tÐ tłuð UÐ ‡‡

  
lim
t→0

tan t
t =1∫Xý«œ rO¼«uš 

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ 

 —œ «— d$) ÃdG  Ë  —u9 ‡‡  2∫rOM)Åv  »d{ 

 ÷dX UÐ ‡‡  2x = tUÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ 

lim
x→0

tan x
x = ?

lim
x→0

tan x
x = lim

x→0

sin x
x cosx = lim

x→0

sin x
x lim

x→0

1
cosx

  
lim
x→0

tan x
x =1×

1
cos0 =1×

1
1

=1

≤ v?²?�Ë ‡‡Åx “« d?ðÅ¯—e?Ð d?¹œU?I  UÐ ∞q?O?  d?H?9 œbŽ  tÐ 

øbM)Åv  qO  ÈœbŽ tÇ  tÐ lÐUð —«bI  bM)Åv 

 XO?UFX tÐ tłuð UÐ∑‡‡Å≥∫r¹—«œ Á—«uL¼ 

lim
x→0

tan4x
x

  
lim
x→0

tan4x
x = lim4.

x→0

tan4x
4x

  
lim
x→0

tan4x
x

= lim4
t→0

tan t
t

= 4 ×1= 4

  
lim
x→0

tan 2x
5x

  
lim
x→0

tan 2x
5x = lim

x→0

2 × tan 2x
5 2x

  
lim
x→0

tan 2x
5x = lim

t→0

2
5  tan t

t = 2
5 .1= 2

5
Æ



ÅÅ±π∞

∫‰U¦�ÆbOM) »U$Š «— Ë—ÅtÐË— bŠ 

∫qŠ œbŽ —œ «— ÃdG  Ë  —u9 ≥∫rOM)Åv  »d{ 

  tÐ tłuð UÐ ‡‡lim
t→0

tan t
t =1∫r¹—Ë¬Åv  XÝœ tÐ «— bŠ 

∫‰U¦�ÆbOM) t³ÝU×  «— Ë—ÅtÐË— bŠ 

 ÊuÇ ‡‡  x ≠0 —œ «— d$)  —u9 XÝ« 

  
3

3x«— ÃdG  Ë 

  
2

2x∫rOM)Åv  »d{ 

  
lim
x→0

tan 3x
7x

  
tan 3x

7x =
3 tan 3x
7 × 3x

∫t−O²#

  
lim
x→0

x
tan ax =

1
a  ,  lim

x→0

sin ax
x = a  ,  lim

x→0

tan ax
x = a Ë 

  
lim
x→0

x
sin ax =

1
a

  
lim
x→0

tan 3x
7x = lim

x→0

3 tan 3x
7 × 3x =

3
7 ×1=

3
7

  
lim
x→0

sin 3x
sin2x = ?

  

sin 3x
sin2x =

3. sin 3x
3x

2. sin2x
2x

  

lim
x→0

3 ×
sin 3x

3x
2×

sin2x
2x

=
3 lim sin 3x

3x
2lim sin2x

2x

=
3 ×1
2×1 =

3
2

  
lim
x→0

2x2

1− cos2x

  
lim
x→0

2x2

1− cos2x = lim
x→0

2x2

2sin2 x
= lim

x→0

x
sin x  x

sin x

= lim
x→0

x
sin x × lim

x→0

x
sin x =1×1=1

Æ

  x→0

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ —«bI  t−O²� —œ ‡‡

∫‰U¦�∫bOM) t³ÝU×  «— qÐUI  bŠ 

 ∫t) rO�«œÅv 1− cos2x = 2sin2 x∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ ¨ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ —«bI  t−O²� —œ ‡‡



ÅÅ±π±

® v#U¹UÄ Êu�“¬±©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
±©

O
x

y

′y

′x

 qJý±∂‡‡≥

 qJý±µ‡‡≥

± l?ÐU?ð dÖ« ‡‡f —œ   RÁb?ý n?¹d?Fð d¹“  —u9 tÐ 

 qJý® býUÐ±µ‡‡≥∫©

f(x) =
x
x       x >0

x         x ≤0







Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“  —U³Ž q9UŠ

lim f(x)
x→0−        

+ lim f(x)
x→0+        

= ?

≤ lÐUð bOM) ÷dX ‡‡f —œ d¹“  —u9 tÐ   Rn¹dFð 

∫býUÐ Ábý

  
f(x) =

3x +1      x ≠ 2

2x            x = 2




ÆbOM) rÝ— «— lÐUð —«œu/ ©n?«

 ©»

  
lim f(x)
x→2        

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 d¹“ ÈËU$ð —œ ©ÃaÆbOÐUOÐ «— 

lim f(x)
x→1       

= a.f(2)

≥ÆbOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ q9UŠ ‡‡

  
lim
x→1

4x3 − 5x2 +1

x2 −1
 ®n?«

  

lim
x→ π

2

cosx
(2x − π) ®»

  
lim
x→ 0

x2 sin 1
x ®Ã



±π≤

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð t œË—Åv� —UE²�« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM n¹dFð «— t²ÝuOÄ lÐUð ‡‡Å

≤ªbM »U,Š dE�Åœ—u� ÈU¼ÅtDI� —œ «— lÐUð bŠ ¨v~²ÝuOÄ ÈU¼ÅtOC4 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å

≥ªbM sOOFð «— U¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄU� ÈU¼ÅtDI� ‡‡Å

¥ÆbM qŠ v³,� —uÞ tÐ «— v~²ÝuOÄ qzU,� ‡‡Å

مبخش سو

ÂËœ qB�

v~²ÝuOÄ

vK� ·b¼

Ê¬ qzU,� qŠ Ë t²ÝuOÄ lÐ«uð v¹UÝUMý



±π≥

± qJý ‡‡Å±∑‡‡Å≥ lÐUð —«œu/ f ÈÅtM�«œ UÐ   [1 ,6)

Æb¼œÅv� ÊUA� «—

 ©nD«

  
lim
x→2

f(x)ÆbO,¹uMÐ vDUš ÈUł —œ «— 

 ©»  f(2)v??DU??š ÈU??ł —œ Ë b??O??M? t?³?ÝU?×?� «— 

                                                 ÆbO,¹uMÐ

 —«œu/ U¹¬ ©Ãf ÈÅtDI� —œ   x = 2øœ—«œ v~²,,Ö 

 lÐUð —«œu/ U¹¬ ©œf —œ   [3,5)øXÝ« t²ÝuOÄ 

 ÈÅtDI� —œ lÐUð U¹¬ ©‡¼  x = 5øœ—«œ bŠ 

 ÈÅtDI� —œ lÐUð —«œu/ U¹¬ ©Ë  x = 5øXÝ« t²ÝuOÄ 

≤ t?D?ÐU{ UÐ lÐUð —«œu/ ‡‡Å

  
f(x) =

1   x ≥0

0   x <0




«— 

ÆbO¼œ aÝUÄ bFÐÅt×HN  ô«RÝ tÐ fáÝ Ë bOM rÝ—

y

O
x

1 2 3 4 5 6

1

2

3

 qJý±∑‡‡Å≥

 ∫ÅvKÐ

 ∫dOš

 ∫vKÐ

 ∫dOš

  
lim
x→5

f(x) =

 ∫vKÐ

 ∫dOš

 qJý±∏‡‡Å≥

® Êu"“¬ÅgOÄ≤©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



±π¥

  
lim

x→0+
f(x) =

  
lim

x→0−
f(x) =

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©

 bŠ ©nD«f(x) v²4Ë   x →0+
ÆbOÐUOÐ «— 

 bŠ ©»f(x) v²4Ë   x →0−
ÆbOÐUOÐ «— 

 ÈÅtDI� —œ lÐUð U¹¬ ©Ã  x =0øbýUÐÅv� bŠ È«—«œ 

 ©œ  f(0)ÆbOM t³ÝU×� «— 

 ∫vKÐ

 ∫dOš

  f(0) =



±πµ

≤‡‡Å≥v~²ÝuOÄ ‡‡Å

d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆXÝ« v~²,,Ö ÂbŽ Ë ÊœuÐ tÇ—UÄ p¹ ÂuNH� tÐ ̈ v{U¹— —œ lÐUð p¹ ÊœuÐ t²ÝuOÄ ÕöDN«

 lÐUð dÖ«fÆXÝ« t²ÝuOÄ býUÐ t²ý«b� vÖb¹dÐ ‘«ÅtM�«œ “« È«ÅtDI� êO¼ —œ 

 —«œu/ ‡‡±π‡‡Å≥ÆXÝ« ÷ËdH� 

® ÈÅt?DI� —œ vÖb¹dÐ p¹ —«œu/ s¹« —œ ‡‡±Å¨Å±Áb?¼UA� ©

ÆX,O� t²ÝuOÄ lÐUð s¹«dÐUMÐ ¨rOMÅv�

 —«œu?/ —œ ‡?‡±π‡‡ ≥Åv?²?4Ë   x →1−
 —«b?I?� f(x)t?Ð e?O� 

 œbŽ± ÈÅtDI� —œ lÐUð —«bI� t vDUŠ —œ bMÅv� qO�   x =1dÐ«dÐ 

 ÈÅtDI� —œ lÐUð bŠ s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐÅv� dHN  x =1dÐ«dÐ ‘—«bI� UÐ 

ÆX,O�

 q?Jý —œ≤∞‡‡Å≥t?²?Ýu?O?Ä s¹«dÐUMÐ ¨œ—«b� vÖb¹dÐ —«œu/ 

ÆXÝ«

 qJý —œ ‡‡≤±‡‡Å≥ ÈÅtDI� —œ   x =0vÖb¹dÐ È«—«œ —«œu/ ̈

e?O?� b?Š È«—«œ Ë X?,?O?� t?²?ÝuOÄ tDI� Ê¬ —œ lÐUð s¹«dÐUMÐ ¨XÝ«

 «d??¹“ ¨b??ýU?ÐÅv?/lim
x→0−

f(x) =0 t?? v??DU?Š —œ lim
x→0+

f(x) =1

 —œ l?ÐU?ð —«bI� t bMÇd¼ ªXÝ«  x =0—œ l?ÐU?ð éÇ bŠ UÐ dÐ«dÐ 

 ÈÅtDI�  x =0ÆbýUÐÅv� 

 qJý±π‡‡Å≥

 qJý≤∞‡‡Å≥

 qJý≤±‡‡Å≥



±π∂

∫‰U?¦" l?ÐUð f“« f?Ä X?Ý« ÷Ëd?H?� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆbOM vÝ—dÐ «— Ê¬ v~²ÝuOÄ ¨lÐUð —«œu/ rÝ—

∫qŠ lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ   Df = R ÷d� UÐ ÆXÝ«   x ≠ 2Ë 

 ÃËœe� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ  x
2 − 4 = (x −2)(x +2)∫r¹—«œ 

 qJý —œ lÐUð s¹« —«œu/ ≤≤‡‡Å≥ÆœuýÅv� Áb¼UA� 

® ÈÅtDI� —œ lÐUð t rOMOÐÅv� lÐUð qJý ÈÅÁb¼UA� UÐ¥¨Å≤©Å

ÆbýUÐÅv/ t²ÝuOÄ s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« vÖb¹dÐ È«—«œ

v?²?4Ë r?O?M?O?ÐÅv?� l?ÐU?ð —«œu?/ ÈÅÁb?¼U?A?� UÐ d~¹œ ·dÞ “«

  x → 2+
 U¹   x → 2−

 ¨f(x) œbŽ tÐ ¥Æb¹U/Åv� qO� 

 —œ lÐUð —«bI� sOMâL¼  x = 2�« ¨býUÐÅv� œułu� ÒbŠ UÐ U

 dÖ« t vDUŠ —œ býUÐÅv/ dÐ«dÐ lÐUð  f(2) = 4œułu� vÖb¹dÐ býUÐ 

ÆœœdÖÅv� t²ÝuOÄ ‘«ÅtM�«œ —œ lÐUð Ë œuýÅv� Áb�UýuÄ jš —œ

∫‰U?¦" lÐUð   f“« f?Ä ¨X?Ý« ÷Ëd?H� Ë—Åt‡ÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ

ÆbOM Y×Ð lÐUð v~²ÝuOÄ œ—u� —œ rÝ—

∫q?Š È«d?Ð l?ÐU?ð ÈÅtDÐU{   x ≤1 jš   f(x) =1−2xË 

  

f(x) =
x2 − 4
x −2    x ≠ 2

 3          x = 2







  
f(x) =

x +2    x ≠ 2

 3        x = 2




 qJý≤≤‡‡Å≥

  
lim
x→2

f(x) = 4

  f(2) = 3

  
f(x) =

1−2x    x ≤1

x2 −2    x >1







±π∑

 È«dÐ  x >1 vLNÝ ¨  f(x) = x2 −2 býUÐÅv� ® qJý≤≥‡‡Å≥Æ©

 —«œu?/ t?Ð t?łu?ð UÐ≤≥‡‡Å≥—œ l?ÐU?ð t? r?O?M?Åv?� Áb¼UA� 

 ‘«ÅtM�«œ  Df = Rt rOMÅv� Áb¼UA� Áó¹Ë tÐ ÆbýUÐÅv� t²ÝuOÄ 

lim
x→1

f(x) = −1 UÐ t   f(1) = −1s¹« —œ lÐUð fÄ ¨býUÐÅv� dÐ«dÐ 

ÆXÝ« t²ÝuOÄ eO� tDI�

 qJý≤≥‡‡Å≥

 ∫n¹dFð lÐUðf ÈÅtDI� —œ «— x = a∫ÁUÖd¼ rO¹uÖ t²ÝuOÄ 

± lÐUð ©f —œ x = aÆbýUÐ Ábý n¹dFð  f(a)ÆbýUÐ Ábý hnA�

≤ —œ lÐUð bŠ ©x = aÆbýUÐ  t²ý«œ œułË lim
x→a

f(x)ÆbýUÐ t²ý«œ œułË 

≥ lÐUð bŠ ©f v²4Ë x → aÆbýUÐ dÐ«dÐ lÐUð —«bI� UÐ Ë býUÐ t²ý«œ œułË lim
x→a

f(x) = f(a)

 ÈÅt−O²5±∫lÐUð v~²ÝuOÄ ◊dý  f —œ x = a∫lim
x→a

f(x) = f(a)

 ÈÅt−O²5≤∫ lÐUð ÊœuÐ t²ÝuOÄ UÐ t UłÅÊ¬ “« fÅ—œ x = aÈ«dÐ s¹«dÐUMÐ XÝ« dÐ«dÐ tDI� s¹« —œ lÐUð —«bI� Ë bŠ 

 bŠ Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐf v²4Ë x → a —«bI� dOG²� ÈUł tÐ Ê¬ ÈÅtDÐU{ —œ XÝ« v�U aÆrO¼œ —«d4 «— 

 ÈÅtDÐU{ UÐ jš  f(x) = 2x +1 —œ   R∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ býUÐÅv� t²ÝuOÄ 

  
lim
x→2

f(x) = 2(2) +1= 5

 lÐUð v~²ÝuOÄf ÈÅÁ“UÐ—œ a,b[ ]
 lÐUðf tÐ a, b[ ]∫ÁUÖd¼ XÝ« t²ÝuOÄ 

± —œ ‡‡Å(a, b)s¹« uCŽ d¼ È«“« tÐ vMF¹ ªbýUÐ t²ÝuOÄ 

ªbýUÐ vJ¹ ‘—«bI� Ë bŠ Á“UÐ

 d¼ È«“« tÐc ∈(a, b)rOýUÐ t²ý«œ lim
x→c

f(x) = f(c)



±π∏

≤ —œ ‡‡ x = a býUÐ t²ÝuOÄ XÝ«— “« ®X?Ý«— v~²ÝuOÄ

∫rOýUÐ t²ý«œ vMF¹ ©býUÐ t²ý«œ

≥ —œ ‡‡Åx = b býUÐ t²ÝuOÄ éÇ  “« ®t²ý«œ éÇ v~²ÝuOÄ

©ÆbýUÐ

∫‰U¦" ÈÅÁ“U?Ð —œ «— q?ÐUI� lÐUð v~²ÝuOÄ   −1,1[ ]v?Ý—dÐ 

ÆbOM

q?Šq?J?ý® X?Ý« Ád?¹«œ r?O?�  —u?N tÐ lÐUð s¹« —«œu/ ∫

≤¥‡‡Å≥Æ©

∫t rOMOÐÅv� —«œu/ tÐ tłuð UÐ

± d¼ È«“« tÐ ‡‡Å  c ∈(−1,1)∫r¹—«œ 

≤ —œ ‡‡Å  x = −1∫«d¹“ ¨œ—«œ XÝ«— v~²ÝuOÄ lÐUð 

≥ —œ ‡‡Å  x =1∫«d¹“ ¨œ—«œ éÇ v~²ÝuOÄ lÐUð 

 lÐUð s¹«dÐUMÐf ÈÅÁ“UÐdÐ   −1,1[ ]ÆbýUÐÅv� t²ÝuOÄ 

±‡‡Å≤‡‡Å≥v~²ÝuOÄ ÈU¼ÅtOC: ‡‡Å

lim
x→a+

f(x) = f(a)

lim
x→b−

f(x) = f(b)

  f(x) = 1− x2

 qJý≤¥‡‡Å≥

lim
x→c

f(x) = 1− c2 = f(c)

  
lim

x→ −1+
f(x) = 1− (−1)2 =0= f(−1)

lim
x→1−

f(x) = 1− (1)2 =0= f(1)

    f(x) = anxn + an−1x
n−1++a1x + a0

  f (x) == 1−− x2

 œ«bŽ«an  a2   a1   a0ÆbMýUÐÅv� vIOIŠ œ«bŽ« 

 ÈÅtOC:±∫Æb�«Åt²ÝuOÄ ÊUýÅtM�«œ “« tDI� d¼ —œ d¹“ lÐ«uð 

±È«ÅtKLł bMÇ lÐUð ‡‡Å

¨¨¨



±ππ

≤U¹uÖ lÐ«uð ‡‡Å

≥vDUJ¹œ«— lÐ«uð ‡‡Å

¥vðU¦K¦� lÐ«uð ‡‡Å

µoKD�—b4 lÐUð ‡‡Å

∫‰U¦"ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐ«uð bŠ 

s?¹«d?ÐU?MÐ býUÐÅv� lÐ«uð ÈÅtM�«œ —œ Ábý Áœ«œ œ«bŽ« ÊuÇ

È«“« t?Ð «— U?¼Ål?ÐU?ð “« p?¹ d?¼ —«b?I� lÐ«uð bŠ ÈÅt³ÝU×� È«dÐ

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ Ábý Áœ«œ œ«bŽ«

  
f(x) =

p(x)
g(x)  ,  g(x) ≠0

f(x) = xn

f(x) = sin x,g(x) = cosx,m(x) = tan x,n(x) = cot x

f(x) = x

  
lim
x→1

(x2 − 4x +1) = (1)2 − 4(1) +1= −2 ®nD«

  

lim
x→

π
6

sin x = sin π
6 =

1
2 ®»

  
lim
x→5

2x −1 = 2(5) −1 = 3 ®Ã

 ÈÅt?OC:≤∫ ÁUÖd¼ a Ë k Ë v?IOIŠ œ«bŽ« f Ë g

 —œ t?²ÝuOÄ lÐUð Ëœx = a —œ q?ÐUI� lÐ«uð bMýUÐ x = a

ÆbMýUÐÅv� t²ÝuOÄ

± ©f + g

≤ ©f − g

≥ ©f × g

¥ ©

f
g  ® ◊dý UÐ  g(a) ≠0©

µ ©Åkf

∫t²J5 ÈÅtOC4 tÐ tłuð UÐ ± Ë ≤È—UO,Ð v~²ÝuOÄ Ê«uðÅv� 

—œ q?ÐU?I?� l?Ð«u?ð ¨‰U?¦?� —u?Þ t?Ð ªX?�dÖ t−O²� «— d~¹œ lÐ«uð “«

ÆbM²,¼ t²ÝuOÄ ÊUýÅtM�«œ  f(x) = 2x + sin x

x  f(x) = 7 tan

  
f(x) = x2 + 3

cosx

∫t?²J5¼U?M?²� œ«bFð »d{ qNUŠ Ë o¹dHð ¨lLł qNUŠ Ð«u?ð “« v —œ t?²ÝuOÄ lx = at?²ÝuOÄ tDI� s¹« —œ 

ÆbMýUÐÅv�



≤∞∞

 ∫tOC: lÐUð dÖ«g —œ a Ë f —œ g(a)tDÐU{ UÐ Vd� lÐUð ÁUÖÅÊ¬ býUÐ t²ÝuOÄ  fog(x) = f(g(x)) —œ x = a

ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

g f

fog

a g(a) fog(a)

f
 qJý≤µ‡‡Å≥

ÅÅ⇒ y = fog(x)ÅÅÅÅÅÅÅ

  
g(x) =

cosx
x2 + 4

 —œ  Rt²ÝuOÄ 

    
 —œ   RÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 f(x) = x —œ  Rt²ÝuOÄ 

  
lim
x→0

3x4 +2x +1
5sin x +2 =

3(0)4 +2(0) +1
5sin0+2 =

1
2 ®nD«

  
lim
x→1

4− x2

1+ x =
4− (1)2

1+1 =
3

2 ®»

  
f(x) =

2x + 7    x > 3

x +2      x ≤ 3




y

O
x1

3

4

15

13

2

5

 qJý≤∂‡‡Å≥

  f(3) = 3 +2 = 5

 ∫‰U¦" ÈÅtDÐU{ UÐ lÐUð

  
y =

cosx
x2 + 4

 —œ   RÆXÝ« t²ÝuOÄ 

∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— » Ë nD« œËbŠ 

∫q?ŠÆb?M?ýU?ÐÅv?� t?²?Ýu?OÄ ÊUýÅtM�«œ —œ lÐUð Ëœ s¹« ÊuÇ 

◊U?I?� —œ «— l?ÐUð —«bI� XÝ« v�U U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅbŠ ÊœdÅ«bOÄ È«dÐ

ÆrOM «bOÄ Ábý t²Ý«uš

∫‰U?¦?"  q?J?ý ≤∂‡?‡Å≤◊U?I?� ÆX?Ý« q?ÐU?I?� l?ÐU?ð —«œu?/ 

ÆbOM hnA� «— lÐUð v~²ÝuOÄ

∫qŠ È«“« tÐ lÐUð ÈÅtDÐU{ ÊuÇ   x > 3 ̈  f(x) = 2x + 7

 È«“« tÐ Ë  x ≤ 3 ¨  f(x) = x +2 d?ÐU?M?Ð ¨býUÐÅv� È«ÅtKLł bMÇ

 ÈÅtOC4±s?¹«d?ÐUMÐ ÆXÝ« t²ÝuOÄ  U¼ÅÁ“UÐ s¹« —œ lÐUð ¨v~²ÝuOÄ 

 ÈÅtDI� —œ XÝ« Â“ô UNMð  x = 3Æœuý vÝ—dÐ Ê¬ v~²ÝuOÄ 

 È«“« tÐ  x = 3—«bI� f(x) ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 









≤∞±

 v²4Ë ¨lÐUð bŠ ‡‡  x → 3−
 Ë   x → 3+

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨

—œ lÐUð s¹«dÐUMÐ ÆbM²,O� dÐ«dÐ XÝ«— Ë éÇ bŠ ‡‡  x = 3

U?Ð l?ÐU?ð v?~?²?Ýu?O?Ä ÈÅtOŠU� ÆbýUÐÅv/ r¼ t²ÝuOÄ «cD Ë œ—«b� bŠ

∫“« XÝ«  —U³Ž ôUÐ ÈÅtDÐU{

∫‰U¦" —«bI� at bOM t³ÝU×� ÊUMÇ Ë—ÅtÐË— lÐUð —œ «— 

 —œ  x =1ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

∫qŠ  lÐUð v~²ÝuOÄ ◊dý f —œ   x =1∫

 lÐUð fÄf —œ   x =1∫vMF¹ ¨œ—«œ bŠ 

‡‡  —«bI�a∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫‰U¦" —«b?I� a Ë b l?ÐUð t bOÐUOÐ ÊUMÇ «— f —œ   x = 3

ÆbýUÐ t²ÝuOÄ

∫qŠ —œ b?¹UÐ lÐUð ÊuÇ   x = 3—œ s?¹«dÐUMÐ býUÐ t²ÝuOÄ 

 lÐUð —«bI� UÐ bŠ s¹« Ë œ—«œ bŠ tDI� s¹«  (f(3))ÆXÝ« dÐ«dÐ 

‡?‡  È«“« t?Ð l?ÐU?ð —«b?I�  x = 3  ÈÅt?D?ÐU?{ “«  x −1t?Ð  

∫s¹«dÐUMÐ ¨b¹¬Åv� XÝœ

 È«“« t?Ð l?ÐUð v~²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ‡‡  x = 3Ë é?Ç bŠ 

∫fÄ ¨XÝ« lÐUð —«bI� dÐ«dÐ XÝ«—

 Ëlim
x→3−

f(x) = 3 +2 = 5

lim
x→3+

f(x) = 2(3)
x→3+

+ 7 =13

  R − 3{ }

  

f(x) =
ax2 +2x          x <1

x2 + 3ax +2     x ≥1






 

lim
x→1

f(x) = f(1)

lim
x→1−

ax2 +2x = lim
x→1+

x2 + 3ax +2

  ⇒ a(1)2 +2(1) =12 + 3a(1) +2

  
⇒ 3a − a = −1⇒ a =

−1
2

  

f(x) =
3x2 + a     x < 3

x −1        x = 3

x +2b      x > 3









lim
x→3−

f(x) = 3(3)2 + a = 27 + a

  
lim

x→3+
f(x) = 3 +2b = 3 +2b

  f(3) = 3 −1= 2

27 + a = 2 ⇒ a = 2−27 ⇒ a = −25

3 +2b = 2 ⇒ 2b = 2− 3 = −1⇒ b = −1
2









≤∞≤

 —œ ‡‡  x = 3 lÐUð f—«bI� UÐ XÝ«— bŠ fÄ ̈ XÝ« t²ÝuOÄ 

ÆXÝ« dÐ«dÐ lÐUð

∫‰U¦" lÐUð  fv~²ÝuOÄ ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ 

—œ «— lÐUð s¹«  x = 3ÆbOM vÝ—dÐ 

∫r¹—«œ U¼ÅtDÐU{ “« p¹ d¼ ÊœuÐ t²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ‡‡

Å—œ lÐUð s¹«dÐUMÐ  x = 3Æœ—«œ bŠ 

ÈÅtDI� —œ lÐUð —«bI�  x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Å—œ l?ÐU?ð b?�d?Ð«d?Ð d?~¹bJ¹ UÐ lÐUð —«bI� Ë bŠ ÊuÇ  x = 3

ÆXÝ« t²ÝuOÄ

∫‰U¦" qJý ≤∑‡?‡Å≥ lÐUð —«œu/ f«— Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ÈÅÁ“UÐ —œ(−
π
2

, 3π
2

)t?²ÝuOÄ vÞUI� tÇ —œ lÐUð Æb¼œÅv� ÊUA� 

øX,O�

∫qŠ ◊UI� —œ lÐUð 

  
(3 π

2 ,1) ¨   (π,1) ¨ 

  
( π
2 ,1)¨    (0,1)Ë 

  
(−

π
2 ,1)ÆXÝ« v~²ÝuOÄU� È«—«œ 

  

f(x) =
sin π

3
x      x > 3

9− x2       x ≤ 3







  
lim

x→3−
f(x) = 9− (3)2 =0

  
lim

x→3+
f(x) = sin( π

3 × 3) = sin π =0

  f(3) = 9− 32 =0

lim
x→3

f(x) = f(3) =0

 qJý≤∑‡‡Å≥

f (x) == tan x.cot x

O

1

π
2

π
2

π
2

3π

y

x
−



≤∞≥

s¹d9

±v?Ý—d?Ð Áb?ý Áœ«œ ◊U?I?� —œ «— d?¹“ ÈU?¼Ål?ÐUð v~²ÝuOÄ ‡‡Å

ÆbOM

—œ®  x0 = 5©   

  
f(x) =

1−2x      x ≠ 5

−14        x = 5




 ®Å±

 —œ®  x0 =1©   

  

f(x) =
x +1      x <1

2x          x =1

x3 + x    x >1









 ®Å≤

≤ qJý ‡‡Å≤∏‡‡Å≥ lÐUð —«œu/ fÆb¼œÅv� ÊUA� «— 

 U¹¬ ©nD«  f(1) vKÐ  øœ—«œ œułË  dOš   

 ©»

  
lim
x→1

f(x)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œułË  —uN —œ «— 

 —«œu/ U¹¬ ©Ãf —œ   x =1øXÝ« t²ÝuOÄ 

≥ “« —«bI� tÇ È«“« tÐ ‡‡Åa lÐUð f —œ   x = 2øXÝ« t²ÝuOÄ 

  
f(x) = x2 + x     x < 2

3ax        x ≥ 2





¥ÆbOÐUOÐ «— d¹“ lÐ«uð v~²ÝuOÄU� ◊UI� ‡‡Å

  
f(x) =

2x
x2 − 5x

 ®Å±

f(x) =
x
x ®Å≤

  f(x) = x −2 ®Å≥

  f(x) = x2 + 5x
3

 ®Å¥

µ ÈU?¼Ål?ÐUð ‡‡Åfd?¼ —œ X?Ý« Áb?ý Áœ«œ d?¹“ ÈU¼ÅtDÐU{ UÐ 

 d¹œUI� » Ë nD« ÈU¼ÅXL,4 “« p¹aË  bbOM sOOFð È—uÞ «— 

 —œ U¼ÅlÐUð t  RÆbMýUÐ t²ÝuOÄ 

  

f(x) =
5sin x +2      x <0

b +1             x =0

bx2 + a          x >0









 ®nD«Å

  

f(x) =
1− x + a      x < 4

2x              x = 4

8
x − b          x > 4











 ®»Å

y

O
x

1 2

1

2

′y

′x

 qJý≤∏‡‡Å≥



≤∞¥

±Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ ‡‡Å

ÆbOM vÝ—dÐ

   (x = 2)   

  

f(x) =
x
2 + 3     x < 2

5x − 6   x ≥ 2






 ®Å±

    (x = −1)   f(x) =
x2 −1
x +1

    x ≠ −1

   3         x = −1






 ®Å≤

≤ÆbOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ ◊UI� ‡‡Å

  
f(x) =

7x +1

x3 − x
 ®Å±

  f(x) = 3 − x ®Å≤

≥ lÐUð ‡‡Åfd¹œUI� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

a Ë b —œ ÅlÐUð t bOÐUOÐ ÊUMÇ «—   RÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

  

f(x) =

x + a
3x +1    x > 2

5             x = 2

5bx + 4     x < 2













® v5U¹UÄ Êu"“¬≤©

® v�U�UÄ Êu�“¬ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



≤∞µ

مبخش سو

ÂuÝ qB�

bŠ rOLFð

vK� ·b¼

 X?L?Ý tÐ dOG²� v²4Ë lÐUð bŠ sOOFð+∞ U?¹ −∞v?Ý—dÐ sOMâL¼ ¨bMÅv� qO� 

 v²4Ë ̈ U¼ÅÊ¬ bŠ t v¹U¼ÅlÐUðx  U¹ vIOIŠ œbŽ p¹ XLÝ tÐ ±∞ dÐ«dÐ ̈ bMÅv� qO� +∞

 U¹−∞ÆXÝ« 

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð t œË—Åv� —UE²�« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM n¹dFð «— X¹UN�ÅvÐ bŠ ‡‡Å

≤ÆbM n¹dFð lÐUð p¹ È«dÐ «— X¹UN�ÅvÐ —œ bŠ ‡‡Å



≤∞∂

® Êu"“¬ÅgOÄ≥©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≥©
± l?ÐUð ‡‡Åft?Ð ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� q?ÐU?I� ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ

 ‰Ëbł ©nD«±¥‡‡Å≥ÆbOM q�U «— 

 —b?I?Ç d¼ © »x “« d?²?L? d?¹œU?I� UÐ ¥ œb?Ž tÐ ¥

 œuýÅv� p¹œe�f(x)øbMÅv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≤ lÐUð ‡‡Åf∫XÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ

 ‰Ëbł ©nD«±µ‡‡Å≥ÆbOM q�U «— 

 —b?IÇ d¼ ©»x “« d?ðÅg?O?Ð d¹œUI� UÐ ¥ œb?Ž tÐ ¥

 œuý dðÅp¹œe� Ë p¹œe�f(x)øbMÅv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≥ÆbOM t³ÝU×� «— qÐUI� ÈU¼bŠ ‡‡Å

  
f(x) =

3
x − 4

lim
x→4−

f(x) =

  
f(x) =

3
x − 4

  
lim

x→4+
f(x) =

  
lim
x→∞

5x +1
3x −2

= ? ®nD« 

  
lim

x→−∞

7x2 − 4x +2
−5x + 3

= ? ®»

x 3 3 / 5 3 / 9 3 / 99 3 / 999 4

f (x) −1

 ‰Ëbł±¥‡‡Å≥

 ‰Ëbł±µ‡‡Å≥

  



  



  

x 5 4 / 5 4 /1 4 /01 4 /001

f (x) 1 +∞≥



≤∞∑

≥‡‡Å≥X¹UN5ÅvÐÅbŠ ‡‡Å

 —u???N t???Ð t??? v???¹U???¼b???Š U???Ð q??³??4 ÈU??¼ÅX??L??,??4 —œ

lim
x→a

f(x) = L U?¼ÅÊ¬ —œ Ë X?Ý« a Ë Lv?I?O?I?Š œ«b?Ž« Ëœ d?¼ 

 U?¼ÅÊ¬ Å—œ t v¹U¼bŠ UÐ ÊuM« Ær¹bý UMý¬ ¨bMýUÐÅv�LX¹UN�ÅvÐ 

Ær¹uýÅv� UMý¬ XÝ«

 XOEUF�∏‡‡Å≥

d?¹“  ô«R?Ý “« p?¹ d?¼ t?Ð q?ÐUI� ÈU¼—«œu/ tÐ tłuð UÐ

ÆbO¼œ aÝUÄ

± —«œu/ —œ ‡‡Å≤π‡‡Å≥ v²4Ë x œbŽ  tÐ ±qO� ©p¹® bMÅv� 

 —«b?I�f(x)t?Ð v?M?F?¹ ¨œu?ýÅv?� dðÅ¯—eÐ vÖ—eÐ X³¦� œbŽ d¼ “« 

+∞∫r¹—«œ Ë bMÅv� qO� 

lim
x→

f(x) =

≤‡‡Å  —«œu/ —œ≥∞‡‡Å≥ v²4Ë x œbŽ  tÐ ≤ bMÅv� qO� f(x)

∫r¹—«œ vMF¹ ¨œuýÅv� dðÅpÇu vJÇu vHM� œbŽ d¼ “«

lim
x→

f(x) =

 —«œu/≤π‡‡Å≥

 —«œu/≥∞‡‡Å≥

±

≤



≤∞∏

≥ —«œu/ —œ ‡‡Å≥±‡‡Å≥ v²4Ë xtÐ dHN “« dðÅgOÐ d¹œUI� UÐ 

 œbŽ∞ œu?ý p?¹œe�   (x →0+ )¨ f(x)v?Ö—e?Ð X³¦� œbŽ d¼ “« 

 œuýÅv� dðÅ¯—eÐ(f(x) → +∞)∫r¹—«œ fÄ 

  
lim

x→0+
f(x) = +∞

 —œ lÐUð éÇ bŠ ¨—«œu/ tÐ tłuð UÐ   x =0øX,OÇ dÐ«dÐ 

 lÐUð U¹¬f —œ   x =0øbýUÐÅv� bŠ È«—«œ 

∫‰U¦" lÐUð fÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼Å‰Ëbł±∂‡‡Å≥ Ë ±∑‡‡Å≥È«“« tÐ «— lÐUð nK²n� d¹œUI� 

 qJý® bM¼œÅv� ÊUA� p¹ tÐ p¹œe� œ«bŽ«≤π‡‡Å≥ tÇ d¼ Æ©x“« 

 “« dðÅr d¹œUI�± œbŽ tÐ p¹ “« dðÅgOÐ U¹ Ë ±—«bI� bMÅv� qO� 

f(x) X³¦�  tÐ s¹«dÐUMÐ ÆœœdÖÅv� dðÅ¯—eÐ vÖ—eÐ X³¦� œbŽ d¼ “« 

® X¹UN�ÅvÐ+∞©∫Xýu� Ê«uðÅv� fÄ ¨bMÅv� qO� 

 XOEUF�  π‡‡ÅÅÅÅÅ≥

 lÐUðf ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ 

 —«œu/ —œ≥∞‡‡Å≥Æb¹«ÅÁœd Áb¼UA� «— lÐUð s¹« qJý 

±‡‡  ‰Ëbł±∏‡‡Å≥ÆbOM qOLJð «— 

O

 —«œu/≥±‡‡Å≥

  
lim

x→0−
f(x) =

  
f(x) =

1

(x −1)2

  

x 2 1/ 5 1/1 1/01 1/001 1/0001

f (x) 1 4 100 10000 1000000 100000000

 ‰Ëbł±∑‡‡Å≥

  
lim
x→1

f(x) = +∞

  
f(x) =

−1

(x −2)2

    

x 3 2 / 5 2 /1 2 /01 2 /001 2 /0001 2

f (x) −1 −104 −108

 ‰Ëbł±∏‡‡Å≥

    

x 0 0/ 5 0/ 9 0/ 99 0/ 999 0/ 9999 

f (x) 1 4 102 104 106 108


 ‰Ëbł±∂‡‡Å≥



≤∞π

≤ v?²4Ë ‡‡Åx “« d?ðÅg?OÐ d¹œUI� UÐ ≤ œb?Ž  tÐ ©XÝ«— “«® ≤

 —«bI� U¹¬ bMÅv� qO�f(x)‰Ëbł® øœuýÅv� dðÅr vHM� œbŽ d¼ “« 

±∏‡‡Å≥©

≥ ‰Ëbł ‡‡Å±π‡‡Å≥ÆbOM qOLJð «— 

 vKÐ   dOš  

  

x 1 → 1/ 5 → 1/ 9 → 1/ 99 → 1/ 999 → 1/ 9999 → 2

f (x) −1 −100 −10000 −1000000

 ‰Ëbł±π‡‡Å≥

¥ v?²4Ë ‡‡Åx “« d?ðÅr? d¹œUI� UÐ ≤ œb?Ž  t?Ð ©éÇ“«® ≤qO� 

 ‰Ëbł bMÅv�±π‡‡Å≥ —«bI� f(x)dðÅpÇu vJÇu œbŽ d¼ “« 

ÆœuýÅv�

µ ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡ÅÅ∏Å±‡‡≥ÆbOM »U,Š «— qÐUI� bŠ 

∂ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å±π‡‡Å≥ÆbOM »U,Š «— qÐUI� bŠ 

∑Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI� bŠ qNUŠ ‡‡Å

s¹d9

 lÐUðfÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

± v²4Ë t bOM rOEMð vDËbł ‡‡Åx “« dðÅr d¹œUI� UÐ ≤ tÐ ≤

 d¹œUI� œuýÅv� p¹œe�f(x)Æb¼œ ÊUA� «— 

≤ v²4Ë t bOM rOEMð «— vDËbł ‡‡Åx “« dðÅgOÐ d¹œUI� UÐ ≤

 œbŽ tÐ≤ d¹œUI� œuýÅv� p¹œe� f(x)Æb¼œ ÊUA� «— 

lim
x→2+

f(x) =

lim
x→2−

f(x) =

  
lim
x→2

f(x) =

  
f(x) =

5
x −2

∫aÝUÄ q×"



≤±∞

∫‰U?¦" lÐUð f —«œu?/ ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ 

f(x) qJý —œ «— ≥±‡‡Å≥ÆbOMÅv� Áb¼UA� 

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ≤∞‡‡Å≥ t? v²4Ë rOMOÐÅv� xtÐ XÝ«— “« 

 œbŽ∞ ¨œu?ýÅv� p¹œe� ©dHN® f(x)d?ðÅ¯—eÐ vÖ—eÐ œbŽ d¼ “« 

 ¨d?~?¹œ  —U?³Ž tÐ ÆœuýÅv�f(x) v?²?³?¦?� œbŽ d¼ “« rO�«uðÅv� «— 

 t? Ê¬ ◊d?ý tÐ rOM dðÅ¯—eÐx t?Ð v�U ÈÅÁ“«b�« tÐ «— ∞p¹œe� 

 l?ÐU?ð b?Š rO¹uÖÅv� XDUŠ s¹« —œ ÆrOMf v?²4Ë   x →0+
U?Ð dÐ«dÐ 

+∞ÆrO¼œÅv� g¹U/ qÐUI�  —uN tÐ «— Ê¬ Ë býUÐÅv� 

 ‰Ëbł ÈÅÁb¼UA� UÐ≤±‡‡Å≥ t v²4Ë rOÐU¹Åv�Å—œ xéÇ “« 

 œbŽ tÐ∞ œuýÅv� p¹œe� f(x)œuýÅv� dðÅpÇu vHM� œbŽ d¼ “« 

 d~¹œ  —U³Ž tÐf(x)¨œuý dðÅpÇu ¨vHM� œbŽ d¼ “« b�«uðÅv�  

 t Ê¬ ◊dý tÐx tÐ v�U ÈÅÁ“«b�« tÐ ∞Æœuý p¹œe� 

 l?ÐU?ð bŠ rO¹uÖÅv� XDUŠ s¹« —œfv²4Ë    x →0−
U?Ð dÐ«dÐ 

−∞∫rO¼œÅv� g¹U/ qÐUI�  —uN tÐ «— Ê¬ Ë ¨býUÐÅv� 

  
f(x) =

1
x

    

x 0  ) 0/0001 ) 0/001 ) 0/01 ) 0/1

f (x)   ) 10000 ) 1000 ) 100 ) 10

 ‰Ëbł≤∞‡‡Å≥

    

x −0 /1 → −0 /01 → −0 /001 → −0 /0001 →  0

f (x) −10 → −100 → −1000 → −10000 →  −∞

 ‰Ëbł≤±‡‡Å≥

  
lim

x→0+
f(x) = +∞

  
lim

x→0−
f(x) = −∞

  
lim

x→3+

2x
x − 3 ®nD«

 qJý≥≤‡‡Å≥

∫Åt−O²5nDUn� d,  —uN Ë bM qO� dHN  tÐ d, Ãdn� v²4Ë rOÐU¹Åv� —œ ¨Ábý qŠ ÈU¼ÅÅ‰U¦� tÐ tłuð UÐ 

ÆbÐU¹Åv� g¹«e�« Ê«dÅvÐ d, vMF¹ ¨œuý v� dðÅ¯—eÐ v²³¦� œbŽ d¼ “« d, oKD�Å—b4 býUÐ dHN

∫‰U¦"ÆbOM t³ÝU×� «— Ã Ë » ¨nD« ÈU¼bŠ 



≤±±

∫n?E« q?Š v??²?4Ë Êu?Ç   x → 3+
d?,?  —u?N —«b?I?� 

®  2x → 6©dðÅ¯—eÐ d¹œUI� XLÝ “« d, Ãdn� Ë X³¦� ÈœbŽ  

 œbŽ tÐ dHN “«∞ tÐ d, qNUŠ s¹«dÐUMÐ ¨bMÅv� qO� +∞qO� 

 —«œu/® bMÅv�≥≥‡‡Å≥∫vMF¹ Æ©

  
lim

x→3+
2x

x − 3
= +∞

∫Å» qŠÅv²4Ë   x →1 ∫d, Ãdn� —œ   (x −1)2 →0+
ª

 tÐ d, —«bI� s¹«dÐUMÐ+∞ bMÅv� qO� ® —«œu/≥¥‡‡Å≥Æ©

3

 —«œu/≥≥‡‡Å≥

  
lim
x→1

3

(x −1)2 ®»

1

 —«œu/≥¥‡‡Å≥

lim
3

(x −1)2 = +∞



≤±≤

∫Ã q?Š v?²4Ë   x → 4+
d?ðÅg?O?Ð d?¹œU?I?� UÐ d, Ãdn� “« 

 —uN ÊœuÐ X³¦� tÐ tłuð UÐ s¹«dÐUMÐ ÆbMÅv� qO� dHN tÐ dHN

® d?,?  2x +1→ 9© t?Ð b?Š —«b?I?� +∞ b??M?Åv?� q?O?� ®—«œu?/

≥µ‡‡Å≥Æ©

 ÁUÖd¼  x → 4−
q?O?� d?HN  tÐ vHM� d¹œUI� UÐ d, Ãdn� 

d?¼ “« d, qNUŠ ¨d,  —uN ÊœuÐ X³¦� tÐ tłuð UÐ ÆbMÅv�

 t?Ð s?¹«d?ÐU?M?Ð ÆbýUÐÅv� dðÅr vHM� œbŽ−∞ b?MÅv� qO� ®—«œu?/

≥µ‡‡Å≥Æ©

t−O²� «— d¹“ ÈÅtOC4 Ê«uðÅv� ÁbýÅqŠ ÈU¼Å‰U¦� tÐ tłuð UÐ

∫X�dÖ

  
lim
x→4

2x +1
x − 4 ®Ã

4

4

4

 —«œu/≥µ‡‡Å≥

  
lim

x→4−

2x +1
x − 4 = −∞

lim
x→a

f(x) = L  ,  L ≠0 ,  lim
x→a

g(x) =0

lim
x→a

f(x)
g(x) = +∞

lim
x→a

f(x)
g(x) = −∞

 ÈÅtOC:≤‡‡Å≥‡‡Å ÁUÖd¼ a∫rOýUÐ t²ý«œ Ë býUÐ vIOIŠ œbŽ 

 dÖ« ©nD«  L >0 Ë g(x)¨bM qO� dHN  tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ 

 dÖ« ©»  L <0 Ë g(x)∫ÁUÖÅÊ¬ ¨bM qO� dHN  tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ 

  
lim
x→→4

2x ++1

x −−4
== ++∞∞



≤±≥

 dÖ« ©Ã  L >0 Ë g(x)∫ÁUÖÅÊ¬ ¨bM qO� dHN tÐ vHM� d¹œUI� UÐ 

 dÖ« ©œ  L <0 Ë g(x)∫ÁUÖÅÊ¬ ¨bM qO� dHN tÐ vHM� d¹œUI� UÐ  

lim
x→a

f(x)
g(x) = −∞

lim
x→a

f(x)
g(x) = +∞

lim
x→1+

3x +1
x −1 = ?

  
lim

x→1+
3x +1= 3(1) +1= 4

lim
x→1+

x −1=0

  
lim

x→1+

3x +1
x −1 = +∞

  

lim
x→

π+

2

2sin x +1
cosx = ?

 qJý≥∂‡‡Å≥

∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI� d, bŠ 

 ∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ d,  —uN bŠ

dÐUMÐ fÄ ̈ bMÅv� qO� dHN tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ d, Ãdn� ‡‡

Å‡‡ nD« ÈÅtOC4≤‡‡Å≥∫r¹—«œ 

∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ÅXÝœ tÐ «— qÐUI� d, bŠ 

 v?²4Ë ¨vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ tÐ tłuð UÐ ‡‡x “« dðÅgOÐ d¹œUI� UÐ 

  
π
2 tÐ

  
π
2—«bI� œ—«œ —«d4 ÂËœ ÈÅtOŠU� —œ t¹Ë«“ ÊuÇ bMÅv� qO� 

 q?J?ý® X?Ý« vHM� Ê¬ ”uMO,≥∂‡?‡Å≥U?Ð d?,? Ãdn� s¹«dÐUMÐ ©

‡?‡ÅÅÃ ÈÅt?O?C?4 d?ÐU?M?Ð Æb?MÅv� qO� dHN œbŽ tÐ vHM� d¹œUI�≤‡?‡Å≥

 býUÐÅv� dðÅpÇu vJÇu vHM� œbŽ d¼ “« d, —«bI�∫t−O²� —œ

 ∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� d, bŠ

∫q?Š Êu?Ç   x > 2 ªs?¹«d?ÐU?M?Ð   x2 > 4Ë   −x2 < −4«c?D 

∫r¹—«œ

  

lim
x→

π+

2

2sin x +1
cosx = −∞

  
lim

x→2+

−2x
4− x2 = ?

  4− x2 <0



≤±¥

ÆbMÅv� qO� dHN tÐ vHM� d¹œUI� UÐ d, Ãdn� vMF¹ ‡‡

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ d,  —uN bŠ

Å‡‡ œ® ÈÅtOC4 dÐUMÐ≤‡‡ ≥∫r¹—«œ ©

lim
x→2+

−2x = −4

  
lim

x→2+

−2x
4− x2 = +∞

lim
x→3+

( 7
x − 3 +

2
x +1) = ?

lim
x→3+

7
x − 3 = +∞  ,  lim

x→3+

2
x +1 =

1
2

 ÈÅtOC:≥‡‡≥‡‡Å  dÖ«lim
x→a

f(x) = +∞ Ë lim
x→a

g(x) = L ®Å  L ≠0XÝ« XÐUŁ ÈœbŽ ©∫ÁUÖÅÊ¬ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ ŸuL−� qNUŠ bŠ ©nD«lim
x→a

f(x) + g(x)[ ] = +∞

 v²4Ë lÐUð Ëœ »d{ qNUŠ bŠ ©»  L >0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨lim
x→a

f(x) × g(x)[ ] = +∞

 v²4Ë lÐUð Ëœ »d{ qNUŠ bŠ ©Ã  L <0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨lim
x→a

f(x)g(x)[ ] = −∞

 ‰U¦"±∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— Ë—ÅtÐË—  —U³Ž bŠ 

∫qŠÆr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— U¼d, “« p¹ d¼ bŠ 

∫qŠ ‡‡ nD«® ÈÅtOC4 o³Þ ≥‡‡ ≥∫r¹—«œ ©

 ‰U¦"≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI�  —U³Ž bŠ 

  
lim

x→3+
( 7
x − 3 +

2
x +1) = +∞ +

1
2 = +∞

  
lim

x→2+
( x +2
x −2   

2
1− x

) = ?Æ

∫qŠÆr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— U¼d, “« p¹ d¼ bŠ 

‡‡ Ã® ÈÅtOC4 o³Þ ‡‡≥‡‡Å≥∫r¹—«œ ©

  
lim

x→2+

x +2
x −2 = +∞  ,  lim

x→2+

2
1− x = −2

  
lim

x→2+
( x +2
x − 3   

2
1− x

) = (+∞)(−2) = −∞Æ



≤±µ

  
lim

x. 4 
( 2x
x  4

 3
x  7

) = ? ®n�«

 ÈÅtOC�¥‡‡≥‡‡Å  dÖ«lim
x. a

f(x) = .. Ë lim
x. a

g(x) = L ®Å  L  0XÝ« XÐUŁ ÈœbŽ ©∫ÁUÖÅÊ¬ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ ŸuL−! q#UŠ bŠ ©n�«lim
x. a

f(x) . g(x). . = ..

 dÖ« ©»  L >0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ »d{ q#UŠ bŠ ¨lim
x. a

f(x).g(x). . = ..

dÖ« ©Ã  L <0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ »d{ q#UŠ bŠ ¨lim
x. a

f(x).g(x). . = ..

∫‰U¦�ÆbOM, t³ÝU×! «— Ë—ÅtÐË—  —U³Ž bŠ 

 ÊuÇ  x . 4 
 s¹«dÐUMÐ ̈  x < 4 Ë   x  4 <0«c� ̈ býUÐÅv! 

∫r¹—«œ

∫v9dÞ “«

Å‡‡ Ã tOC> dÐUMÐ¥‡‡Å≥∫r¹—«œ 

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI!  —U³Ž bŠ 

v²>Ë ÊuÇ  x .  2 
 ¨  (x . 2)2d?H# tÐ X³¦! d¹œUI! UÐ 

∫s¹«dÐUMÐ ªbM,Åv! qO!

v9dÞ “«  x < . 2 p¹œeI Ë ≤∫s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« ≠

∫Xý«œ rO¼«uš «c�

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ s¹« ŸuL−! bŠ fÄ

  
lim

x. 4 

2x
x  4 = ..

  
lim

x. 4 

3

x  7
= . 1

  
lim

x. 4
 

2x
x  4  3

x  7
.
.

.

. = ( . )( 1) = ..

  
lim

x. 2
 
.  x2 . 3

(x . 2)2 . 2x . 1
x  1 . = ?

lim
x.  2 

 x2 . 3 = . 1 ,  lim
x.  2 

 x2 . 3

(x . 2)2
= ..

  
lim

x. 2
 
2x . 1= . 3

  
lim

x. 2
 

2x . 1
x  1 =  3

 3 =1

Æ

Æ

  
lim

x. 2
 
.  x2 . 3

(x . 2)2 . 2x . 1
x  1 . = ( . ) . 1= ..



≤±∂

s¹d9

±ÆbOM t³ÝU×� «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡Å

  
lim

x→3+

2x
x − 3 ®Å±

lim
x→2−

1− 3x
x(2− x) ®Å≤

lim
x→−1

2

(x +1)2
 ®Å≥

  

lim
x→ π−

2

tan x
®Å¥

  
lim

x→0+
cot x

 ®Åµ

  
lim
x→0

3

x4 ®Å∂



≤±∑

≤ —«œu/ tÐ tłuð UÐ ‡‡≥∑‡‡ ≥ ¨ ≥∏‡‡ ≥ Ë ≥π ‡‡≥ÈU¼Uł 

ÆbOM qOLJð «— qÐUI� vDUš

  
lim
x→2

f(x) =

  
lim

x→1−
f(x) =

lim
x→1+

f(x) =

  
lim

x→−1−
f(x) =

  
lim

x→−1+
f(x) =

2

1

 —«œu/≥∑‡‡Å≥

 —«œu/≥∏‡‡Å≥

 —«œu/≥π‡‡Å≥



≤±∏

±‡‡Å≥‡‡Å≥∫ X¹UN5ÅvÐ —œ bŠ ‡‡Å —œ lim
x→a

f(x) = LÁUÖd¼ 

aÆbM�U�Åv� X¹UN�ÅvÐ —œ bŠ «— qNUŠ bŠ ¨býUÐ X¹UN�ÅvÐ 

ÈU?¼Å‰U?¦?� t?Ð U?¼bŠ Ÿu� s¹« “« Èd²NÐ „—œ 7ý«œ È«dÐ

ÆbOM tłuð d¹“

∫‰U¦" —«œu/ tÐ tłuð UÐ ¥±‡‡Å≥—«bI� ÁUÖd¼ t rOÐU¹Åv�—œ 

x® œuý dðÅ¯—eÐ v²³¦� œbŽ d¼ÅÅ “« x → +∞© ÁUÖÅÊ¬ f(x)dHN tÐ 

 v?²?4Ë s?O?MâL¼ ÆœœdÖÅv� p¹œe�xœu?ý d?ðÅr? vHM� œbŽ d¼ “« 

®x → −∞© —«bI� f(x)∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ ÆbMÅv� qO� dHN tÐ 

 —«œu/ tÐ ÁUÖd¼ sOMâL¼¥≤‡‡Å≥t rOÐU¹Åv� —œ rOM tłuð 

 v²4Ëx® býUÐ dðÅgOÐ v²³¦� œbŽ d¼ “« x → +∞©œbŽ d¼ “« U¹ Ë 

® œuý dðÅpÇu vHM�x → −∞© —«bI� f(x) œbŽ tÐ ±Ë p¹œe� 

® œœdÖÅv� dðÅp¹œe�  f(x) →1©∫r¹—«œ vMF¹ 

 qJý¥∞‡‡Å≥

 —«œu/¥±‡‡Å≥

lim
x→±∞

f(x) =0

  
lim

x→±∞
f(x) =1

 —«œu/¥≤‡‡Å≥



ÅÅ≤±π

∫‰U¦� lÐUð f∫XÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ‰Ëb?ł t?Ð t?łu?ð UÐ ≤≤‡‡Å≥ ÁU?Öd?¼ t?# r?O?M?OÐÅv� xËÅ¯—e?Ð 

œu??ý d??ðÅ¯—e??Ð v?²?³?¦?� œb?Ž d?¼ “« t?# È—u?Þ t?Ð œu?ýÅ d?ðÅ¯—e?Ð

®x → +∞©—«b?I� f(x) œb?Ž t?Ð Å∞œu?ýÅv?� d?ðÅp?¹œe8 Ë p¹œe8 

®  y →0© ‰Ëb?ł t?Ð t?łu?ð U?Ð v?M?F¹ ≤≥‡?‡Å≥v?²?:Ë t?# r?O?ÐU?¹Åv�—œ 

x → −∞¨f(x)∫vMF¹ ¨bM#Åv� qO� dH<  tÐ vHM� d¹œUI� UÐ 

 XO	UF�π‡‡Å≥

 lÐUðf q?J?ý® XÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈÅtDÐU{ UÐ ¥≤‡‡Å≥UÐ ©

 ÈU¼Å‰Ëbł qOLJð≤¥‡‡Å≥ Ë ≤µ‡‡Å≥∫bO¼œ aÝUÄ d¹“  ô«RÝ tÐ 

± v²:Ë ‡‡Åx bM#Åv� qO� X¹UN8ÅvÐ  tÐ ®x → +∞© ¨f(x)tÐ 

øbM#Åv� qO� œbŽ Â«b#

≤‡‡Å  v²:Ëx → −∞ —«bI� f(x)øbM#Åv� qO� ÈœbŽ tÇ  tÐ 

    

x 1→10→100→1000→10000→100000→1000000→

f (x) 1→0/1→0/001→0/0001→0/00001→0/000001 →

  
lim

x→+∞
f(x) =0

 ‰Ëbł≤≤‡‡Å≥

  
f(x) =

x2 −1

x2 +1

x 1→10→100→1000→10000

f (x) 0→0/ 980198 →0/ 9998 → →

 ‰Ëbł≤≥‡‡Å≥

x −10000 − . 1000 − . 100 − . 10 ) 0 ) 1

f (x) 0/ 99998 0/ 980198

 ‰Ëbł≤¥‡‡Å≥

 ‰Ëbł≤µ‡‡Å≥

∫aÝUÄ

  
f(x) = 1

x

x −106 − . 105 − . 1000− . 100− . 10− . 1

f (x) −10+6 − . 10+5 − . 0/001− . 0/01− . 0/1− . 1



Å≤≤∞ Å

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� bŠ 

 ÈÅtOC: dÐUMÐµ‡‡≥∫r¹—«œ 

 ∫‰U¦�∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� bŠ

 ∫qŠ “«x∫r¹dOÖÅv� —u²#UN ÃdP� Ë  —u< 

 ÈÅtOC: dÐUMÐ ‡‡µ‡‡Å≥∫r¹—«œ 

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� bŠ 

 “«  x2
tłuð UÐ Ær¹dOÖÅv� —u²#UN dQ# ÃdP� Ë  —u< —œ 

 ÈÅtOC: tÐµ‡‡Å≥∫r¹—«œ 

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI� bŠ ‡‡

 ÈÅtOC�µ‡‡Å≥‡‡ dÖ« n∫ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ X³¦� Ë `O×< ÈœbŽ lim
x→±∞

1

xn =0

 qJý¥≥‡‡Å≥

  
lim

x→+∞

7

x5 = ?

  
lim

x→+∞

7

x5 = 7 × lim
x→+∞

1

x5 = 7 ×0=0

lim
x→−∞

3x +2
x −1 = ?

lim
x→−∞

x(3 +
2
x )

x(1−
1
x )

=

lim
x→−∞

3 +
2
x

1−
1
x

=
3 +0
1−0 = 3

  
lim

x→+∞

2x2 −1
x2 + 3

= ?

  

lim 2x2 −1

x2 + 3
= lim

x2(2−
1

x2 )

x2(1+
3

x2 )
=

2−0
1+0 = 2

  
lim

x→−∞

1− x
x3 + x2 +1

= ?



ÅÅ≤≤±

Ær¹dOÖÅv� —u²#UN ÃdP� Ë  —u< ÈÅtł—œ s¹dðÅ̄ —eÐ “« ‡‡

 ÈÅtOC: dÐUMÐ ‡‡µ‡‡Å≥ Ë 

  
lim

x→−∞

1

xn =0∫r¹—«œ 

∫‰U¦�ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� bŠ 

Ær¹dOÖÅv� —u²#UN ÃdP� Ë  —u< ÈÅtł—œ s¹dðÅ¯—eÐ “« ‡‡

 tOC: dÐUMÐµ‡‡Å≥∫Xý«œ rO¼«uš 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI� bŠ 

 ÈdOÖ—u²#UN UÐ  x2
ÈÅtOC: dÐUMÐ Ë dQ# ÃdP� Ë  —u< “« 

µ‡‡Å≥∫r¹—«œ 

lim
x→−∞

x(1
x −1)

x3 (1+
1
x +

1

x3 )
= lim

x→−∞

1
x −1

x2(1+
1
x +

1

x3 )

  
= lim

x→−∞

0−1

x2(1+0+0)
=0

                   

  

lim
x→+∞

x3 − 7x
x2 − x

= lim
x→+∞

x3 (1−
7

x2 )

x2(1−
1
x )

  
lim

x→+∞

x3

x2 = lim
x→+∞

x = +∞

  
lim

x→−∞

4x2 + x +2

x2 + 7x − 3
= ?

  

lim
x→−∞

x2(4+
1
x +

2

x2 )

x2(1+
7
x −

3

x2 )
=

4+0+0
1+0−0 = 4

∫t²J" ÈÅt³ÝU×� —œ lim
x→+∞

f(x)
g(x)¨®Åf(x) Ë g(x)∫©bM²Q¼ È«ÅtKLł bMÇ 

 ÈÅtł—œ dÖ« ‡‡f(x) ÈÅtł—œ “« d²JÇu# g(x)∫bM8U� ÆXÝ« dH< dÐ«dÐ lÐUð bŠ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐlim
x→∞

7x
x2 + 3

=0

 ÁUÖd¼ ‡‡f(x) Ë g(x)V¹d{ tÐ  —u< ÈÅtł—œ s¹dðÅ¯—eÐ V¹d{ XLQ: Ã—Uš dÐ«dÐ bŠ —«bI� bMýUÐ tł—œ r¼ 

∫bM8U� ªXÝ« ÃdP� ÈÅtł—œ s¹dðÅ¯—eÐ

  
lim

x→−∞

6x3 + 7x − 4

5x3 − 4x2 + 3
= lim

x→−∞

6x3

5x3 =
6
5

∫bM8U� ªœuýÅv� X¹UN8ÅvÐ lÐUð bŠ býUÐ dðÅgOÐ ÃdP� ÈÅtł—œ “«  —u< ÈÅtł—œ dÖ« ‡‡

  
lim

x→±∞

5x4 +6x
3x = lim

x→±∞

5x4

3x = lim
x→±∞

5
3 x3 =     

+∞
−∞

  
lim

x→+∞

x 3 − 7x
x2 − x

= ?



Å≤≤≤ Å

∫‰U¦� ÅlÐUð fÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 d¹œUI�a Ë m∫rOýUÐ t²ý«œ t# bOM# sOOFð ÊUMÇ «— 

 ∫qŠ qŠ«d�ÅÁbý dH< n\UP� ÈœbŽ lÐUð bŠ —«bI� ÊuÇ

∫r¹—«œ «c\ ¨b8«Åtł—œ r¼ ÃdP� Ë  —u< s¹«dÐUMÐ ¨XÝ«

 —«bI� ¨lÐUð bŠ —«bI� tÐ tłuð UÐ ‡‡a∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫‰U¦�ÆbO¹U/ t³ÝU×� «— Ë—ÅtÐË— bŠ —«bI� 

X?Ý« d?²?L?# Ãd?P?� ÈÅt?ł—œ “«  —u< ÈÅtł—œ ÊuÇ ‡‡

∫vMF¹ ¨XÝ« dH< dÐ«dÐ bŠ s¹«dÐUMÐ

s¹d9

±Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡

  
lim

x→±∞

3x2 + 7x
x2 −1

 ®Å±

lim
x→±∞

(2x −1)(x + 3)
1− x + x2 ®Å≤

  

lim
x→±∞

7x +1

−
1
3 x2 +2

 ®Å≥

  
lim

x→+∞

x4 + 3x −1

4x3 +2x − x
 ®Å¥

≤ ÈÅt?D?ÐU?{ U?Ð l?ÐUð ‡‡Å

  
f(x) =

4ax + 7x
m+1

3x3 +9x −2
Áb?ý Áœ«œ 

 d¹œUI� ÆXÝ«a Ë m∫rOýUÐ t²ý«œ t# bOÐUOÐ È—uÞ «— 

lim
x→±∞

f(x) = 3

  
f(x) =

axm + x +1

3x2 + 7

  
lim
x→∞

f(x) = 4

                 

  
lim
x→∞

axm + x +1
3x2 + 7

= 4 ⇒ m = 2

  
lim
x→∞

ax2 + x +1

3x2 + 7
= lim

x→∞

ax2

3x2 =
a
3 = 4 ⇒ a =12

lim
x→+∞

x + x + 7
5x +2

  
lim

x→+∞

x + x + 7
5x +2 = lim

x→∞

x
5x =0



ÅÅ≤≤≥

±r??‡??‡??O??‡??ýU??‡??‡??‡??‡??‡??Ð  t??‡??²??‡??ý«œ  d?‡?‡?‡?‡?‡?Ö« ‡?‡Å

  
lim

x→+∞

axm+1 −11x + 4

6x3 + 4x2 − 5
=

3
5 —«b???I???� ¨m Ë at???Ð «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœ

≤ lÐUð dÖ« ‡‡ÅfÅ—œ   R —«bI� býUÐ t²ÝuOÄ a Ë btÐ «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœ

  

f(x) =
ax + 5      x >1

3             x =1

−bx + 4     x <1







≥ÆbOM# t³ÝU×� «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡Å

  
lim
x→3

x3 −27

5x2 −14x − 3
 ®Å±

  
lim

x→−∞

5x +1

7x2 − 4x
 ®Å≤

  
lim

x→−∞

x2 −2x x + 3

5x2 − 4x + 3
 ®Å≥

Æ

  
lim

x→+∞

x7 −6x
x4 + 3x +1

 ®Å¥

® v"U¹UÄ Êu�“¬≥©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
≥©



≤≤¥

Ê¬ ÈU¼œdÐ—U� Ë o²A�

مبخش چهار

g�Ð vK� ·b¼

U¼ÅÊ¬ —«œu/ oO�œ rÝ— Ë U¼ÅlÐUð —U²�— sOOFð

qB� ÈÅÁ—ULýqB� Ê«uMŽ

‰Ë«o²A�

ÂËœ o²A� œdÐ—U ±

U¼ÅqB� s¹ËUMŽ ‰Ëbł



≤≤µ

o²A�

مبخش چهار

‰Ë« qB�

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b%«u²Ð t  œË—Åv� —UE²%« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— lÐ«uð o²A� ¨bŠ n¹dFð pL  tÐ ‡‡

≤ªbM  n¹dFð tDI% p¹ —œ «— lÐUð p¹ o²A� ‡‡

≥ÆœdOÖ —U ÅtÐ d~¹œ lÐ«uð o²A� sOOFð È«dÐ «— Ê¬ ÈU¼Å‰u�d� Ë o²A� ÈU¼ÅtOC� ‡‡

vK� ·b¼

lÐ«uð o²A� Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ Ë o²A� ÂuNH� „—œ



≤≤∂

± lÐUð ‡‡f∫XÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ©nH«f(x + h)ÆbOM  »UJŠ «— 

 ©»f(x + h) − f(x)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ©Ã

  
lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

ÆbOM  »UJŠ «— 

≤ lÐUð ‡‡f∫XÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ©nH«  f(2)ÆbOM  »UJŠ «— 

 ©»  f(x) − f(2)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ©Ãlim
x→2

f(x) − f(2)
x −2

ÆbOM  »UJŠ «— 

≥ lÐUð ‡‡f u/ ÁUÖd¼ ÆXÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ x

 «—. x u/ Ë y «— . y∫rO�UMÐ 

 u/ ©nH«y ÆbOÐUOÐ «— (. y = ?)

 ©»

. y

. x
ÆbOM  sOOFð «— 

 —«bI� ©Ãlim
. x→0

. y

. x
Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

® Êu�“¬ÅgOÄ±©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��±©

  f(x) = x2 −2x

  f(x) = x2 + 3

  f(x) = −x3 + 5



≤≤∑

±‡‡¥∫dOG²� u/ ‡‡ dÖ« f ÈÅtDÐU{ UÐ vFÐUð y = f(x)UÐ Ë 

 ÈÅtM�«œDf Ë   x1 Ë   x2 “« e¹UL²� —«bI� Ëœ Df —uPÅs¹« —œ ̈ bMýUÐ 

  x2 − x1 UÐ «— Ê¬ Ë rO¹uÖ dOG²� u/ «— . xÆrO¼œÅv� g¹U/ 

∫lÐUð u/ qI²J� dOG²� dÖ« xÈÅÁ“«b?%« tÐ Èu/ . xt²ý«œ 

t?²?J?Ð«Ë d?O?G?²?� ÁU?ÖÅÊ¬ ¨býUÐf(x) ÈÅÁ“«b?%« t?Ð Èu/ . yb?¼«uš 

 d??Ö«ÆX?ý«œ  y1 = f(x1) Ë   y2 = f(x2) l??ÐU??ð “« —«b?I?� Ëœ fU?Ð 

 ÈÅt??D?ÐU?{y = f(x)  È«“«Åt?Ð   x1 Ë   x2 —u??PÅs?¹« —œ ¨b?M?ýU?Ð 

  y2 − y1 UÐ «— Ê¬ Ë rO¹uÖ lÐUð u/ «— . y∫rO¼œÅv� g¹U/ 

 ‰U¦�±∫ lÐUð  f ∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— lÐUð u/ ̈ XÝ« ÷ËdH�

 ∫qŠ∫“« XÝ«  —U³Ž lÐUð u/

 d?O?G²� ÈUłÅtÐ vKP« lÐUð —œ ‡‡x —«bI� x + . x—«d� «— 

∫Xý«œ rO¼«uš ÁUÖÅÊ¬ ¨rO¼œÅv�

∫rOM Åv� ÁœUÝ «—  —U³Ž ‡‡

. y∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�≤∫ lÐUð flÐUð u/ XÝ« ÷ËdH� Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{UÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «—

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð u/ 

 ¨ —U³Ž Êœd  ÁœUÝ “« fÄ ‡‡. y∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�≥∫ lÐUð f  Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{UÐ∫XÝ« ÷ËdH�

 È«“«ÅtÐ ©nH«  x = 2 Ë   . x =0/1 —«bI� . yÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

  . x = x2 − x1 ⇒ x2 = x1 + . xdOG²� u/∫ 

. y = y2 − y1 = f(x2) − f(x1)lÐUð u/∫

⇒ . y = f(x1 + . x) − f(x1)

. y = f(x + . x) − f(x)

  f(x) = 3x2 + 5

. y = f(x + . x) − f(x)

  . y = 3(x + . x)2 + 5 − (3x2 + 5) ⇒

  . y = 3x2 +6x. . x + 3. x2 + 5 − 3x2 − 5

  ⇒ . y = 6x. . x + 3. x2

  f(x) = x + 7

. y = f(x + . x) − f(x) ⇒ . y = (x + . x) + 7 − (x + 7)

⇒ . y = x + . x + 7 − x − 7 ⇒ . y = . x

  f(x) = x2 − 5x



≤≤∏

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð u/ 

 ‡?‡x + . xd?O?G?²?� ÈUłÅtÐ «— f(x)ÁU?ÖÅÊ¬ ¨r?O?¼œÅv� —«d� 

∫Xý«œ rO¼«uš

∫r¹—«œ  —U³Ž Êœd  ÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 ‡‡. y∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 È«“«ÅtÐ ‡‡  x = 2 Ë   . x =0/1 ̈. y∫rOM Åv� t³ÝU×� «— 

 È«“«ÅtÐ ©»  x = 2 Ë   . x =0/01 —«bI� ̈. yXÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

∫qŠ∫r¹—«œ ¨nH« XLJ� tÐ tłuð UÐ 

 È«“«Åt?Ð ‡‡  . x =0/01 Ë   x = 2 —«b?I� . yXÝœÅtÐ «— 

∫r¹—Ë¬Åv�

. y = f(x + . x) − f(x)

  . y = (x + . x)2 − 5(x + . x) − (x2 − 5x)

  ⇒ . y = x2 +2x. . x + . x2 − 5x − 5. x − x2 + 5x

  . y = 2x. x + . x2 − 5. x

  . y = 2(2)(0/1) +0/12 − 5(0/1) ⇒ . y = −0/09

  . y = 2x. x + . x2 − 5. x ⇒

  . y = 2(2)(0/01) + (0/01)2 − 5(0/01) = −0/0099

∫t?²J8 t?²ÝuOÄ lÐUð —œ® f —«b?I� ÈÅtJ¹UI� “« ©. y —«b?I?� —b?�d?¼ t  r¹dOÖÅv� t−O²% » Ë nH« XHUŠ—œ . x

 —«bI� œuý dðÅpÇu . yÆbý b¼«uš dðÅpÇu  eO% 

±‡‡±‡‡¥∫o²A� ÈÅt³ÝU×� Ë n¹dFð ‡‡ lÐUð o²A� f«— 

ÅUÐ′f∫rOM Åv� n¹dFð d¹“ ‘Ë— tÝ tÐ Ë rO¼œÅv� g¹U/ 

 ‘Ë—±∫o?²?A?� «— d?OG²� u/ tÐ lÐUð u/ bŠ vK Å—uÞÅtÐ 

∫vMF¹ ÆbýUÐ v¼UM²� Ë œułu� bŠ t Åvð—uP —œ ¨rO�U%Åv� lÐUð

 ‘Ë—≤∫ i¹uFð UÐ h  tÐ. x∫Xý«œ rO¼«uš 

 ‘Ë—≥∫ ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� f(x) —œ x = a∫

  
′f (x) = lim

. x→0

f(x + . x) − f(x)
. x

 ®Å±

′f (x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

′f (a) = lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a



≤≤π

 ‰U¦�±∫o?²?A?� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— qÐUI� lÐUð o²A� 

ÆbOM  »UJŠ

∫qŠ qŠ«d�∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A� ÈÅtDÐ«— 

 ‡‡x + . x Åt?DÐU{ UÐ lÐUð dOG²� ÈUłÅtÐ «— f(x)s¹e~¹Uł 

∫rOM Åv�

Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ lÐUð o²A�  —uP Êœd  ÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 ‰U¦�≤∫o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A� ÈÅtDÐ«— 

 —«bI� lÐUð —œ ¨dOG²� ÈUłÅtÐ ‡‡x + h∫rO¼œÅv� —«d� «— 

Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ o²A� ¨Êœd  ÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 ‰U¦�≥∫ l?ÐUð o²A� fÈÅt?DI% —œ «— Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ  

ÆbOM  »UJŠ Ábý Áœ«œ

∫qŠ   f(5)¨rOM Åv� »UJŠ «— 

 ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� ‡‡f(x) —œ   x = 5∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈUłÅtÐ ‡‡f(x) Ë   f(5)∫fÄ ̈ rO¼œÅv� —«d� «— U¼ÅÊ¬ —«bI� 

  f(x) = 2− 5x

  
′f (x) = lim

. x→0

f(x + . x) − f(x)
. x

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

2− 5(x + . x) − (2− 5x)
. x

  
= lim

. x→0

−5. x
. x

  ′f (x) = −5

  f(x) = x2 +6

′f (x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

⇒

  
′f (x) = lim

h→0

(x + h)2 +6 − (x2 +6)
h

  
= lim

h→0

x2 +2xh + h2 +6 − x2 −6
h

  
⇒ ′f (x) = lim

h→0

2xh + h2

h
= lim

h→0

h(2x + h)
h

= lim
h→0

2x + h

  ⇒ ′f (x) = 2x

  x0 = 5 ¨   f(x) = x2 − 4

  f(5) = 52 − 4 = 25 − 4 ⇒ f(5) = 21

  
′f (5) = lim

x→5

f(x) − f(5)
x − 5

  
⇒ ′f (5) = lim

x→5

(x2 − 4) −21

x − 5
= lim

x→5

x2 −25

x − 5



≤≥∞

∫rOM Åv� ÁœUÝ «— dJ  ÃËœe� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 —œ lÐUð o²A� ‡‡  x = 5∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�¥∫XÝœÅtÐ Ábý Áœ«œ ÈÅtDI% —œ «— qÐUI� lÐUð o²A� 

Æb¹—Ë¬

∫qŠ —«bI�   f(3)∫rOM Åv� »UJŠ «— 

 lÐUð o²A� ‡‡f —œ   x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

l?ÐUð dJ   —uP „d²A� ÈÅtKLł œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

∫rOM Åv� t¹e& «—

 ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� ‡‡f(x) —œ   x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
⇒ ′f (5) = lim

x→5

(x − 5)(x + 5)
x − 5

= lim
x→5

x + 5

  ⇒ ′f (5) =10

  x0 = 3 ¨   f(x) = x2 − 5x

  f(3) = 32 − 5(3) ⇒ f(3) = −6

  
′f (3) = lim

x→3

f(x) − f(3)
x − 3

= lim
x→3

x2 − 5x − (−6)
x − 3

  
⇒ ′f (3) = lim

x→3

x2 − 5x +6

x − 3
= lim

x→3

(x −2)(x − 3)
x − 3

  
⇒ ′f (3) = lim

x→3
x −2 = 3 −2 ⇒ ′f (3) =1

 rO%«œÅv�′f (x) = lim
. x→0

f(x + . x) − f(x)
. x

= lim
. x→0

. y

. x
 bŠ v�dÞ “« Ë 

. y

. x
 v²�Ë . xbM Åv� qO� dHP tÐ 

 l?ÐU?ð d?~¹œ ÊUOÐ tÐ ªbMýUÐ dÐ«dÐ Ê¬ XÝ«— Ë éÇ bŠ t  œ—«œ œułË vð—uP—œf ÈÅtDÐU{ UÐ y = f(x) —œ x = a

∫rOýUÐ t²ý«œ ÁUÖd¼ XÝ« o²A� È«—«œ

lim
x→a+

f(x) − f(a)

x − a
= lim

x→a−

f(x) − f(a)

x − a

 ‰U¦�µ∫Ábý Áœ«œ ÈÅtDI% —œ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð Èd¹cÄÅo²A� 

ÆbOM  vÝ—dÐ

∫qŠ lÐUð o²A� ÈÅtDÐ«— f —œ x = a∫UÐ dÐ«dÐ 

 lÐUð —«bI� ‡‡f —œ «—   x = −5∫rOM Åv� »UJŠ 

 lÐUð o²A� ‡‡f —œ   x = −5∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  x0 = −5 ¨   f(x) = x + 5

′f (a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a

  f(−5) = −5 + 5 =0

  
′f (−5) = lim

x→−5

f(x) − f(−5)

x − (−5)
= lim

x→−5

x + 5 −0

x + 5



≤≥±

ÆrOM Åv� »UJŠ oKD�—b� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— lÐUð bŠ ‡‡

 ÁUÖd¼ ‡‡  x > −5∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð bŠ 

 ÁUÖ d¼ ‡‡  x < −5∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð bŠ 

 o²A� ‡‡f —œ   x = −5∫«d¹“ ¨œ—«b% œułË 

 ‰U¦�∂∫o?²?A?� n?¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— qÐUI� lÐUð o²A� 

ÆbOM  »UJŠ

∫qŠ∫rOJ¹u%Åv� «— o²A� vK  ÈÅtDÐ«— 

 È—«cÖÅÈUł UÐf(x + . x) Ë f(x)∫r¹—«œ tDÐ«— —œ 

ÆrOM Åv� ÁœUÝ «— dJ   —uP ‡‡

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� ‡‡

 ‰U¦�∑∫tÐË— lÐUð o²A�  o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë—

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A� vK  ÈÅtDÐ«— 

 dOG²� ÈUł tÐ ‡‡x lÐUð —œ x + . xÆrO¼œÅv� —«d� 

Ær¹dOÖÅv� „d²A� Ãdg� dJ   —uP “« ‡‡

ÆrOM Åv� q¹b³ð ÁœUÝ dJ  tÐ «— V d� dJ  ‡‡

ÆrOM Åv� »UJŠ «— lÐUð bŠ ‡‡

 

  
lim

x→−5+

x + 5
x + 5

= lim
(x + 5)
x + 5

=1

= lim
x→−5−

x + 5

x + 5
= lim

−(x + 5)

x + 5
= −1

  1≠ −1

  f(x) = 3 + 5x

  
′f (x) = lim

. x→0

f(x + . x) − f(x)

. x

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

3 + 5(x + . x) − (3 + 5x)

. x

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

3 + 5x + 5. x − 3 − 5x
. x

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

5(. x)

. x
= 5

  
f(x) = 5

x

  
′f (x) = lim

. x→0

. y

. x
= lim

. x→0

f(x + . x) − f(x)
. x

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

5
x + . x − 5

x
. x

  

⇒ ′f (x) = lim
. x→0

5x − 5x − 5. x

x(x + . x)
. x

1

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

−5. x

x(x + . x)
×

1

. x

  
⇒ ′f (x) = lim

. x→0

−5

x(x + . x)
=

−5

x(x +0)



≤≥≤

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A�

 ‰U¦�∏∫o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë— tÐÅË— lÐUð o²A� 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A� vK  ÈÅtDÐ«— 

ÆrOM Åv� ÁœUÝ «—  —uP VFJ� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 dOG²� “« ‡‡hÆr¹dOÖÅv� —u² U�  —uP —œ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� ‡‡

 ‰U¦�π∫o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

ÆbOM  »UJŠ Ábý t²Ý«uš ÈÅtDI% —œ

∫qŠ Åt?D?ÐU?{ U?Ð l?ÐU?ð o?²A� vK  ÈÅtDÐ«— f(x) —œ   x = 2

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

œU?%« “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— Ãdg� dJ   —uP tÐ tłuð UÐ ‡‡

∫rOM Åv� t¹e& ÃËœe�

∫r¹—«œ lÐUð “« ÂUNÐ« l�— “« fÄ ‡‡

 lÐUð o²A� ‡‡f —œ   x = 2∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�±∞∫o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ Ábý t²Ý«uš ÈÅtDI% —œ

 ∫qŠ —«bI�f(x) —œ   x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
′f (x) =

−5

x2

  f(x) = x3

  
′f (x) = lim

h→0

f(x + h) − f(x)

h
= lim

h→0

(x + h)3 − x3

h
⇒

  
′f (x) = lim

h→0

x3 + 3x2h + 3xh2 + h3 − x3

h

  
⇒ ′f (x) = lim

h→0

3x2h + 3xh2 + h3

h

  
= lim

h→0

h(3x2 + 3xh + h2)

h

  
⇒ ′f (x) = lim

h→0
3x2 + 3xh + h2 ⇒ ′f (x) = 3x2

  x = 2 ¨ f(x) = x

  
′f (2) = lim

x→2

f(x) − f(2)

x −2

  
⇒ ′f (2) = lim

x→2

x − 2

x −2
= lim

x − 2

( x − 2)( x + 2)

  
⇒ ′f (2) = lim

x→2

1

x + 2

′f (2) =
1

2 2

  x = 3 ¨   f(x) = x2 + 5

  f(3) = 32 + 5 =14



≤≥≥

 ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� vK  ÈÅtDÐ«— ‡‡f(x) —œ   x = 3dÐ«dÐ 

∫UÐ XÝ«

 ÈUł tÐ ‡‡f(x)∫rOM Åv� s¹e~¹Uł «— lÐUð —«bI� 

ÁœUÝ Ë t¹e& ÃËœe� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— dJ   —uP ‡‡

∫rOM Åv�

 ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� f(x) —œ   x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

≤‡‡±‡‡¥o²A� ÈU¼ÅtDÐ«— “« všdÐ ‡‡

 ÈÅÁbŽU�±∫∫XÐUŁ lÐUð o²A� 

ÆXÝ« dHP dÐ«dÐ Á—«uL¼ XÐUŁ lÐUð o²A�

  
′f (3) = lim

x→3

f(x) − f(3)

x − 3

  
′f (3) = lim

x→3

x2 + 5 −14

x − 3
= lim

x→3

x2 −9

x − 3

  
⇒ ′f (3) = lim

x→3

(x − 3)(x + 3)

x − 3
= lim

x→3
x + 3

⇒ ′f (3) = 3 + 3 ⇒ ′f (3) = 6

  f(x) = c    c ∈R

  
′f (x) = lim

h→0

f(x + h) − f(x)

h
= lim

h→0

c − c

h
= lim0

h→0
=0

∫d~¹œ ÊUOÐ tÐ ªXÝ« dHP dÐ«dÐ Á—«uL¼ XÐUŁ lÐUð o²A�

f(x) = c  ,  c ∈R ⇒ ′f (x) =0

 ÈÅÁbŽU�≤∫∫‰Ë« tł—œ lÐUð o²A� 

 ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� vK  ÈÅtDÐ«— “« ‡‡f(x)∫XÝ« dÐ«dÐ 

∫rOM Åv� »UJŠ «— qPUŠ  —U³Ž ‡‡

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A�

∫‰U¦�

f(x) = −2 5 ⇒ ′f (x) =0

    a ≠0,a, b ∈R¨ f(x) = ax + b

  
′f (x) = lim

h→0

f(x + h) − f(x)

h

  
⇒ ′f (x) = lim

h→0

a(x + h) + b − (ax + b)

h

  
⇒ ′f (x) = lim

h→0

ah

h
= a

Ë

 ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A�f(x) = ax + b∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ′f (x) = a



≤≥¥

 ‰U¦�±∫ÆbOM  t³ÝU×� «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

 V¹d{ UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� ‡‡x∫

 ‰U¦�≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

∫qŠ V¹d{ UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� x∫

 ‰U¦�≥∫¨o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

ÆbOM  t³ÝU×�

∫qŠ ÅtDÐU{ UÐ lÐUð o²A� vK  ÈÅtDÐ«— f(x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫rOM Åv� ÁœUÝ «—  —U³Ž q�U  lÐd� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 “« ÈdOÖ—u² U� “« fÄ ‡‡h∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� ¨

  f(x) = −5x + 7

  ′f (x) = −5

  
f(x) =

3

2
x − 5π

  
′f (x) =

3

2

  f(x) = x2

  
′f (x) = lim

h→0

f(x + h) − f(x)

h
⇒

  
′f (x) = lim

h→0

(x + h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 +2xh + h2 − x2

h

⇒ ′f (x) = lim
h→0

h(2x + h)
h

= lim
h→0

2x + h ⇒ ′f (x) = 2x

 ÈÅÁbŽU� Ê«uðÅv� vK  XHUŠ —œ≥Æœd  ÊUOÐ «— 

 ÈÅÁbŽU�≥∫ ÁUÖd¼ f(x) = xn
 Ë   n ∈R ÁUÖÅÊ¬   ′f (x) = nxn−1

 ‰U¦�¥∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ lÐ«uð o²A� 

  y = x2

  y = x7

  y = x−6

  y = x
4

3

  ′y = 2x2−1 = 2x

  ′y = 7x7−1 = 7x6

  
′y = −6x−6−1 = −6x−7 =

−6

x7

  
′y =

4

3
x

4

3
−1

=
4

3
x

1

3 =
4

3
x3

∫t−O²8 ÁUÖd¼   f(x) = x2
 ÁUÖÅÊ¬   ′f (x) = 2x



≤≥µ

 ‰U¦�µ∫ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐUð o²A� 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� ‡‡

 ÈÅÁbŽU�¥∫ bOM  ÷d� f(x) = un
Å¨®Å u dOG²� VJŠdÐx©  ′f (x) = n ′u un−1

  f(x) = (−4x + 7)3

  ′y = 3(−4)(−4x + 7)3−1 ⇒ ′y = −12(−4x + 7)2

∫qŠ

 ÈÅÁbŽU�µ∫ bOM  ÷d� f(x) = kg(x)¨®Åk∫ÁUÖÅÊ¬ ©XÐUŁ —«bI�Å′f (x) = k ′g (x)

 ÈÅÁbŽUI  U³Ł«µ∫XÝ«  —U³Ž o²A� n¹dFð vK  ÈÅtDÐ«— 

∫“«

 ÈUł tÐ q  ÈÅtDÐ«— —œ ‡‡f(x) vMF¹ Ê¬ ÈËUJ� kg(x)«— 

∫fÄ ¨rO¼œÅv� —«d�

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� t−O²% —œ

 ‰U¦�∂∫ÆbOM  t³ÝU×� «— d¹“ lÐ«uð o²A� 

©nH«  f(x) = 7x5

©»

  
f(x) = −6( 3

2 x + 5)6

 ‰U¦�∑∫ÆbOM  t³ÝU×� «— d¹“ lÐ«uð o²A� 

©nH«f(x) = x

©»  f(x) = −3x + 5

  
′f (x) = lim

. x→0

f(x + . x) − f(x)

. x

  
′f (x) = lim

. x→0

kg(x + . x) − kg(x)
. x

  
= k. lim

. x→0

g(x + . x) − g(x)
. x

⇒ ′f (x) = k. ′g (x)

  ′f (x) = 7 × 5 × x4 = 35x4

  
′f (x) = (−6)(6)(

3

2
)(

3

2
x + 5)6−1 = −54(

3

2
x + 5)5

f(x) = x = x
1

2 ⇒ ′y =
1

2
x

1

2
−1

=
1

2
x

−
1

2 =
1

2x
1

2

⇒ ′f (x) = 1
2 x

  
f(x) = (−3x + 5)

1

2 ⇒ ′f (x) =
1

2
(−3)(−3x + 5)

1

2
−1

  

⇒ ′f (x) =
−3

2
(−3x + 5)

−
1

2 =
−3

2
×

1

(−3x + 5)
1

2

  
=

−3

2 −3x + 5



≤≥∂

 ÈÅt−O²8  U³Ł«±∫ rO%«œÅv� 

  (m,n ∈N) unm 
= u

n

m

∫fÄ

 ÊuÇ ‡‡  n ∈N Ë 

  
a−n =

1

an∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A� 

 ÈÅt−O²8±∫ dÖ« y = u ®Åu VJŠdÐ xÁUÖÅÊ¬ © 

  
′y =

′u

2 u

  
y = u = u

1

2 ⇒ ′y =
1

2
( ′u ) × u

1

2
−1

=
1

2
′u .u

−
1

2

  

⇒ ′y =
1

2
′u ×

1

u
1

2

⇒ ′y =
′u

2 u

 ÈÅt−O²8≤∫ ÁUÖd¼ y = unm 
∫ÁUÖÅÊ¬ ′y =

n ′u

m um−nm

 ‰U¦�∏∫∫bOM  t³ÝU×� «— qÐUI� lÐUð o²A� 

∫qŠ ÈÅt−O²% “« ÁœUH²Ý« UÐ ≤∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� 

 ‰U¦�π∫»UJŠ Ábý Áœ«œ ÈÅtDI% —œ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A� 

ÆbOM 

∫qŠ ÈÅt−O²% “« ÁœUH²Ý« UÐ ≤∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� 

 È«“« tÐ o²A� —«bI� ‡‡  x = 2∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U?¦?�±∞∫Áb?ý Áœ«œ ÈÅt?D?I?% —œ «— Ë—Åt?ÐË— l?ÐU?ð o?²?A� 

ÆbOM  t³ÝU×�

∫qŠ t−O²% “« ÁœUH²Ý« UÐ ≤∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A� 

 È«“« tÐ o²A� —«bI�  x =0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

y = (−4x + 3)23 

  

′y =
2(−4)

3 (−4x + 3)3−23 
=

−8

3 −4x + 33 

f (x) = 2x + 5    x = 2

  
′y =

2

2 2x + 5
=

1

2x + 5

  
′y(2) =

1

2×2+ 5
=

1

9
=

1

3

  x =0¨   f(x) = (2x +1)35

  

′y =
2× 3

5 (2x +1)5−35
=

6

5 (2x +1)25

  

⇒ ′y(0) =
6

5 (0+1)25
=

6

5

Ë



≤≥∑

≥‡‡ÅÅ±‡‡¥ ‡‡∫o²A� vÝbM¼ dO³Fð —«œu/ ±‡‡¥Áb¼UA� «— 

 dÖ« ∫bOM B(b, f(b))¨býUÐ vM×M� “« È«ÅtDI% 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ”U2 jš VOý ‡‡

 —«œu/±‡‡¥

  
m = ′f (b) = lim

. x→0

f(b + . x) − f(b)

. x

∫t−O²8 —«œu/ dÐ ©t¹Ë«“ V¹d{® ”U2 jš VOý y=f(x) ÈÅtDI% “« t  (b,f(b))lÐUð o²A� dÐ«dÐ œ—cÖÅv� 

f ÈÅtDÐU{ UÐy=f(x) ÈÅtDI% —œ x=b∫vMF¹ ¨m = ′f (b)

 ‰U¦�±∫“« t?  «— Ë—ÅtÐË— vM×M� dÐ ”U2 jš ÈÅtHœUF� 

 ÈÅtDI%  A(−1,1)ÆbOJ¹uMÐ œ—cÖÅv� 

∫qŠ lÐUð vM×M� dÐ ”U2 jš VOý f(x) —œ   x =1dÐ«dÐ 

∫UÐ XÝ«

 ÈÅt?D?I?% “« t?  v?M?×?M?� dÐ ”U2 jš ÈÅtHœUF� ‡‡

  
A

x1

y1

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ œ—cÖÅv�

  f(x) = −x2 +2

′f (x) = −2x ⇒ m = ′f (−1) = −2(−1) ⇒ m = 2

y − y1 = m(x − x1)  (/ )



≤≥∏

 

  
A

−1

1
 Ë   m = 2 ÈÅtDÐ«— —œ «— ®¿∫rO¼œÅv� —«d� ©

 ÈÅt?D?I?% “« t?  ”U?2 j?š ÈÅtHœUF� ‡‡Ad?Ð«d?Ð œ—c?ÖÅv� 

∫UÐ XÝ«

  y −1= 2(x +1) ⇒ y = 2x +2+1⇒

  
y = 2x + 3

∫t²J8Æœ—«b% o²A� lÐUð ¨býUÐ t²ý«b% œułË —«œu/ dÐ ”U2 t  vÞUI%—œ 

 ‰U?¦�≤∫ ◊UI% —œ C Ë A —«œu?/ —œ ≤‡‡¥œu?łË ”U2 

 l?ÐU?ð ◊UI% s¹« —œ fÄ ¨œ—«b%f ÈÅt?D?I?% —œ vHË Æœ—«b% o²A� B

 ÈÅt?DI% —œ Ê«uðÅv� «d¹“ ¨XÝ« o²A� È«—«œBvM×M� dÐ ”U2 

Æœd  rÝ—

 ‰U¦�≥∫ —«œu/ tÐ tłuð UÐ ≥‡‡¥ —œ qÐUI� lÐUð U¹¬   x = +1

ø«dÇ øXÝ« o²A� È«—«œ

∫qŠ ÈÅtDI% —œ Ê«uðÅv/ «d¹“ ̈ dOš   x =1—«œu/ dÐ ”U2 

≥‡‡¥Æœd  rÝ— 

 —«œu/≤‡‡¥

 —«œu/≥‡‡¥



≤≥π

¥‡‡ÅÅ±‡‡¥o²A� ÈU¼ÅtOC� ‡‡

 ÈÅt?O?C?�±∫ l?ÐU?ð dÖ« f —œ x=aÆX?Ý« t?²?Ýu?O?Ä t?D?I?� s?¹« —œ b?ýU?Ð t?²?ý«œ o?²?A  

 ‰U¦�±∫ lÐUð fl?ÐU?ð s¹« XÝ« ÷ËdH  qÐUI  ÈÅtDÐU{ UÐ 

 —œ  x =1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ o²A  Ë XÝ« d¹cÄÅo²A  

 ÈÅtOC- tÐ tłuð UÐ s¹«dÐUMÐ ‡‡±∫«d¹“ ¨XÝ« t²ÝuOÄ lÐUð 

  f(x) = x2 − 3x

lim
x→1

f(x) = f(1) = −2

  y = x2 + x3

 ÈÅt?OC�≤∫©l?ÐU?ð Ëœ l?LłÅq6UŠ o²A ® 

 dÖ«u Ë vl?ÐUð Ëœ  V?;?ŠdÐ x Ë b?M?ýU?Ð d?¹cÄÅo²A  Ë f(x) = u + v ÁUÖÅÊ¬ ¨′f (x) = ′u + ′v

 ‰U¦�≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  lÐUð o²A  

  x2
 Ë   x3

∫f??Ä ¨b??�d?¹c?ÄÅo?²?A?  l?ÐU?ð Ëœ 

  ′y = 2x + 3x2

 ÈÅtOC�≥∫ d‡Ö« u Ë v V;Šd‡Ð x Ë bMýUÐ o²A  È«—«œÅ¨f = u   v ∫ÁU‡ÖÅÊ¬ ′f = ′u v + ′v u

 ‰U¦�≥∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI  lÐUð o²A  

 ÈÅtOC- “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡≥ o²A  ¨f(x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  f(x) = (−6x2 + 7x)(3x4 + x )

  
′f (x) = (−12x + 7)(3x4 + x ) + (12x3 +

1

2 x
)

  f(x) = (x −2)(x − 5)(x +6)

∫d�cðÆXÝ« rOLFð qÐU- lÐUð v¼UM²  œ«bFð »d{Åq6UŠ tÐ lÐUð Ëœ »d{Åq6UŠ o²A  

 ‰U?¦�¥∫ È«“« t?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐU?ð o?²A    x = 2X?Ýœ t?Ð 

Æb¹—Ë¬

′f (x) = 2x − 3 ⇒ ′f (1) = −1

Æ

  (−6x2 + 7x)



≤¥∞

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A  

∫Xý«œ rO¼«uš e²�«dÄ d¼ o²A  ÈÅt³ÝU×  “« fÄ ‡‡

 ÈUł tÐ ‡‡x œbŽ ≤∫rO¼œÅv  —«d- «— 

 o?²?A  fÄf(x) È«“« tÐ   x = 2∫U?Ð X?Ý« dÐ«dÐ 

  ′f (x) = (x −2 ′) (x − 5)(x +6) + (x −2)(x − 5 ′)

  ⇒ ′f (x) = (x − 5)(x +6) + (x −2)(x +6) +

⇒ ′f (2) = (2− 5)(2+6) + (2−2)(2+6) + (2−2)

  ′f (2) = −24

  
y =

−7x + 5

3 + 4x

  
⇒ ′y =

−7(3 + 4x) − 4(−7x + 5)
(3 + 4x)2

  
=

−21−28x +28x −20

(3 + 4x)2

 ÈÅtOC�¥∫©lÐUð Ëœ rO;Ið q6UŠ o²A ® 

 dÖ«′u (x) Ë ′v (x) Ë býUÐ t²ý«œ œułË f(x) =
u(x)
v(x) ◊dý tÐ   v(x) ≠0∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ 

  
′f (x) =

′u (x)v(x) − ′v (x).u(x)
v2(x)

 ‰U¦�µ∫ÆbO;¹uMÐ «— qÐUI  lÐUð o²A  

∫qŠ ÈÅtOC- “« ÁœUH²Ý« UÐ ¥∫r¹—«œ 

∫U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð lÐUð o²A  ¨ÊœdK ÁœUÝ “« fÄ

 ‰U?¦�∂∫Æb?¹—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐUð o²A  

∫qŠ ÈÅtOC- o³Þ ¥∫r¹—«œ 

  
⇒ ′y =

−41

(3 + 4x)2

  
f(x) =

5

x3

  
′f (x) =

0× x3 − (3x2) × 5

(x3 )2
=

−15x2

x6

  (x −2)(x − 5)

  (2− 5)

  (x +6) + (x −2)(x − 5)(x +6 ′)



≤¥±

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A  ‡‡

  
f(x) = −

15

x4

 ÈÅtOC�µ∫©lÐUð Ëœ VOKdð o²A ® 

 dÖ«y  V;ŠdÐ vFÐUð u ÈÅtDÐU{ UÐ y = f(u)   Ëu V;ŠdÐ vFÐUð eO� x ÈÅtDÐU{ UÐ u = g(x)ÁUÖ Ê¬ ¨býUÐ 

y V;ŠdÐ vFÐUð x∫tDÐU{ s¹« UÐ y = f(u) = f(g(x)) = (fog)(x)

 dÖ« ‰UŠ ÆbýUÐÅv u = g(x) —œ x l?ÐUð Ë d¹cÄÅo²A  f —œ u = g(x) ÁUÖÅÊ¬ býUÐ d¹cÄÅo²A  y —œ eO� xd¹cÄÅo²A  

∫sOMâL¼ Ë XÝ«

′y = (fog ′) (x) = ′f (g(x)). ′g (x)

 ‰U¦�∑∫ ÈU¼ÅlÐUð u Ë y o?²A  Æb�«Å÷ËdH  qÐUI  —œ y

 V;ŠdÐ «—x ( ′yx )Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 ÈÅtOC- tÐ tłuð UÐ ‡‡µ ÈÅtDÐ«— Ë ′yx∫Xý«œ rO¼«uš 

 ÈUł tÐ ̈ o²A   —U³Ž—œ ‡‡u¨rO¼œÅv  —«d- «— Ê¬ ÈËU;  ̈

∫fÄ

 ‰U¦�∏∫ ÈU¼ÅlÐUð u Ë yªb�«Å÷ËdH  qÐUI  —œ 

 «b²Ð«′yx —«bI  fáÝ ¨t²SU¹ «—   ′y(5)ÆbOMK »U;Š «— 

∫qŠ ÈÅt?OC- œdÐ—UK UÐ µX?Ý«  —U?³Ž VKd  lÐUð o²A  

∫“«

 ÈUł tÐ lÐUð o²A  —œ ‡‡u∫rO¼œÅv  —«d- «— Ê¬ —«bI  

 ÈÅt?³?ÝU×  È«dÐ ‡‡  ′y(5) ÈU?ł tÐ x œb?Ž µo?²A  —œ «— 

ÆrO¼œÅv  —«d-

 —œ lÐUð o²A  ‡‡  x = 5∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  y = −2u3  ,  u = 3x2 + 5x

  y = f(u) ⇒ ′y = ′u ′f (u) ⇒ ′y = (6x + 5)(−6u2)

  ′y = −6(6x + 5)(3x2 + 5x)2

  y = 3u2 + 5u − 3     u = 3x +1

y = f(u) ⇒ ′y = ′u ′f (u) ⇒

  
′yx = ( 3

2 3x +1
)(6u + 5) ⇒

  
′yx = ( 3

2 3x +1
)(6 3x +1+ 5) ⇒

  
′y(5) = ( 3

2 3 × 5 +1
)(6 3 × 5 +1+ 5)

  
⇒ ′y(5) = ( 3

8
)(29) ⇒ ′y(5) =

87

8

Ë



≤¥≤

©vðU¦K¦� lÐ«uð o²A�®

”uMOÝ lÐUð o²A� ©n�«

± dÖ« ‡‡y = sin x ÁUÖÅÊ¬ .y = cosx

≤ dÖ« ‡‡y = sin u® u V�ŠdÐ x ÁUÖÅÊ¬ ©.y = .u cos u

∫t�u/ ÈU¼Å‰U¦�

  y = sin x . 7x . .y = cosx . 7

  

y = 2sin x . 3sin(x2 . x) .

.y = 2cosx .

”uMO�� lÐUð o²A� ©»

± dÖ« ‡‡y = cosx ÁUÖÅÊ¬ .y = . sin x

≤ ‡‡ dÖ«y = cos u® u V�ŠdÐ x ÁUÖÅÊ¬ ©.y = . .u sin u

X½«ó½Uð lÐUð o²A� ©Ã

±dÖ« ‡‡y = tan x ÁUÖÅÊ¬ .y =1. tan2 x =
1

cos2 x

≤ ‡‡dÖ«y = tan u® u V�ŠdÐ xÁUÖÅÊ¬ ©

X½«ó½U²� lÐUð o²A� ©œ

± ‡‡ dÖ«y = cot xÁUÖÅÊ¬ 

 

  
.y = . (1. cot2 x) =  1

sin2 x

≤ ‡‡ dÖ«y = cot uÁUÖÅÊ¬ 

                 y = cot3 x . .y = . 3(1. cot2 x)cot2 x

  3(2x . 1)cos(x2 . x)

  
y = cos x . .y = .

1

2 x
sin x

y = cos2x  7cos 3x . .y = . 2sin2x . 21sin 3x

  y = (3x . 5) tan x . .y = 3 tan x . (3x . 5)(1. tan2 x)

  
.y = .u (1. tan2 u) = .u

cos2 u

  
y = tan4x . .y = 4(1. tan2 4x) =

4

cos2 4x

  
.y = . .u (1. cot2 u) =  .u

sin2 u

y = cot 7x . .y = . 7(1. cot2 7x) =  7
sin2 7x



≤¥≥

 ‰U¦�π∫»U�Š Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð o²A% 

ÆbOM)

∫qŠ È«“« tÐ «— lÐUð o²A% 

  
x =

π
4

ÆrOM)Åv% »U�Š 

 —œ ‡?‡

  
x =

π
4

∫U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ o²A% ¨

 ‰U?¦?�±∞∫Áb??ý Áœ«œ ÈÅt?D?I?� —œ «— q?ÐU?I?% l?ÐU?ð o?²?A?% 

Æb??O??M??) t??³?ÝU?×?%

∫qŠ∫U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð lÐUð Ëœ »d{Åq6UŠ o²A% 

 È«“« tÐ ‡‡

  
x =

π
6

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A% ¨

Æb?¹¬Åv?% X?ÝœÅt?Ð o?²?A?% Êœd?) ÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 ‰U?¦?�±±∫Áb??ý Áœ«œ ÈÅt?D?I?� —œ «— q?ÐU?I?% l?ÐU?ð o?²?A?% 

Æb?¹—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð

∫qŠÆXÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ »d{Åq6UŠ o²A% 

 È«“« tÐ ‡‡

  
x =

9

2
∫UÐ XÝ«dÐ«dÐ o²A% —«bI% 

 ‰U?¦?�±≤∫Áœ«œ ÈÅt??D?I?� È«“« t?Ð «— q?ÐU?I?% l?ÐU?ð o?²?A?% 

Æb?¹—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð Ábý

∫q?ŠËœ Ê¬ ÈU?¼Åo?²?A?% l?L?ł d?Ð«d?Ð l?ÐU?ð Ëœ l?L?ł o²A% 

∫r??¹—«œ t??−??O?²?� —œ ªX?Ý« l?ÐU?ð

 È«“« tÐ ‡‡x = π∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A% —«bI% 

 Êœd) ÁœUÝ “« fÄ ‡‡.f (π)Æb¹¬Åv% XÝœÅtÐ 

  
x =

π
4

 ¨   f(x) = 5x2  3sin2x

  
.f (x) =10x  6cos2x . .f ( π

4
) =10( π

4
)  6cos2( π

4
)

  
. .f ( π

4
) =

5π
2

 6cos π
2

=
5π
2

  
x =

π
6

¨   f(x) = sin 3x.cos2x

ÅÅ   .f (x) = 3cos 3x cos2x  2sin2x.sin 3x .

.f ( π
6

) = 3cos π
2

cos π
3

 2sin π
3

sin π
2

.

  
.f ( π

6
) = 3(0)(1

2
)  2 .

3

2
. 1= . 3

  
x =

9

2
 Ë   f(x) = x 2x

  
.f (x) =1. 2x .

2

2 2x
. x = 2x .

x
2x

. .f (9
2

) = 9 .

9

2
9

= 3 .
3

2
=

9

2

x = π Ë 

  
f(x) = 2x . cot x

2

  
.f (x) = 2  

1

2
(1. cot2 x

2
) . .f (π) = 2  

1

2
(1. cot2 π

2
)

  
. .f (π) = 2  

1

2
(1. 0) = 2  

1

2
=

4  1

2

. ..
∞

. ..

∞
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 ‰U?¦?�±≥∫Áb?ý Áœ«œ œb?Ž È«“«Åt?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐU?ð o²A  

ÆbOMK t³ÝU× 

 È«“« t?Ð d?;?K o?²?A?  “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð ‡?‡  x =1«— o?²?A?  

∫r?¹—Ë¬Åv?  X?ÝœÅtÐ

 ‰U?¦�±¥∫Áb?ý Áœ«œ œb?Ž È«“« t?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐU?ð o²A  

Æb??O??M??K t??³?ÝU?×? 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Èd;K lÐUð o²A  ‡‡

 È«“« t?Ð ‡‡  t = 4∫U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ lÐUð o²A  ¨

 ‰U?¦�±µ∫Áb?ý Áœ«œ œb?Ž È«“« t?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐU?ð o²A  

Æb??O??M??K t??³?ÝU?×? 

∫qŠ È«“« tÐ lÐUð o²A    x =0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U?¦�±∂∫Áb?ý Áœ«œ œb?Ž È«“« t?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐU?ð o²A  

Æb??O??M??K t??³?ÝU?×? 

∫q?Š∫U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ o²A  

 È«“« tÐ ‡‡

  
= .

π
2

Æb¹¬Åv  XÝœÅtÐ o²A  —«bI  ¨

 ‰U?¦�±∑∫Áb?ý Áœ«œ œb?Ž È«“« t?Ð «— q?ÐU?I?  l?ÐU?ð o²A  

ÆbOMK »U;Š

  
⇒ ′f (π) =

3

2

  x =1 Ë 

  
f(x) =

3

5x −1

  
′f (x) =

0× (5x −1) − 5 × 3

(5x −1)2
=

−15

(5x −1)2
⇒

  
′f (1) = −15

16

  t = 4 ¨ 

  
f(t) =

2t − 4

5 − 4t

  
′f (t) =

2(5 − 4t) − (−4)(2t − 4)
(5 − 4t)2

=
10− 8t + 8t −16

(5 − 4t)2

⇒ ′f (t) =
−6

(5 − 4t)2
⇒ ′f (4) =

−6

121

  x =0 Ë   y = 4+ sin2x

  
′y =

2cos2x
2 4+ sin2x

⇒ ′y(0) =
cos(0)

4+ sin(0)
=

1

2

′f ( π
2

) = 3cos π
2

sin2 π
2

− 7sin π
2

cos6 π
2

⇒ ′f ( π
2

) =0

  x =0 ¨   f(x) = (x2 + cosx)(−3x + 4)

→
.

.

∞

→
.

.

∞

  
= .

π
2

 ¨   f(0) = sin3 + . cos7 0

  ′f (0) = 3cos0sin2 − . 7sin0 cos6 0



≤¥µ

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ »d{ q6UŠ lÐUð o²A  

 È«“« tÐ ‡‡  x =0Æb¹¬Åv  XÝœÅtÐ o²A  —«bI  

µ‡‡ÅÅ±‡‡¥ ‡‡∫l??ÐU??ð p??¹ ÂËœ o?²?A?�q??L??Ž —«d?J?ð U?Ð 

Á—UÐËœ lÐUð o²A  “« Ê«uðÅv  o²A  œułË  —u6 —œ ÈdOÖÅo²A 

tÐ «— Ê¬ Ë rO¹uÖÅv  lÐUð ÂËœ ÈÅt³ðd  o²A  Ê¬ tÐ tK XSdÖ o²A 

  —u6′′y U¹ ′′f (x)ÆrO¼œÅv  g¹U/ 

 ∫t²J) lÐUð dÖ«f ÈÅtDÐU{ UÐ y = f(x) “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— I lÐUð dÖ« ̈ býUÐ d¹cÄÅo²A  ′f ÈË— IbýUÐ d¹cÄÅo²A  

 l?ÐUð rO¹uÖÅv  ÁU~�¬f ÈË— I ÂËœ o?²A  Ë œ—«œ ÂËœ Åo²A  y UÐ «— ′′f (x)o?²?A?  VOðdð sOL¼ tÐ Ë rO¼œÅv  g¹U/ 

 UÐ «— ÂuÝ ÈÅt³ðd ′′′f (x) U¹ 

  
f (3) (x) ÈÅt³ðd  o²A  Ë ì Ë n UÐ «— Â«f (n) (x)ÆrO¼œÅv  g¹U/ 

  f
(4) (x) = 360x Ë   f

(3) (x) =180x2

  f
(6) (x) =0 Ë   f

(5) (x) = 360

  ′f (x) = (2x − sin x)(−3x + 4) − 3(x2 + cosx)

  ′f (0) = (2(0) − sin(0))(−3(0) + 4) − 3(02 + cos(0))

  ⇒ ′f (0) =0− 3 ⇒ ′f (0) = −3

 ‰U¦�±∫ Ë—ÅtÐÅË— lÐUð —œ ′′f (x)Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— 

ÆbOMK »U;Š

∫r¹dOÖÅv  o²A  Á—UÐËœ ‰Ë« o²A  “« ‡‡

 È«“« tÐ ‡‡  x = −2∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð ÂËœ o²A  

 ‰U?¦�≤∫ q?ÐUI  lÐUð —œ ′′f (x)Áb?ý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫r¹dOÖÅv  o²A  Á—UÐËœ ‰Ë« o²A  “« ‡‡

 È«“« tÐ ‡‡

  
x =

π
4

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð ÂËœ o²A  

∫r¹—«œ ÊœdK ÁœUÝ “« fÄ ‡‡

 ‰U¦�≥∫ ÁUÖd¼ ̈ XÝ« ÷ËdH  qÐUI  lÐUð   ′′y(2) = 9býUÐ 

  f(x) = 3x5 −6x2 +11

  ′f (x) =15x4 −12x

  ′′f (x) = 60x3 −12

∫‰U¦�

  x = −2Ë   f(x) = −3x3 + 5x2

  ′f (x) = −9x2 +10x ⇒ ′′f (x) = −18x +10

′′f (−2) = −18(−2) +10⇒ ′′f (−2) = 46

  
f(x) = sin x + cosx    x =

π
4

′f (x) = cosx − sin x ⇒ ′′f (x) = − sin x − cosx

  
⇒ ′′f ( π

4
) = − sin π

4
− cos π

4
= −

2

2
−

2

2

  
⇒ ′′f ( π

4
) = − 2

  
y =

1

3
x3 − 5Bx2 + 3x
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 —«bI BÆbOMK t³ÝU×  «— 

∫qŠ∫rOMKÅv  «bOÄ «— lÐUð ÂËœ Ë ‰Ë« o²A  

 ¨r?O?¼œÅv  —«d- Ábý Áœ«œ œbŽ dÐ«dÐ «— o²A  ‡‡BXÝœÅtÐ 

Æb¹¬Åv 

 ‰U¦�¥∫ ÈU¼ÅlÐUð f Ë g∫b�«Å÷ËdH  

—«d-dÐ Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐ«— U¼ÅÊ¬ ÂËœ ÈU¼Åo²A  sOÐ bO¼œ ÊUA�

∫XÝ«

∫qŠ tDÐU{ UÐ lÐUð ‰Ë« o²A  f(x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈÅt³ÝU×  È«dÐ ‡‡′′f (x) “« ′f (x)∫r¹dOÖÅv  o²A  

 È«“« tÐ ‡‡  x = 8 —«bI  ′′f (x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰Ë« o²A  ‡‡g(x)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈÅt³ÝU×  È«dÐ ‡‡′′g (x) “« ′g (x)∫r¹dOÖÅv  o²A  

 ÂËœ o?²?A  ‡‡g(x)∫U?Ð X?Ý« dÐ«dÐ 

 È«“« t?Ð ‡‡  x = 4 ÂËœ o?²A  g(x)∫U?Ð X?Ý« dÐ«dÐ 

t?D?Ð«— t?K r?¹dOÖÅv  t−O²� ÂËœ o²A  d¹œUI  ÈÅt;¹UI  UÐ ‡‡

ÆXÝ« —«d-dÐ

⇒ ′′f (x) =
4
3

(
1
3

)x
1
3

−1
=

4
9

x
−

2
3 =

4

9x
2
3

  
′′f (x) =

4

9 x23 ⇒ ′′f (8) =
4

9 823 =
1

9

  
′g (x) =1× x +

1

2 x
× x ⇒ ′g (x) = x +

x
2 x

  
′′g (x) =

1

2 x
+

1× (2 x ) − x(2×
1

2 x
)

(2 x )2

  
⇒ ′′g (x) =

1

2 x
+

2x − x
x

4x
=

1

2 x
+

1

4 x

⇒ ′′g (4) =
1

2 4
+

1

4 4
=

1

4
+

1

8
=

2+1

8

  
⇒ ′′g (4) =

3

8

  
′′f (8) + ′′g (4) =

1

9
+

3

8
=

8 +27

72
=

35

72

  ′y = x2 −10Bx + 3 ⇒ ′′y = 2x −10B

  
9 = 2(2) −10B ⇒10B = 4−9 ⇒ B =

−5

10
=

−1

2

g(x) = x x Ë f(x) = x
4

3

  
f(x) = x

4

3 ⇒ ′f (x) =
4

3
x

4

3
−1

=
4

3
x

1

3

  
′′f (8) + ′′g (4) =

35

72
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±n??¹d??F?ð “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— d?¹“ ÈU?¼Ål?ÐU?ð o?²?A?  ‡?‡

Æb??¹—Ë¬ X??ÝœÅt?Ð o?²?A? 

                                           f(x) = 5 − 3x ®Å±

  f(x) = x2 − 7x ®Å≤

≤l??ÐU??ð b??O??M??K X??ÐU??Ł ¨o??²??A?  n?¹d?F?ð “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð ‡?‡

  f(x) = x −2 ÈÅtDI� —œ   x = 2Æœ—«b� o²A  

≥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A  ‡‡

  y = (2x2 + 3x)23 
 ®Å±

  y = (3x2 + 5x)6
 ®Å≤

  y = (−6sin2x + cos 3x)4
 ®Å≥

  
y =

1− 7x
3x + 4

 ®Å¥

¥Æb??¹—Ë¬ X?Ýœ t?Ð «— d?¹“ l?Ð«u?ð ÂËœ o?²?A?  ‡?‡

 ©n_«  y = 3 5x +1+ 7x2

 ©»  y = 2cos 3x

 ©Ã

  
y =

3

x

 ©œ  y = (3x2 − 5x)3

® v)U¹UÄ Êu�“¬±©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
±©



Å≤¥∏

® o²A� œdÐ—U�±©

مبخش چهار

ÂËœ qB�

vK� ·b¼

“« t?D?I?� p?¹ —œ r?zU?� Ë ”U?2 j?š rÝ— È«dÐ lÐUð o²A# “« ÁœUH²Ý«

ÈU¼ÅtDI� Êœ—Ë¬ XÝœ tÐ Ë lÐUð p¹ ÊœuÐ ÈœuF, U¹ v.Ëe� sOOFð ¨lÐUð —«œu/

ÆlÐUð p¹ rLOMO# U¹ rL¹e7U#

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð t7 œË—Åv# —UE²�« ułdM¼ “« qB> s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbC¹uMÐ «— lÐUð p¹ —«œu/ “« tDI� p¹ —œ ”U2 jš ÈÅt.œUF# ‡‡Å

≤ªbC¹uMÐ Ê¬ dÐ l�«Ë È«ÅtDI� —œ «— vM×M# p¹ dÐ œuLŽ jš ÈÅt.œUF# ‡‡Å

≥ªbM7 hIA# «— lÐUð ÊœuÐ v.Ëe� U¹ ÈœuF, ¨o²A# “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å

¥ªbM7 sOOFð «— lÐUð  «dOOGð ‰Ëbł ‡‡Å

µÆbM7 hIA# «— lÐUð p¹ rLOMO# U¹ rLOC7U# ÈU¼ÅtDI� ‡‡Å



Å≤¥π

± l?ÐU?ð ‡‡Å  f(x) = −2x2 + 4x +1 —œ   Rn?¹d?Fð 

ÆXÝ« Ábý

 ©n.«  f(2)ÆbOM7 »UCŠ «— 

 ”U2 jš VOý dÖ« ©»D‰uÞ tÐ ÈÅtDI� “« t7 

  x = 2 dÐ«dÐ œ—cÖÅv#   ′f (2)ÆbOÐUOÐ «— Ê¬ —«bI# býUÐ 

® ”U?2 j?š ÈÅt.œUF# ©ÃDt?Ð ÈÅt?DI� “« t7 «— ©

 ‰uÞ  x = 2ÆbOC¹uMÐ œ—cÖÅv# 

 vM×M# —«œu/ ©œ  f(x) = −2x2 + 4x +1jš Ë 

DÆbOM7 rÝ— «— 

≤ lÐUð o²A# ‡‡Å  f(x) = −3x2 + 3x +1 —œ «—   R

ÆbOM7 X#öŽ sOOFð

≥  tDÐU{ UÐ lÐUð —«bI# rLOC7U# ‡‡Å  f(x) = 6−2x2

Æb¹—Ë¬ XÝœÅÅtÐ «—

® Êu�“¬ÅgOÄ≤©

® Êu�“¬ÅgOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



Å≤µ∞

≤‡‡Å¥® o²A� ÈU¼œdÐ—U� ‡‡Å±©

±‡‡Å≤‡‡Å¥v?M×M� p¹ dÐ œuLŽ Ë ”U2 jš VOý ‡‡Å

©t¹Ë«“ V¹d{®

 XO7UF�±‡‡Å¥

 vM×M# —«œu/  f(x) = −x2 + 4x +1 qJý —œ «— ¥‡‡Å¥

ÆbOM7Åv# Áb¼UA#

 —«bI# ©n.«  f(2)ÆbOM7 »UCŠ «— 

 o²A# ©»fÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ©Ã  ′f (2)ÆbOM7 »UCŠ «— 

 XHÖ Ê«uðÅv# U¹¬ ©œ  ′f (2) dÐ«dÐ vM×M# dÐ ”U2 jš VOý

ÈÅtDI� —œ  x = 2øXÝ« 

 —«œu/¥‡‡Å¥

∫t−O²; lÐUð vM×M# dÐ ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ f ÈÅtDÐU{ UÐ y = f(x) ‰uÞ tÐ ÈÅÅtDI� —œ x = a —U³Ž 

® ∫d~¹œ ÊUOÐ tÐ ªtDI� Ê¬ —œ lÐUð o²A# “« XÝ«m©XÝ« t¹Ë«“ V¹d{ ′f (a) = m = lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

 ‰uÞ tÐ ÈÅtDI� “« t7 ÈœuLŽ jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{x = a ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ œ—cÖÅv# ®Å′m©œuLŽ ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ 

®′m©ÆXÝ« œuLŽ ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ 

  
′m =

−1
mÅU¹ ′m =

−1
′f (a)

—«œu/µ‡‡Å¥

∫aÝUÄ 

”U2
rzUA



Å≤µ±

∫Å ‰U¦�lÐUð vM×M# dÐ œuLŽ Ë ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ 

ÆbOM7 »UCŠ «— Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ qÐUI#

∫qŠ È«“« tÐ   x =1XÝ« dÐ«dÐ ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ 

∫UÐ

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ œuLŽ jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ ‡‡

 ∫‰U¦�l?ÐUð vM×M# dÐ œuLŽ Ë ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{

ÆbOM7 t³ÝU×# Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— Ë—ÅtÐË—

∫qŠÈÅtDI� —œ œuLŽ jš Ë ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ 

  x =0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫s¹d9d¹“ ÈU¼ÅlÐUð vM×M# dÐ ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅtDI� —œ «—

  f(x) = 3 + 5sin2x  ,  x = π ®Å±

  f(x) = −3x2 + 5x + 7  ,  x = 2 ®Å≤

  
g(x) =

−3x
2x + 4  ,  x =1 ®Å≥

  
z(t) =

5
t  ,  t = 3 ®Å¥

  f(x) = 2x + 5  ,  x = 2 ®Åµ

  y = −3x2 + 5x + 7  ,  x =1

′y = −6x + 5 ⇒ m = ′y (1) = −6(1) + 5 ⇒ m = −1

  
′m =

−1
m ⇒ ′m =

−1
−1 ⇒ ′m =1

  y = 5x3 + 3x + 4  ,  x =0

Ë

  
′y =

15x2 + 3

2 5x3 + 3x + 4
⇒ m = ′y (0) =

3
4

  
′m =

−1
m =

−4
3



Å≤µ≤

≤‡‡Å≤‡‡Å¥œuLŽ jš Ë ”U2 jš ÈÅt7œUF� sOOFð ‡‡Å

 XO7UF�≤‡‡¥

 lÐUð  f(x) = x3 +1 —«œu?/ Ê¬ vM×M# Ë ∂‡‡Å¥Ábý rÝ— 

ÆXÝ«

 —«bI# ©n.«  f(2)ÆbOM7 »UCŠ «— 

 o²A# ©»fÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— 

 —«bI# ©Ã  ′f (2)ÆbOM7 »UCŠ «— 

”U2 jš ÈÅt.œUF# Ë—ÅtÐË— ÈÅt.œUF# XHÖ Ê«uðÅv# U¹¬ ©œ

ÈÅtDI� —œ vM×M# dÐ  x = 2 øXÝ«

øXÝ« œuLŽ jš ÈÅt.œUF# qÐUI# ÈÅt.œUF# U¹¬ ©‡¼

 —«œu/∂‡‡Å¥

∫aÝUÄ q×�

  f(2) =

′f (x) =

  ′f (2) =

 ∫vKÐ  ∫dOš   

y − f(2) = ′f (2)(x −2)

 ∫vKÐ ∫dOš  

y − f(2) =
−1
′f (2) (x −2)

∫t−O²; ÁUÖd¼ A(a, f(a)) vM×M# ÈË— y = f(x) vM×M# dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF# ÆbýUÐ l�«Ë y = f(x)—œ 

 ‰uÞ tÐ È«ÅtDI�x = a∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

y − f(a) = ′f (a)(x − a)

 vM×M# dÐ rzU� jš ÈÅt.œUF# ¨sOMâL¼y = f(x) ‰uÞ tÐ È«ÅtDI� —œ x = a∫UÐ dÐ«dÐ 

  
y − f(a) = −1

′f (a) (x − a)

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ t7 rO�«œÅv#

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ eO� œuLŽ jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ ‡‡

m = ′f (a)

  
′m =

−1
′f (a)



Å≤µ≥

 ‰U¦�≤∫lÐUð vM×M# dÐ œuLŽ jš Ë ”U2 jš ÈÅt.œUF# 

∫bOC¹uMÐ Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— qÐUI#

∫qŠ   f(2)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ 

∫r¹dOÖÅv# o²A# lÐUð “« ‡‡

 Êœ«œ —«d?� UÐ ‡‡xX?ÝœÅt?Ð t?¹Ë«“ V?¹d{ ¨o²A# —œ tDI� 

Æb¹¬Åv#

 —«bI# ‡‡  f(2) Ë   ′f (2)∫rO¼œÅv# —«d� jš ÈÅt.œUF# —œ «— 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF# t−O²� —œ ‡‡

Ë r?O?M7Åv# tM¹d�  fJŽ «— ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ ‡‡

ÈÅt.œUF# Ë rO¼œÅv# —«d� vM×M# dÐ œuLŽ jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ «— Ê¬

Ær¹—Ë¬Åv# XÝœ tÐ «— œuLŽ jš

 ‰U¦�≥∫ÈÅtDI� —œ «— qÐUI# vM×M# dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF# 

ÆbOC¹uMÐ Ábý Áœ«œ

∫qŠ —«bI# y È«“« tÐ 

  
x =

π
6∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‡?‡′y È«“« t?Ð «— 

  
x =

π
6d??Ð«d?Ð «— Ê¬ Ë Áœd?7 t?³?ÝU?×?# 

∫rO¼œÅv# —«d� jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF# ‡‡

∫Xý«œ rO¼«uš Êœd7ÅÁœUÝ “« fÄ ‡‡

  f(x) = −x2 + 3x  ,  x = 2

  f(2) = −(2)2 + 3(2) = 2

  ′f (x) = −2x + 3

m = ′f (2) = −2(2) + 3 = −1

y − f(2) = ′f (2)(x −2) ⇒ y −2 = −1(x −2)

  ⇒ y = −x + 4

y − f(2) = −
1
′f (2) (x −2) ⇒ y −2 =

−1
−1(x −2)

⇒ y = x

  
x =

π
6 Ë   y = −2sin2x

  
f( π

6 ) = −2sin2( π
6 ) = − 3

   ′y = −4cos2x ⇒ m = ′f ( π
6

) = −4cos π
3

= −2

  
y − f( π

6 ) = ′f ( π
6 )(x −

π
6 )

  
y + 3 = −2(x − π

6
) ⇒ y = −2x + π

3
− 3



Å≤µ¥

 ‰U¦�¥∫ lÐUð vM×M# dÐ œuLŽ jš ÈÅt.œUF# fÈÅtDI� —œ «— 

ÆbOC¹uMÐ Ábý Áœ«œ

∫qŠ È«“« tÐ x tDI� y∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ tDI� 

r¹dOÖÅv# o²A# lÐUð “« ‡‡

 È«“« tÐ ”U2 jš ÈÅt¹Ë«“ V¹d{ ‡‡xÈÅtDÐ«— —œ tDI� 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ o²A#

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ vM×M# dÐ œuLŽ jš ÈÅt.œUF# ‡‡

Æb¹¬Åv# XÝœÅtÐ jš ÈÅt.œUF# ¨ÅtDI�  UB²I# È«“« tÐ ‡‡

s¹d9

«— Ë—ÅtÐË— lÐUð vM×M# dÐ œuLŽ jš Ë ”U2 jš ÈÅt.œUF#

 ÈÅtDI� —œ  x =0 Ë   x =1t�UÖ«bł —uÞÅtÐ ÆbOC¹uMÐ 

∫ UOKLŽ Õdý

  
x =

π
4 Ë f(x) = tan x

  
f( π

4 ) = tan( π
4 ) =1

  ′f (x) =1+ tan2 x

  
′f ( π

4 ) =1+ tan2( π
4 ) =1+1= 2

  

y − y1 = −1

′f ( π
4

)
(x − x1) ⇒

  
y −1=

−1
2 (x −

π
4 ) ⇒ y =

−1
2 x +

π
8 +1

       f(x) = x3 + 5x − 4



Å≤µµ

≥‡‡Å≤‡‡Å¥lÐUð —U²�— Ë o²A� ‡‡Å

 XO7UF�≥‡‡Å¥

 jš  y = 2x + 3 Ê¬ —«œu/ Ë ∑‡‡Å¥ÆbOM7Åv# Áb¼UA# «— 

 È«“« tÐ ©n.«

  
x1 = −

3
2 Ë   x2 =0 ¨  f(x1) Ë   f(x2)«— 

ÆbOM7 »UCŠ

øXÝ« XÝ—œ Ë—ÅtÐË— ÈÅt−O²� U¹¬ ©»

 t?Ð t?łu?ð UÐ ©Ã  Df = R d?¼ È«“« tÐ   x1 Ë   x2t?Ð o?K?F²# 

øX>dÖ «— qÐUI# ÈÅt−O²� Ê«uðÅv# U¹¬ ¨tM#«œ

 v>dÞ “« ‡‡′yÆXÝ« X³¦# Á—«uL¼ 

 —«œu/∑‡‡Å¥

 ∫vKÐ ∫dOš   

f(x2) − f(x1)
x2 − x1

>0

  x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)

  ′y = 2 >0

 l?ÐUð dÖ«y = f(x) dÐ (a , b) Á“U?Ð s?¹« dÐ Ë býUÐ Ábý n¹dFð   ′y >0  ( ′y <0) ÁU?~�¬y dÐ (a , b)Èœu?F, 

ÆXÝ« ©v.Ëe�®

∫‰U??¦?� ÁU??Öd?¼   y = −2x + 3 —«b??I??# d?¼ È«“« t?Ð ¨x“« 

 lÐUð ÈÅtM#«œ  ′y = −2 <0 l?ÐUð rO¹uÖÅv# býUÐ yt?Ð ªXÝ« v.Ëe� 

∫d~¹œ ÊUOÐ

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2)

 jš —«œu/  y = −2x + 3ÆbOM7Åv# Áb¼UA# qÐUI# —œ «— 

 —«œu/∏‡‡ÅÅ¥



Å≤µ∂

 XO7UF�¥‡‡Å¥

 v?M?×?M?#  y = x2 −2x +2 —«œu?/ —œ «— π‡‡Å¥Áb?¼U?A?# 

ÆbOM7Åv#

 l?ÐU?ð o?²?A# ÈÅtA¹— U¹¬ ©n.«y v?MF¹ ¨  ′y = 2x −2d?Ð«dÐ 

  x =1 ∫vKÐ      øXÝ«  ∫dOš   

 È«“« t?Ð ©»  x <1 X?#ö?Ž ¨′yU?¹¬ Æb?O?M?7 h?I?A?# «— 

 ÈÅtK,U> —œ XHÖ Ê«uðÅv#  x ∈(−∞,1)ÆXÝ« v.Ëe� lÐUð 

 È«“« tÐ ©Ã  x >1 X#öŽ ¨′ylÐUð U¹¬ ÆbOM7 hIA# «— 

 ÈÅtK,U> —œ  x ∈(1,+∞)øXÝ« ÈœuF, 

 ‰Ëbł ¨ôUÐ œ—«u# tÐ tłuð UÐ ©œ±‡‡Å¥ÆbOM7 qOLJð «— 

 —«œu/ tÐ tłuð UÐ ©‡¼π‡‡Å¥ ‰Ëbł Ë ±‡‡Å¥rLOMO# ÈÅtDI� 

 lÐUð  y = x2 −2x +2øXÝ« È«ÅÅtDI� tÇ 

 XO7UF�µ‡‡ÅÅÅ¥

 v?M?×?M?# tÐ tłuð UÐ ©n.«

  
y =

−1
2 x2 − 4x + 4‰Ëbł Ë 

≤‡‡Å¥ —«œu/® bOM7 rÝ— «— lÐUð s¹« vM×M# ±∞‡‡Å¥Æ©

 X?#ö?Ž Ë l?ÐUð rL¹e7U# ÈÅtDI� ©»′y‘«ÅtM#«œ ÈË— «— 

ÆbOM7 hIA#

 —«œu/π‡‡ÅÅ¥

 —«œu/±∞‡‡ÅÅ¥

 ‰Ëbł±‡‡Å¥

→→

 ‰Ëbł≤‡‡Å¥

  

x −∞ x < −4 −4 x > −4 +∞
′y = −x − 4 0

−∞ 12 −∞→ →

  

x −∞ x <1 1 x >1 +∞
′y = 2x −2 0

y +∞ +∞



Å≤µ∑

 ‰U?¦?�±∫ l?ÐU?ð v?M?×M# 

  
y =

1
3 x3 + 4x +1Áb?¼U?A?# «— 

 —«œu/® bOM7Åv#±±‡‡Å¥Æ©

‡‡«d???¹“ ¨X???Ý« Èœu???F???, Á—«u???L???¼ l??ÐU??ð s??¹« o??²??A??# 

  ′y = x2 + 4 >0

 ÈÅt?OCA±∫ l?ÐUð bOM7 ÷d> f “U?Ð ÈÅÁ“UÐ dÐ IÈÅt?D?I?� d¼ È«dÐ Ë býUÐ d¹cÄÅo²A# x t?Ð oKF²# Ir?OýUÐ t²ý«œ 

  ′f (x) ≥0 lÐUð  —u, s¹« —œ ¨f dÐ IÆXÝ« ÈœuF, 

 —«œu/±±‡‡Å¥ÈœuFQ lÐUð p¹ ‡‡

 ÈÅtOCA≤∫Å lÐUð dÖ« f “UÐ ÈÅÁ“UÐ dÐ I ÈÅtDI� d¼ È«dÐ Ë býUÐ d¹cÄÅo²A#  x tÐ oKF²#I rOýUÐ t²ý«œ   ′f (x) ≤0¨

 ÁU~�¬ lÐUðf dÐ IÆXÝ« v.Ëe� 

 ‰U?¦?�≤∫ l??ÐU?ð   y = −3x3 +1 ¨ Êu??Ç ÆX?Ý« ÷Ëd?H?#

  ′y = −9x2 ≤0  XÝ« v.Ëe� lÐUð s¹«dÐUMÐ® —«œu/±≤‡‡Å¥Æ©

 —«œu/±≤‡‡Å¥v7Ëe; lÐUð p¹ ‡‡ 



Å≤µ∏

 ‰U¦�≥∫Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð —U²>— 

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A# 

 lÐUð s¹«dÐUMÐ  y = 4x −105 dÐ   RÆXÝ« ÈœuF, 

 ‰U¦�¥ ∫ÅÆbOM7 vÝ—dÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð —U²>—

∫qŠ lÐUð o²A# yÆrOM7Åv# »UCŠ «— 

X#öŽ tÐ tłuð UÐ ‡‡′y ÈË— lÐUð ̈

  
(12 ,+∞)ÆXÝ« v.Ëe� 

 ‰U¦�µ∫ÆbOM7 vÝ—dÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð —U²>— 

q?ŠÈÅÁ“U?Ð ÈË— ¨l?ÐU?ð o?²?A?# t?Ð t?łu?ð U?Ð ∫(−
π
2

   π
2

)

ÆXÝ« ÈœuF,

 ‰U¦�∂∫ÆbOM7 vÝ—dÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð —U²>— 

ÅÅqŠX#öŽ tÐ tłuð UÐ ∫′y ÈË— lÐUð ¨

  

2π
3

) Ë 

  
( π
3

v.Ëe�

ÆXÝ«

 ‰U¦�∑∫ÆbOM7 vÝ—dÐ «— Ë—ÅtÐË— lÐUð —U²>— 

∫qŠX#öŽ tÐ tłuð UÐ ′yÆXÝ« v.Ëe� lÐUð ¨

 ‰U¦�∏∫ lÐUð y œËbŠ ÆXÝ« ÷ËdH# bt³ÝU×# ÊUMÇ «— 

 ÈÅÁ“UÐ —œ Á—«uL¼ lÐUð t7 bOM7

  
(−∞, 5

3
)ÆbýUÐ v.Ëe�  ÈÅÁ“UÐ —œ

∫qŠ® lÐUð o²A# ′y©∫r¹—Ë¬Åv# XÝœ tÐ «— 

y = 4x −105  ,  x ∈(−∞,+∞)

′y = 4 >0 ,  x ∈ R

  
y = 3x +1

2x −1
,  x ∈(1

2
, +∞)

  
′y =

3(2x −1) −2(3x +1)
(2x −1)2

=
6x − 3 −6x −2

(2x −1)2
⇒

′y =
−5

(2x −1)2
<0

y = tan x − x  ,  x ∈(−
π
2

, π
2

)

  ′y =1+ tan2 x −1⇒ ′y = tan2 x ≥0

  

2π
3

) Ëy = cot 3x − 5x  ,  x ∈( π
3

  ′y = −3(1+ cot2 3x) − 5 ⇒ ′y = −8 − 3cot2 3x <0

  
y =

−1
3 x3 − 5x +11

  ′y = −x2 − 5 <0

  
y =

2x + b
3x − 5

  
′y =

2(3x − 5) − 3(2x + b)
(3x − 5)2

=
6x −10−6x − 3b

(3x − 5)2

∫n¹dFð lÐUð f ÈÅÁ“UÐ dÐ «— I t7 vð—u, —œ rO¹uÖ «uMJ¹ f dÐ IÆbýUÐ v.Ëe� U¹ ÈœuF, 

Ë



Å≤µπ

 b¹UÐ býUÐ v.Ëe� Á—«uL¼ lÐUð rO¼«ušÅv# ÊuÇ  ′y ≤0∫

 œËbŠ ‡‡ b∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

 ‰U¦�π∫ lÐUð —U²>— fÆbOM7 vÝ—dÐ «— 

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A# 

 È«“« tÐ ‡‡  x <0∫«d¹“ ¨XÝ« ÈœuF, Á—«uL¼ lÐUð 

 È«“« tÐ ‡‡  x >0∫«d¹“ ¨XÝ« v.Ëe� Á—«uL¼ lÐUð 

 ‰U¦�±∞ ∫ÆXÝ«uMJ¹ ‘«ÅtM#«œ dÐ qÐUI# lÐUð bOM7 XÐUŁ

∫qŠ lÐUð o²A# f∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

‡‡  È«“« tÐ  x >1 lÐUð ¨f∫«d¹“ ¨XÝ« ÈœuF, 

 È«“« tÐ ‡‡  x <1 lÐUð f∫«d¹“ ¨XÝ« ÈœuF, 

 lÐUð ¨o²A# d¹œUI# tÐ tłuð UÐ ‡‡fÆXÝ«uMJ¹ 

−3b ≤10⇒ b ≥ −
10

3

f(x) = 3x3 + 5x    x <0

−5x + 4      x >0





  
′f (x) = 9x2 + 5    x <0

−5          x >0





  ′f (x) = 9x2 + 5 >0

  ′f (x) = −5 <0

  

f(x) =
x2 + 4x    x >1

1+2x      x <1







′f (x) =
2x + 4    x >1

 2         x <1





  ′f (x) = 2x + 4 >0  ,   x >1

  x <1               ′f (x) = 2 >0

⇒ ′f (x) >0 x ∈R − 1{ }

  
⇒ ′y =

−10− 3b
(3x − 5)2

≤0⇒ −10− 3b ≤0⇒



Å≤∂∞

a�UÄ q��

s¹d9

±Åv.Ëe� U¹ ÈœuF,® bOM7 vÝ—dÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð —U²>— ‡‡Å

©ÊœuÐ

  y = (2x − 3)2 ®Å±

  
y =

−2x
4x + 5 ®Å≤

  y = 5 tan 3x + 4x3
 ®Å≥

≤ œËb?Š ÆX?Ý« ÷Ëd?H?# q?ÐU?I?# l?ÐUð ‡‡ÅmÈÅÅÁ“UÐ —œ «— 

  
(− 2

5
,+∞) ÆbýUÐ v.Ëe� Á—«uL¼ lÐUð s¹« t7 bOÐUOÐ ÊUMÇ

≥ l?ÐU?ð ‡‡Åg U?¹¬ ÆX?Ý« ÷Ëd?H?# qÐUI# —œ g‘«Åt?M?#«œ dÐ 

ÆXÝ«uMJ¹

¥ œËbŠ ‡‡Åb  lÐUð Á—«uL¼ t7 bOÐUOÐ ÊUMÇ qÐUI# lÐUð—œ «— fÅ

ÅÅÆbýUÐ ÈœuF,

  
y =

−3x + m
5x +2

  
g(x) =

−2x +1  ,  x >0

x2 + 4    ,  x <0





  f(x) = (3b +2)x −11



Å≤∂±

¥‡‡Å≤‡‡Å¥∫l?ÐU?ð  «dOOGð ‡‡Å l?ÐUð vM×M# fqJý —œ «— 

±≥‡‡Å¥ÆbOM7Åv# Áb¼UA# 

 ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ ‡‡(a,b) ¨ (c,d)ÆXÝ« ÈœuF, lÐUð 

 ÈÅÁ“UÐ—œ ‡‡(b,c) lÐUð fÆXÝ« v.Ëe� 

∫t?²?J?; Êœd??7Ås?O?F?# ¨l?ÐU?ð  «d?O?O?G?ð v?Ý—d?Ð “« —u?E?M?# 

ÆbýUÐÅv# v.Ëe� U¹ ÈœuF, Ê¬ —œ lÐUð t7 XÝ« tM#«œ “« v¹U¼ÅÅXLC�

ÆœuýÅv# ÁœdÐ —U7 tÐ lÐUð p¹ —«œu/ oO�œ rÝ— È«dÐ t7

 ‰U?¦�±∫s?¹«  «d?O?O?Gð ‰Ëbł ÆXÝ« ÷ËdH# qÐUI# lÐUð 

ÆbOM7 rÝ— «— Ê¬ vM×M# Ë bO¼œ —«d� vÝ—dÐ œ—u# «— lÐUð

∫qŠÆr¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— o²A# ÈÅtA¹— 

l?ÐU?ð o?²?A?# ÈÅt?A?¹— tÐ tłuð UÐ «— lÐUð  «dOOGð ‰Ëbł ‡‡

ÆrOM7Åv# X#öŽ sOOFð «— lÐUð Ë Áœd7 rOEMð

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡≥‡‡Å¥ ÈÅtK,U> —œ lÐUð   (−∞,0)v.Ëe� 

 ÈÅtK,U> —œ Ë  (0,+∞)ÆXÝ« ÈœuF, 

 —«œu/ ‡‡±¥‡‡Å¥ ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ≥‡‡Å¥ÆXÝ« Ábý rÝ— 

 qJý±≥‡‡Å¥

  y = −5 +2x2

′y = 4x =0⇒ x =0

 ‰Ëbł≥‡‡Å¥

 lÐUð —«œu/±¥‡‡Å¥

ÈœuF,v.Ëe�

→ →  

 x −∞ 0 +∞

 ′y − 0 +

 y +∞ −5 +∞



Å≤∂≤

 ‰U¦�≤∫©rÝ— ÊËbÐ® ÆbOM7 vÝ—dÐ «— qÐUI# lÐUð  «dOOGð 

∫qŠ∫r¹dOÖÅv# o²A# lÐUð “« 

ªr¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— o²A# ÈU¼ÅtA¹— ‡‡

—œ «— l?ÐU?ð  «d?O?O?G?ð o?²A# ÈU¼ÅtA¹— X#öŽ sOOFð UÐ ‡‡

 ‰Ëbł¥‡‡Å¥ÆrOM7Åv# hIA# 

 ‰Ëbł ÈÅÁb¼UA# UÐ¥‡‡Å¥ ÈÅÁ“UÐ —œ t7 rOÐU¹Åv# —œ   (−∞,−1)

 ÈÅÁ“U?Ð Ë  (2,+∞) ÈÅÁ“U??Ð —œ Ë Èœu?F?, l?ÐU?ð   (−1,2)v?.Ëe?� 

ÆXÝ«

 ‰U¦�≥∫©rÝ— ÊËbÐ® bOM7 vÝ—dÐ «— qÐUI# lÐUð  «dOOGð 

∫qŠ∫r¹—Ë¬Åv# XÝœ tÐ «— lÐUð o²A# ÈU¼ÅtA¹— 

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡µ‡‡Å¥ ÈÅÁ“UÐ —œ lÐUð 

  
(−∞, 12)v.Ëe� 

 ÈÅÁ“UÐ —œ Ë

  
(12 ,+∞)ÆXÝ« ÈœuF, 

s¹d9

©—«œu/ rÝ— ÊËbÐ® bOM7 vÝ—dÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð  «dOOGð

  y = −2x2 + 8x ®n.«

  
y = 4x −

1
6 x3

 ®»

    
y =

x3

3 −
x2

2 −2x +2   ,   x ∈R

  ′y = x2 − x −2 = (x −2)(x +1) =0

 ‰Ëbł¥‡‡Å¥

  

⇒
x −2 =0⇒ x = 2

x +1=0⇒ x = −1







    y = (2x −1)2 +1 ,  x ∈R

  
′y = 4(2x −1) =0⇒ 2x −1=0⇒ x =

1
2

U¹ 

  

 x −∞ −1 2 +∞

 ′y + 0 − 0 +

 y −∞ 19
6

− 4
3

+∞

max min

→ →→

 ‰Ëbłµ‡‡ÅÅÅ¥

  

 x −∞
1
2 +∞

 ′y − 0 +
 y +∞ 1 +∞→ →

∫aÝUÄ q×�



Å≤∂≥

µ‡‡Å≤‡?‡Å¥∫l?ÐU?ð p?¹ v?³?X; rLOMO� Ë rLOX�U� ‡‡Å—œ 

 —«œu/±µ‡‡Å¥ ◊UI� —œ lÐUð b Ë d ◊UI� —œ Ë v³C� rLOC7U# aË 

cÆœ—«œ v³C� rLOMO# 

s¹« lÐUð o²A# Ë  «dOOGð ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ rO¼«uIÐ dÖ«

øœdOÖ ÂU$« b¹UÐ vKŠ«d# tÇ r¹—Ë¬ XÝœÅÅÅtÐ «— ◊UI�

 XO.UF> —uEM# s¹« È«dÐ∂ ‡‡Å¥ÆbO¼œ ÂU$« «— 

 XO7UF�∂‡‡Å¥

 lÐUðfÆXÝ« ÷ËdH# Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

ÆbOM7 t³ÝU×# «— Ë—ÅtÐË— ÈU¼bŠ ©n.«

 lÐUð o²A# ÈU¼ÅtA¹— ©»fÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 ‰Ëbł ©Ã∂‡‡Å¥ÆbOM7 qOLJð «— 

«— lÐUð rLOMO# Ë rLOC7U# ◊UI� ̈ X#öŽ sOOFð tÐ tłuð UÐ ©œ

ÆbOM7 sOOFð

 lÐUð —«œu/ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ©‡¼fÆbOM7 rÝ— «— 

 —«œu/±µ‡‡Å¥

  f(x) = x3 −12x +1

lim
x→+∞

f(x) =  ,  lim
x→−∞

f(x) =

 —«œu/±∂‡‡ ¥

 ‰Ëbł∂‡‡ÅÅÅÅ¥

  

 x −∞ +∞
 ′y 0 0

 y −∞ +∞
∞ ∞



Å≤∂¥

 qJý —œ±∑‡‡Å¥ —«œu/ y = f(x)t7 rOM7Åv# Áb¼UA# «— 

ÆXÝ« v³C� rLOMO# Ë rLOC7U# ÈÅtDI� bMÇ È«—«œ

 n?¹dFð±∫ lÐUð f ÈÅt?DI� —œ   (x0, f(x0)) q?#U?ý “U?Ð È«ÅÅÁ“UÐ t7 vð—u, —œ XÝ« v³C� rLOMO# È«—«œ   x0¨

 bM�U#(a, b) 1 Df d¼ È«dÐ t7 vLC� tÐ býUÐ x                             ∫rOýUÐ t²ý«œ Á“UÐ s¹« “«   f(x0) ≤ f(x)

  f(x0)ÅÅÆrO#U�Åv# lÐUð v³C� rLOMO# —«bI# «— ® —«œu/±∑‡‡¥©

 n¹dFð≤∫ lÐUð rO¹uÖ f ÈÅtDI� —œ   (x2, f(x2))q#Uý “UÐ È«ÅÅÁ“UÐ t7 vð—u, —œ XÝ« v³C� rLOC7U# È«—«œ 

  x2bM�U# ¨(a, b) 1 DfÅÅÅ d¼ È«dÐ t7 vLC� tÐ býUÐx∫rOýUÐ t²ý«œ Á“UÐ s¹« “« 

  f(x2) ≥ f(x)

  f(x2)ÅÅÆrO#U� lÐUð v³C� rLOC7U# —«bI# «— ® —«œu/±∑‡‡¥©

 —«œu/±∑‡‡Å¥ª y = f (x)

 qJý±∏‡‡Å¥

 n¹dFð≥∫ÆrO#U� lÐUð 3d²C7« ◊UI� «— lÐUð p¹ v³C� rLOMO# Ë rLOC7U# ◊UI� 



Å≤∂µ

 ‰U¦�±∫lÐUð 3d²C7« ◊UI� Ë  «dOOGð XNł sOOFð È«dÐ 

tDÐU{ UÐy = f(x)ÆrO¼œÅv# ÂU$« «— d¹“ qŠ«d# 

 ©n.«lim
x→±∞

f(x)ÆrOM7Åv# t³ÝU×# «— 

 ÈU??¼Åt??A??¹— ©»  ′y =0X??ÝœÅt??Ð œu??łË  —u??, —œ «— 

∫r¹—Ë¬Åv#

qOJAð «—  «dOOGð ‰Ëbł » Ë n.« œ—«u# tÐ tłuð UÐ ©Ã

ÆrO¼œÅv#

 ◊U?I?� ¨X?#öŽ  «dOOGð “« ÁœUH²Ý« UÐ ©œmax Ë min«— 

ÆrOM7Åv# hIA#

  
y = x3 −

1
3 x +1

  
lim

x→+∞
y = lim

x→+∞
x3 = +∞  ,  lim

x→−∞
y = −∞

  
′y = 3x2 −

1
3 =0⇒ 3x2 =

1
3

 ÈÅt²J;± ∫ ÈÅtDI� —œ o²A# t7 vð—u, —œ  x0lÐUð býUÐ X#öŽ p¹ È«—«œ ·dÞ Ëœ —œ v.Ë býUÐ dH, dÐ«dÐ 

 —œ  x0Æœ—«b� v³C� 3d²C7« 

 ÈÅt²J;≤ ∫ ÈÅt.œUF# È«Åt²ÝuOÄ lÐUð —œ  ÁUÖd¼  ′y =0U¹ ÈœuF, Á—«uL¼ ‘«ÅtM#«œ —œ lÐUð býUÐ t²ý«b� tA¹— 

ÆbýUÐÅv# v.Ëe�

 ‰U¦�≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI# lÐUð ÈU¼Å3d²C7« 

∫qŠ∫rO¼œÅv# —«d� dH, dÐ«dÐ «— lÐUð o²A# 

 ‰Ëbł® rOM7Åv# X#öŽ sOOFð «— lÐUð o²A# ‡‡∏‡‡ÅÅÅ¥Æ©

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡∏‡‡ÅÅÅ¥ÈÅÁ“UÐ o²A# X#öŽ Ë  «dOOGð 

  
(−∞, 3

2
)ÈÅÁ“UÐ —œ Ë ÈœuF, lÐUð

  
( 3
2

, +∞)ÆXÝ« v.Ëe� lÐUð 

  y = 3x − x2

  
′y = 3 −2x =0⇒ x =

3
2

 ‰Ëbł∏‡‡ÅÅÅÅÅ¥

  

⇒ x2 = 1
9

⇒
x1 = − 1

3

x2 = + 1
3









 ‰Ëbł∑‡‡ÅÅÅÅÅ¥

  

 x −∞ −
1
3

1
3 +∞

 ′y + 0 − 0 +

 y −∞
29
27

25
7 +∞→→ →

minmax

  

 x −∞ 3
2

+∞
 ′y + 0 −

 y −∞ 9
4

−∞
max

→ →



Å≤∂∂

 ÈÅtDI� ‡‡

  
(3
2

, 9
4

)ÆXÝ« lÐUð rLOC7U# ÈÅtDI� 

 ‰U¦�≥ ∫U?Ð Ë b?¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qÐUI# lÐUð  «dOOGð ‰Ëbł

Æb¹“UÝ hIA# eO� «— 3d²C7« ◊UI� ¨lÐUð vM×M# rÝ—

∫qŠÆr¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— lÐUð o²A# ÈU¼ÅtA¹— 

 ‰Ëbł® rOM7Åv# X#öŽ sOOFð «— o²A# ‡‡π‡‡Å¥Æ©

 ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ lÐUð ̈ o²A# X#öŽ dOOGð tÐ tłuð UÐ ‡‡

  
(0, π

2 )

 Ë

  
( 3π

2 ,2π ) ÈÅÁ“UÐ —œ Ë ÈœuF, 

  
( π

2 , 3π
2 )ÆXÝ« v.Ëe� 

 ‰Ëb?ł “« Áb?#¬ XÝœÅtÐ ◊UI� ‡‡π‡‡Å¥ÁU?~?²Ýœ ÈË— dÐ «— 

ÆrOM7Åv# sOOFð  UB²I#

Æb¹¬Åv# XÝœÅtÐ lÐUð vM×M# d~¹bJ¹ tÐ ◊UI� rÝ— UÐ ‡‡

 ‰U¦�¥∫ ÈÅÁ“UÐ —œ «— qÐUI# lÐUð 3d²C7«   [−2, 3]XÝœÅtÐ 

Æb¹—Ë¬Å

 qŠ≥∫ÈU¼ÅtA¹— ′y ‰Ëb?ł —œ Ë rOM7Åv# «bOÄ «— ±∞‡‡Å¥

ÆrO¼œÅv# —«d�

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡±∞‡‡Å¥ÈÅtDI�   (2,−5)rLOMO# ÈÅtDI� 

ÆXÝ« v³C�

y = sin x +2     0≤ x ≤ 2π

  ′y = cosx =0

  
3π
2 Ë 

  
⇒ x =

π
2

  f(x) = 2x2 − 8x + 3

 —«œu/±π‡‡Å¥

′y = 4x − 8 =0⇒ x = 2

 ‰Ëbłπ‡‡ÅÅÅ¥

→ →→ →

vJL7 tDI�

 ‰Ëbł±∞‡‡ÅÅÅ¥

  

 x −2 2 3

 ′y − 0 +
 y 27 −5 −3

                     min

→ →

  
cosx =0⇒ x = π

2
+ kπ, x ∈ [0,2π]

  

 x 0
π
2

π
3π
2

2π

 ′y + 0 − − 0 +

 y 2 3 2 2
minmax



Å≤∂∑

 ‰U¦�µ∫ d¹œUI# a Ë b Ë ct³ÝU×# ÊUMÇ «— qÐUI# lÐUð “« 

 ◊U?I?� t?7 b?OM7  (−3,22) Ë   (1,−10)ÈÅt?D?I?� Ë l?ÐU?ð 3d²C7« 

  (−1,7)ÆbýUÐ lÐUð “« È«ÅtDI� 

∫qŠÆrO¼œÅv# —«d� dH, dÐ«dÐ «— Ê¬ Ë r¹dOÖÅv# o²A# lÐUð “« 

 o?²?A?# —œ d?O?G?²?# ÈU?ł t?Ð ‡?‡  x = −3 Ë   x =1—«d?� «— 

∫Xý«œ rO¼«uš t−O²� —œ rO¼œÅv#

‡‡  ÈÅt³ÝU×# È«dÐa Ë b«— ‰Ë« tł—œ v.uN−# Ëœ ÁU~²Ýœ 

ÆrOM7Åv# qŠ v>cŠ ‘Ë— “«

 ·cŠ UÐ ‡‡b —«bI# a∫b¹¬Åv# XÝœÅtÐ 

 —«bI# ‡‡aUð rO¼œÅv# —«d� ÁU~²Ýœ  ôœUF# “« vJ¹ —œ «— 

b∫b¹¬ XÝœÅtÐ 

 ÈÅt³ÝU×# È«dÐ ‡‡c —«bI# a Ë b¨rO¼œÅv# —«d� lÐUð —œ «— 

∫t−O²� —œ

ÅÈÅtDI�  UB²I# Êœ«œ—«d� UÐ v>dÞ “« ‡‡  (−1,7)vM×M# “« 

ÆXý«œ rO¼«uš Áb#¬ XÝœÅtÐ ÈÅtDÐ«— —œ

 —«bI# ‡‡c∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U¦�∂∫ lÐUð fs¹« dÖ« ÆXÝ« ÷ËdH# Ë—ÅtÐË— ÈÅtDÐU{ UÐ 

 ÈÅt?D?I?� —œ lÐUð  (−1,7) —«b?I?# b?ýUÐ 3d²C7« È«—«œ c Ë b«— 

ÆbOM7 t³ÝU×#

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A# 

 —œ lÐUð ‡‡  x = −1∫fÄ ¨XÝ« 3d²C7« È«—«œ 

  ′y = 3ax2 +2bx −9 =0

  

3a(−3)2 +2b(−3) −9 =0

3a(+1)2 +2b(1) −9 =0







  3

27a −6b = 9

3a +2b = 9




  3(1) +2b = 9 ⇒ 2b = 9− 3 ⇒ b = 3

  y = x3 + 3x2 −9x + c

  7 = (−1)3 + 3(−1)2 −9(−1) + c ⇒ 7 = −1+ 3 +9+ c

⇒ c = 7 −11⇒ c = −4

  f(x) = x3 +6bx + c

  ′f (x) = 3x2 +6b

  ′f (−1) =0⇒ 3(−1)2 +6b =0⇒ 3 +6b =0

  y = ax3 + bx2 −9x + c

  ′y = 3ax2 +2bx −9

  

27a −6b = 9

+9a +6b = 27




    36a = 36 ⇒ a =1



Å≤∂∏

 —«bI# ‡‡b∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 È«“« tÐ ‡‡

  
b = −

1
2∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð ÈÅtDÐU{ 

 ÈÅtDI� ‡‡  (−1,7)∫rOM7Åv# s¹e~¹Uł lÐUð ÈÅtDÐU{ —œ «— 

 —«bI# ‡‡c∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 ‰U??¦?�∑∫ l?ÐU?ð gÆX??Ý« ÷Ëd??H??# Ë—Åt?ÐË— ÈÅt?D?ÐU?{ U?Ð 

ÅÅÈÅtDI�  (1, 3) ÆXÝ« lÐUð 3d²C7« m Ë nÆbOM7 t³ÝU×# «— 

 ∫qŠ ÈÅtDI�  (1, 3) —«œu/ dÐ g∫fÄ ¨XÝ« l�«Ë 

 È«“« tÐ lÐUð o²A# ‡‡  x =1∫fÄ ¨XÝ« dH, dÐ«dÐ 

 È«“« tÐ ‡‡

  
m =

2
5 —«bI# n∫rOM7Åv# »UCŠ «— 

 ‰U¦�∏∫ lÐUð fÆXÝ« ÷ËdH# qÐUI# ÈÅtDÐU{ UÐ 

 —«bI#a —œ t7 bOM7 t³ÝU×# ÊUMÇ «—   x = −1 È«—«œ lÐUð

ÆbýUÐ 3d²C7«

∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð o²A# 

 È«“« tÐ ‡‡  x = −1∫fÄ ¨XÝ« dH, dÐ«dÐ lÐUð o²A# 

  
⇒ 6b = −3 ⇒ b =

−3
6 ⇒ b = −

1
2

  
f(x) = x3 +6(−

1
2)x + c ⇒ f(x) = x3 − 3x + c

  7 = (−1)3 − 3(−1) + c ⇒ 7 = −1+ 3 + c

  c = 7 −2 ⇒ c = 5

  g(x) = −x2 + 5mx + n

  
g(1) = 3 ⇒ −(1)2 + 5m(1) + n = 3 ⇒ 5m + n = 4

  
′g (x) = −2x + 5m ⇒ −2(1) + 5m =0⇒ m =

2
5

  
5(2

5 ) + n = 4 ⇒ 2+ n = 4 ⇒

  n = 4−2 ⇒ n = 2

  f(x) = (3a +1)x3 + 5ax2 + 5x − 7

  ′f (x) = 3(3a +1)x2 +10ax + 5

  ′f (−1) = (9a + 3)(−1)2 +10a(−1) + 5 =0⇒ a = +8



Å≤∂π

s¹d9

±Áb?ý Áœ«œ ÈU?¼ÅÁ“UÐ —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð 3d²C7« ◊UI� ‡‡Å

ÆbOM7 hIA#

  
y = cosx + 1

2
x    x ∈ 0,2π[ ] ®Å±

    y = −5x2 + 4x +1   x ∈ R ®Å≤

    
y = x3 −

1
2 x2 +1   x ∈ R ®Å≥

≤‡‡Å —«b??I?#Åa Ë Åb ÈÅt??D??I??� t??7 b??O?ÐU?O?Ð ÅÅÊU?M?Ç ÅÅ«— ÅÅ  (−2,4)

 lÐUðÅrLOC7U#Å   y = −5x2 + bx + aÆbýUÐ 

≥ —«b?I?# ‡‡Åc l?ÐUð —œ «—   f(x) = cx3 + (5 −2c)x + 5

 ÈÅtDI� t7 bOÐUOÐ ÊUMÇ  x = 2ÆbýUÐ lÐUð 3d²C7« ÈÅtDI� 



Å≤∑∞

±—«œu?/ d?Ð œu?LŽ jš Ë ”U2 jš ÈÅt.œUF# ‡‡Å

 lÐUð  y = x 3 − 4x ÈÅtDI� —œ   x = 2ÆbOC¹uMÐ «— 

≤“« «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÊœuÐ v.Ëe� Ë ÈœuF, ‡‡Å

ÆbOM7 hIA# lÐUð o²A# X#öŽ sOOFð o¹dÞ

    f(x) = x3 −9x2 +1    x ∈R ®Å±

    f(x) = 7 − x2             x ∈R ®Å≤

≥ÆbOM7 rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ¨o²A# pL7 tÐ ‡‡Å

  y = 4x − x2
 ®Å±

  y = 2x3 −6x +1 ®Å≤

¥Å‡‡ l????????????ÐU????????????ð fÈÅt????????????D????????????ÐU????????????{ U????????????Ð 

  f(x) = bx3 + (2b + 3)x2 + 7xÆX?????Ý« Áb?????ý Áœ«œ 

 —«b?I?#b —œ t??7 b?¹—Ë¬ X?Ýœ t?Ð ÊU?M?Ç «—   x = +1l?ÐU?ð 

 3d²C7«ÆbýUÐ t²ý«œ

µ l?ÐU?ð  «d?O?O?G?ð ‰Ëb?ł ‡‡Å  y = cosx + 3—œ «— 

 ÈÅÁ“UÐ  x ∈ 0, π[ ]ÆbOM7 rÝ— «— Ê¬ vM×M# fáÝ Ë t²>U¹ 

® v;U¹UÄ Êu�“¬≤©

® v�U�UÄ Êu�“¬ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



≤∑±

cšP� Ë lÐUM�

±® “œ—«Ëœ« ı« ”Ëd?Ð ¨d?K?²?²?Ýu?¼ÅvÄ  dÐ«— ¨sÝ—ô È«b�ôË— ‡‡±≥∑≤U?Ð ‰«d?~?²?�« Ë q?O��«dH¹œ »U�Š ¨©

œU%« dA� ¨Áœ«“År�UŽ d³�«ÅvKŽ d²�œ tLłdð ¨vKOK% ÈÅtÝbM¼

≤® p?O?�u?Ö v?�œ ¨fO�«  dÐË— ‡‡±≥∑≥d?²?�œ t?L?łd?ð ¨v?K?O?K?% ÈÅt?ÝbM¼ UÐ ‰«d~²�« Ë qO��«dH¹œ »U�Š ©

g¼ËóÄ  «—UA²�« ¨Áœ«“År�UŽ d³�«ÅvKŽ

≥® vMO	 ”«— ¨”U
uð Ã—uł ‡‡±≥∑∑ÈbN
 d²�œ tLłdð ¨vKOK% tÝbM¼ Ë ‰«d~²�« Ë qO��«dH¹œ »U�Š ¨©

rAý ÛUÇ ¨v¼U~A�«œ dA� e�d
 ¨Ê«—UJL¼ Ë œ«eNÐ

¥® Ê«—U?J?L?¼ Ë qOŽULÝ« ¨ÊUOKÐUÐ ‡‡±≥∏≥ v?{U¹— ©≥ÈÅt?M?O?
“ ÈU?¼Åt²ý— tOK�® È«Åt	dŠ Ë vM	 ∫©v�U
œuÄ® 

Æ‘—ËdÄ Ë ‘“u
¬  —«“Ë ¨vý“u
¬ Èe¹—Åt
U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU
“UÝ ¨© U
bš ÈÅtMO
“ ¨dðuOá
U� ÈÅt²ý— Ë XFM

µ® Ê«—U?J?L¼ Ë qOKš ¨»U¹—UÄ ‡‡ÅÅ±≥∏∞ v?{U¹— ¨©µË X?F?M? ÈÅt?MO
“ ÈU¼Åt²ý— ÈÅtOK�® È«Åt	dŠ Ë vM	 ∫

Æ‘—ËdÄ Ë ‘“u
¬  —«“Ë ¨vý“u
¬ Èe¹—Åt
U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU
“UÝ ¨©È“—ËUA� ÈU¼ÅsOýU
 Ë dðuOá
U� ÈÅt²ý—

∂® Ê«—UJL¼ Ë qOŽULÝ« ̈ ÊUOKÐUÐ ‡‡ÅÅ±≥∏∞  UO{U¹— ©±‡‡ p¹eO	 Ë v{U¹— ‡‡ vÐd& ÂuKŽ ÈU¼Åt²ý—® ÈdE� ∫

Æ‘—ËdÄ Ë ‘“u
¬  —«“Ë ¨vý“u
¬ Èe¹—Åt
U�dÐ Ë g¼ËóÄ ÊU
“UÝ ©È«Åt	dŠ Ë vM	
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