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فصل هفتم: تابع

فصل هفتم

تابع
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طرح کلی مفاهیم فصل هفتم )نقشۀ مفهومی(

y =  a(x − b)2 − c

y =  ax + b

کمیت ها

می دهد‬

‬‬‬‬

رابطه

 نمایش های تابعتابع

بازه

دامنه قانون

مقدار تابع در یک نقطه
 انواع توابع

 غیر خطی

چند جمله ای ها

توابع درجۀ دوم   

نمودار توابع درجۀ 
دوم

حل معادل درجۀ 
دوم

نمودار جدول
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فصل هفتم: تابع

اهداف کلی

 درک مفهوم رابطۀ بین کمیت ها‬
 درک مفهوم تابع در زمینۀ پدیده های طبیعی
 آشنایی با نمایش های جدولی و نموداری تابع‬

 آشنایی با قانون تابع و مفهوم متغیر تابع و دامنۀ تابع
 درک مفهوم بازه در اعداد حقیقی 

 آشنایی با انواع توابع خطی و غیرخطی
 آشنایی با توابع خاص )درجۀ دوم و ثابت(

 آشنایی با انتقال نمودار توابع درجۀ دوم و درجۀ اول در راستای افقی و قائم
 درک تساوی توابع 

 یافتن جواب معادلۀ درجۀ دوم با توجه به نمودار تابع درجۀ دوم
 آشنایی با مقدار تابع در یک نقطه

عملکرد مورد انتظار از هنرجویان
هنرجویان باید قادر باشند:

 رابطۀ بین دو کمیت را تشخیص داده و قانون آن را بنویسند.
 یک تابع را به صورت جدول و نمودار ارائه دهند.‬

 تابع بودن یا تابع نبودن رابطۀ بین کمیت ها را تشخیص دهند.‬
 تعریف یک بازه را بیان کنند و نمایش های مختلف بازه را ارائه کنند و روی محور 

نمایش دهند.‬
 دامنه و قانون توابعی را که در زمینۀ واقعی و محیط پیرامونی دیده می شوند، 

آورند.  به دست 
و  اجتماع  و  بشناسند  حقیقی  اعداد  از  مجموعه هایی  زیر  عنوان  به  را  بازه ها   

آورند.‬ به دست  را  آنها  اشتراک 
 مقدار تابع را در یک نقطه از دامنه محاسبه کنند یا پیدا کنند.

 نمودار توابع درجۀ دوم را رسم کنند.
 نمودار توابع درجۀ دوم و درجۀ اول را در راستای قائم و افقی انتقال دهند و 

بنویسند. را  آنها  قانون  بتوانند 
 توابع چندجمله ای را با بیان چند مثال تعریف کنند.

 علامت ضرایب a و b وc را در توابع درجۀ دوم به کمک نمودار آن تعیین کنند.
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 چگونگی تغییرات تابع را از روی نمایش جدولی تابع بیان کنند.
 دو تابع مساوی را تشخیص دهند.

 از روی نمودار توابع درجۀ دوم، تعداد و علامت جواب های معادلۀ درجۀ دوم را 
تشخیص دهند و بیان کنند.‬

 توضیحات کلامی  را خوانده و توانایی نقل و تفسیر آنها را داشته باشند.‬
 مسائل در زمینه های واقعی را بخوانند و مدل ریاضی برای آن بسازند.

پیش نیازهای فصل :
 آشنایی با عبارات گویا وچند جمله ای ها و یافتن مقدار عددی آنها به ازای مقدار 

برای متغیر‬
 آشنایی با مختصات نقطه و نمایش آن در صفحه محورهای مختصات

 آشنایی با رسم توابع درجۀ اول )خطی(
 آشنایی با مجموعۀ اعداد حقیقی و زیر مجموعه های آن

واژه های کلیدی:
رابطۀ بین دو کمیت، تابع، دامنه، قانون تابع، بازه، جدول تابع، نمودار تابع، توابع 

چندجمله ای

ابزار کمک آموزشی:
خط کش، صفحۀ شطرنجی، رایانه

نگاه کلی به فصل 

روش آموزشی  این کتاب برای معرفی تابع، با سایر کتاب ها فرق دارد و دبیران با 
تابع در پیش بگیرند.  برای آموزش مفهوم  نوینی  باید شیوۀ  تفاوت  به  این  توجه 
آمدن  وجود  به  تاریخی  روند  همان  با  تابع  ریاضی  مفهوم  ارائه  کتاب  هدف  این 
مفهوم تابع است. به همین دلیل در اینجا از تابع به عنوان مجموعه ای از زوج های 
تابع که عملگری است که  بر مفهوم شهودی و اصلی  یاد نخواهیم کرد و  مرتب 
به اعضای مجموعۀ مبدأ، عنصری معین در مجموعۀ مقصد نظیر می کند، تأکید 
خواهیم داشت. از لحاظ تاریخی،‌ تابع به معنای رابطۀ بین کمیت ها بوده است و ما 

نیز با همین روش مفهوم تابع را ارائه خواهیم کرد.
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فصل هفتم: تابع

این فصل، با یک مکالمه بین معلم و هنرجو شروع می شود که با یکدیگر سعی می کنند 
تا یک مسئله   را حل کنند. نکتۀ اصلی  این مسئله دیدن رابطۀ بین کمیت هایی است 
که مشاهده می کنیم. برای متمرکز کردن هنرجو به مفهوم اصلی رابطۀ بین کمیت ها، 
فعالیت هایی طراحی شده اندکه در زمینه های مختلف وجود رابطۀ بین کمیت ها را 

نشان می دهند.‬‬
زبان  به  رابطه  رابطۀ بین کمیت ها، سعی در فرمول بندی  این  از درک وجود  پس 
تابع همچنان غیر رسمی   تابع برسیم. تعریف  تا به تعریف اصلی  ریاضی می کنیم 
انجام می شود ولی در طی مثال های متعدد دو مفهوم زیربنایی دامنه و قانون تابع 

می شوند. ارائه 
یک اشتباه رایج دربارۀ مفهوم تابع این است که دامنۀ یک تابع را از طریق 
از  مستقل  مفهوم  دو  که  این  حالی  در  می کنند،  تعیین  تابع  ضابطه(  )یا  قانون 
یکدیگرند. برای ساختن یا ارائه هر تابعی، ابتدا باید دامنۀ آن را ارائه کرد و سپس 
قانونی که روی  این دامنه عمل می کند را باید بیابیم. دامنۀ یک تابع را قانون آن 
معین نمی کند بلکه محدودیت های مسئلۀ مورد بررسی، و آن چیزی که تابع قرار 
است توصیف کند، مشخص کنندۀ دامنۀ تابع است. اگر در جهان ریاضی هم باشیم 
و هیچ محدودیت عملی هم نداشته باشیم،  این فرد ارائه کنندۀ تابع است که باید 
بگوید تابع مورد نظرش چه قانونی دارد و  این قانون روی چه مجموعه ای قرار است 
عمل کند. برای تأکید روی  این نکته، مثال ها و مسئله های متعددی در متن کتاب 

آورده شده است.‬
در ادامه به نمایش های تابع ها پرداخته شده است.  این مفهوم نیز در قالب یک مکالمه 
بین هنرجویان و دبیر ارائه شده است. این مکالمات با طرح سؤال ها و شبهاتی که در  
این زمینه وجود داشته است شروع می شود و در طی مکالمه سعی می شود مسئله های 
پیش آمده حل شوند. در ادامه با تعریف جدول و نمودار توابع در طی مثال های متعدد 

مفید بودن  این نمایش ها برای تشخیص رفتار توابع نشان داده می شود.
ادامۀ فصل به بررسی توابع خاص و نمودار آنها می پردازد. از میان توابع خاص، فقط 
به توابع خطی و درجۀ دوم پرداخته می شود تا سطح کتاب زیاد بالا نرود و مفاهیم 

برای هنرجویان مشکل نشود.‬
در این فصل همچنین بازه ها و نمایش آنها نیز مطرح می شوند تا در بیان ریاضی 

دامنۀ تابع ها، دچار مشکل نشویم.
از آنجا که رسم نمودار توابع کار آسانی نیست و هنرجویان هنوز مطالب کافی برای 
رسم نمودار توابع را فرا نگرفته اند، در این فصل از نرم افزار جئوجبرا کمک گرفته 

شده است تا به عنوان یک ابزار هنرجویان را در رسم نمودار توابع یاری کند. 
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مثال توضیح فرایند فرایند

دی
این
فر
ی 
ها
رد 
دا
تان
اس

 ـ ایجاد سؤال در ذهن از طریق متون ورودی هر بخش
نتیجه ساختن مفهوم در و در  به سؤال  پاسخ گویی   و 

قالب انجام فعالیت بعد از متن ورودی
 ساخت دانش ریاضی از طریق

حل مسئله

له
سئ

ل م
ح

 ـ ارائه نمایش های جدولی و نموداری تابع در مورد رابطه
‬بین دو کمیت

ـ بیان چگونگی تغییرات تابع از روی نمودار و جدول آن

 شناخت و به کارگیری
 استراتژی های مختلف برای
 حل کردن مسائل و با انتخاب

مناسب آنها

 ـ ارائه رابطه بین دو کمیت توسط آرش پس از مثال های
‬‬مختلف دبیردر موردمیزان نور چراغ و فاصله چراغ از ما

 سازمان دهی تفکرات ریاضی
خود و انتقال آن به دیگران

می
کلا

ط 
تبا
 ار

 ـ با ارائه فرمول مساحت مثلث در فعالیت  4 تابع ثابت
‬معرفی می کند.  استفاده از زبان ریاضی برای

بیان ایده های ریاضی

روی از  تابع  تغییرات  چگونگی  تشخیص  دلیل  بیان   ـ 
آن جدول  و  نموداری  نمایش های 

 ـ بیان دلیل برای تشخیص مجموعه مقادیردامنه توابعی
‬‬که در زمینه های واقعی ساخته می شوند.

ـ بیان دلیل تابع بودن یا تابع نبودن رابطه بین دو کمیت

به کارگیری استدلال
ت
ثبا
 وا
لال

تد
اس

ـ تعیین رابطه بین طول فنر و وزن وزنه آویزان شده به آن
 ـ تعیین رابطه بین گنجایش بنزین در باک ماشین و میزان

مسافت طی شده
 تشخیص و به کارگیری مفاهیم
ریاضی در خارج از ریاضی

ت
الا
تص
و ا
ها 
ند
یو
پ

 ـ نمایش بازه ها به صورت ریاضی و مجموعه ای و رسم
‬‬نمودار آنها روی محور اعداد حقیقی 

 تشخیص چگونگی ارتباطات
بین مفاهیم ریاضی

 ـ تقریباً در بیشتر مواقع  این اتفاق افتاده است )مانند ارائه
نمایش های مختلف یک بازه...(

 ارائه نمایش های مختلف یک
مفهوم

ها
ی 
مای

ازن
ب

 ـ توانایی مقایسه نمودارهای توابع و در رسم به روش
 انتقال

 ـ توانایی مقایسه و یافتن نوع تابع از روی قانون آن

مانند مقایسه کردن، ارزیابی 
کردن، تعمیم دادن، الگویابی 

و ... یر
سا
 

ای
ت ه

هار
 م

کر
تف
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بخش اول: مفهوم تابع

اهداف بخش  

 آشنایی با رابطۀ بین دو کمیت و درک آن در زمینۀ واقعی
 نوشتن قانون یا ضابطه برای بیان چگونگی رابطۀ بین دو کمیت و تعیین مقادیر 

ممکن برای کمیت ها
 تشخیص تابع بودن یا نبودن رابطۀ بین دو کمیت

 تعیین دامنۀ تابعی که در زمینه های واقعی تعریف شده است از طریق محدودیت های 
واقعی

واژه های کلیدی: 
رابطۀ بین دو کمیت، تابع، دامنه

 
ورود به مطلب:

 رابطۀ بین کمیت ها مفهوم اصلی در پیدایش مفهوم تابع است. دبیران می توانند 
از طریق طرح مسئله ای که به یکی از  این رابطه ها اشاره دارد وارد مفهوم رابطۀ 
بین کمیت ها شوند. در کتاب از مسئلۀ اندازه گیری فاصلۀ ستارگان استفاده شده 
است تا از طریق آن به رابطۀ بین شدت نور و فاصلۀ چشمۀ نور توجه شود. از این 
نوع رابطه ها بسیار داریم که هم به عنوان ورودی و هم به عنوان مثال می  توانیم از 
آنها استفاده کنیم. مثلًا رابطۀ بین شدت صدا و فاصلۀ منبع صدا، رابطۀ بین فشار 
هوا و ارتفاع از سطح دریا، رابطۀ بین فشار وارد بر سطح و مساحت سطح و ... )به 

مثال هایی که در این زمینه در کتاب کار وجود دارد رجوع کنید.(
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9 نمودار حاصل یک خط است.
10 بین 10 و 60 سانتی متر است.

طول فنر

فعالیت آموزشی
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فصل هفتم: تابع

اهداف موضوعی: 
 درک مفهوم رابطه،‌ قانون رابطه و مقادیر ممکن کمیت ها

مهارت ها و فرایندها: 
حل مسئله، استدلال، بازنمایی ها، ارتباط کلامی، پیوندها و اتصال ها، تفکر بصری‬

1 زیادتر ـ بلندتر، یا کمترـ کوتاه تر
2 30=10+20= طول فنر ⇒ 20=15÷300

3 گرم 150=15×10 ⇒ 10=20-10

= +10
15
al    0>a>750 4

a =15)l-10(    10>l >60    5
6 ترازوی دستی

7 صفر و 750 گرم

8

طول فنر کشیده شده6050454030201510

جرم جسم آویزان شده750600525450300150750

9 نمودار حاصل یک خط است.
10 بین 10 و 60 سانتی متر است.

طول فنر

3

2

1/5

1

31 2

سم
 ج
زن

و

 طول فنر
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اهداف موضوعی:
ممکن  مقادیر  و  رابطه  قانون  درک  مختلف،‌  زمینه های  در  رابطه  مفهوم  درک   

کمیت ها
 شناخت رابطۀ بین دو کمیت در زمینه های واقعی و طبیعی

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، استدلال کردن، بازنمایی های چندگانه، ارتباطات کلامی، پیوندها و 

اتصال ها ‬
1 کمتر ـ بیشتر

2 حداقل 5 لیتر و حداکثر 60 لیتر
V = میزان بنزین باک , L=)60-V(  ×12/5   5≥ V ≥60 3

4

حجم بنزین در باک510203035455060

مسافت طی شده687/5625500375312/5187/51250

5

6 بین صفر تا 5/ 687 کیلومتر
7 500 کیلومتر

8 بله، شناخت رابطۀ بین  این دو کمیت فقط نیازمند دانستن بندهای )2( و )3( است.

4

5

3

2

1

61

ده
 ش
طی

ت 
ساف

م

بنزین در باک
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فصل هفتم: تابع

اهداف موضوعی: 
 درک مفهوم رابطه در زمینه هندسی،‌ درک قانون رابطه و مقادیر ممکن کمیت ها.

 
مهارت ها و فرایندها: 

 حل مسئله، استدلال کردن، بازنمایی های چندگانه، ارتباطات کلامی ، پیوندها و 
اتصال ها

1 خیر زیرا مساحت عددی مثبت است.
2 اگر طول قطعه بریده شده را x در نظر بگیریم x عددی بین حداقل و حداکثر 

طول مفتول خواهد بود، یعنی بین صفر و 160 سانتی متر

x = طول قطعۀ بریده شده     , = = < <  

2 2
0 160

4 16
x xs x   3

 4 
طول قطع ةبریده شده160120100604844204

مساحت مربع 1600900625225144121251

 5

6 بین صفر و 1600 سانتی مترمربع. 
x∋{ نوشته می ‎شود. |0 > x ≥1600{ این مجموعه به صورت 

 cm= ⇒ =
2

900 120
16
x x    7

8 بله، به کمک جواب های بند )2( و )3( جواب بقیۀ سؤال ها را می توان داد.

طول قطعه
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پس از این فعالیت ها که هنرجویان با مفهوم رابطۀ بین کمیت ها آشنا شده اند و 
مقداری هم به طور غیرمستقیم با مفهوم دامنه و قانون تابع کار کرده اند، مفهوم 
تابع به طور مستقیم ارائه می ‎شود. برای تأکید بر یکتایی مقدار تابع  با یک مثال، 

حالتی که یک رابطه تابع نیست نیز تذکر داده می شود.

اهداف:
 تشخیص نوع رابطۀ بین دو کمیت، پرورش تفکر واگرا

1 بله هم جرم جسم تابعی از طول فنر است و هم طول فنر تابعی از جرم جسم 
است، زیرا با مشخص شدن هر یک، دیگری کاملًا مشخص می شود.

2 مثلًا، رابطۀ بین یک عدد و مربع آن عدد را در نظر بگیرید. با داشتن یک عدد 
می ‎توان مربع آن عدد را تعیین نمود ولی با داشتن مربع یک عدد، دو عدد می ‎توان 

یافت که مربع آنها همان مقدار باشد. 
در ادامه، دو مفهوم اساسی دامنه و قانون تابع معرفی می شوند و چگونگی تساوی دو 
تابع بیان می شود. مناسب است که در  اینجا مثال هایی زده شوند که نشان دهندۀ 

دو تابع مساوی و غیرمساوی باشند.
قانون  با  تابع  با  اعداد مثبت  دامنۀ مجموعۀ  و  =1y x x قانون با  تابع  مثال: 
y2=x و دامنۀ مجموعۀ اعداد مثبت مساوی اند، زیرا دامنۀ آنها یکی است و حاصل 

عمل قانون آنها نیز یکی است. 
قانون  با  تابع  با  اعداد مثبت  و دامنۀ مجموعه  =1y x x قانون با  تابع  مثال: 
آنها یکی نیست. اعداد مساوی نیستند، زیرا دامنۀ  y2  =  x   و دامنۀ مجموعۀ همۀ 

اهداف: 
 ارتباطات )زبان ریاضی(، شناسایی دامنه و قانون تابع

}v∋ |5 ≥ v ≥ 60{ = دامنۀ تابع   1
l= )60-v( ×12/5 :قانون تابع
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فصل هفتم: تابع

}x∋ |0 ˂ x ≥ 160{ = دامنۀ تابع   2

   =
2

16
xs قانون تابع: 

مسئله ها

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، استدلال کردن، ارتباطات )زبان ریاضی(

الف( بله، مساحت دایره را از روی محیط آن می توان به دست آورد و مساحت دایره 
برای  است.  مثبت  اعداد  تابع مجموعۀ همۀ  این  دامنۀ  است.  آن  از محیط  تابعی 

به دست آوردن قانون  این تابع فرض کنیدP محیط یک دایره باشد.

= محیط دایره = π ⇒ =
π

2
2
PP r r s=πr2= مساحت دایره و 

 ⇒ = π = π π 2 4
P P

ب( بله، محیط دایره را از روی مساحت آن می توان به دست آورد و محیط دایره 
تابعی از مساحت آن است. دامنۀ  این تابع مجموعۀ همۀ اعداد مثبت است. برای 

به دست آوردن قانون  این تابع فرض کنید S مساحت یک دایره باشد.

= π ⇒ = ⇒ = π = π
π π

2 2 2S SS r r P S

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، استدلال کردن

الف( خیر، دو مثلث متساوی‎الساقین زیر را در نظر بگیرید با رسم ارتفاع مرسوم از 
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رأس  این مثلث‎ها و استفاده از رابطۀ فیثاغورس می ‎توان طول ارتفاع آنها را یافت 
، بنابراین  h = 5 ، ‬MNK و در شکل h = 15   ، ABC در شکل

×= =1
15 2 15
2

S
 
و
 

×= =2
5 4 2 5
2

S

است  ممکن  مساوی  محیط  با  مثلث  دو  که  داد  نشان  )الف(  قسمت  خیر،  ب( 
آن  مساحت  مثلث،  یک  محیط  دانستن  با  پس  باشند،  داشته  متفاوت  مساحت 

نیست.  آن  محیط  از  تابعی  مثلث  مساحت  و  نمی شود  مشخص 

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، استدلال کردن

N

M K2

6

B

A C2

6

الف( خیر، به دو مثلث بالا توجه کنید.
×= =6 2 6
2MNKS =× و  =6 2 6

2ABCS

B

A C

h

2

4

4

4

N

M K

h
3 3

)1( )2(
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فصل هفتم: تابع

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، بازنمایی، پیوندها و اتصال ها، ارتباطات )زبان ریاضی(

بین طول وتر x )طول سرسره( و ارتفاع پله‎های سرسره از زمین y یک رابطه وجود 
دارد و به کمک قضیۀ فیثاغورس می توانیم رابطه زیر را بنویسیم.‬

= + ⇒ = +2 2 2 22 4x y x y

دامنۀ  این تابع مقادیر ممکن برای y است که مجموعۀ اعداد بین 2 و 4 است.

و   MN=NK= 37  ،  MNK مثلث  در  و  = 40BC ،  ABC مثلث  در  ولی 
بنابراین 

ABC 2+6 = محیط+ ≈40 14/3
MNK محیط = /+ + ≈37 37 2 14 1

که با هم مساوی نیستند
است  ممکن  مساوی  مساحت  با  مثلث  دو  که  داد  نشان  )الف(  قسمت  خیر،  ب( 
محیط متفاوت داشته باشند، پس با دانستن مساحت یک مثلث، محیط آن مشخص 

نمی شود و محیط مثلث تابعی از مساحت آن نیست. 

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، استدلال کردن، پیوند و اتصال با زندگی روزمره

بله، زیرا در هر لحظه زمان سنگ در جایی معین است و ارتفاع آن نیز معین است. 
از آنجا که  این حرکت فقط در 3 ثانیه انجام می شود، دامنه  این تابع مجموعۀ اعداد 

بین 0 تا 3 است.
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‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، ارتباطات )زبان ریاضی(

,+ = ⇒ =    
+

1 1 1 300
300 300

xy
x y x

  5 ≥ x≥ 1500

اهداف:
 پرورش نمایش یک مفهوم با ارائه های مختلف

]2 , 5[=}x∋ | 2 ≥ x ≥ 5{
)-1, 3( =}x∋ | -1 > x ˂ 3{ 
)4 ,7[ =}x∋ | 4 > x ≥ 7{
)-4 , -2( =}x∋ | -4 > x ˂ -2{

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، ارتباطات )زبان ریاضی(
الف( اگر x میزان شیرینی بر حسب کیلوگرم باشد داریم:

R =12000x ,          0≥ x≥ 2500 = درآمد حاصل از فروش x واحد شیرینی
ب( C=3000x+7000000 ,    0 ≥ x ≥2500= هزینه تولید x واحد شیرینی
پP - C  = 12000 x -)3000 x + 7000000( ,          0≥ x≥ 2500 ) = سود
P  =  9000 = سودx- 7000000 ,    0≥ x≥ 2500
تا  شود  تولید  شیرینی  کیلو  باید 778  حداقل  که  داد  توضیح  اینجا  در   می ‎توان 
شیرینی فروش ضرر نکند. یعنی باید به جای x در  این رابطه عددی قرار داد که 

P را مثبت کند.‬
P = 9000 = سودx - 7000000 ≤ 0 ⇒ x ≤ 778
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فصل هفتم: تابع

 بازه ها 

اهداف بخش 

 درک مفهوم بازه )فاصله(
 استفاده از بازه‎ها در نمایش دامنۀ توابع

 آشنایی با نمایش هندسی بازه‎ها
 آشنایی با نماد بی نهایت و چگونگی استفاده از آن برای نمایش یک بازه

واژه‎های کلیدی: 
بازه، بی نهایت

ورود به مطلب: 
در  مهم  زیرمجموعه های  برخی  نمایش  برای  نمادگذاری  فقط  بخش  هدف  این 
مجموعۀ اعداد حقیقی است. بنابراین تنها انگیزۀ مهم  این بخش نمادگذاری برای 
ساده تر صحبت کردن است و مناسب است که با مراجعه به بخش های قبل و دیدن 
برخی زیر مجموعه ها که به آنها برخورد کرده بودیم، انگیزۀ لازم برای نام گذاری 
آنها را فراهم کنید. بازه ها دستۀ خاصی از زیر مجموعه های مجموعۀ اعداد حقیقی 

هستند که بسیار به کار می آیند و به همین دلیل آنها را نام گذاری می کنیم.

اهداف:
 پرورش نمایش یک مفهوم با ارائه های مختلف

]2 , 5[=}x∋ | 2 ≥ x ≥ 5{
)-1, 3( =}x∋ | -1 > x ˂ 3{ 
)4 ,7[ =}x∋ | 4 > x ≥ 7{
)-4 , -2( =}x∋ | -4 > x ˂ -2{

2 5

1 3

4 7

−4 −2

2 5

1 3

4 7

−4 −2

2 5

1 3

4 7

−4 −2

2 5

1 3

4 7

−4 −2
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معرفی  بی کران  بازه های  نمایش  برای   -  ∞ و   +  ∞ نمادهای  ادامۀ  این بخش،  در 
می شوند. ‬

توجه داشته باشید که ∞  + و ∞  - نماد هستند و نشان دهندۀ هیچ عدد حقیقی 
از این  نیستند و اشاره به نقطۀ خاصی روی محور اعداد حقیقی ندارند. استفاده 
نمادها در بازه‎ها به معنای بی کرانگی بازه از بالا یا پایین است. مثلًا اگر بخواهیم 
x∋{، را نشان دهیم، می توانیم  |x ≤2{ مجموعه همۀ اعداد بیشتر از 2، یعنی

آن را به صورت )∞ + و 2[ نمایش دهیم.‬‬‬
چون هر بازه، زیر مجموعه‎ای از مجموعۀ اعداد حقیقی است می ‎توانید از اجتماع 
مجموعه ای  اعمال  است  این  ممکن  گاهی  و  کنید  نیز صحبت  بازه‎ها  اشتراک  و 
مجدداً یک بازه  ایجاد کند. همچنین می توانید از نماد )∞ + , ∞-( برای نمایش 

نمایید.‬‬ استفاده  برای هنرجویان قوی‎تر  اعداد حقیقی  کل مجموعۀ 
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فصل هفتم: تابع

بخش 2: نمادگذاری تابع ها

اهداف بخش 

 آشنایی با نحوۀ نام گذاری تابع ها و دامنۀ آنها
 آشنایی با مفهوم مقدار تابع در یک نقطه و بیان جبری قانون تابع از طریق یک 

متغیر
 درک مفهوم دامنۀ یک تابع به عنوان مجموعۀ مقادیر متغیر آن تابع

 درک تمایز بین مفهوم تابع و قانون تابع
 درک تفاوت تابع های با قانون یکسان و دامنه‎های مختلف

واژه‎های کلیدی: 
متغیر، دامنۀ تابع، مقدار تابع

نگاه کلی به بخش 

پس از درک مفهوم تابع برای بررسی جزئیات  این مفهوم نیازمند نام گذاری اجزای 
مفهوم تابع هستیم تا بتوانیم با سهولت در مورد آنها صحبت کنیم. به همین دلیل 
شیوۀ نام گذاری خود تابع، دامنۀ آن و مقادیر تابع به کمک متغیرها مطرح شده اند. 
در این بخش برای داشتن یک تصویر ذهنی بهتر از ماهیت تابع، به طور غیرمستقیم 
به نمایش فلشی تابع در یک مثال خاص اشاره شده است. ولی کار با چنین نمایشی 
از اهداف کتاب نیست. دبیران در صورت نیاز می‮توانند برای کمک به درک مفهوم 
تابع به عنوان یک عملگر عمل کننده روی بعضی مقادیر و ایجاد مقادیری دیگر، از 
این نمایش استفاده کنند. این نمایش برای توصیف توابع دلخواه بسیار مفید است. 
با متغیر عددی و مقادیر عددی سر و کار  توابع  با  این کتاب فقط  از آنجا که در 

خواهیم داشت از این نمایش استفاده‮ای نکردیم. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

اشتباه رایج:
در ادامه از طریق مکالمه بین هنرجو و دبیر به اشتباهی رایج در مفهوم تابع پرداخته‮ایم. 
در این اشتباه، برای محاسبۀ مقدار تابع در یک نقطه به قانون تابع نگاه می کنند که 
آیا در آن نقطه معنا دارد یا خیر در حالی که برای محاسبۀ مقدار تابع در یک نقطه 
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باید به دامنۀ تابع توجه کرد که آیا آن نقطه در دامنۀ تابع می باشد یا خیر. این اشتباه 
ناشی از این بدفهمی است که تابع و قانون تابع یکسان گرفته می شوند در حالی که 

دامنۀ تابع نیز بخشی از مفهوم تابع است که مستقل از قانون تابع تعیین می شود.‬‬‬‬‬‬
در این بخش با ارائۀ مثال ها و مسئله‮ها و کار در کلاس های متنوع سعی شده است 
اهمیت دامنه و شیوه های تعیین آن مشخص شوند. در تعیین دامنه نکتۀ اصلی در آن 
است که آن تابع قرار است چه پدیده ای را توصیف کند. محدودیت هایی که شرایط 
آن پدیده ایجاد می کند وضعیت دامنۀ تابع را مشخص می کند. البته ارائۀ تابع در 
جهان ریاضی هم انجام می شود که حتی اگر هیچ پدیدۀ واقعی هم در کار نباشد این 
ارائه کنندۀ تابع است که باید دامنۀ تابع را مشخص کند نه اینکه خود به خود از روی 

قانون تابع، دامنۀ آن مشخص باشد.‬‬‬‬‬‬

ورود به مطلب: 
هدف اصلی  این بخش نام گذاری تابع ها است و شیوۀ ورود به  این گونه مباحث 
تابع  اگر در مورد چند  نام گذاری برای سخن گفتن است. مثلًا  یادآوری ضرورت 
بخواهیم صحبت کنیم باید نامی  داشته باشند تا به آنها اشاره کنیم و برای آنکه 
با  باید جزئیات عملیاتی که  توابع صحبت کنیم  تفاوت های  این  بتوانیم در مورد 

بیان کنیم. بتوانیم  را  انجام می دهیم  توابع 
دربارۀ اهمیت توجه به دامنۀ تابع ها، می توانید از مثال های کتاب استفاده کنید یا 

مثال هایی شبیه آن را که متناسب هنرجویان کلاس باشد بیابید و مطرح کنید.
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اهداف : 
 نام گذاری تابع و بیان قانون تابع و دامن ةتابع از طریق متغیر، پرورش مهارت های 

استفاده از نمادهای ریاضی برای بیان ایده های ریاضی و بیان ایده ها، حل مسئله
1 الف( x را میزان مصرف بنزین بر حسب لیتر در نظر می گیریم.

                        g)x( = )60-x( 12/5                  Dg =]5 , 60[      
                        g)45( = )60-45( 12/5 =187/5     	 ب(
                        g)18( = )60-18( 12/5 =525   
خیر، )g)75 معنی ندارد زیرا 75 در دامنۀ  این تابع نیست. همچنین اگر به مفهومی  
که  این تابع بیان می کند مراجعه کنیم، عددی که مقدار  این تابع در آنجا محاسبه 
می شود حجم بنزین موجود در باک ماشین است و ماشینی که باک آن حداکثر 

60 لیتر گنجایش دارد نمی تواند 75 لیتر بنزین در خود داشته باشد.
پ( مجموعه ای که متغیر یک تابع در آن تغییر می کند همان دامنۀ آن تابع است. اگر 

نام متغیر v باشد قانون  این تابع به صورت g)v( = )60 - v(12/5 نوشته می شود.
ت( اگر نام متغیر t باشد قانون  این تابع به صورت 12/5)g)t( = )60 - t نوشته 

می شود و مجموعه ای که t در آن تغییر می کند دامنۀ g است.

) است. ) =
2

16
th t 2 الف( ]Dh= )0 ,160 و قانون تابع با متغیر t به صورت

ب(
( ) /= = ≈

25 255 1 57
16 16

h

( ) = =
21212 9

16
h

خیر )h)200 معنی ندارد، زیرا 200 در دامنۀ تابع نیست. همچنین اگر به مفهومی  
که  این تابع بیان می کند مراجعه کنیم، عددی که مقدار  این تابع در آنجا محاسبه 
می شود. طول مفتول بریده شده از یک مفتول 160 سانتی متری است و نمی توان 

از چنین مفتولی یک مفتول 200 سانتی متری برید.
) نوشته می شود و  ) =

2

16
xh x پ( اگر نام متغیر تابع x باشد قانون تابع به صورت 

x در دامنۀ تابع h  تغییر می کند.
z∋Dk  و ( ) =

2

16
zK z ت( در  این حالت	 ]Dk = )0 ,160 و 
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مسئله ها

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها،  استدلال کردن، ارتباطات )زبان ریاضی(

= + ⇒ = −2 2 225 25x y y x

−= =
25 5 25

2 2
y xS

.Ds=)5 , + ∞( یعنی .x < 5 :چون وتر از ضلع های زاویۀ قائمه باید بزرگ تر باشد، پس
 f بنامیم و قانون تابع مساحت مثلث را l ، x حالا اگر متغیر این تابع را به جای

داریم:  بنامیم، 
                                                  ( ) −=

25 25
2

lf l               Df =)5 , + ∞(         
و اگر متغیر این تابع را با u نشان دهیم و تابع مساحت را با h نشان دهیم، داریم: 

                                                      ( ) −=
25 25
2

uh u                   Dh =)5 , + ∞(            

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، استدلال  کردن، ارتباطات )زبان ریاضی، بیان ایده ها(

الف( ابتدا مساحت زمین را بر حسب مترمربع به دست می آوریم. 
10×10000=100000 m2

روز 1000=100÷100000

y

x

5
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فصل هفتم: تابع

یک کارگر در 1000 روز میوه چینی را کامل می  کند و دو کارگر در 500 روز 
می کنند.  کامل  را  میوه چینی 

از تعداد کارگران  تابعی  بله تعداد روزهای لازم برای کامل شدن میوه چینی  ب( 
است، زیرا با مشخص شدن تعداد کارگران تعداد روزهای مورد نیاز دقیقاً مشخص 
است.   1000

x
صورت  به  روزها  تعداد  باشد   x کارگران  تعداد  اگر  و  شد  خواهد 

دامنۀ  این تابع با توجه به  اینکه حداکثر تعداد ممکن برای کارگران 35 نفر است، 
است.   }1,2,…,35{ مجموعۀ 

 ( ) = 1000g x
x

 	 پ(

g)5(=200 :تعداد روزهایی که 5 کارگر میوه چینی را کامل می کنند

g( ) = 100030
30

تعداد روزهایی که 30 کارگر میوه چینی را کامل می کنند حدود 33/3 روز= 

ت( خیر زیرا x نمایش تعداد کارگر است و نصف کارگر بی معنی است.
 )g)40 بی معناست زیرا با توجه به دامنه حداکثر 35 کارگر می توانند کار کنند.

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها،  ارتباطات )زبان ریاضی(

دریافت  کرایه  تومان   1 متر،   2 هر  ازای  به  که  است  آن  معنای  به  مسئله  فرض 
نظر  در  تومان  بر حسب  را  کرایه  و  متر  بر حسب  را  مسافت طی شده  می شود. 
می گیریم. اگر متغیر  این تابع را با k و خود تابع را با x نشان دهیم طول مسافت 

داریم: و  بود  برحسب متر خواهد  طی شده 

( ) = + 600k x x              Dk =]0, 500000[
اگر متغیر را با l و تابع را با f نشان دهیم

( ) = +1 600
2

f l l            Df =]0, 500000[
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مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها،  استدلال، ارتباطات کلامی  )زبان ریاضی، بیان ایده ها(

         g)l(= l )l +2(         Dg =)0 , + ∞(     

خیر )1-( g معنی ندارد زیرا طول یک پاره خط )عرض( نمی تواند منفی باشد.

l

l + 2

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها،  استدلال کردن، ارتباطات  )زبان ریاضی، بیان ایده ها(
آن  از  بعد  و  برسد  زمین  به  سنگ  که  دارد  اعتبار  زمانی  تا  تابع  قانون این  الف( 
اعتبار ندارد. رسیدن سنگ به زمین در زمانی رخ می دهد که h=0 و با حل معادلۀ 

= 5t h = -5t2 +25=0 دیده می شود که زمان رسیدن سنگ به زمین در لحظۀ
 . ( ,= 0 5hD است. پس]

ب1( = -5)1(2+25=20 )(h و2+25 = 5)h)2( = -5)2. یعنی در پایان 1 ثانیه سنگ 
در ارتفاع 20 متری و در پایان 2 ثانیه سنگ در ارتفاع 5 متری از زمین قرار دارد.

مفهومی   به  اگر  و  نیستند  تابع  دامنۀ  در  اعداد  زیرا  این  ندارند  معنایی  پ( هیچ 
که  این تابع بیان می کند مراجعه کنیم دیده می شود شروع حرکت از لحظۀ صفر 
 5 به بعد است و قبل از صفر چنین حرکتی وجود ندارد و همچنین در لحظۀ 

حرکت خاتمه می یابد و بعد از آن، قانون تابع اعتباری ندارد.
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فصل هفتم: تابع

بخش 3: نمایش های تابع: جدول و نمودار

 
اهداف بخش

 آشنایی با جدول تغییرات تابع
 آشنایی با نمودار تابع

 کسب مهارت در رسم جدول مقادیر تابع
 کسب مهارت در رسم نمودار تابع از روی جدول

 تشخیص رفتار تابع از روی جدول و نمودار 
 درک رابطۀ بین نمودار تابع و جدول مقادیر تابع 

نگاه کلی به بخش: 
در این بخش با طرح یک مسئلۀ واقعی )تغییرات قیمت سکه در هفته های مختلف( 
هنرجو برای درک عمیق تری از تابع که ممکن است ضابطه‮ یا فرمولی نداشته باشد 
می گیرد  قرار  بحث  مورد  مکالمه  یک  در طی  که  مسئله  این  در  می شود.  آماده 
همچنین، نمایش جدولی تابع ها نیز مطرح خواهند شد. در این قسمت همزمان 
دو هدف دنبال می شود که یکی درک و پذیرش تابع هایی که فرمول ندارند و یکی 

دیدن جدول تغییرات یک تابع است.
در مثال های این قسمت دامنۀ برخی تابع ها گسسته است. )به فعالیتی که در مورد 

عدد پی و رقم های اعشاری آن در کتاب کار شده است، رجوع کنید. ‬‬(
البته نمایش جدولی یک تابع، غیرمستقیم در فعالیت ها به عنوان جدول نمایش 
رابطۀ بین دو کمیت مطرح شده است که در این بخش به عنوان جدول تغییرات 

تابع یا نمایش جدولی تابع رسماً معرفی می شوند.

ورود به مطلب: 
برای ورود به نمایش جدولی و نموداری تابع ها و اهمیت آن می توانید تابع قابل 
توجهی را مطرح کنید و سؤالاتی را در مورد رفتار آن، مانند کم یا زیاد شدن مقادیر 
تابع مطرح کنید که از روی قانون تابع نتوان به سادگی پاسخ آنها را یافت. سپس 
با یافتن نقطه به نقطه مقادیر تابع و یادداشت این مقادیر در یک جدول هم به 
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سؤال های مطرح شده پاسخ دهید و هم غیر مستقیم جدول یک تابع را به دست 
آورده باشید و آن را به عنوان نمایش جدولی تابع معرفی کنید. نمایش نموداری نیز 
مستقیماً از نمایش جدولی ساخته می شود که یک درک بصری و کامل از مقادیر 

یک جدول به دست می دهد.

اهداف : 
 پرورش مهارت های نمایش مفاهیم با ارائه های مختلف، برقراری ارتباطات کلامی

1

+∞→...100/10/01←0→ -0/01-0/1-10...←-∞t

0→...0/110100←-∞ +∞→-100-10-0/1...←0t
1

1/0

01/0-

01/01/0-

1/0-  

1/0
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فصل هفتم: تابع

این جدول و نمودار  نشان می‮دهند که مقادیر این تابع در باز ة)0,∞-( با بزرگ 
شدن مقدار متغیر و نزدیک شدن مقدار متغیر به صفر، مقدار تابع از هر عددی 
کوچک تر می‮شود که به اصطلاح گوییم مقدار تابع به منفی بی نهایت می‮رود و هر 
چه مقدار متغیر از هر عددی کوچک تر شود )در اعداد منفی از لحاظ قدرمطلق 
بزرگ شود(، مقدار تابع به صفر نزدیک تر می‮شود و همچنین در باز ة)∞+,0( با 
نزدیک شدن مقادیر متغیر به صفر مقدار تابع از هر عددی بزرگ تر می‮شود. در 
این حالت گوییم مقدار تابع به بی نهایت می‮رود و هرچه مقدار متغیر بزرگ تر شود 

مقدار تابع به صفر نزدیک تر می‮شود.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
2
 

2
3
21

1
20− 1

2-1t

-2
−3
40

1
40− 3

4-2g)t(
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مهارت ها و فرایندها:  
 حل مسئله، باز نمایی های چندگانه

2
7
4

3
2

5
41

3
4

1
2

1
40x

1
9
16

1
4

1
160

1
16

1
4

9
161f)x(

, 1-[ با بزرگ شدن  1
2
این جدول و نمودار نشان می دهند که مقادیر تابع در باز ة]

 1
4

، مقدار تابع بزرگ می‮شود و به  1
2
مقدار متغیر و نزدیک شدن مقدار متغیر به

[ با بزرگ شدن مقدار متغیر و نزدیک شدن  1
2
نزدیک می شود و همچنین در بازۀ ]2,

به 2 مقدار تابع کوچک تر شده و به 2-  نزدیک می شود.‬‬‬

مسئله ها

تابع کم  به 1 مقدار  از 0  تغییر مقدار متغیر  با  نمودار دیده می شود که  از روی 
می شود و به صفر نزدیک می‮شود و همچنین با تغییر مقدار متغیر از 1 به 2 مقدار 

تابع زیاد می‮شود و به 1 نزدیک می شود.‬‬‬‬‬‬
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فصل هفتم: تابع

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، باز نمایی های چندگانه

43210t

23210g)t(

از روی نمودار دیده می‮شود که با بزرگ شدن مقدار متغیر در دامنه، مقدار تابع 
نیز بزرگ می‮شود.‬‬‬‬‬‬

1
1
20

−1
2-1x

   0
3
21

3
20f     )x(

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، بازنمایی های چندگانه
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شبیه  می توان  تقریبی  رسم  با  ولی  است  نیم دایره  یک  به  مربوط  واقعاً  نمودار 
آورد. به دست  را  آن  بودن  نیم دایره 

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، باز نمایی های چندگانه، ارتباطات )زبان ریاضی، 

بیان ایده ها(

( ) ( )( ) ( ) − − −= − + → = − ⇒ = = =2 2 2 2 2 4 42 4 4
2 2

x y x xx x y y x f x s

( )⇒ = − −2 1S x x 	
دامنۀ این تابع کلیه مقادیر ممکن برای طول وتر است که حداقل 2 خواهد بود.  

Df  =)2,+∞(

+∞.........5432x

+∞..........62 320f  )x(

x − 2

y

x
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فصل هفتم: تابع

این جدول و نمودار  نشان می‮دهند که با بزرگ شدن مقدار متغیر در دامنه‮اش، 
مقدار تابع نیز بزرگ می‮شود تا جایی که اگر مقدار متغیر بسیار بزرگ شود مقدار 
تابع نیز بسیار بزرگ و از هر عددی بزرگ تر می‮شود که به اصطلاح گوییم )f)x به 

بی نهایت می رود. یعنی با بزرگ شدن وتر مساحت نیز بزرگ می‮شود.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، باز نمایی های چندگانه، ارتباطات )زبان ریاضی، 

بیان ایده ها(

الف( ابتدا قانون این تابع را به دست می آوریم.
	

( )= + ⇒ = + ⇒ = +2 2 2 225 25 25y x y x f x x

از آنجا که مستطیل های مورد نظر حداکثر 100 واحد مساحت دارند باید داشته 
باشیم:

	
S =5x ≥ 100 ⇒ x ≥ 20  ⇒  0> x ≥ 20

پس دامنۀ این تابع بازۀ ]0,20( است.
ب( 

20.........8410x

425.……8941265f)x(

x
y

5
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این جدول و نمودار نشان می دهند که با بزرگ شدن مقدار متغیر در دامنه‮اش، 
مقدار تابع یعنی طول قطر نیز افزایش می‮یابد.‬‬‬‬‬‬
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فصل هفتم: تابع

بخش پنجم:  نمودار برخی تابع های خاص 

اهداف بخش 

 آشنایی با تابع های چندجمله  ای و نمایش جبری و دامنۀ آنها
به کمک   b و   a تغییرات  ازای  به   y =  ax  +  b تابع  نمودار  تغییرات  تشخیص   

نرم افزار جئوجبرا
 آشنایی با نمودار تابع های درجۀ دوم  به کمک نرم افزار جئوجبرا

 حل معادلۀ درجۀ دوم به کمک نمودار تابع درجۀ دوم
 تشخیص تابع های مساوی

واژه های کلیدی: 
تابع چند جمله‮ای، تابع خطی، تابع ثابت، تابع درجۀ دوم، نمودار تابع ‬‬

نگاه کلی به بخش

پس از شناخت مفهوم تابع و نمایش های آن لازم است تابع هایی که در عمل بسیار 
با آنها برخورد می کنیم را بشناسیم تا در به کارگیری تابع ها مهارت کافی داشته 
باشیم. در این بخش به دلیل پرکاربرد بودن تابع های چندجمله‮ای، خطی، درجۀ 
دوم، ثابت در توصیف پدیده‮های طبیعی، چگونگی این تابع ها را از لحاظ نموداری 

و ضابطه بررسی می کنیم. ‬‬‬‬

ورود به مطلب:
شناخت  از  پس  که  کنیم  شروع  مثال  این  با  می توانیم  بخش  این  شروع  برای 
موجوداتی به نام حیوان لازم است برای شناخت بهتر، آنها را دسته بندی کنیم و 
انواعی از آنها را که بیشتر با آنها برخورد می کنیم با جزئیات بیشتری بشناسیم. در 
مورد تابع ها که مفهوم کلی آنها را شناختیم باید انواعی از آنها را که بیشتر با آنها 

برخورد می کنیم دسته بندی کنیم و آنها را با جزئیات بیشتری بشناسیم.
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اهداف موضوعی:
 درک مفهوم تابع ثابت

 آشنایی با قانون توابع ثابت
 آشنایی با نمودار توابع ثابت

مهارت ها و فرایندها:
 پیوندها و اتصال ها، بازنمایی های چندگانه، ارتباطات )زبان ریاضی، بیان ایده ها(

( ) ( ) ( )− = = =8 5 0
2
af f f  )1

2( اگر طول نقطۀ C را x در نظر بگیریم داریم :

20..........10-1-2x

2
a

...........2
a

2
a

2
a

f)x(

می باشد. نمودار این تابع خطی افقی به فاصله  ( ) =
2
af x

 
قانون این تابع به صورت

 از محور طول ها است. 
2
a

از طریق این فعالیت باید برای هنرجویان توضیح داده شود که مقدار این تابع در 
همۀ نقاط با هم مساوی است و این گونه توابع را تابع ثابت می نامند.

اهداف:
 پرورش تفکرواگرا

    y = x3 + 5x -1 و  y = x2 - 5x  :مثال
در ادامه به دستۀ خاصی از توابع چندجمله ای که توابع درجۀ اول یا همان توابع 
این توابع به عنوان رابطه های  با  خطی هستند پرداخته می شود. هنرجویان قبلًا 
خطی آشنا شده اند و در اینجا از نقطه نظر یک تابع به آنها نگاه خواهند کرد. از 
میان آنها تابع ثابت ممکن است چالش هایی به همراه داشته باشد که دربارۀ آن 

بحث مستقلی انجام شده است.

فعالیت آموزشی
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فصل هفتم: تابع

فعالیت آموزشی 

اهداف موضوعی: 
 آشنایی با نمودار توابع خطی در حالت های مختلف

b با ثابت بودن y = ax + b و تغییرات نمودار توابع a درک رابطۀ بین تغییرات 
a با ثابت بودن y = ax + b و تغییرات نمودار توابع b درک رابطۀ بین تغییرات 

 تشخیص تفاوت خط های عمود بر محور طول ها با سایر خط ها

مهارت ها و فرایندها:
کردن،  مقایسه  کردن،  استدلال  چندگانه،  بازنمایی های  اتصال ها،  و  پیوندها   

نرم افزار با  کار  کلامی،  ارتباطات 
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به عنوان مثالی دیگر، نمودار تابع f)x( = ax +1  به ازای مقادیر مختلف a در زیر 

 می‮گذرند و با تغییر 
 
 
 

0
1 رسم شده اند. دیده می شود که تمام این خط ها از نقطۀ

a  این خط ها حول این نقطه دوران می کنند و تقریباً کلیۀ خط های گذرنده از این 
نقطه را می سازند. ‬‬

)x( =2x-3 و      k)x( =2x-1  و h)x( =2x+2   و g)x( =2x+1   و    f)x( =2x 1 نمودار توابع
p  در صفحۀ قبل رسم شده اند: در این توابع مقدار  a ثابت و مقدار b تغییر می کند. 
دیده می شود نمودار این توابع به موازات یکدیگر رسم شده اند. این خط ها همگی با 

هم موازیند و فقط محل تلاقی نمودار آنها با محور عرض ها تغییر می کند.
2 نمودار تابع f)x( = ax به ازای مقادیر مختلف a در زیر رسم شده اند. دیده 
می شود که تمام این خط ها از مبدأ می‮گذرند و با تغییر a  این خط ها حول مبدأ 

دوران می کنند و تقریباً کلیۀ خط های گذرنده از مبدأ را می سازند. ‬‬
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3 اگر a مثبت باشد نمودار تابع با جهت مثبت محور طول‮ها زاویۀ تند می‮سازد و 
اگر a منفی باشد خط نمودار تابع با جهت مثبت محور طول‮ها زاویۀ باز می‮سازد. 

صفر بودن a نیز باعث می شود خط نمودار تابع، با محور طول ها موازی شود.‬‬‬‬‬‬‬‬
4 خیر، خط هایی که بر محور طول‮ها عمودند نمی توانند نمودار یک تابع باشند. ‬‬
دبیران در صورت داشتن وقت و آمادگی هنرجویان می توانند این مسئله که نمودار توابع 
با چه ویژگی مهمی تشخیص داده می شوند را مطرح کنند. نمودار یک تابع به گونه ای 
است که هر خط عمود بر محور طول ها حداکثر در یک نقطه آن شکل را قطع می کند، 
زیرا به ازای هر مقدار در دامنۀ تابع فقط یک مقدار برای تابع داریم. برعکس هر شکلی 
در صفحه با این ویژگی، حتماً نمودار یک تابع است که دامنۀ آن از تصویر عمودی آن 
شکل روی محور طول ها به دست می آید و به ازای هر مقدار در دامنه برای یافتن مقدار 
تابع یک خط عمود بر محور طول ها در آن نقطه رسم می کنیم و محل برخورد آن با 
شکل را می یابیم آن را روی محور عرض ها  تصویر می کنیم تا مقدار تابع به دست آید.

در ادامه توابع درجۀ دوم مطرح می شوند. 

فعالیت آموزشی

اهداف موضوعی: 
 تشخیص نمودار توابع درجۀ دوم

 تشخیص تأثیر تغییر ضرایب بر رفتار تابع

مهارت ها و فرایندها: 
 بازنمایی های چندگانه، استدلال کردن، مقایسه کردن، کار با نرم افزار، ارتباطات 

کلامی                      
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1 با رسم نمودار تابع y = x2+c به ازای مقادیر مختلف c مشاهده می شود که نمودار 
تابع 2x = y در راستای محور عرض‮ها جا به جا می‮شود. این جابه  جایی در صورتی که 

مقدار c مثبت باشد رو به بالا و در صورتی که c منفی باشد رو به پایین خواهد بود.‬‬‬‬

  با رسم نمودار تابع 2)b- x( = y،‌ نمودار تابع 2x = y در راستای محور طول‮ها  2
جا  به جا می‮شود. این جا به جایی در صورتی که مقدار b مثبت باشد رو به سمت راست 

‬‬‬‬  	 و در صورتی که b منفی باشد رو به سمت چپ خواهد بود.

3 با رسم نمودار تابع y = ax2 به ازای مقادیر مختلف 
a،‌ دهانه نمودار تابع y = x2  بازتر یا بسته تر می شود. 
هرچه مقدار a بزرگ ترشود دهانۀ نمودار بسته‮تر و 
هر چه مقدار a کوچک تر شود، دهانه نمودار بازتر 

می‮شود و همۀ نمودارها از مبدأ می‮گذرند.‬‬‬‬‬‬
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4 دهانۀ نمودار تابع y = ax2 در صورتی که مقدار a مثبت باشد رو به بالا است و 
اگر a منفی باشد دهانۀ نمودار رو به پایین می شود. 

اهداف : 
c و b و a تشخیص شکل کلی نمودار توابع درجۀ دوم از روی علامت و مقدار عددی
پرورش مهارت های نمایش مفهوم با ارائه های مختلف، برقراری پیوندها و اتصال ها 

)بین نمایش جبر و نمایش هندسی(
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a 1 منفی است زیرا دهانۀ نمودار رو به پایین است. b مثبت است زیرا نمودار 
به راست منتقل شده است. c مثبت است زیرا در صورت منفی بودن همۀ مقادیر 
تابع باید منفی شود در حالی که این تابع مقادیر مثبت هم دارد. از میزان انتقال به 

.c=2 و از میزان انتقال به بالا معلوم است که  b=1 راست معلوم است که
١ گفته شد:  a مثبت و b منفی و c  مثبت است. 2 الف( بنا به دلایلی که در 

ب( a منفی و b مثبت و c  منفی است.
پ( a منفی و b مثبت و c صفر است.

ت( a مثبت و b مثبت و c  منفی است.
در ادامه کاربردی از رسم نمودار توابع برای حل معادله ها مطرح شده است. این 
روش برای حل هر معادله ای به صورت f)x( =0 قابل به کار بردن است. اما در اینجا 

صرفاً برای حل معادله های درجۀ دوم به کار گرفته شده است.

فعالیت آموزشی

اهداف موضوعی: 
حل معادلۀ درجۀ دوم از طریق نمودار تابع درجۀ دوم

 درک مفهوم جواب معادله
 درک رابطۀ بین جواب های معادله و محل تقاطع نمودار تابع با محورها

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، بازنمایی چندگانه، ارتباطات کلامی، استدلال 

کردن، تقسیم کردن
       1
        

2 نقاط برخورد به طول 2-  و 1 هستند.
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3 ca4-2b = ∆  را به دست می‮آوریم 9= ∆ در نتیجه جواب‮های معادله به صورت 
x =-2  و x =1 است.‬‬‬‬

با  تابع  آن  نمودار  برخورد  نقاط  طول همان  دقیقاً  معادله  این  بله جواب های   4
است. طول ها  محور 

5 بله، زیرا محل برخورد نمودار یک تابع f با محور طول ها اگر در نقطۀ x صورت بگیرد 
این به معنای آن است که x( =0(f . پس جواب های معادلۀ0= )f)x  همان طول محل 

برخورد نمودار تابع f  با محور طول ها است. 

مسئله ها

مهارت ها و فرایندها:
 بازنمایی های چندگانه، پیوندها و اتصال ها

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، بازنمایی های چندگانه ، پیوندها و اتصال ها، استدلال کردن

الف( در دو نقطه نمودارها همدیگر را قطع کرده اند.
ب( اگر x طول یک نقطۀ برخورد نمودارهای دو تابع f  و g باشد این به معنای 
 g و  f پس طول نقاط برخورد نمودارهای دو تابع . f)x( = g)x( آن است که
 -2x2+4=2x+1 هستند. پس در اینجا معادلۀ f)x( = g)x( جواب های معادلۀ
طول نقاط برخورد نمودارهای توابع y=2x+1 و y=-2x2+4 را به دست می دهد.  
نقاط برخورد را به دست می دهد به  پ( معادله ای که جواب های آن طول 

به شکل زیر حل خواهد شد.  شکل 2x2+2x-3=0 ساده می شود. پس 

∆ = b2 -4ac  ⇒ ∆ =28 ⇒ − ± ∆ − ± − += = ⇒ =2 2 28 2 28
4 4 4

x x
 
 , − −= 2 28

4
x
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مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، بازنمایی های چندگانه، پیوندها و اتصال ها، استدلال کردن

الف( این توپ از زمین به هوا می رود و دو باره به زمین برمی گردد. قانون این تابع 
به هوا می رود و به سطح زمین  از سطح زمین  بازۀ زمانی که توپ  این  فقط در 
اعتبار دارد. لحظاتی که توپ در سطح زمین است همان جواب های  بازمی گردد 
معادله h = -5t2+20t =0  است که 0 و 4 است. پس دامنۀ این تابع بازۀ ]0,4[ است.
ب( با جئوجبرا نمودار تابع h = -5t2+20t را رسم می کنیم و دیده می شود که 

ارتفاع توپ 20 متر است. بیشترین مقدار 

پ( باید معادلۀ 5t2+20t =2- را حل کنیم. با حل جبری این معادله داریم :

دارد.   ]0,4[ بازۀ   در  دو جواب  معادله  این   . − ± ±= =
−

20 360 10 3 10
10 5

t  

یعنی توپ در دو لحظۀ مختلف در ارتفاع 2 متری قرار می گیرد، یکی هنگام بالا 
رفتن و یکی هنگام پایین آمدن. 

مناسب است که این جواب ها را به طور نموداری با تقاطع نمودار بالا با خط افقی  
y = 2 نیز به دست آوریم و تفسیر کنیم.
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تاریخ مفهوم تابع

تشخیص  در  تابع  مفهوم  وارد شد.  ریاضی  دنیای  به  شانزدهم  قرن  اواخر  از  تابع 
انسان  برای  مسئله‎ای  که  زمانی  تا  است.  هم  با  کمیت  چند  مقادیر  بین  ارتباط 
پیش نیامده باشد که حل آن، نیازمند شناخت ارتباط بین کمیت‎ها باشد، نیازی 
به مفهوم تابع نبوده است. اولین مسائلی که نیازمند مفهوم تابع بود توسط گالیله 
پیش آورده شد که به مطالعه حرکت اجسام و سقوط آزاد اجسام پرداخت. در این 
ارتباط بین زمان و مکان اجسام مطرح بود که امروزه تابع حرکت  مسئله یافتن 
جسم نام دارد. همچنین دکارت در اوایل قرن هفدهم با ساختن هندسه تحلیلی، 
این  نقاط  عرض  و  طول  مؤلفه‎های  بین  ارتباط  به  خم‎ها  و  توصیف خط‎ها  برای 

شکل‎ها رسید که بیان صریح آنها نیازمند مفهوم تابع بود.
ریاضی در طول تاریخ خود، همواره با فیزیک و مسائل مربوط به محیط پیرامونی 
همراه و عجین بوده است و تا شروع قرن بیستم هر ریاضیدانی مفاهیم ریاضی را در 
قالب مفاهیم فیزیکی یا هندسی دنیای پیرامون خود می‎دیده است. اولین جاهایی 
که مفهوم تابع رخ می‎دهند، ارتباط بین کمیت‎های متغیر فیزیکی است، به همین 
خاطر، نگاه اولیه به تابع به صورت ارتباط بین دو کمیت در حال تغییر است که 
متغیر اصلی را متغیر مستقل و کمیت وابسته به آن را متغیر تابع می‎نامند. در این 
نگاه، مفهوم تابع بسیار فیزیکی است و کمیتی در کار است که در حال تغییر کردن 

است و اصطلاح »متغیر« نیز از همین جا به وجود می‎آید. 
هیچ  که  نشان‎دار  و  نام  و  مستقل  شیئی  یک  عنوان  به  تابع  مفهوم  به  رسیدن 
بسیار کار  باید  ریاضیدا‎ن‎ها  و  نیست  ندارد، کار آسانی  پیشینه‎ای در ذهن کسی 
کنند تا به تعریفی درخور دست پیدا کنند. عملًا این فعالیت ریاضیدان‎ها از دورۀ 
لایب‎نیتس و نیوتون تا اوائل قرن بیستم که تعریف امروزۀ تابع به وجود آمد حدوداً 
سه و نیم قرن ادامه یافت. در این مدت هر کس برای خود تعریفی و برداشتی از 
تابع داشت و پس از پالایش‎های بسیار، ما امروز تعریف شسته رُفته‎ای از تابع در 

اختیار داریم. 
در زمان گالیله و دکارت، تنها اشیای شناخته شده در ریاضی، اعداد، نقاط، خط، 
نام  به  بوده‎اند. حتی چیزی  آنها  از طریق  اشیای ساخته شده  و  هندسی  صفحۀ 
بین  اعمال  و  روابط  نبود.  قبول  مورد  ریاضی  عنوان یک شیئ  به  اعداد  مجموعۀ 
مستقل  شیئ  عنوان  به  ولی  می‎رفت  کار  به  گزاره‎ها  و  خواص  بیان  در  اعداد، 
دیده نمی‎شدند. مثلًا ما اشیای فیزیکی اطراف خود را به عنوان شیئ به رسمیت 
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می شناسیم ولی رابطۀ بالا یا پایین بودن دو شیئی نسبت به یکدیگر را به عنوان 
یک شیئ نمی‎شناسیم. تابع نیز از جنس رابطه است ولی نه رابطه‎ای بین دو عدد 
خاص بلکه رابطه‎ای بین دسته‎ای از اعداد با دسته‎ای از اعداد دیگر. چنین موجودی 

در آن زمان وجود نداشت و باید به طریقی به وجود می‎آمد.
در مورد برخی توابع خاص که در عمل با آنها برخورد می‎شد، قانونی که ارتباط بین 
دو کمیت را برقرار می‎ساخت وجود داشت و در تعریف اولیه از تابع، ریاضیدان‎ها 
می‎توانستند برای شناسایی تابع به همین قانون که با یک عبارت جبری و تحلیلی 
بیان می‎شد، اشاره کنند. چنین برداشتی از تابع را اولر در سال 1748 میلادی در 

یکی از کتاب‎هایش به شکل زیر ارائه کرد.
اعَمال  طریق  از  که  است  تحلیلی  و  جبری  فرمولی  متغیر،  یک  از  تابع  یک   «

محاسباتی دلخواه روی متغیر و اعداد، تشکیل شده است. «
توابعی که به این شکل به وجود می‎‎آیند را می‎توانیم توابع اولری بنامیم. اگرچه 
رفع  برای  ولی  نمی‎گیرند  بر  در  می‎شناسیم  ما   که  را  توابعی  همۀ  اولری،  توابع 
مفهوم  این  توابع،  روی  کار  با  بوده‎اند.  کافی  زمان  آن  در  تابع  با  مرتبط  نیازهای 
توانست به عنوان یک شییء مستقل و با نام و نشان ریاضی، هویت بیابد و پذیرفته 
شد که در مورد توابع، همانند اعداد می‎توان صحبت کرد و خواص آنها را مورد 
مطالعه قرار داد، به ویژه مفاهیم پیوستگی و مشتق‎پذیری در مورد آنها قابل طرح 

است.
در برخورد با مسائل دیگری که در آنها خود تابع به عنوان مجهول مطرح می‎شود، 
نیاز به توابعی احساس شد که ممکن بود تابع اولری نباشند. مثلًا دالامبر در 1746 
شکل یک تار مرتعش که نمودار یک تابع است را مورد مطالعه قرار داد و نتیجه 
گرفت شکل تار مرتعش وابسته به شکل اولیۀ آن است. آیا شکل اولیۀ یک تار حتماً 
به صورت نمودار یک تابع اولری است؟ دالامبر خودش معتقد بود که شکل اولیۀ تار 
باید به صورت نمودار یک تابع با عبارت تحلیلی باشد، ولی اولر با این نظر مخالفت 
کرد و نهایتاً در 1755 تعریف خود از تابع را کلّیت داد و در کتاب دیگر خود تابع 

را به صورت زیر تعریف کرد.
تغییر کمیت دوم  باشد، که  به یک کمیت دیگر  وابسته  به گونه‎ای  اگر کمیتی   «
موجب تغییری در کمیت اول شود، کمیت اول را تابعی از کمیت دوم نامیم. این 
تعریف در کلی‎ترین حالت قابل به کار بردن است و شامل هر طریقی که مقدارهای 
کمیت دوم بر حسب مقدارهای کمیت اول مشخص شوند، می‎شود. بنابراین، اگر 
x  مقدار کمیت متغیر را نشان دهد، هر کمیت دیگری که به هر شکلی توسط آن 

تعیین شود تابعی از x  نامیده می‎شود.«
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در این زمان تابع هویت مستقل خود را در افکار اکثر ریاضیدان‎ها یافته بود و نیازی 
نبود تا برای اشاره به آن حتماً عبارتی تحلیلی در کار باشد تا به وجود تابع اطمینان 
پیدا کنند و وجود رابطه‎ای تعیین کننده با هر نوع ماهیتی، برای قبول وجود یک 
تابع کافی بود. البته توافق همگانی نسبت به مفهوم تابع به سادگی قابل حصول 
نبود و هر ریاضیدانی نظرگاه خاص خود را داشت، زیرا توابع به شکل‎های گوناگونی 
در مسائل  ظاهر می‎شدند و رویه واحدی برای برخورد با توابع وجود نداشت و هنوز 

معلوم نبود چه نگاهی به تابع ارزشمند و مناسب است. 
یکی از تغییرات که در مفهوم تابع رخ داد، آزاد شدن آن از ارتباط بین تغییرات 
کمیت‎های فیزیکی است. تعریف فوریه از تابع به گونه‎ای است که به تغییرات یک 
متغیر به عنوان مقادیر عددی معمولی نگاه می‎کند که متغیر می‎تواند اختیار کند 
و مقدارهای تابع نیز مقادیر عددی هستند که به ازای مقدارهای در نظر گفته شده 
برای متغیر با روشی معین که لزوماً تحت قانون ثابتی هم نیستند، به دست می‎آیند. 
در این نگاه لزومی ندارد که برای درک تابع، به مفاهیم فیزیکی و تغییراتی که در 
زمان رخ می‎دهند متوسل شویم و همان روش برای تعیین یک عدد از طریق یک 
عدد دیگر، تابع را مشخص می‎کند. دیریکله با کامل کردن کارهای فوریه در یافتن 
شرایط همگرایی سری‎های فوریه با تبعیت از فوریه تعریف تابع را در سال 1837 

به شکل زیر ارائه می‎کند.
»y  تابعی از x  است، هر گاه طبق قانونی به ازای هر مقدار x مقدار منحصر بفردی 

برای y نظیر شود. «
در آن زمان این تعریف بسیار کلی به نظر می‎آمد و ضرورت چنین تعریفی روشن 
نبود. این سؤال مطرح بود که آیا آنالیز و حسابان نیازی به این گونه توابع که معلوم 
ایجاد شاخۀ  با رشد ریاضی و  آنها چگونه ساخته شده است، دارد؟  قانون  نیست 
به تعمیم  نیاز  آنالیز و پیدایش نظریۀ مجموعه‎ها و وارد شدن مسائل پیچیده‎تر، 
مفاهیم، موجب پیدایش فضاهای کلی‮تر مانند فضاهای متریک و توپولوژیک شد. 
بحث توابع روی این فضاها نشان داد، دامنه و برُد توابع نقشی اساسی در خواص 
توابع بازی می‎کنند. در تعمیم تعریف تابع، کاراتئودری در 1917 ، مجموعه‎های 
غیر عددی را نیز به عنوان دامنۀ تابع معرفی کرد و نهایتاً بورباکی در 1939 تعریف 
تابع را به عنوان قانون نظیرسازی از اعضای یک مجموعه به مجموعۀ دیگر عرضه 
کرد که نهایتاً زیرمجموعه‎ای از مجموعۀ حاصلضرب را می‎سازد. این، تعریف رسمی 

تابع در ریاضیات امروزه است. ‬‬‬‬‬‬
تعریف امروزۀ تابع در ریاضیات دانشگاهی بسیار مختصر و مفید و منطقی است و 
بر اساس مجموعه ها انجام می شود. ولی این تعریف مختصر و منطقی برای شروع 
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آموزش تابع مفید نیست، زیرا بر اساس دانش قبلی هنرجو بنا نمی شود و مفهوم 
آموزش  نمی دهد.  نشان  به خوبی  است  کمیت  دو  بین  ارتباط  که  را  تابع  واقعی 
از طریق تعریف منطقی صورت نمی گیرد و روش های  صحیح یک مفهوم معمولاً 
مفهوم سازی باید به کار گرفته شوند. به همین علت در این کتاب هیچ گونه بحثی از 

تعریف منطقی تابع به صورت مجموعۀ زوج مرتبی دیده نمی شود.
از  می توان  عددی  مقادیر  و  عددی  متغیر  با  تابع های  مفهوم  روی  تبحر  از  پس 
از  گسسته  دامنۀ  با  تابع های  مثلًا  کرد.  صحبت  هم  دیگر  دامنه های  با  تابع های 
انسان ها یا سیارات یا چیزهایی دیگر که در ارتباط با زندگی روزمره هم باشد و 
فایده ای در تعریف آنها دیده شود. گسترش مفهوم تابع بستگی به نیاز هنرجویان 

دارد که نهایتاً در کجاها با چه نوع تابع هایی روبرو شوند.
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