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t�u~Ç ÁbÐ ÊUA� s� tÐ °U¹«bšò ∫XHÖ rO¼«dÐ« t� «— v�U~M¼ ©—ËUOÐ dÞUš® tÐ Ë

¨È—¬ò ∫œd� ÷dŽ å°øÈ«Áœ—ËUO� ÊUL¹« d~�ò ∫œu�d# åøvM�v� Áb�“ «— ÊUÖœd�

“« Ÿu?� —U?N?Ç ¨ —u?2 s?¹« —œò ∫œu?�d?# åÆb?ÐU?¹ g?�«—¬ r³KR r¼«ušv� v�Ë

r ¼ —œ Ë® s?� t?FDRtFDR ¨©Êœd� `Ð– “« fÄ® «— UN�¬ Ë °s� »U8²�« «— ÊUžd�

t?Ð ¨Ê«u?8?Ð «— U?N?�¬ bFÐ ¨ÁbÐ —«dR «— Ê¬ “« v²LAR ¨v¼u� d¼ dÐ fáÝ °©eO�UOÐ

—– “« r¼® ∫XÝ« rOJŠ Ë —œUR b�Ë«bš Ê«bÐ Ë °bM¹¬v� uð ÈuÝ tÐ XŽdÝÒ «

Æå©œ—«œ UN�¬ lLł dÐ v¹U�«uð r¼ Ë ¨XÝ« ÁUÖ¬ ÊUÖœd� ÊbÐ

Á—uÝÏ t¹¬ ‡‡ ÁdIÐ ≤∂∞

ÊUÖbM «uš UÐ vMcÝ

 tÐ ÊbOÝ— È«dÐ ÊUA�«v³Kn ÊUMOLÞ«d−� rO¼UH� “« È—UOAÐ v²Ý—œ œ—u� —œ ÒvÐd−ð Ë ÈœuNý „—œ tÐ œ

JHð vFO³Þ ÊU¹dł p¹ Ë v�UA�« ‘öð p¹ Ê«uMŽ tÐ eO� v{U¹— ÆXÝ« bM�“UO�Òb¹uÖv� UO�uÄ t� ÊUMâL¼ ¨ÈdAÐ d

È«d?Ð Ê«“u?�¬g�«œ åÆÊ¬ œd−� —U²šUÝ Èd~¹œ Ë v{U¹— vÐd−ð Ë ÈœuNý —U²šUÝ vJ¹ ¨XÝ« t³Mł Ëœ È«—«œò

‰ôb?²?Ý« t?Ð ÊbOÝ— Ë œuNý X¹uIð tÐ “UO� ¨v{U¹— VKD� p¹ v²Ý—œ “« s²#U¹ ÊUMOLÞ« Ë  U³Ł« ‘d¹cÄ Ë „—œ

qL²×�
±

 t� —uD�UL¼ Æœuý r¼«d# UN�¬ Èb¹d−ð „—œ È«dÐ Â“ô ÈU¼tMO�“ Uð b�—«œ «— g¹U�“¬ Ë tÐd−ð o¹dÞ “« ∑µ

tO�UOÐ —œ v�U� Ê«bO{U¹—Ï ±π∂≤JHðò ¨bM²ý«œ —UNþ« œuš Ò U³Ł« sOMâL¼ ¨XAO� vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« UNMð v{U¹— d

œu?š b?M?�U?L?¼ b?M�v� tz«—« «—  U³Ł« v~�u~Ç Ë  U³Ł« t� ÈdJ# Ë vM¼– ÈU¼bM¹¬d# ÆbýUÐvL� r¼ ·d2 È—u2

t−O²� t�  U³Ł«ÏÈU¼XOF{Ë “« XÝ—œ rO¼UH� Ã«d8²Ý« Æœuýv� »uA×� v{U¹— dJHð “« vA8Ð XÝ« v{U¹— dJHð 

ÈœuNý ÈU¼tMO�“ Ë qO¦Lð o¹dÞ “« ‰ôb²Ý« ̈ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ̈ œuNA� ÈUN²�UŠ “« rOLFð ̈ ”uLK� Ë ”uA×�

OÝbŠ p¹ Êœd� —UJý¬ È«dÐ t�ÒtI¹dÞ Ë p³Ý v~L¼ ¨b�Ë—v� —U� tÐ tÏt�uÖ v{U¹— JHð ÒÊËbÐ ¨lR«Ë —œ ÆXÝ« d

JHð vLÝ— dOž ÈU¼bM¹¬d# t�uÖ s¹« “« výU� ÈU¼tÐd−ðÒË UN�u�d# Ë U¼œUL� `O×2 gI� bM�«uðvL� Ê«“u�¬g�«œ ¨d

åÆbMM� „—œ «— È—u2 Ë pAš ÈUNðU³Ł«

OÝbŠ t� XÝ« XKŽ sOL¼ tÐÒt−O²� t� È“UÝtÏ U¹ Êœ“ ”bŠ qL²×� ‰ôb²Ý«t�U�dÐ UÐ b¹UÐ ̈ býUÐv� ÏtÝbM¼ Ï

ôuLF� ÆœœdÖ oOHKð ÊU²ÝdOÐœÎ ÈUNð—U³Ž UÐ U¼tOÝbŠ tL¼ ¨d¼ U¹ d¼ È«dÐ ÈUł tÐ  Uð bMÇ ¨vCFÐË¨œ—«œ œułË 

Á—UÐ—œ U¼tOÝbŠ Æb�uýv� ŸËdýÏÂULð g¹U�“¬ ÊUJ�« fÄ ¨bM²A¼ UOý« “« v¼UM²�U� œ«bFð p¹ q�Uý v¹U¼tŽuL−� 

±‡‡ Plausible reasoning



O?ÝbŠ p¹  U³Ł« Ë UN²�UŠÒtKOÝË tÐ tÏU?¹ v?²?Ý—œ vFDR sOOFð Á«— UNMð ¨t−O²� —œ Æœ—«b� œułË v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« 

OÝbŠ p¹ v²Ý—œU�ÒÊ«“u�¬g�«œ È«dÐ b¹UÐ tÝbM¼ ”—œ ¨U²Ý«— sOL¼ —œ ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« ¨t

 Uð bM� œU−¹« v³ÝUM� ÈUN²2d#Êœ“ ”bŠ”UÝ«dÐ ¨b�—«c~Ð g¹U�“¬ tÐ «— UNÝbŠ ¨b�dO~Ð œU¹ «— v¼UÖ¬ ÈË— “« 

t−O²� “« t� v¹U¼u~�«ÏOÝbŠ b�—Ë¬v� XÝœ tÐ UNÝbŠ ÒtKOÝË tÐ fáÝ Ë bMM� È“UÝtÏœ—u� —œ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« 

OÝbŠ v²Ý—œU� U¹ v²Ý—œÒsOMÇ Uð b�«Ábý rOEMð È—uÞ »U²� ÈUN²O�UF# ̈ qO�œ sOL¼ tÐ Æb�dO~Ð vFDR rOLBð œuš t

Á—UÐ—œ UN²O�UF# v¼UÖ Æb�—Ë¬ r¼«d# ‡‡ „b�« bMÇ d¼ ‡‡ «— v¹UN²2d#Ïö³R Ê«“u�¬g�«œ t� XÝ« tÝbM¼ “« v¹UN²LAR Î

«d¼Uþ t� XÝ« sJL� Ë b�«ÁbOMý «— UN�¬ v²Ý—œU� U¹ v²Ý—œÎt−O²� Ï�« ÆbýUÐ t²ý«b� v�U−O¼ UN�¬ È«dÐ XO�UF# ÒÂU−�« U

 ÊUL¼ UN�¬v³Kn ÊUMOLÞ«Ë dÖu−²Ał ÊUA�« d¼ “UO� t� XÝ«  ÒÈœuNý „—œ ‘—ËdÄ UÐ ̈ ÊUH�R� dE� “« ÆXÝ« ‚öš

t?F?Ýu?ð Ë oORœ ÈUNðU³Ł« „—œ —œ Ê«“u�¬g�«œ ¨UN²O�UF# s¹« jÝuðÏJHð Ò¨X?Ý« v?{U¹— ÈdOÖœU¹ X¹Už t� Èb¹d−ð d

 ∫b?¹u?Öv� UO�uÄ t� —uD�UL¼ ¨b�uýv� dðU�«uðË v?L?Ý— —u?Þ tÐ ¨bÝ—v� dE  tÐ ÈœuNý t- «— tâ ¬ bOM- vFÝ

p¹ s¹« ÆbOM- „—œ ÈœuNý —uÞ tÐ ¨b¹«Áœd-  U³Ł« oOnœ Ë vLÝ— —uÞ tÐ t- «— tâ ¬ Ë bOM-  U³Ł« oOnœ

ÆXÝ« V0Uł ÈeG� ‘“—Ë —Ëd{ ̈ v¹UN²O�UF# sOMÇ 


Êœ“ ”bŠ ̈ vÐd−ð ÈU¼t−O²� tÐ Êœ«œ UNÐ ̈ ÈuR œuNý s²ý«œ 

Ýuð fáÝ Ë UN�¬ ”UÝ«dÐÒOÝbŠ v²Ý—œU� U¹ v²Ý—œ œ—u� —œ vFDR rOLBð È«dÐ oORœ ‰ôb²Ý« tÐ qÒÊ«“u�¬g�«œ tÐ «— U¼t

«— œu?š v?Ýb?M ¼ g?�«œ t?²ÝuOÄ ¨pÇu� ÈUN¼ËdÖ —œ œuš ÈUN�ôb²Ý« “« ŸU#œ È«dÐ Ê«“u�¬g�«œ Æb¼œv� ÊUA�

r?¹—«Ëb?O?�« Æœu?ýv?� d?²?A?OÐ ÊUýœuš v{U¹— bO�uð Ë ÈdOÖœU¹ Ê«uð œ—u� —œ UN�¬ fH� tÐ œUL²Ž« Ë bM¼œv� g¹«e#«

bM¹¬d# UÐ eO� ÊUÖ—eÐ Ê¬ t� bM�«bÐ Ë b�uý UMý¬ v�U� ÈUN�«bO{U¹— jÝuð v{U¹— oKš Ë bO�uð v~�u~Ç UÐ Ê«“u�¬g�«œ

OÝbŠ ¨Êœd� tÐd−ð ¨Êœ“ ”bŠÒ—uBð ¨UN�¬ ÊËbÐ t� b�«Áœd� bO�uð «— vðUO{U¹— ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« fáÝ Ë È“UÝt

q?F?H?M?� ÊU?Öb?MM� X#U¹—œ UNMð bM�«uðvL� d~¹œ t� bM�«bÐ b¹UÐ Ê«“u�¬g�«œ ÆbÝ—v� dE� tÐ bOFÐ vKF# ÊU�“ —œ vÖb�“

g�«œt�U�dÐ ¨t−O²� —œ ÆbMýUÐ Ê«d~¹œ jÝuð Ábý bO�uð ÏONð È«t�uÖ tÐ b¹UÐ tÝbM¼ vÝ—œ »U²� Ë vÝ—œ ÒÊ«u²Ð Uð œuý t

F# gI� t� Xý«œ —UE²�« Ê«“u�¬g�«œ “« òÒtFÝuð —œ v�UÏåbMýUÐ t²ý«œ œuš v{U¹— g�«œ 
±

Æ

v�Ë—œ  bŠË vMF¹ Ê¬ “« Ã—Uš ÈU¼t�uI� ¨v{U¹— sOÐ Ë v{U¹— nK²8� ÈU¼t�uI� sOÐ ‰UBð« Ë ◊U³ð—«

F# tÐ ¨v{U¹— v�ËdOÐ ËÒÈdŁR� pL� XÝ« v{U¹— “« vA8Ð t� tÝbM¼ ÈdOÖœU¹ ÊU¹dł —œ Ê«“u�¬g�«œ Êœd� dð‰U

œuÝ Êœd� ‰ôb²Ý« È«dÐ Ê¬ ÊuÖU�uÖ ÈU¼—«eÐ« “« Ê«u²Ð Uð býUÐ È«t�uÖ tÐ b¹UÐ tÝbM¼ —œ v�Ë—œ v~M¼UL¼ ÆbM�v�

t?ÝbM¼ ÆXAłÏt?ÝbM¼ ¨v³O�dð Ït?Ýb?M¼ Ë vKOK×ð Ïd?Ð v?K?O?�œ Ë bM²A¼ tÝbM¼ nK²8� ÈUNA8Ð v~L¼ ¨vðU³ÝU×� 

tÝbM¼ ÈUN�ôb²Ý« —œ Æœ—«b� œułË Ê¬ ÈU¼t�uÖ “« vJ¹ tÐ Êbý œËb×�ÏÊ¬ —œ œułu� ÈU¼—«eÐ« UNMð t� ¨v³O�dð 

t?ÝbM¼ Ê«uðv� ¨býUÐ VÝUM� Uł d¼ tJKÐ ¨b�dOÖv� —«dR ÁœUH²Ý« œ—u�ÏÈUNýd~� “« Ë X#dÖ pL� tÐ «— vKOK×ð 

t?�œU?F� Ë  UB²8� ÁU~²Ýœ Ê«“u�¬g�«œ ÊuÇ ¨t�uL� È«dÐ ÆœdÐ œuÝ eO� vðUB²8� Ë vK¹b³ðÏÈU?N�UÝ —œ «— jš 

ÆbMM� ÁœUH²Ý« U¼tOCR  U³Ł« —œ vK³R g�«œ s¹« “« bM�«uðv� s¹«dÐUMÐ ¨b�«Áœd� tF�UD� t²ýcÖ

tFÝuð tÐ tÝbM¼ —œ v�Ë—œ ◊U³ð—« t� ÊUMâL¼ÏtÝbM¼ b�uOÄ vMF¹ Ê¬ v�ËdOÐ ◊U³ð—« ¨bM�v� pL� UN�uNH� 

± ¨ÊuÝËU¼ ‡‡±ππµ



¨Ê«“u�¬g�«œ v{U¹—  —bR g¹«e#« Ë ÈbM�tRöŽ ̈ ÁeO~�« œU−¹« —œ eO� vÝ—œ d~¹œ ÈU¼t�uI� UÐ Ë vFR«Ë ÈUO�œ UÐ

ŁR�Ò t?Ýb?M¼ —œ t� t�u~�UL¼ ÆXÝ« È—Ëd{ Ë d±ÂU?−?�« ÊU?J�« t� r¹—«œ UŽb²Ý« e¹eŽ Ê«—UJL¼ “« ¨r¹bý —Ë¬œU¹ 

 V�UR —œ ”ö� —œ UN²O�UF#pÇu- ÈUN¼ËdÖÆœuý X¹uIð UN�¬ —œ È—UJL¼ Ë X�—UA� ÕË— Uð b�—Ë¬ r¼«d# «— 

t?M?O�“ ÊœuÐ @�— r� qO�œ tÐ ¨b�Ë— s¹« ¨—U� È«b²Ð« —œ XÝ« sJL�Ïv�U�“ dE� “« ¨”—œ ÈUNÝö� —œ X�—UA� 

�« ÆbýUÐ dOÖXRËÒbF²�  UIOI×ð UÒtOŠË— ¨v�ôuÞ Ê«bMÇ t� v�U�“ —œ ¨b�Ë— s¹« s²#dÖ gOÄ UÐ t� bM¼œv� ÊUA� œÏ

Æœd?� Ê«d?³?ł X?Žd?Ý t?Ð Ê«u?ðv?� «— t?²?#— XÝœ “« d¼Uþ tÐ ÊU�“ ¨Ê¬ “« fÄ Ë Ábý œU−¹« ”ö� —œ v¼ËdÖ —U�

Á“«b�« tÐ Ê«“u�¬g�«œ ¨v¹UN²O�UF# sOMÇ ÂU−�« UÐ ¨ÁËöŽtÐÏÁbý bML�«uð g8Ð d¼ ÊU¹UÄ ÈU¼t�QA� ÂU−�« È«dÐ v#U� 

b¹UÐ vÐUOý“—« t� XÝ« È—Ëd{ t²J� s¹« d�– sOMâL¼ Æœ«œ b¼«uš ’UB²š« œuš tÐ «— Èd²L� XRË UN�¬ qŠ Ë
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≥tKŠd� Ëœ —œ «— ‚u^ —u²Ýœ ÆÏÆbOM� —«dJð Ábý œU−¹« ÈUNDšÁ—UÄ “« p¹d¼ ÈË— ¨d~¹œ 

¥ ÈU¼tKŠd� —œ Ábý œU−¹« ÈUNDšÁ—UÄ œ«bFð Æ± Uð ≥Xý«œœU¹ d¹“ ‰Ëbł —œ Ë b¹—ULAÐ «— 

ÆbO¹UL+

 tKŠd�                

          

    

n L 4 3 2 1 0

12 3
         

UNDšÁ—UÄ œ«bFð 

µt?KŠd� —œ UNDšÁ—UÄ œ«bFð œ—u� —œ ÆÏ ¥U?N?DšÁ—UÄ œ«bFð tKŠd� d¼ —œ øbO+“v� vÝbŠ tÇ 

øbM�v� dOOGð t+u~Ç

∂tKŠd� —œ UNDšÁ—UÄ œ«bFð s²^U¹ È«dÐ ÆÏ nøbOM�v� œUNMAOÄ «— v¹u~_« tÇ ¨



π

∑ dÖ« ÆnøbM�v� dOOGð t+u~Ç UNDšÁ—UÄ œ«bFð ¨œuý d²Ö—eÐ Ë ¯—eÐ 

∏tKŠd� —œ Ÿö{ô«ÈËU-²� YK¦� lK{ ‰uÞ dÖ« ÆÏ dÐ«dÐ dHi ±qiUŠ qJý jO×� ¨býUÐ 

 ÈU¼tKŠd� —œ±¨≤ Ë ≥ÆbOM� Xý«œœU¹ d¹“ ‰Ëbł —œ Ë b¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

                           tKŠd�

  

 n … 4 3 2 1 0         

3                       jO×�     

πt?KŠd� —œ qJý jO×� œ—u� —œ ULý ”bŠ ÆÏ ¥t?Ç U?Ð tKŠd� d¼ —œ qJý jO×� øX-OÇ 

øbM�v� dOOGð v³¹d{

±∞tKŠd� —œ qJý jO×� s²bU¹ È«dÐ ÆÏ nøbOM�v� œUNMAOÄ «— v¹u~Q« tÇ ¨

±± dÖ« ÆnøbM�v� dOOGð t+u~Ç qiUŠ qJý jO×� ¨œuý d²Ö—eÐ Ë ¯—eÐ 

 ÂU+ tÐ vKJý œuý —«dJð X¹UNMOÐ Uð YK¦� ÈUNFK{ ÈË— ‚ub —u²Ýœ dÖ«t)«œ ·dÐÏN ÔaœU−¹« 

t²J+Æœuýv�ÏœbŽ d¼ “« Ê¬ jO×� ̈ œËb×� ̀ DÝ œułË UÐ t� XÝ« Ê¬ qJý s¹« œ—u� —œ —Ë¬ XH~ý 

ÆbM�v� qO� X¹UNMOÐ tÐ qJý s¹« jO×� œuýv� t²HÖ t� v¹Uł Uð¨œuýv� d²Ö—eÐ vÖ—eÐ

 Èó?ð«d?²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨d¹“ XOQUFb —œOOGðd?ÁUÖb¹œv?¹«d?I²Ý« ‰ôb²Ý« “« vQU¦� vÝ—dÐ tÐ ¨

Æb¹“«œdáÐ

 XO6UF�±‡‡π

b×� vFK{bMÇ p¹ —œ —ËU−�dOž ”√— Ëœ ÁUÖd¼ÒtKOÝË tÐ »Ï¨œuý qiË r¼ tÐ jšÁ—UÄ p¹ 

 p¹"Æb¹¬v� XÝœtÐ vFK{bMÇ Ê¬ “« dD

b×� ÈUNOFK{ bMÇ ©nQ«ÒÆbOM� rÝ— vFK{XA¼ Uð «— »

 ©»"ÆbO¹UL+ q�U� «— d¹“ ‰Ëbł Ë bOM� rÝ— «— UNOFK{bMÇ s¹« “« p¹d¼ ÈU¼dD

 œ«bFð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«tDÐ«— U¹¬ ©Û"øœ—«œ œułË U¼dD

 ‰Ëbł ÈU¼Áœ«œ sOÐ È«tDÐ«— Ê«uðvL+ vÖœUÝtÐ ̈ b¹œd� tÐd−ð t� —uD+UL¼±ULý tÐ Uð œd� «bOÄ 

 œ«b?F?ð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«tDÐ«— vMOÐgOÄ È«dÐ v¹u~Q« Êœd� «bOÄ —œ"d¼ —œ UNOFK{bMÇ ÈU¼dD

UNFK{ œ«bFð≥¥µ∂∑∏

U¼dD" œ«bFð∞≤µ

 ‰Ëbł±



±∞

È—Ë¬l?L?ł t?Ð Ë b?O ¼œ d?O?O?G?ð «— œu?š ÁU?Öb?¹œ s¹«dÐUMÐ ÆbM� pL� ¨œuÐ XOQUFb s¹« ·b¼ t� ¨tKŠd�

Æb¹“«œdáÐ tQQ-� s¹« qŠ Ë XOQUFb s¹« ·b¼ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ  ËUH²� ÈU¼Áœ«œ

 ‰Ëbł © ≤∫bOM� qOLJð «— 

                                                    

   

 ‰Ëbł≤

               UNFK{ œ«bFð≥¥µ∂∑∏

”√— p¹ “« Ábý rÝ— ÈU¼dD" œ«bFð∞±

 ‰Ëbł ÈUNOFK{bMÇ —œ ©À≤ sOÐ È«tDÐ«— U¹¬ ¨UNFK{ œ«bFð Ë Ábý rÝ— ÈU¼dDU œ«bFð

”√— p¹ “«øœ—«œ œułË 

 œ«bFð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«tDÐ«— bO+«uðv� U¹¬ ©Ã"ÈUNOFK{bMÇ ÈUNÝ√— ÂULð “« t� v¹U¼dD

t×HiÏ "øbO+eÐ ”bŠ ¨b+uýv� rÝ— q³

 œ«bFð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«tDÐ«— U¹¬ ©ı" p¹ ”√— d¼ “« Ábý rÝ— ÈU¼dDnvFK{ œułË 

øœ—«œ

t?D?Ð«—¨Ê¬ “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð b?O?+«uðv� U¹¬ ¨b¹œd� «bOÄ È«tDÐ«— ©ı® XL-" —œ dÖ« ©ÕÏœ«b?Fð sOÐ 

 œ«bFð Ë UNFK{" p¹ ÈUNÝ√— ÂULð “« t� v¹U¼dDnvFK{øbO+eÐ ”bŠ «— b+—cÖv� 

 t+u~Ç ©Œ ÁUÖb¹œ dOOGð Èóð«d²Ý« œ«bFð sOOFð È«dÐ È«tDÐ«— Uð œd� pL� ULý tÐ"ÈU¼dD

øb¹—Ë¬ XÝœtÐ UNOFK{bMÇ

U¼t6Q��

± p?¹ v?K?š«œ ÈU ¼t?¹Ë«“ Ÿu?L?−?� t� È«tDÐ«— ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Ænv?FK{ 

b×�ÒÆbO¼œ `O{uð «— —U� ÂU−+« qŠ«d� Ë bO+eÐ ”bŠ bM�v� ÊUOÐ «— »

≤p?¹ ÈU ¼“U?-?L?O?+ œ—u?šd?Ð “« q?iU?Š qJý ÈUNOÖó¹Ë ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

ÆbO¼œ `O{uð «— œuš ÈUNÝbŠ tÐ ÊbOÝ— v~+u~Ç Ë bOM� vMOÐgOÄ «— Ÿö{ô«È“«u²�

≥ tQQ-� —œ Æ"U-Q«ÈËU-²� tI+“Ë– p¹ Ÿö{ô«È“«u²� ÈUł tÐ q³"tÇ Ær¹dOÖv� dE+ —œ sO

øbO+“v� Ê¬ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ œ—ušdÐ “« qiUŠ qJý œ—u� —œ vÝbŠ

¥tDI+ p¹ ÆÏ ÈË— Á«u0Qœ "Áb?ŽUÏU-Q« ÈËU-²� YK¦� p¹ "t?Ð tDI+ s¹« “« Æb¹dO~Ð dE+ —œ sO

UN+¬ ŸuL−� fáÝ Áœd� ÈdOÖÁ“«b+« «— jšÁ—UÄ Ëœ ‰uÞ ÆbOM� rÝ— vÞuDš YK¦� ‚UÝ Ëœ  «“«u�

 ÈË— t?D?I?+ s¹« Êœd� UłtÐUł UÐ Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «—"Á“«b?+« —œ Èd?OOGð tÇ ¨ÁbŽUÏœU?−?¹« ŸuL−� s¹« 



±±

øœ—«œ œułË YK¦� È«eł« Ë ŸuL−� s¹« sOÐ È«tDÐ«— U¹¬ øœuýv�

±‡‡≤vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡

 XOQUFb —œ±‡‡µÁ—UÐ—œ Ï q?O?D²�� vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U�LO) œ—ušdÐ “« qZUŠ qJý

œUM²Ý« UÐ jIb rO+«uðvL+ ¨‰UŠ s¹« UÐ ÆXÝ« lÐd� p¹ ¨qJý Ê¬ t� r¹b¹œ g¹U�“¬ UÐ Ë r¹œ“ v¹UNÝbŠ

t−O²+ tÐÏK?� ÈdOÖt−O²+ p¹ g¹U�“¬ bMÇ Ò“« t?� rO¹u~Ð Ë rOM� v¨q?OD²�� d¼ ÈU¼“U�LO) œ—ušdÐ 

Æœuýv� qZUŠ lÐd� p¹“« b¹UÐ ¨rO¼œ ÊUA+ vKOD²-� d¼ È«dÐ «— t−O²+ s¹« v²Ý—œ rO¼«u0Ð dÖ« 

 X?O?QU?F?b —œ t � «— v?ÝbŠ v²Ý—œ ÆrOM� ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë—±‡‡µ‰ôb?²?Ý« pL� UÐ 

∫rO¼œv� ÊUA+ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— UÐ ¨r¹œ“ v¹«dI²Ý«

 Á«u0Qœ qOD²-�ABCDÆrOM�v� rÝ— «—Ê¬ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ ¨t²bdÖ dE+ —œ «— 

 ÂUÖ±

 ‡‡AYt¹Ë«“ “U-LO+ Ï At¹Ë«“ Ë XÝ« Ï A "∫fÄ ÆXÝ« tLzU

    A
∧

1 = 45
o

 ‡‡DWt¹Ë«“ “U-LO+ Ï Dt¹Ë«“ Ë XÝ« Ï D "∫fÄ ÆXÝ« tLzU

    D
∧

1 = 45
o

 YK¦� ¨s¹«dÐUMÐAZDU-Q«ÈËU-²� "t¹Ë«“ —œ Ë XÝ« sOÏ Z "t−O²+ —œ ÆbýUÐv� tLzU

®±                          ©Z
∧

1 = Z
∧

2 = 90 ,  AZ = DZ

 ÂUÖ≤

 ÂUÖ tÐUA� vQôb²Ý« UÐ± YK¦� œuýv� t−O²+ BXCU-Q«ÈËU-²� " Ë sO"∫fÄ  ÆXÝ« t¹Ë«eQ«rzU

®≤                       ©
    X
∧

1 = X
∧

2 = 90
o  ,  BX = CX

® ÈU¼tDÐ«— tÐ tłuð UÐ±® Ë ©≤ ÊœuÐ qOD²-� Ë ©ABCD YK¦� Ëœ t� œuýv� t−O²+ ¨ADZË 

BXCªs¹«dÐUMÐ ÆbM²-¼ XANML¼ 

DZ = CX

A B

CD

w

z x

1

1

1 1

Y

2 2

 qJý≤



±≤

 ÂU?Ö tÐUA� vQôb²Ý« UÐ± Y?K?¦� t� r¹dOÖv� t−O²+ ¨CWDU?-Q«ÈËU-²� eO+ " Ë sO"t?¹Ë«eQ«rzU

∫vMF¹ ÆXÝ«

®≥                               ©W
∧

= 90 ,  DW = CW

 ÂUÖ≥

® ÈU¼tDÐ«— “«±® ¨©≤® Ë ©≥ v?F?K{—UNÇ t� r¹dOÖv� t−O²+ ©WXYZ©ø«d?Ç® XÝ« qOD²-� 

łuðUÐÒ® ÈU¼tDÐ«— tÐ t≤® Ë ©≥∫Xýu+ Ê«uðv� ©

DW − DZ = CW − CX

U¹

®¥                                           ©WZ = WX

tDÐ«—Ï® ¥ q?O?D²-� ÷dŽ Ë ‰uÞ t� b¼œv� ÊUA+ ©WXYZ f?Ä ¨XÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ WXYZ

∫t� r¹œ«œ ÊUA+ vK� XQUŠ —œ t−O²+—œ ÆXÝ« lÐd� p¹

ÆXÝ« lÐd� p¹ qOD²-� d¼ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ “U-LO+ œ—ušdÐ “« qiUŠ qJý

 «— U?N?+¬ v?²?Ý—œ t?� r¹œd� ÁœUH²Ý« ©vI¹UIŠ® v¹UNLJŠ “« ¨ôUÐ  U³Ł« —œ"ö³ÎÊ¬ Ær?¹œuÐ Áb¹œ 

∫“« bMð—U³Ž UNLJŠ

 YK¦� d¼ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ŸuL−� ‡‡±∏∞ªXÝ« tł—œ 

t¹Ë«“ Ëœ t� v¦K¦� ‡‡ÏU-Q«ÈËU-²� ¨œ—«œ dÐ«dÐ "ªXÝ« sO

ªb+dÐ«dÐ ”√— tÐ qÐUI²� ÈU¼t¹Ë«“ ‡‡

ÆXÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ qiUŠ ¨rOM� r� ÊU-J¹ —«bI�Ëœ ¨ÈËU-ð p¹ sObdÞ “« dÖ« ‡‡

ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— “« È«t)uL) ¨ôUÐ ‰U¦�

‡‡ s¹dLð0A� Ò tÇ —œ ôUÐ ÈUNLJŠ “« p¹d¼ bOM� h"ÁœUH²Ý« œ—u� ôUÐ  U³Ł« “« v¹UN²L-

"øXÝ« t²bdÖ —«d

t¹Ë«“ d¼ “U-LO+ rÝ— UÐÏËœ ‰uÞ Æœuýv� rO-Ið jš Á—UÄ Ëœ tÐ t¹Ë«“ Ê¬ tÐ qÐUI� lK{ ¨YK¦� 

tDÐ«— Ábý œU−¹« jš Á—UÄÏ —œ «— tDÐ«— s‡¹« Æb+—«œ t¹Ë«“ Ê¬ lK{ Ëœ ‰uÞ UÐ v³QUł "ÊUOÐ Èb‡FÐ tOC

ÆrO¼œv� ÊUA+ «— Ê¬ v²Ý—œ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë Áœd‡�



±≥

łuð UÐ vMF¹ Ò dÖ« qJý tÐ tADt¹Ë«“ “U-LO+ Ï vKš«œ  A∫rOM� XÐUŁ b¹UÐ ¨býUÐ

AB

AC
=

BD

DC

∫ÊU¼dÐ ÈUNFK{ BA Ë  BCË rO¼œv� œ«b²�« «—

 ”√— “«Ct¹Ë«“ “U-LO+  «“«u� tÐ vDš Ï A vMF¹® AD©

 œ«b²�« Uð rOM�v� rÝ—BA —œ «— E "ÆbM� lD

∫t?OCUt?¹Ë«“ d ¼ “U?-?LO+ ¨YK¦� d¼ —œ Ït?Ð «— t?¹Ë«“ Ê¬ t?Ð Ë—t?ÐË— lK{ ¨vKš«œ 

 t¹Ë«“ lK{ Ëœ X³-+"ÆbM�v� lD

 ÊuÇAD È“«u� CE dÖ« XÝ« ACÁU~+¬ r¹dO~Ð dE+ —œ »—u� jš Ê«uMŽ tÐ «— 

®±                           ©  A
∧

1 = C
∧

1

 dÖ« ËBEÁU~+¬ r¹dO~Ð dE+—œ UN+¬ »—u� jš Ê«uMŽ tÐ «— 

®≤                           ©  A
∧

2 = E
∧

1

 ¨tQQ-� ÷db o³Þ vbdÞ “«ADt−O²+ —œ XÝ« “U-LO+ 

®≥                          ©  A
∧

1 = A
∧

2

® ÈU¼tDÐ«— “« ‰UŠ±® ¨©≤® Ë ©≥XbdÖ t−O²+ Ê«uðv� ©

  C
∧

1 = E
∧

1

 YK¦� fÄAECU-Q« ÈËU-²� "Ë XÝ« sO

®     ¥                        ©AE = AC

 YK¦� —œBEC ¨AD È“«u� EC o³Þ fÄ ¨XÝ« "tOCÏr¹—«œ fQUð 

®µ                      ©

AB

AE
=

BD

DC

A

CDB

A

B D C

E

1

2 1

1

 qJý≥

 qJý¥



±¥

tDÐ«— tÐ tłuð UÐÏ® ¥tDÐ«— —œ dÖ« ©Ï® µ ÈUł tÐ ©AE Ê¬ ÈËU-� ACXý«œ rO¼«uš ̈ rOM� s¹e~¹Uł «— 

AB
AC

=
BD
DC

Æœuýv� XÐUŁ rJŠ t�

œ«Ò —œ «—Ê¬ v?²Ý—œ t� v¹UŽ"t?OCÏ "p?¹ «d?¹“ ÆX?-O+ vSUš YK¦� tÐ œËb×� ¨r¹œ«œ ÊUA+ q³

 t� r¹œ«œ ÊUA+ Ë r¹œd� rÝ— vÞdý êO¼ ÊËbÐ «— YK¦�t¹Ë«“ d¼ “U�LO)ÏË—tÐË— lK{ ̈ YK¦� vKš«œ 

Æb?M?Av?� r?O�Ið t¹Ë«“ Ê¬ lK{ Ëœ X³�) tÐ «— t¹Ë«“ Ê¬ tÐÈ—«c?~?�U+ È«dÐ t� r¼ «— v¹U¼œUL+ 

SUš vÖó¹Ë êO¼ ̈ r¹œdÐ —U� tÐ qJý —œ YK¦� ÈUNÝ√— Ë UNFK{ œ«b²�«Ò«— UN+¬ rO²-+«uðv� Ë bM²ý«b+ v

œ« ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— UÐ Ë rOM� ÷uŽ Èd~¹œ œUL+ d¼ UÐÒÆrO¹UL+ XÐUŁ «— ‚u^ ÈUŽ

 ∫s¹dLðt?¹Ë«“  d ¼ “U-LO+ bOM� XÐUŁÏËœ X?³-+ tÐ «— t¹Ë«“ Ê¬ tÐ Ë—tÐË— lK{¨YK¦� vł—Uš  

ÆbM�v� rO-Ið t¹Ë«“ Ê¬ lK{

∫t� r¹œd� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨ÊuM� Uð

öð “« ‡‡"ªb¹¬v� b¹bÄ lÐd� p¹ ¨qOD²-� d¼ ÈU¼“U-LO+ v

ªXÝ« Ê¬ —ËU−�dOž vKš«œ t¹Ë«“ Ëœ ŸuL−� dÐ«dÐ YK¦� vł—Uš t¹Ë«“ d¼ ‡‡

t¹Ë«“ d¼ “U-LO+ ‡‡ÏrO-Ið t¹Ë«“ Ê¬ lK{ Ëœ X³-+ tÐ «— t¹Ë«“ Ê¬ tÐ Ë—tÐË— lK{ YK¦� vKš«œ 

ÆbM�v�

K� ÈU¼t−O²+ s¹«Ò “« v¹U¼t+uL+ ¨bM²-¼ XÝ—œ tAOL¼ t� vtOCHÆbMýUÐv� 

łuð Èd²AOÐ ÈUN_U¦� tÐÒ∫bOM� t

± s¹d²LN� “« vJ¹ ‡‡" v{U¹— ÈU¼tOC"∫XÝ« ”—užU¦O^ tOC

ÆXÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� ¨t¹Ë«e6«rzUH YK¦� d¼ —œ

≤ YK¦� p¹ “« lK{ p¹ Ë dðË dÖ« ‡‡" YK¦� “« lK{ p¹ Ë dðË UÐ t¹Ë«e_«rzU"t¹Ë«e_«rzUÏÈd~¹œ 

bM²-¼ XANML¼ YK¦� Ëœ Ê¬ ÁU~+¬ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ dOE+ tÐ dOE+
±

Æ

≥t¹Ë«“ d¼ È«dÐ ‡‡Ï αtDÐ«— ¨ÏdÐ d¹“ "∫XÝ« —«d

sin2 α + cos2 α = 1

¥ X³¦� vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ ‡‡x Ë y¨

         

  

x + y
2

≥ xy

± ‡‡ ≤ ‡?‡ ±∫i?I) ‰U¦� ‡‡   X?O_UF^ —œ±‡?‡¥t?� b?�¬ d?E?+ tÐ sOMÇ ¨g¹U�“¬ bMÇ “« fÄ ¨

t?D?I?+ tAOL¼Ï Y?K?¦?� q?š«œ —œ U?N?ŽUHð—« vÝdL¼ "�« Æœ—«œ —«dÒt?Ð v?¦?K?¦?� U?Ð «— ”bŠ s¹« t� v²"Ë U

± tÝbM¼ —œ tOC" s¹«  U³Ł« ‡‡±ÆXÝ« Áb�¬ 



±µ

ÈUNFK{ ∂ ¨∏ Ë ±≤ÊËd?OÐ UNŽUHð—« t� b¹œd� Áb¼UA� ¨b¹œu�“¬  «— d~¹bJ¹ YK¦� v� lD"s?¹« ÆbMM�

ÆœuÐ vK� ”bŠ Ê¬ È«dÐ vCI+ ‰U¦� ¨’Uš YK¦�

œ« Ë b¹œuL+ dðq�U� «— œuš ”bŠ ¨iI+ ‰U¦� s¹« UÐ b¹UýÒtDI+ t� b¹œd� UŽÏUNŽUHð—« vÝdL¼ 

t?�«œ« ¨‰U?Š s?¹« U?Ð ÆÊ¬ Ã—U?š U¹ œdOÖv� —«d" YK¦� qš«œ U¹ÏO?QUFb Ò X± ‡?‡¥t?DI+ vÝ—dÐ Ë Ïv?ÝdL¼ 

 YK¦� ÈUNŽUHð—«"UÐ «d¹“ býUÐvL+ vK� ÈdOÖt−O²+ p¹ eO+ b¹bł ”bŠ t� œ«œ ÊUA+ ULý tÐ t¹Ë«eQ«rzU

O�uLŽ ¨‰U¦� p¹ÒK� ÈdOÖt−O²+ XÒÆXb— sOÐ “« v

ÆłuðÒ∫tK� ÈdOÖt−O²+ p¹ v²Ý—œ ÒtKOÝË tÐ vÏv²Ý—œU+ U¹ ¨œœdÖv�  U³Ł« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« 

Æœuýv� Áœ«œ ÊUA+ iI+ ‰U¦� p¹ UÐ Ê¬

∫‰U¦�ÆXÝ« @MÖ ÈœbŽ Á—«uL¼ @MÖ œbŽ Ëœ d¼ lLł qiUŠ 

qŠrOM� »U0²+« d¹“  —uitÐ «— @MÖ œbŽ Ëœ XÝ« vbU� ¨vK� ÈUŽœ« s¹« œ— È«dÐ ∫

  
  x = 2

  
y = − 2

¨ —ui s¹« —œ

  
x + y = 2 + ( − 2) = 0

XÝ« @MÖ ÈœbŽ ¨@MÖ œbŽ Ëœ ŸuL−� ¨UN+¬ —œ t� œ—«œ œułË ÈœU¹“ œ—«u� tÇ dÖ« vMF¹

K� ÈdOÖt−O²+ v²Ý—œU+ ¨ôUÐ iI+ ‰U¦� UÐ ¨‰UŠ s¹« UÐ  vQËÒ vÈœbŽ Á—«uL¼ @MÖ œbŽ Ëœ ŸuL−�

XÝ« @MÖÆr¹œ«œ ÊUA+ «— 

Æœ—«œ v+«Ë«db ÈU¼œdÐ—U� iI+ ‰U¦� ¨tÝbM¼ —œ

 XO6UF�±‡‡±∞

ÆbOM� tz«—« iI+ ‰U¦� d¹“ vK� ÈUNÝbŠ œ— È«dÐ

 YK¦� qš«œ Á—«uL¼ YK¦� p¹ lK{ tÝ ÈU¼nBM�œuLŽ vÝdL¼ tDI+ ©nQ«"ÆœdOÖv� —«d

«Ë Ê¬ Ã—Uš U¹ YK¦� qš«œ U¹ YK¦� p¹ lK{ tÝ ÈU¼nBM�œuLŽ vÝdL¼ tDI+ ©»"ÆXÝ« l

«Ë YK¦� qš«œ YK¦� d¼ ÈUNŽUHð—« ©Û"ÆXÝ« l

t¹Ë«“ d¼ © ÏÆXÝ« d²Ö—eÐ Ê¬ vKš«œ t¹Ë«“ d¼ “« ¨vFK{bMÇ p¹ vł—Uš 

 X?Ý« X?Ý—œU+ vK� ”bŠ p¹ U¹ ÈdOÖt−O²+ p¹ b¼œ ÊUA+ t� vQU¦� tÐ‰U?¦�

iI)Æœuýv� t²HÖ 



±∂

± ‡‡ ≤ ‡‡ ≤∫vÞdý ÈU¼tOCU ‡‡ Áb+“u�¬ Ë s¹dOý ÈUNK¦LQ«»d{ “« —UýdÝ vÝ—Ub ÊUÐ“ 

—UÐ dÖ uð Xš—œò ÈUNK¦LQ«»d{ ÆXÝ« ÊUA¹U¼—U� ÈU¼b�UOÄ “« Âœd� Êœd� ÁUÖ¬ ¨UN+¬ ·b¼ Ë XÝ«

� ̈ dÐ« œ—U³+ Uðò ̈ å«— ÈdbuKO+ ŒdÇ È—Ë¬ d¹“ tÐ ̈ œdO~Ð g+«œ«Ëd�U� Uð ‘UÐ eOšd×Ýò Ë åsLÇ œbMš v

 t � b?M?M�v� bO�Qð åvýUÐd?Ö«—U?Ð s²bdÖ ò  ¨b?ýU?Ð åÈe?Ošd×Ýò Ë ¨åÊb¹—UÐò ¨åg+«œ ÁU?~)¬d¹“ tÐò 

-O� åv¹«Ëd�U�ò Ë ¨åsLÇ Êb¹bMšò ¨åÈdbuKO+ ŒdÇ Êœ—Ë¬ÒÆbý b¼«uš d

 “« È—UO-Ð ̈  UO{U¹— —œ"łuð d¹“ ÈUNQU¦� tÐ ÆbM²-¼ vÞdý ÈU¼tKLł  —uitÐ U¼tOCÒ∫bOM� t

 v?IOIŠ œbŽ dÖ« ©nQ«x “« d²Ö—eÐ µ ÁU?~+¬ ¨býUÐ ¥x “« d²Ö—eÐ ≤∞ d?Ö« U¹ XÝ«   x > 5ÁU~+¬ 

  4x > 20

U-Q«ÈËU-²� v¦K¦� dÖ« ©»"Æb+dÐ«dÐ r¼ UÐ UN"UÝ tÐ Ë—tÐË— ÈU¼t¹Ë«“ ÁU~+¬ ¨býUÐ sO

lÐd� p¹ Ê¬ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ œ—ušdÐ “« ÁU~+¬ ̈ býUÐ qOD²-� vFK{—UNÇ dÖ« ©Û

Æb¹¬v� œułËtÐ

 vÞdý ÈU¼tKLł t+uÖ s¹«vÞdý ÈU¼tOCUÆb+uýv� ÁbO�U+ 

 —œ"t?KLł ¨vÞdý ÈU¼tOCÏ ÷d?bò ¨b¹¬v� ådÖ«ò “« bFÐ t� È«tKLł U¹ ◊dý "t?KLł Ë åtOCÏ

 rJŠò ¨b¹¬v� åÁU~+¬ò tLK� “« bFÐ t� t−O²+"“« rJŠ Ë ÷db ¨ôUÐ ÈUNQU¦� —œ Æœuýv� ÁbO�U+ åtOC

 s¹«"∫b+—«d

 ©nQ«  x > 5 ÷db ¨" Ë tOC  4x > 20 rJŠ ¨"ÆXÝ« tOC

 ©»�?6«ÈËU�²� YK¦�Ò ¨XÝ« sOUU ÷d?b" Ë tOCb?)dÐ«dÐ U¼‚UÝ tÐ Ë—tÐË— ÈU¼t¹Ë«“¨

 rJŠ"ÆXÝ« tOC

 ©Û¨X?Ý« q?O?D?²?�?� v?FK{—UNÇ ÷d?b " Ë t?O?Cœ—u?šd Ð “« q?ZU?Š q?Jý ÊœuÐ lÐd�

vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U�LO) rJŠ ¨"ÆXÝ« tOC

tLK� ËœÏ  dÖ«ËÁU?~)¬  —œ È«Áb?MM�sOOFð gI+ " d?¼ —œ Ë b+—«œ vÞdý ÈU¼tOC"tOCÏ¨vÞdý 

 ÷db “« ¨‰U¦� È«dÐ Æœuýv� t−O²+ ÷db “« rJŠ  x > 5 t� œuýv� t−O²+   4x > 20«— tDÐ«— s¹« Æ

∫Xýu+ d¹“  —uitÐ s¹œUL+ ÊUÐ“ tÐ Ê«uðv�

  x > 5 ⇒ 4x > 20

∫œuýv� Áb+«uš d¹“  —ui Ëœ tÐ  —U³Ž s¹«

 ‡‡  x > 5 b¼œv� t−O²+   4x > 20

 dÖ« ‡‡  x > 5 ÁU~+¬ ¨  4x > 20



±∑

ò X�öŽ ¨s¹«dÐUMÐ⇒  —u?i ËœtÐ åb¼œv� t−O²)Ë ÁU~)¬¨v?K� XQUŠ —œÆœuýv� Áb+«uš 

 p¹"  —uitÐ vÞdý tOCp ⇒ q Ê¬ —œ t� œœdÖv� ÊUOÐ p ÷db " Ë tOCq rJŠ "d¼ ÆXÝ« tOC

"tOCÏ  —ui tÐ Ê«uðv� «— vK� "łuð d¹“ ÈU¼‰U¦� tÐ Æœd� ÊUOÐ vÞdý ÈU¼tOCÒ∫bOM� t

± YK¦� d¼ —œ ‡‡"ÆXÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� ¨t¹Ë«eQ«rzU

 s¹«" p¹  —uitÐ Ê«uðv� «— tOC"∫Xýu+ vÞdý tOC

dÖ« v¦K¦� "¨býUÐ t¹Ë«eQ«rzUÁU~)¬ ÆXÝ« YK¦� Ê¬ d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� 

≤ YK¦� d¼ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ŸuL−� ‡‡    180
o

ÆXÝ« 

 s¹«"  —uitÐ Ê«uðv� «— tOC"tOCÏ∫œd� ÊUOÐ d¹“ vÞdý 

 Ê¬ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ŸuL−� ÁU~+¬ ¨býUÐ YK¦� vKJý dÖ«    180
o

ÆXÝ« 

v?Þd?ý ÈU¼tOCUL?N?� gI+ È«—«œ tÝbM¼ —œ Ò ¨ÊU?O?Ð v?ÖœU?Ý È«dÐ VKž« Ë bM²-¼ v"t?OC

 ¨vÞdýtOCUÆœuýv� ÁbO�U+ 

d?Ð ÷db ¨vÞdý  —U³Ž p¹ —œ ÁUÖd¼"v?Þd?ý  —U³Ž s¹« ¨býU³+ XÝ—œ rJŠ vQË býUÐ —«d

 p¹"∫b¹dO~Ð dE+ —œ «— d¹“ vÞdý  —U³Ž ‰U¦� È«dÐ ÆœuÐ b¼«u0+ vÞdý tOC

  dÖ«  x > 0 ÁU~+¬ ¨  x2 > xÆ

dÖ« 

  

x = 1

2

t?DÐ«— —œ «— Ï ôUÐ " ÁU?~+¬ ¨rO¼œ —«d

  

x2 = 1

4

 ÷d?b ¨U−M¹« —œÆ  x > 0dÐ "X?Ý« —«d

 rJŠ vQË  x2 > x vMF¹ 

  

1

4
> 1

2

 p¹ vÞdý  —U³Ž s¹« ¨s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« XÝ—œU+ "ÆX-O+ tOC

± ‡‡ ≤ ‡‡ ≥∫tOCU fJŽ ‡‡  “« vCFÐ ̈  UO{U¹— —œ " bM+U� vÞdý ÈU¼tOC"tOCÏ”—užU¦Ob 

 “«"—œ ÆbM²-¼ dð‘“—« UÐ Ë dðrN� d~¹œ vÞdý ÈU¼tOCtOCU Ï”—užU¦O�  ̈÷d�YK¦� t� XÝ« Ê¬ 

" Ë XÝ« t¹Ë«eQ«rzUrJŠÆXÝ« YK¦� d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� t� XÝ« Ê¬ 

łuð d¹“ vÞdý  —U³Ž tÐ ôUŠÒ∫bOM� t

Y?K?¦?� Ê¬ ÁU?~?+¬ ¨b?ýU?Ð d?~?¹œ l?K?{ Ëœ ÈU?N?F?Ðd� ŸuL−� d‡Ð«dÐ lK{ p¹ lÐd� v¦K¦� —œ d‡Ö«

"ÆXÝ« t¹Ë«eQ«rzU

d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ lK{ p¹ lÐd� v¦K¦� —œ t� XÝ« Ê¬ ÷db ̈  —U³Ž s¹« —œ

 YK¦� Ê¬ t� XÝ« Ê¬ rJŠ Ë XÝ«"ÆXÝ« t¹Ë«eQ«rzU

 —U?³?Ž s?¹« —œ t � œuýv� Áb¼UA�


 —œ r?J?Š Ë ÷d?b f?J?ŽdÐ rJŠ Ë ÷db ¨vÞdý "t?O?C

 fJŽ ¨vÞdý  —U³Ž s¹« rO¹uÖv� XQUŠ s¹«—œ ÆXÝ« ”—užU¦Ob"tOCÏÆXÝ« ”—užU¦Ob 



±∏

 p¹ —œ rJŠ Ë ÷db ÈUł dÖ«"tOCÏqiUŠ vÞdý  —U³Ž ̈ œuý ÷uŽ vÞdý 

tOCU fJŽÏvÞdý Æœuýv� ÁbO�U+ 

 f?JŽ ¨q³" ‰U¦� —œ"t?OCÏ p?¹ œuš ”—užU¦Ob "t?OCÏp?¹ f?JŽ tAOL¼ U¹¬ ÆXÝ« vÞdý 

"tOCÏ p¹ ¨vÞdý "tOCÏ°bOM� dJb Ê¬ tÐ øXÝ« vÞdý 

 XO6UF�±‡‡±±

± ‡‡"∫b¹dO~Ð dE+ —œ «— d¹“ vÞdý ÈU¼tOC

Æb+dÐ«dÐ r¼ UÐ XANML¼ YK¦� Ëœ d¼ ÈUN²ŠU-� ©nQ«

r¼ UÐ dOE+ tÐ dOE+ U¼t¹Ë«“ ÁU~+¬ ̈ bMýUÐ dÐ«dÐ r¼ UÐ dOE+ tÐ dOE+ UNFK{ ‰uÞ ̈ YK¦� Ëœ —œ dÖ« ©»

Æb+dÐ«dÐ

t¹Ë«“ d¼ ÁU~+¬ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ YK¦� lK{ tÝ dÖ« ©ÛÏ Ê¬     60
o

ÆXÝ« 

ÆXÝ« dÐ«dÐ lK{ Ëœ È«—«œ ¨œ—«œ dÐ«dÐ t¹Ë«“ Ëœ t� v¦K¦� © 

≤ fJŽ ‡‡"® bMÐ vÞdý ÈU¼tOC±ÆbO-¹uMÐ «— ©

≥ “« pO�«b� fJŽ ‡‡"® b?MÐ vÞdý ÈU¼tOC± p¹ œuš ©"“« pO�«b� Ë XÝ« vÞdý tOC

 UN+¬"ÆbO¼œ `O{uð «— Ê¬ qOQœ ø«dÇ øX-O+ vÞdý tOC

 p?¹ fJŽ dÖ«" p¹ œuš vÞdý tOC" Ëœ s?¹« ÁU?~+¬ ¨býUÐ vÞdý tOC"tOC

 p?¹  —u?it?Ð Ê«u?ðv?� «— vÞdý" s?O?M?Ç Æœd?� ÊU?O?Ð tOC" ¨È«t?O?Ct?O?C?U

vÞdýËœÆœuýv� ÁbO�U+ 

 —œ tâ+UMÇ" ÷db ¨”—užU¦Ob tOC" YK¦�ò vMF¹ tOC" UÐ «— åXÝ« t¹Ë«eQ«rzUp rJŠ Ë "tOC

 UÐ «— åXÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd�ò vMF¹qÈ—«cÖœUL+ s¹« UÐ ̈ ÁU~+¬ ̈ rO¼œ g¹UL+ 

"tOCÏ —uitÐ ”—užU¦Ob 

p ⇒ q

 fJŽ Ë" —uitÐ ”—užU¦Ob tOC

q ⇒ p



±π

 ÊuÇ Æœuýv� Áœ«œ g¹UL+"dÐ Ëœ d¼ Ê¬ fJŽ Ë ”—užU¦Ob tOC"È—«cÖœUL+ “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ bM²-¼ —«d

rO-¹u+v� ôUÐ

p ⇔ q

rO¹uÖv� Ë p ©‰œUF�® “—«r¼ qXÝ« rO+«ušv� Ë 

p dÖ« UNMð Ë dÖ« q

∫vMF¹

 YK¦�"ÆbýUÐ d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ lK{ p¹ lÐd� dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« t¹Ë«eQ«rzU

  U³Ł« È«dÐ ¨s¹«dÐUMÐ" vÞdýËœ tOCp ⇔ q v²-¹UÐ ¨" vÞdý ÈU¼tOCp ⇒ q Ë q ⇒ pXÐUŁ «— 

ÆrOM�

 p¹ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« o¹dÞ “« ‰UŠ"tOCÏÆrOM�v� XÐUŁ «— vÞdý 

∫tOCUt?¹Ë«“ ÁU?~+¬ ¨bMýUÐ dÐ«dÐU+ lK{ Ëœ v¦K¦� —œ dÖ« Ï¨d?²Ö—eÐ lK{ tÐ qÐUI� 

t¹Ë«“ “« XÝ« d²Ö—eÐÏÆd²JÇu� lK{ tÐ qÐUI� 

 YK¦� —œ vMF¹ABC qJý® µ©

∫÷d� AC > ABŠ     Ë    ¨∫rJ B
∧

> C
∧

∫ÊU¼dÐ¨÷db o³Þ ÊuÇ AB º AC jšÁ—UÄ s¹«dÐUMÐ ¨AM«— 

Á“«b+« tÐÏ  AB ÈË—ACtDI+ “« Ë rOM�v� «bł Ï M tÐ BÆrOM�v� qiË 

 ÊuÇAB = AM YK¦� fÄ ̈ABMU-Q«ÈËU-²� "ªt−O²+—œ ̈ XÝ« sO

®±                         ©
  B
∧

1 = M
∧

1

t¹Ë«“ ÊuÇ vbdÞ “«Ï 
  
M1

 p¹ t¹Ë«“Ï YK¦� vł—Uš MBCÈU¼t¹Ë«“ “« p¹d¼ “« t−O²+—œ ̈ XÝ« 

ªs¹«dÐUMÐ ÆœuÐ b¼«uš d²Ö—eÐ ‘—ËU−�dOž vKš«œ

®≤                          ©
  M

∧
1 > C

∧

tDÐ«— Ëœ tÐ tłuð UÐÏ® ±® Ë ©≤©

®≥                          ©
  B
∧

1 > C
∧

tDI+ ¨vbdÞ “«Ï MtDI+ Ëœ sOÐ Ï A Ë C«Ë " s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« lBMt¹Ë«“ qš«œ vDšrO+ Ï BXÝ« 

t¹Ë«“ t−O²+—œ ËÏ 
  
B1

t¹Ë«“ “« v¹eł Ï B∫vMF¹ ¨XÝ« 

®¥                          ©
  B
∧

> B
∧

1

A

B

C

M
1

1

 qJýµ



≤∞

t-¹UI� “«Ï® ≥® Ë ©¥∫œuýv� t−O²+ ©

B
∧

> C
∧

—œrJŠË ÷db ÈUł Êœd�÷uŽUÐ"tOCÏfJŽ¨vÞdý "Æœd� ÊUOÐ Ê«uðv� «— tOC

t?¹Ë«“ ÈË— t?ÐË— l?K?{ ¨b?M?ýUÐ dÐ«dÐU) t¹Ë«“ Ëœ v¦K¦� —œ dÖ«Ï¨d?²?Ö—eÐ 

t¹Ë«“ ÈË—tÐË— lK{ “« XÝ« d²Ö—eÐÏÆd²JÇuN 

‡‡ s¹dLð fJŽ U¹¬ t� bOM� vMOÐgOÄ ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« o¹dÞ “« "tOCÏdÐ ‚ub "øXÝ« —«d

U¼t6Q��

±ÆbOM� q�U� «— d¹“ Z¹U²+ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

 ÆbMÝdL¼ UNŽUHð—« YK¦� d¼ —œ ©nQ«ABC YK¦� p¹ "ÆXÝ« t¹Ë«eQ«rzU

 ÈUNŽUHð—« ∫t−O²+         ÆbMÝdL¼ 

t�“ô ©»Ï —œ ‰UG²ý« " Êd≤± ‰UÝ —œ vKŽ ÆXÝ« v{U¹— œ«uÝ s²ý«œ ÈœöO� ±≥∑∞ÈbOý—uš 

ÆXÝ« Áb�¬ UO+œtÐ

 b¹UÐ ¨qGý Êœd� «bOÄ È«dÐ vKŽ ∫t−O²+         Æ

b?¼«u?šv?� œu?L?×?� Ær?OLNHÐ «— tQQ-� b¹UÐ «b²Ð« rOM� qŠ «— È«tQQ-� rO+«u²Ð tJM¹« È«dÐ ©Û

ÆbM� qŠ tQQ-�

 b¹UÐ œuL×� ∫t−O²+         Æ

≤ÆbO¼œ `O{uð «— œuš »«uł øb+uýv� qiUŠ Ábý Áœ«œ ÈUNð—U³Ž “« d¹“ Z¹U²+ U¹¬ Æ

tL¼ ©nQ«ÏÆb+—«œ «— v{U¹— s²bdÖœU¹ v¹U+«uð Ê«“u�¬g+«œ 

ÆXÝ« “u�¬g+«œ —UMKÖ

ÆœdO~Ð œU¹ v{U¹— b+«uðv� —UMKÖ ∫t−O²+

ÆbM²-¼ lÐd� UNŽö{ô«È“«u²� “« vCFÐ ©»

 vFK{—UNÇABCDÆXÝ« Ÿö{ô«È“«u²� p¹ 

 ∫t−O²+ABCDÆXÝ« lÐd� p¹ 

≥Êœu?Ð X?Ý—œU?+  —u?i —œÆX?Ý« XÝ—œU+ pO�«b� Ë XÝ—œ d¹“ ÈUNð—U³Ž “« pO�«b� Æ

ÆbOM� «bOÄ iI+ ‰U¦� p¹

 t¹Ë«“ Ëœ d¼ ÁU~+¬ ¨bMýUÐ d~¹bJ¹ qLJ� t¹Ë«“ Ëœ dÖ« ©nQ«"ÆbM²-¼ tLzU



≤±

Æœ—cÖv� t×Hi p¹ jIb tDI+ tÝ s¹« “« ÁU~+¬ ¨bMýUÐ jš p¹ ÈË—tDI+ tÝdÖ« ©»

¥ Æ"  —u?it?Ð «— d¹“ ÈU¼tOC"U?N?+¬ f?J?Ž b?O?M � s?OOFð fáÝ Ë bO-¹uMÐ vÞdý ÈU¼t‡OC

" p¹ t� vð—ui—œ t+ U¹ XÝ« vÞdý tOC"Æb¹—ËUOÐ iI+ ‰U¦� p¹ býU³+ tOC

ÆXÝ« Ÿö{ô«È“«u²� p¹ qOD²-� d¼ ©nQ«

ÆbM²-¼ dÐ«dÐ ÈUN²ŠU-� È«—«œ XANML¼ YK¦� Ëœ d¼ ©»

ÆbM²-¼ VÝUM²� ¨dþUM²� ÈUNFK{ ¨tÐUA²� YK¦� Ëœ —œ ©Û

 YK¦� —œ © "Æb+uýv� ”dL¼ dðË jÝË —œ UNFK{ ÈU¼nBM�œuLŽ t¹Ë«eQ«rzU

ÆXÝ« ”—Ub ÊU²Ý« —œ ¨bM�v� vÖb+“ “«dOý —œ f�d¼ ©À

µ Æ"tOCÏ  —uitÐ «— fQUð "tOCÏÆbO-¹uMÐ vÞdýËœ 

∂∫qÐUI� qJý —œ Æ

 rOM� ÷dbBT = BU

  bOM� XÐUŁBTN
∧

> TUB
∧

∑ XOQUFb ÂU−+« “« Áb�¬ XÝœ tÐ ”bŠ v²Ý—œ Æ±‡‡±ÊUA+ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

ÆbO¼œ

∏Y?K?¦?� ÊË—œ t?D?I?+ d?¼ ÈU ¼t?K?iU?b Ÿu?L?−?� b?OM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— XÐUŁ —«bI� Ê¬ fáÝ ÆXÝ« XÐUŁ È—«bI� Ê¬ lK{ tÝ “« Ÿö{ô«ÈËU-²�

πp¹ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ lÞUIð “« t� b¹œd� vMOÐgOÄ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

ÆbOM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— ”bŠ s¹« Æb¹¬v� b¹bÄ qOD²-� p¹ ¨Ÿö{ô«È“«u²�

±∞t?D?I?+ p¹ “« dÖ« bOM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆÏ ÈË— È—UO²š« "p?¹ ÁbŽU

U-Q«ÈËU-²� YK¦�" «— U?N+¬ Uð rOM� rÝ— ‚UÝ Ëœ  «“«u� tÐ jš Ëœ sO"‰uÞ ŸuL−� ÁU~+¬ ¨bM� lD

ÆœuÐ b¼«uš YK¦� ‚UÝ ‰uÞ dÐ«dÐ Ábý œU−¹« ÈUNDšÁ—UÄ

±±t?D?Ð«— Æb?¹¬v� b¹bÄ lÐd� p¹ ¨qOD²-� p¹ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ lÞUIð “« ÆÏsOÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— qOD²-� Ÿö{« Ë lÐd� s¹« lK{ ‰uÞ

±≤U?-?Q«ÈËU?-²� YK¦� Æ" s?OABCt?D?I?+ Æb?¹dO~Ð dE+ —œ «— Ï Á«u?0Qœ P ÈË— «— "ÁbŽUÏ BC

t?D?I?+ ÈU¼tKiUb ŸuL−� fáÝ bOM� —UO²š«Ï P ‚UÝ Ëœ “« AB Ë ACU?łt?ÐUł UÐ Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

t?D?I+ Êœd�Ï P ÈË— "“« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— œu?š ”b?Š v?²?Ý—œ øb?M �v� dOOGð t+u~Ç ŸuL−� s¹« ÁbŽU

ÆbOM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«

T

UB N



≤≤

±≥ tQQ-� Æ±≤tDI+ t� v²QUŠ —œ «— Ï P œ«b²�« ÈË— BC "ÊUA+ Ë b¹dO~Ð dE+ —œ býUÐ t²ý«œ —«d

tDI+ ÈU¼tKiUb q{UHð bO¼œÏ PÆœuÐ b¼«uš v²ÐUŁ —«bI� ‚UÝ Ëœ “« 

±¥ v?¦?K¦� lK{ tÝ Æ∏ ¨ ±≤ Ë ±µÁ“«b?+« ¨b+d²�v²+UÝ Ït?¹Ë«“ v?+Ë—œ “U?-LO+ t� v¹UNDšÁ—UÄ Ï

ÆbOM� sOOFð «— ¨œ—Ë¬v� b¹bÄ Ê¬ qÐUI� lK{ dÐ YK¦� d²Ö—eÐ

±µ YK¦� —œ ÆABCt+UO� Ï AM t¹Ë«“ Ëœ ÈU¼“U-LO+ Ë AMB Ë AMCËœ s¹« ¨bOM� rÝ— «— 

 Ÿö{« “U-LO+AB Ë AC «— " VOðdð tÐ «— ◊UI+ s¹« ¨bMM�v� lDP Ë QËœ bOM� XÐUŁ fáÝ ÆbO�UMÐ 

 jšPQ Ë BCÆbM¹“«u� r¼ UÐ 

±∂ YK¦� —œ ÆABC ¨AH Ë ŸUHð—« ADÆX?Ý« “U-LO+ 

 YK¦� XŠU-�ABD Ë ACD UÐ VOðdðtÐ «— S Ë ′SÆrO¼œv� ÊUA+ 

 s?²?bd?Ö d?E+ —œ UÐ ©nQ« BD Ë DC Ê«u?MŽ tÐ "Áb?ŽUÏs?¹« 

 X³-+ ¨UN¦K¦�

S

′S
Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

 “« ©»D Ÿö{« dÐ v¹U¼œuLŽ AB Ë ACÈUÄ Ë bOM� rÝ— 

 «— UN+¬M Ë N ÆbO�UMÐ DM Ë DNøb+—«œ r¼ UÐ È«tDÐ«— tÇ 

 s²bdÖ dE+ —œ UÐ ©ÛAB Ë AC Ê«uMŽ tÐ "ÁbŽUÏ ÈUN¦K¦� ABD Ë ADC X³-+ ̈

S

′S
XÝœtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

t-¹UI� “« © Ïøb¹dOÖv� È«t−O²+ tÇ ©Û® Ë ©nQ«® bMÐ —œ UN²³-+ 

± ‡‡≥nKš ÊU¼dÐ U¹ rOI²��dOž  U³Ł« ‡‡ 

ôuLF�Î  U³Ł« È«dÐ  ̈ U¼tOC"tÐ rOI²�� —uÞrOM�v� ŸËdý bM²-¼ U¼÷db ÊUL¼ t� U¼Áœ«œ “«

 d?¹UÝ “« ÁœUH²Ý« UÐ ËU?¼tOCU Ë UNKZ« Ë U?NH¹dFð vMF¹ r?¹«t?²?�d¹cÄ «— UN)¬ v²Ý—œ tN vI¹UIŠ¨

 È—«d"dÐ “« vCFÐ rO+«uðvL+ vÖœUÝ tÐ ̈ ‰UŠ s¹« UÐ ÆrO¼œv� ÊUA+ «— rJŠ"—uÞtÐ «— U¼tOCrOI²�� 

 Á«— XÝ« d²NÐ Ë rOM�  U³Ł«rOI²��dOžÆr¹dO~Ð gOÄ «— 

 “« t+«“Ë— vÖb+“ —œ rOI²��dOž ‰ôb²Ý«ÁœUH²Ý«ÏÊu�“¬ p¹ —œ ¨‰U¦� È«dÐ ÆrOM�v� ÈœU¹“ 

�« XÝ« tM¹eÖ Â«b� ̈ XÝ—œ aÝUÄ t� bOýU³+ s¾LD� dÖ« ̈ È«tM¹eÖ tÝÒÁ—UÐ—œ bO+«u²Ð UÏtM¹eÖ Ëœ v²Ý—œU+ 

 ÊU?MOLÞ« UÐ"”U?-?Š« f?H?+ t?Ð œU?L?²?Ž« U?Ð ÁU~+¬ ¨bO¹UL+ ·cŠ «— UN+¬ v²Ý—œU+ qOQœ tÐ Ë bOM�  ËUC

tM¹eÖ t� bOM�v�ÏUÐ "t¹UÄ rOI²-�dOž ‰ôb²Ý« ÆXÝ« XÝ—œ aÝUÄ Áb+U�vÏ rOI²��dOž  U³Ł«t� XÝ«

ÈdOÖt−O²+ ̈ s¹«dÐUMÐ Æb+uýv� ·cŠ dE+ œ—u� ÈU¼ÈdOÖt−O²+ eł tÐ sJL� ÈU¼ÈdOÖt−O²+ ÂULð ̈ Ê¬ —œ

A

N

CDHB

M



≤≥

UÐ"°býUÐ XÝ—œ b¹UÐ Áb+U�v

∫‰U?¦� Y?K¦� —œ ABC q?Jý® ∂ ¨©AD t?¹Ë«“ “U?-?LO+ Ad?Ö« ÆXÝ« BD ≠ DCb?O?M� XÐUŁ 

AB ≠ ACÆ

∫qŠ UÐ t6Q�� ÊbOLN�∫rO-¹uMÐ «—Ê¬ rJŠ Ë ÷d^ rO+«uðv� ª

∫÷d�Ábý Áœ«œ YK¦�—œ Ï ABC ¨BD ≠ DC

∫rJŠ AB ≠ AC

 j?šÁ—UÄ ËœAB Ë AC ∫b?+—«œ X?_U?Š Ëœ jI^ r¼ tÐ X³-+ r?¼ U?Ð U?¹ b?M?²-O+ ÈËU-� r¼ UÐ U¹

 ÊUL¼ s¹« ̈ bMýU³+ ÈËU-� r¼ UÐ dÖ« ÆbM²-¼ ÈËU-�t−O²)Ï»uKD� ÁœUH²Ý« UÐ ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë ÁœuÐ 

 “«r?O?I?²��dOž  U³Ł«·c?Š «— j?šÁ—U?Ä Ëœ s?¹« ÈËU?-ð vMF¹ ÂËœ X_UŠ œułË ÊUJ�« rO¼«ušv� 

 UÐ ̈ —U� s¹« È«dÐ ÆrOM�"t� rO¼œv� ÊUA+ Ë r¹dOÖv� dE+ —œ «— rJŠ iOI+ U¹ ·öš ̈ t_Q-� ÷d^ ‰u³

ÆX-O+ d¹cÄÊUJ�« rJŠ iOI+ È—«d"dÐ ¨t_Q-� ÷d^ œułË UÐ

+ dÖ«I vMF¹ rJŠ iOAB = AC YK¦�  —uS s¹« —œ ¨býUÐ —«d"dÐ ABCsO"U-_«ÈËU-²� 

t¹Ë«“ “U-LO+ ¨sO"U-_«ÈËU-²� YK¦� —œ t� rO+«œv� Ë XÝ«Ït+UO� ¨”√— Ï¨X-¼ eO+ Ê¬ tÐ qÐUI� lK{ 

BD = DC�« ÆÒ ¨t?_Q?-?� ÷d?^ o³Þ UBD ≠ DC—œ Áb?ý Áœ«œ ÷d?^ U?Ð r?J?Š i?O?I+ œułË vMF¹ 

UMð" vMF¹ ¨XÝ« iAB = AC Æb?ýUÐ XÝ—œ b+«uðvL+ ® fÄ ©ø«dÇAB ≠ ACdÐ b¹UÐ "Ë b?ýUÐ —«d

ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ

‘Ë— ”UÝ« býUÐ XÝ—œU+ r¼ Ë XÝ—œ r¼ ÊU�eL¼ b+«uðvL+ v{U¹—  —U³Ž p¹ t� XIOIŠ s¹«

∫XÝ« —«u²Ý« vIDM� qS« Ëœ ÈUM³� dÐ rOI²-�dOž  U³Ł« ‘Ë— d²IO"œ ÊUOÐ tÐ ÆXÝ« rOI²-� dOž  U³Ł«

±ªbM²-O+ XÝ—œ Ëœ d¼ ¨Ê¬ ©iOI+® ·öš Ë v{U¹—  —U³Ž p¹ ‡‡

≤ÆXÝ« XÝ—œ ̈ XÝ« Èd~¹œ ©iOI+® ·öš UN+¬ “« vJ¹ t� v{U¹—  —U³Ž Ëœ “« vJ¹ jI^ ‡‡

¨r?O?I?²?-�dOž  U³Ł«n?K?š ÊU¼dÐ  U?³?Ł« U?¹ n?K?š ÊU ¼d?Ð “« ÁœU?H²Ý« È«dÐ Æœuýv� ÁbO�U+ eO+ 

∫r¹—«œv� dÐ «— d¹“ ÈUN�UÖ ¨rOI²-�dOž

ÂUÖ± ∫ÆbýUÐ XÝ—œ rJŠ iOI+ rOM�v� ÷d^

ÂUÖ≤ ∫—œ t?O?_Ë« ÷d?^ U?¹ Áb?ý t?²?-?+«œ o¹UIŠ UÐ rJŠ iOI+ t� rO¼œv� ÊUA+

UMð"ÆXÝ« i

 ÂUÖ≥∫ÆXÝ« XÝ—œ rJŠ t� r¹dOÖv� t−O²+ ¨rJŠ iOI+ ÊœuÐ XÝ—œU+ UÐ 

A

B C
D
 qJý∂



≤¥

∫‰U¦�tOC" Ï∫bOM� XÐUŁ nKš ÊU¼dÐ ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ 

¨d?²?Ö—e Ð t?¹Ë«“ tÐ Ë— tÐË— lK{ ¨bMýUÐ dÐ«dÐU) t¹Ë«“ Ëœ v¦K¦� —œ dÖ«

ÆXÝ« d²JÇuN t¹Ë«“ ÈË— tÐË— lK{ “« d²Ö—eÐ

∫qŠt?QQ?-� ÷db j¹«dý t� rOM�v� rÝ— vKJý «b²Ð« 

t?¹Ë«“ Ëœ UÐ v¦K¦� vMF¹ ¨býUÐ t²ý«œ «—ÏË r?OM�v� rÝ— dÐ«dÐU+ 

 «—Ê¬ABC YK¦� —œ dÖ« ÆrO�U+v� ABCt¹Ë«“ ̈Ï B“« d²Ö—eÐ 

 t¹Ë«“C lK{ rO¼œ ÊUA+ b¹UÐ ÁU~+¬ ¨býUÐ AClK{ “« d²Ö—eÐ 

ABÆs¹œUL+ ÊUÐ“ tÐ ÆXÝ« 

∫÷d� B
∧

> C
∧

¨

 ∫rJŠAC > ABÆ

ÂUÖ±∫t−O²+ rOM�v� ÷db Ï vMF¹ býU³+ XÝ—œ »uKD� AC /> ABÆ

ÂUÖ≤ ∫  —ui s¹« —œAC ≤ ABÆ

 dÖ« ‡‡AC = AB t?−?O?²+—œ Ë XÝ« sO"U-Q«ÈËU-²� YK¦� ÁU~+¬ ¨B
∧

= C
∧

tOC" ÷db UÐ t� 

 vMF¹B
∧

> C
∧

ªXÝ« i"UMð —œ 

 dÖ« ‡‡AC < AB tOC" o³Þ ̈± ̈ q³" g0Ð B
∧

< C
∧

 vMF¹ tOC" ÷db UÐ t� B
∧

> C
∧

i"UMð—œ 

ÆXÝ«

Ær¹bOÝ— i"UMð p¹ tÐ s¹«dÐUMÐ

 ÂUÖ≥∫U?Mð s¹« " v?M?F¹ rJŠ iOI+ t� b¼œv� ÊUA+ iAC /> ABt?−O²+—œ ÆXÝ« XÝ—œU+ 

 rJŠ"ÆbýUÐv� XÝ—œ tOC

 t?O?C?" f?JŽ t� b¼œv� ÊUA+ ‰U¦� s¹«± t?O?C" vMF¹ ¨XÝ« —«d"dÐ ±v?Þd?ýËœ tOC" p¹ ¨

∫XHÖ Ê«uðv� fÄ ÆXÝ«

t?¹Ë«“ d?Ö« U?NMð Ë dÖ« XÝ« d²Ö—eÐ d~¹œ lK{ “« lK{ p¹ ¨YK¦� —œÏt?Ð Ë—tÐË— 

ÆbýUÐ d²JÇu� lK{ tÐ Ë—tÐË— t¹Ë«“ “« d²Ö—eÐ ¨d²Ö—eÐ lK{

B

C A

 qJý∑



≤µ

∫t?łuð Êœu?Ð Y?K¦� ÷db UÐ ABC«— d?¹“ r?J?Š v²Ý—œ rO¼«ušv� ¨

∫rO¼œ ÊUA+

∫ rJŠ                           

AB + BC > AC

AB + AC > BC

BC + AC > AB







-?" Ëœ  U?³?Ł«® rOM� XÐUŁ «— rJŠ ÈËU-�U+ tÝ “« vJ¹ XÝ« vbU�Lö?�U� d~¹œ XÎs?¹« tÐUA� 

Æ©XÝ« XL-"

∫ÊU¼dÐÆrO+«œv� «— Ê¬ qŠ t� rOM�v� q¹b³ð È«tQQ-� tÐ «— tQQ-� 

 lK{ ̈ —U� s¹« È«dÐBC ”√— “« «— BtÐ Ë rO¼œv� œ«b²�« 

Á“«b+«Ï AB tDI+ Uð rOM�v� «bł Ê¬ ÈË— D¨fáÝ Æb¹¬ XÝœ tÐ 

D tÐ «— A ÆrOM�v� qiË 

 YK¦� —œADBÊuÇ ¨

®                                   ±©DB = AB

®                         t−O²+—œ≤©
  D
∧

1 = A
∧

1

 YK¦� —œ ¨sOMâL¼ADC

®                                   ≥©DC = DB + BC

łuð UÐÒ® tÐ t±¨©

®                                   ¥©DC = AB + BC

¨qJý tÐ tłuð UÐ Ë

®                                   µ©  DAC
∧

> A
∧

1 = D
∧

1

® o³ÞµC" Ë ©O t±¨

DC > AC

® “« ÁœUH²Ý« UÐ¥¨©

AB + BC > AC

ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë

∫t²J)tOC"ò tÐ v+«d¹«  UO{U¹— —œ tOC" s¹«  


s¹« È—«c~�U+ s¹« qOQœ Ë XÝ« —uNA� å—ULŠ

∫YK¦� ÈËU��U) tOCU‰uÞ “« lK{ Ëœ d¼ ÈUNQuÞ ŸuL−� ¨YK¦� d¼ —œ 

ÆXÝ« d²Ö—eÐ ÂuÝ lK{

B

CA

B

CA

D

1

1

 qJý∏

 qJýπ



≤∂

Á«— vFO³Þ Ë Èe¹dž —uÞtÐ Ê«uOŠ ̈ býUÐ sJL� d¹“  —uitÐ Á«— Ëœ tbuKŽ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ dÖ« t� XÝ«

v�UŠ t� bM�v� »U0²+« «— d²¼Uðu�ÆXÝ« YK¦� ÈËU-�U+ tOC" ÊœuÐ vN¹bÐ “« 

tOC"  U³Ł« —œÏUÐ fáÝ Ë rO²-+«œv� «—Ê¬  U³Ł« t� r¹œd� q¹b³ð È«tOC" tÐ «— Ê¬ «b²Ð« ¨ôUÐ 

 ¨Èó?ð«d?²?Ý« s?¹« Ær¹œd� XÐUŁ «— rJŠ ¨Ê¬ “« ÁœUH²Ý«t?6Q?�?� tÐ t6Q�� q¹b³ðÏb?)ËUA¹uš 
±

 t� XÝ«

ÆXÝ« bOH� —UO-Ð ¨U¼tOC" vCFÐ  U³Ł« Ë U¼tQQ-� vCFÐ qŠ —œ Ê¬ “« ÁœUH²Ý«

 tÐ t� XÝ« tOC" p¹ eO+ ôUÐ tOC" fJŽtOCUÏYK¦� œułË ÆXÝ« ·ËdF� 

tOCUÏ ∫YK¦� œułË  X³¦� vIOIŠ œbŽ tÝa ̈b Ë c“« p¹d¼ dÖ« ̈ b+«Ábý Áœ«œ 

t?� œ—«œ œułË v¦K¦� ÁU~+¬ ¨býUÐ d²JÇu� d~¹œ œbŽ Ëœ ŸuL−� “« U¼œbŽ s¹«

  Ê¬ ÈUNFK{a ¨b Ë cbM²-¼ 
≤

Æ

∫‰U¦� ÈUNFK{ UÐ v¦K¦� U¹¬ ±≤ ¨≤∞ Ë ≥∞øœ—«œ œułË 

∫qŠdÐ b¹UÐ d¹“ ÈU¼tDÐ«— ¨YK¦� œułË  U³Ł« È«dÐ "∫bMýUÐ —«d

  12 < 20 + 30 = 50

  20 < 12 + 30 = 42

  30 < 20 + 12 = 32

t?OC" o³Þ ¨ôUÐ ÈËU-�U+ È—«d"d‡Ð “«Ï ÈU?NFK{ UÐ v¦K¦� t� r¹dOÖv� t−O²+ YK¦� œułË ±≤¨

≤∞ Ë ≥∞Æœ—«œ œułË 

‡‡ s¹dLðÆXÝ« d²Ö—eÐ d~¹œ lK{ Ëœ ‰uÞ q{UHð “« lK{ d¼ ‰uÞ YK¦� d¼ —œ bOM� XÐUŁ 

±t²ýu+ v{U¹— XO"öš ‡‡ÏtLłdð UOQuÄ Ã—uł ÏÈ—U¹dNý e¹ËdÄ 

≤t�U+dÐ “« Ã—Uš tOC" s¹«  U³Ł« ‡‡ÏtK−� —œ Ë XÝ« ”—œ vLÝ— ÏÆXÝ« Ábý Áœ—Ë¬ v{U¹— 

 qJý±∞



≤∑

tOCUÏ©vâOU tOCU ® ôu6 

tOC"Ï—œ p¹  —uitÐ bO+«uðv� «— ôuQ ÆbOM� —uBð v²L-" Ëœ 

v¹ôUÐ XL-" dÖ«j?Ýuð t� v¦K¦� ¨býUÐ “UÐ d²AOÐ vMO¹UÄ XL-" “« —œ 

 ÈU¼t¹Ë«“ABC Ë DEFXANML¼ lK{ XHłËœ È«—«œ œuýv� qOJAð 

 vMF¹ ¨XÝ«AB = DE Ë BC = EF�« ÆÒU

ABC
∧

> DEF
∧

 lK{AC UÐ «— DF t� b¹¬v� dE+ tÐ ÆbOM� t-¹UI� AC > DFÆ

tOCUÏ ∫ôu6 ÈËU-� dOE+ tÐ dOE+ d~¹œ YK¦� “« lK{ Ëœ UÐ v¦K¦� “« lK{ Ëœ dÖ«

t¹Ë«“ Ë bMýUÐÏt¹Ë«“ “« d²Ö—eÐ ‰Ë« YK¦� —œ lK{ Ëœ s¹« sOÐ Ï“« dOE+ lK{ Ëœ sOÐ 

ÂËœ YK¦� “« ÂuÝ lK{ “« d²Ö—eÐ ‰Ë« YK¦� “« ÂuÝ lK{ ÁU~+¬ ¨býUÐ ÂËœ YK¦�

ÆXÝ«

∫ tłuð∫rO-¹u+v� «— tOC" rJŠ Ë ÷db ¨Êbý dðÁœUÝ È«dÐ 

∫÷d� ÈUN¦K¦� ABC Ë DEFt�È—uÞtÐ b+«Ábý Áœ«œ 

                         AB = DE Ë BC = EF Ë ABC
∧

> DEF
∧

∫rJŠ AC > DF

∫ÊU¼dÐ ÊuÇ ABC
∧

> DEF
∧

 “« ¨B  jš BRÈ—uÞ «— 

 t� rOM�v� rÝ—ABR
∧

= DEF
∧

 Ë BR = EFÆbýUÐ 

 rÝ— U‡ÐAR Y‡K¦‡� ¨ABR Y‡K¦‡� UÐ DEFXANM‡L¼ 

ªt−O²+—œ ©ø«dÇ®Æœuýv�

         AR = DF
ÊuÇBC = EF

ËBR = EF
fÄBC = BR

A

B
C

F

E

D

E

D

F

A

C
B

B

A

C

Q

R

 qJý±±

 qJý±≤

 qJý±≥



≤∏

 ‰UŠQ ÈË— «— AC t� rOM�v� »U0²+« È—uÞ BQt¹Ë«“ “U-LO+ Ï RBC rÝ— UÐ ÆbýUÐ QR¨

 YK¦� ËœBQR Ë BQCªt−O²+—œ ø«dÇÆbM²-¼ XANML¼ 

®±                      ©QR = QC

 YK¦� —œ sOMâL¼AQRªYK¦� ÈËU-�U+ tÐ tłuð UÐ ¨

®≤              ©AQ + QR > AR

® “« ÁœUH²Ý« UÐ±¨©

®≥                 ©AQ + QC > AR

 ÊuÇQ jšÁ—UÄ dÐ AC "∫s¹«dÐUMÐ ¨œ—«œ —«d

®¥                  ©AQ + QC = AC

® “«≥® Ë ©¥œuýv� t−O²+ ©

                                AC > AR

 ÊuÇAR = DF fÄ AC > DFÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë 

tOCU fJŽÏôu6 ÈËU-�dOE+ tÐ dOE+ d~¹œ YK¦� “« lK{ Ëœ UÐ v¦K¦� “« lK{ Ëœ dÖ« ∫

« YK¦� ÂuÝ lK{ Ë býUÐË
Ò

t¹Ë«“ ÁU~+¬ ̈ býUÐ ÂËœ YK¦� ÂuÝ lK{ “« d²Ö—eÐ ‰ÏËœ sOÐ 

« YK¦� “« lK{Ë
Ò

t¹Ë«“ “« d²Ö—eÐ ‰ÏÆXÝ« ÂËœ YK¦� “« dOE+ lK{ Ëœ sOÐ 

‡‡ s¹dLðtOC" fJŽ ¨rOI²-�dOž  U³Ł« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ÏÆbOM� XÐUŁ «— ôuQ 

U¼t6Q��

±K0ð ÁUÖœ«œ —œ s-Š ÆÒ«d¹“ rýUÐ ·œUBð s¹« q�UŽ r+«uðvL+ s�ò Xý«œ —UNþ« vÖbM+«—  UH

œ« s¹« È«dÐ Ë Â«ÁœuÐ Â—U� q×� —œ ¨·œUBð Ÿu"Ë ÊU�“ —œÒs-Š ‰ôb²Ý« Ÿu+ åÆÂ—«œ r¼ b¼Uý ¨UŽ

ÆbO¼œ `O{uð «—

 ÈU¼tQQ-� ¨nKš ÊU¼dÐ “« ÁœUH²Ý« UÐ≤ Uð ∂ÆbOM� qŠ «— 

≤ dÖ« Æa ¨b Ë c t� bMýUÐ XÝ«— jš tÝ a||b Ë c||b ÁU~+¬ ¨a||cÆ

≥ vFK{—UNÇ —œ ÆMNOP dD" Ëœ ¨MO Ë NP —œ «— d~¹bJ¹ RÆbMM�v� lD" 

 dÖ« bO¼œ ÊUA+ ©nQ«MP = MNË 

ON ≠ OP ÁU~+¬ ¨MOt¹Ë«“ “U-LO+ Ï PMNÆX-O+ 

 d?Ö« b?O¼œ ÊUA+ ©»MP = MN Ë ON ≠ OPÁU~+¬ ¨

M

P

N

R
O



≤π

OM dÐ NPÆX-O+ œuLŽ 

¥ Y?K?¦� Ëœ —œ ÆABC Ë ′A ′B ′C d?Ö« ¨AB = ′A ′B Ë AC = ′A ′C Ë A
∧

≠ ′A
∧

X?ÐU?Ł ¨

 bOM�BC ≠ ′B ′CÆ

µYK¦� d¼ —œ Æ

ÆbMFÞUI²� vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ “U-LO+ Ëœ d¼ ©nQ«

ÆbMFÞUI²� t+UO� Ëœ d¼ ©»

ÆbMFÞUI²� ŸUHð—« Ëœ d¼ ©Û

ÆbMFÞUI²� lK{ Ëœ d¼ ÈU¼nBM�œuLŽ © 

∂ÆXÝU²J¹ jšÁ—UÄ d¼ nBM� œuLŽ Æ

∑ ÈU?NQuÞ UÐ jšÁ—UÄ tÝ Æ∂x ¨  x + 7 ¨  4(x − 1) U?N?QuÞ s¹« ŸuL−� dÖ« Æb+«Ábý Áœ«œ ≥∂

ÆbO¼œ `O{uð øbMýUÐ YK¦� p¹ ÈUNFK{ bM+«uðv� UNDšÁ—UÄ s¹« U¹¬ ¨býUÐ

∏ YK¦� ÆABCÆXÝ« Ÿö{ô«ÈËU-²� 

 dÖ«BD < DC bOM� XÐUŁ ¨BAD
∧

< DAC
∧

Æ

πÆXÝ« d²JÇu� Ê¬ —ËU−� lK{ Ëœ ŸuL−� nB+ “« t+UO� d¼ ¨YK¦� d¼ —œ bOM� XÐUŁ Æ

±∞t?Ý Ÿu?L?−?� n?B+ “« ¨”√— tÝ “« YK¦� qš«œ tDI+ d¼ ÈU¼tKiUb ŸuL−� bOM� XÐUŁ Æ

ÆXÝ« d²Ö—eÐ YK¦� lK{

±± t?DI+ ÆD Y?K¦� ÊË—œ —œ Á«u0Qœ tÐ «— PAK t?¹Ë«“ b?O?M?� XÐUŁ rOM�v� »U0²+« PDK“« 

 t¹Ë«“PAKÆXÝ« d²Ö—eÐ 

±≤ YK¦� —œ ÆPAK tDI+ ¨M lK{ ÈË—PKÆœ—«œ —«d" 

 dÖ« bOM� XÐUŁ ©nQ«PM = AK ÁU~+¬ AP > MK

 dÖ« bOM� XÐUŁ ©»AM = AK ÁU~+¬ AP > AK

A

B C
D

A

P K

D

A

P
M

K



≥∞

tK−�Ïv{U¹— 

Ë åb?+«t?²?ýu?+ v?{U?¹— ÊU?Ð“t?Ð «— X?FO³Þ rOEŽ »U²�ò XÝ« t²HÖ tKO_UÖ bMÇd¼

ÊËbÐ t� b+«vÝbM¼ ÈUNKJý d¹UÝ Ë U¼Ád¹«œ ¨UN¦K¦� ¨ÊUÐ“ s¹« ÈU³H_«ò t� XÝ« ÁœËe^«

tÝbM¼ ÈUNKJý s¹« U�« ̈ åœuýv� rÖ—œdÝ v+ULKþ Èuð—«e¼ —œ ÊU-+« UN+¬Ï—œ vÝbOK"« 

“U?O?+ v?¹U ¼t?Ýb?M ¼ t?Ð U¼Áb¹bÄ s¹« ÆbM¹¬vL+ —U� êO¼ tÐ rEM�U+ ÈUN¼U~²Ýœ È“UÝu~_«

vÝbOK"«U+ ÈU¼—U²šUÝ “« b¹UÐ UN+¬ œ—u� —œ Æb+—Ëœ —UO-Ð U¼Ád¹«œ Ë UN¦K¦� “« t� b+—«œ

tÝbM¼ “« ’uB0Ð ËÏ ÂU+ tÐ vM¹u+ tÝbM¼ÏUN6U²A«d� Æœd� ÁœUH²Ý« 

Á˛«ËÏ ‰U?Ý —œ «— ‰U²�«d^ ±π∑µt?LK�“« Ït?Ð t � v?~?MÝ vMF� tÐ ”u²�«d^ vMOðô 

fJŽdÐ t� bM²-¼ v¹UNKJý UN_U²�«d^ Æb+«t²šUÝ ̈ XÝ« Ábý œdš Ë t²-Jý rEM�U+ qJý

tÝbM¼ ÈUNKJýÏôË« UNKJý s¹«ÆbM²-O+ rEM� tłË êO¼ tÐ vÝbOK"« Î¨b+«rEM�U+ dÝ«dÝ 

UO+UŁÎ ¨tL¼ —œ UN)¬ vLE) vÐ Ê«eO�ÏXÝ« ÊU�J¹ UNÝUOI� Ë —Ëœ “« v_U²�«d^ r-ł Æ

 ¨d?~?¹œ d?O³Fð tÐ Ë œuýv� Áb¹œ ÊU-J¹ p¹œe+ “« t ÐUA²� ‡‡ œušp?¹ tÐ v²"Ë ÆXÝ«

ÈU¼t?+«œ Êu?â?L?¼ —Ëœ “« t � Ê¬ “« vJÇu� ÈU¼tJð t� rOMOÐv� ¨r¹uý p¹œe+ r-ł

q¦� gOÐ Ë r� gKJý t� b¹¬v�—œ vB0A� r-ł  —uStÐ bOÝ—v� dE+ tÐ vKJývÐ

K� qJý ÊUL¼ÒÆbýv� Áb¹œ —Ëœ “« t� XÝ« v

Ÿ«u?+« Ë U?N?-?šd?Ý t� b+uýv� Áb¹œ UN_U²�«d^ “« v+«Ë«d^ ÈU¼t+uL+ XFO³Þ —œ

B?ð ¨r?O?M� ÁU~+ t� ÁUOÖ“« tšUý d¼ tÐ «d¹“ b+«tKLł Ê¬ “« rK� qÖÊuÖU+uÖu
Ò

q� “« È—

t � œuýv� Vłu� ÊU¼UOÖ s¹« bý— dÐ r�UŠ ÈUN+u+U" Æœuýv� œU−¹« U� s¼– —œ ÁUOÖ

Æœuý qI²M� eO+ ¯—eÐ ÈUNÝUOI� tÐ œ—«œ œułË pÇu� ”UOI� —œ t� v²OSuBš

tÝb?M ¼ ‡‡  «d³_bM� «uMÐÏt?L?łd?ð ¨X?FO³Þ d~HOSuð ¨UN_U²�«d^ ÏÁ—U?L?ý b?M?LA+«œ tK−� ‡‡ Èd"UÐ bL×� Ï

≥≥∏ —–¬ ‡‡±≥∑∞Æ



≥±

± ‡‡ ¥vÝbM¼ ÊUJ� ‡‡ 

dÄ v²"ËÒd²ÄuJOK¼ p¹ ÈU¼Á
±

 U¼ÁdÄ „u+ ̈ bM²-¼ ÊbOšdÇ ‰UŠ —œ tŽuL−�Ïv¹U¼tDI) ÈUCb “« 

 vÖó¹Ë È«—«œ t� bMM�v� h0A� «— d²ÄuJOK¼ ·«dÞ«vNd²A�t� XÝ« Ê¬ U¼tDI+ s¹« vÖó¹Ë ÆbM²-¼ 

Ä g?šdÇ —u×� “« v~L¼d
Ò

t?ÐdIŽ „u+ ¨sOMâL¼ Æb+«tKiUb p¹ tÐ U¼ÁÏ¨È«t?ÐdIŽ ÈUN²ŽUÝ —ULýtO+UŁ 

tŽuL−�Ït×Hi “« v¹U¼tDI+ Ïs¹« Ê¬ Ë bM²-¼ v�d²A� vÖó¹Ë È«—«œ t� bM¼œv� qOJAð «— XŽUÝ Ád¹«œ 

t×Hi e�d� “« v~L¼ t�ÏtŽuL−� s¹« Æb+«tKiUb p¹ tÐ XŽUÝ Ï “« v¹U¼t+uL+ U¼tDI+ vÝbM¼ ÊUJ�Æb+«

¨v?ÝbM¼ ÊUJ�t?ŽuL−� ÏtL¼ Ïv?Öó?¹Ë È«—«œ t � XÝ« UCb U¹ t×Hi ÈU¼tDI+ 

d ¼ Ë X?Ý« v?Öó?¹Ë s?¹« È«—«œ tŽuL−� s¹« —œ tDI+ d¼ vMF¹ ªbM²-¼ v�d²A�

ÆbýUÐv� tŽuL−� s¹« uCŽ œ—«œ «— vÖó¹Ë Ê¬ t� tDI+

 ‰U¦�±∫t?×?H?i “« È«t?D?I?+ v?ÝbM¼ ÊUJ� ¨jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ rOM� XÐUŁ rO¼«ušv� 

ÊU?J?� n?¹d?F?ð —œ t � v�d?²?A?� vÖó¹Ë U−M¹« —œ ÆXÝ« tKiUb p¹ tÐ jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« t� XÝ«

 ¨r¹œd� d�– vÝbM¼tKZU� ÊœuÐ ÊU�J¹ÏjšÁ—UÄ dÝ Ëœ “« tDI) VKD� s¹«  U³Ł« È«dÐ fÄ ÆXÝ« 

∫rO¼œ ÊUA+ b¹UÐ

ªXÝ« tKiUb p¹ tÐ jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« ¨jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ ÈË— tDI+ d¼ ©nQ«

±Á˛«Ë ¨vÖ“Uð tÐ ‡‡ÏÆXÝ« Ábý »U0²+« d²ÄuJOK¼ È«dÐ ‰UÐ ŒdÇ 



≥≤

¨b?ýU?Ð t?K?iU?b p?¹ tÐ jšÁ—UÄ dÝ Ëœ “« t� tDI+ d¼ ©»

ÆXÝ« l"«Ë jšÁ—UÄ Ê¬ nBM�œuLŽ ÈË—

∫q?Š t?D?I?+ r?O?M?�v?� ÷d?b ©n?Q«®  U?³?Ł« È«d?Ð MÈË— 

 j?šÁ—UÄ nBM�œuLŽAB jš® l ÊuÇ ÆbýUÐ ©ln?BM�œuLŽ 

 —œ ̈ XÝ«H jÝË dÐ ABt¹Ë«eQ«rzU" YK¦� ËœÆXÝ« œuLŽ Ï AMH

 ËBMHt?¹Ë«“ Ë l?K{ Ëœ ÈdÐ«dÐ XQUŠ tÐ ÏX?A?N?ML¼ ¨UN+¬ sOÐ 

 ̈ t−O²+—œ ÆbM²-¼MA = MB vMF¹ M “« A Ë BtKiUb p¹ tÐ 

ÆXÝ«

tDI+ rOM�v� ÷db ©»®  U³Ł« È«dÐÏ M “« A Ë Bp¹ tÐ 

 YK¦� —œ vMF¹ ¨býUÐ tKiUbMAB r¹—«œ ¨MA = MB “« ÆM

tDI+ tÐÏ D jšÁ—UÄ jÝË AB YK¦� Ëœ ÆrOM�v� qiË MADË 

MBD l?K?{ tÝ ÈËU-ð qOQœ tÐ (MD = MD,DA = DB,MA = MB)f?Ä Æb?M²-¼ XANML¼ 

MDA
∧

= MDB
∧

= 90
o

 v?M?F¹ ÆMD d?Ð œuLŽ AB ¨t?−?O²+—œ Ë MD j?šÁ—U?Ä n?B?M� œuLŽ AB

 ¨s¹«dÐUMÐ ÆXÝ«M jšÁ—UÄ nBM�œuLŽ ÈË— ABÆœ—«œ —«d" 

∫tOCUtDI+ Ï M jšÁ—UÄ nBM�œuLŽ ÈË— ABtKiUb dÖ« jIb Ë dÖ« XÝ« Ï M

 “«A Ë BÆbýUÐ ÈËU-� 

 j?šÁ—U?Ä n?B?M�œuLŽ ÈË— t� v¹U¼tDI+ABt?×?H?i ÈU¼tDI+ “« È«tŽuL−� ¨b+—«œ —«d" 

 UÐ «— UN+¬ t� bM²-¼
  
S1

 jšÁ—UÄ dÝ Ëœ “« t� t×Hi “« v¹U¼tDI+ ÆrO¼œv� ÊUA+ ABb+«tKiUb p¹ tÐ 

U?Ð «— Ê¬ t � X?Ý« t?×Hi ÈU¼tDI+ “« È«tŽuL−� eO+
  
S2

 X?L?-" —œ ÆrO¼œv� ÊUA+ ® ‰U?¦� ©nQ«±¨

tŽuL−� “« ÈuCŽÏ 
  
S1

 q¦� «— M r¹œ«œ ÊUA+ Ë rO²bdÖ dE+—œ MtŽuL−� “« ÈuCŽ Ï 
  
S2

—œ ÆXÝ« 

tŽuL−� “« ÈuCŽ ©»® XL-"Ï 
  
S2

tŽuL−� “« ÈuCŽ tDI+ Ê¬ r¹œd� XÐUŁ Ë r¹œd� »U0²+« «— Ï 
  
S1

t?ŽuL−� uCŽ d¼ ¨l"«Ë—œ ÆXÝ«Ï 
  
S1

t?ŽuL−� “« ÈuCŽ Ï 
  
S2

tŽuL−� uCŽ d¼ Ë Ï 
  
S2

“« Èu?CŽ 

tŽuL−�Ï 
  
S1

ªvMF¹ ÆX-¼ eO+ 

                                                 
  
S1 = S2

tKŠd� Ëœ fÄ ÏtŽuL−� Ëœ ÈËU-ð t� XÝ« s¹« ‰œUF� ̈ tŽuL−� p¹ ÊœuÐ vÝbM¼ ÊUJ�  U³Ł« 

ÆrOM� XÐUŁ «—

A B

M

D

A B

M

H

l

 qJý±¥

 qJý±µ



≥≥

”U?Ý«d?Ð U?N?�U?Ö s?¹« ÆXÝ« bM�œuÝ d¹“ ÂUÖ tÝ s²ý«œdÐ ¨vÝbM¼ ÊUJ� Êœd� h0A� È«dÐ

∫XÝ« v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«

 ∫‰Ë« ÂUÖÁ“«b?+« tÐÏv?Öó?¹Ë —œ t � «— v?¹U ¼tDI+ vbU� b?M?M �v� ‚bi Ábý Áœ«œ 

ªbOÐUOÐ

∫ÂËœ ÂU?Öu?B?ð U?ð b?O?M?� q?iË d?~¹bJ¹ tÐ «— U¼tDI+ Ê¬ ÒÊU?J?� “« ÈœuNý È—

ªbOM� «bOÄ dE+ œ—u� vÝbM¼

∫ÂuÝ ÂUÖ—œ tDI+ d¼ U¹¬ t� bOM� vÝ—dÐ fáÝ ÆbOM� nOiuð «— vÝbM¼ ÊUJ� 

tŽuL−�ÏU?¹¬ ¨fJŽdÐ Ë bM�v� ‚bi Ábý Áœ«œ vÖó¹Ë —œ b¹«t²bU¹ t� v¹U¼tDI+ 

øœ—«œ —«d" b¹«t²bU¹ t� È«tŽuL−� —œ ¨bM� ‚bi vÖó¹Ë s¹« —œ t� tDI+ d¼

 ‰U¦�≤∫tDI+ p¹ “« t� rOÐUOÐ «— t×Hi “« È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� rO¼«ušv� ÏXÐUŁ 


tÐ Ábý Áœ«œ 

tKiUbÏ ¨„d²A� vÖó¹Ë ¨U−M¹«—œ ÆbýUÐ bŠ«Ë tDI) p¹ “« ÊœuÐtKZU� r¼Ï XÐUŁ ÆXÝ«

∫qŠ

∫‰Ë« ÂUÖtDI+ Ï «— XÐUŁ Os¹« ÆrOM�v� «bOÄ Ábý ÊUOÐ vÖó¹Ë UÐ «— U¼tDI+ “« Èœ«bFð Ë rO�U+v� 

Æb+«Ábý Áœ«œ ÊUA+ d¹“ qJý —œ U¼tDI+

∫ÂËœ ÂUÖÆbÝ—v� dE+ tÐ  Ád¹«œ p¹ qiUŠ qJý 

∫Âu?Ý ÂUÖ e �d?� t?Ð Ád?¹«œ p?¹ ¨dE+ œ—u� vÝbM¼ ÊUJ� Oåp?¹ò ŸU?Fý Ë 

tKiUbÆXÝ«Ï vMF¹ Ê¬ e�d� “« Ád¹«œ s¹« ÈË— tDI+ d¼ OsOMâL¼ ÆXÝ« bŠ«Ë dÐ«dÐ ̈

t?KiUb dÖ«Ï b?M+U� È«tDI+ M “« O ÁU?~+¬¨býUÐ bŠ«Ë dÐ«dÐ   OM = 1 fÄ OMp?¹ 

 t−O²+—œ ¨œuÐ b¼«uš Ád¹«œ ŸUFýMÆXÝ« Ád¹«œ ÈË— 

 ‰U¦�≥∫Áœ«œ j?š p?¹ “« t?� b?OM� «bOÄ «— t×Hi “« È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� 

ÁbýÏ  ltKiUb tÐ Ï 

  

1

2

ÆbýUÐ 

∫qŠ

∫‰Ë« ÂUÖÆrOM�v� «bOÄ ¨bMM�v� ‚bi vÖó¹Ë s¹« —œ t� «— v¹U¼tDI+ “« Èœ«bFð «b²Ð« 

O

O

1

1

2 l



≥¥

∫ÂËœ ÂUÖ jš ·dÞ p¹ —œ t� v¹U¼tDI+ “« tŽuL−� d¼ Êœd� qSË UÐ ljš Ëœ ¨b+—«œ —«d" 

ÆbýUÐ jš Ëœ ¨vÝbM¼ ÊUJ� s¹« bÝ—v� dE+ tÐ fÄ Ær¹—Ë¬v� XÝœ tÐ XÝ«—

∫ÂuÝ ÂUÖtKSU^ tÐ t� È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� Ï  

  

1

2
Ábý Áœ«œ jš “« Ï lXÝ«— jš Ëœ ̈ œ—«œ —«d" 

 UÐ È“«u�lÆXÝ« 

 ÈUN_U¦� —œ t� «— È«t−O²+ Ëœ≤ Ë ≥ —u?S tÐ ¨r¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ”UÝ«dÐ 

Æœd� ÊUOÐ Ê«uðv� d¹“

 ±∫tKSU^ tÐ t� t×HS “« È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� Ï RtDI+ “« Ï XÐUŁ OÊUL¼ ÊË—œ 

 e�d� tÐ È«Ád¹«œ ¨œ—«œ —«d" t×HSO ŸUFý Ë RÆXÝ« 

 ≤∫ÊU?L¼ —œ Ábý Áœ«œ XÝ«— jš p¹ “« t� t×HS “« È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� 

tKSU^ tÐ t×HSÏ dÊ¬ ·dÞ Ëœ —œ Ë jš Ê¬ UÐ È“«u� XÝ«— jš Ëœ ̈ œ—«œ —«d" 

ÆXÝ«

∫tOCHt?×?HS —œ È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ¨t¹Ë«“ p¹ “U-LO+ Ït� XÝ« t¹Ë«“ Ê¬ 

tKSU^ÏÆbýUÐ dÐ«dÐ t¹Ë«“ lK{ Ëœ “« Ê¬ 

∫ÊU?¼dÐÊœu?Ð ÊU?-?J?¹ò b?M �v?� h?0?A� «— vÝbM¼ ÊUJ� t� v�d²A� vÖó¹Ë ¨tOC" s¹« —œ 

¨vÝbM¼ ÊUJ� n¹dFð ”UÝ«dÐ ÆXÝ« åt¹Ë«“ lK{ Ëœ “« tDI+ tKSU^

∫œ—«œ tKŠd� Ëœ  U³Ł«

∫‰Ë« tKŠd�“« t?¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— tDI+ d¼ rOM�v� XÐUŁ 

tDI+ ÆXÝ« tKSU^ p¹ tÐ t¹Ë«“ lK{ ËœÏ Mt¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— «— Ï

XBY
∧

 “« Ær¹dOÖv� dE+ —œ M ÈUNFK{ dÐ v¹UNDš BX Ë BY

 —œ VOðdð tÐ «— UN+¬ Uð rOM�v� œuLŽH Ë KYK¦� Ëœ ÆbMM� lD" 

BMH Ë BMK∫fÄ ¨bM²-¼ XANML¼ ¨UN+¬ sOÐ lK{ Ë t¹Ë«“ Ëœ ÈdÐ«dÐ X_UŠ tÐ 

                                           MH = MK

l

1

2

1

2

B

H

M

K

x

y

 qJý±∂



≥µ

∫ÂËœ tKŠd�tDI+ dÖ« Ï M lK{ Ëœ “« BX Ë BYtKSU^ tÐ Ï

t¹Ë«e‡_«rzU" YK¦� Ëœ ÊuÇ ̈ býUÐ ÊU-J¹Ï BMH Ë BMKX_UŠ tÐ 

∫fÄ ¨bM²-¼ XANML¼ lK{ p¹ Ë dðË ÈËU-ð

  B
∧

1 = B
∧

2

 “« t� vDš vMF¹B Ë Mt¹Ë«“ “U-LO+ ¨œ—cÖv�  ¨t−O²+—œ ÆXÝ«

M t¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— BÆœuýv� t−O²+ rJŠ v²Ý—œ ¨s¹« “« Ë l"«Ë 

 ∫tOCHvKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ “U-LO+ tÝ

ÆbMÝdL¼ YK¦� d¼

 ∫ÊU¼dÐ YK¦� —œABC vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ B Ë C—œ «— d~¹bJ¹ Uð rOM�v� rÝ— «— 

tDI+Ï M “« ÆbMM� lD" M ÈUNFK{ dÐ AB ¨AC Ë BCÈU¼tDI+ —œ «— UN+¬ VOðdð tÐ Uð rOM�v� œuLŽ 

L ¨K Ë H ÊuÇ ÆbM¹UL+ lD" Mt¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— Ï B∫fÄ ¨XÝ« 

®±                                      ©MH = ML

 ÊuÇ ËMt¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— Ï C∫fÄ ¨œ—«œ —«d" 

®≤                                      ©MH = MK

® “«±® Ë ©≤œu?ýv� t−O²+ ©MK = ML ¨s?¹«dÐUMÐ ÆM t?¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— AÆœ—«œ —«d" eO+ 

 fÄM Y?K?¦?� “U?-LO+ tÝ v"öð q×� ABC v?MF¹ ¨XÝ« Y?K?¦?� d?¼ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ “U�LO) tÝ

bMÝdL¼Æ

∫tOCHÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ ÈUNFK{ ÈU¼nBM�œuLŽ 

∫ÊU¼dÐ lK{ Ëœ ÈU¼nBM�œuLŽ AB Ë BC YK¦� “« ABC

 —œ «— d??~??¹b?J?¹ U?ð r?O?M �v?� r?Ý— «—M Êu??ÇÆb?M?M � l?D?" MÈË— 

 nBM�œuLŽBCfÄ ¨XÝ« 

®≥                                      ©MB = MC

 ÊuÇ ËM nBM�œuLŽ ÈË— ABfÄ XÝ« 

B

H

M

K

x

y

1
2

M
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H

L

A

B

C

M

A

B

C

 qJý±∑

 qJý±∏
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®¥                                      ©MA = MB

® “«≥® Ë ©¥ t�œuýv� t−O²+ ©MA = MCtDI+ ¨s¹«dÐUMÐ ÆÏ M jšÁ—UÄ dÝ Ëœ “« ACtKiUb p¹ tÐ 

t?D?I?+ v?M?F¹ ÆXÝ«Ï  Mn?B?M?�œuLŽ ÈË—AC t?D?I?+ “« n?B?M?� œu?L?Ž t?Ýd?¼ ¨t−O²+—œÆXÝ« Ï M

ÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ ÈUNFK{ ÈU¼nBM�œuLŽ ¨s¹«dÐUMÐÆb+—cÖv�

 XO6UF�±‡‡±≤

t � «— v?ÝbŠ v²Ý—œ t� XÝ« Ê¬ XOQUFb s¹« ·b¼

 XOQUFb —œ±‡‡≥bMÇ vÝ—dÐ UÐ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« o¹dÞ “« 

vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨b¹œd� tz«—« ’Uš XQUŠ

K � X?QUŠ —œÒÁ«u?0?Qœ Y?K?¦?� ¨—U � s?¹« È«dÐ ÆbO¼œ ÊUA+ v

ABCt?+UO� Ëœ Ë Ï CM Ë BNl?ÞU?Ið q×� Ë bOM� rÝ— «— 

 «— UN+¬OÆbO�UMÐ 

 j?ÝË ©nQ«BO «— P j?ÝË Ë CO «— QË b?O?�U?MÐ 

 jšÁ—UÄPQÆbOM� rÝ— «— 

t?O?C?" f?J?Ž “« ÁœUH²Ý« UÐ ©»Ïœu?š ¨j?š p?¹ U?Ð È“«u?� j?š Ëœ t� XOiUš s¹« Ë fQUð 

 t� bO¼œ ÊUA+ ¨bM¹“«u�MN È“«u� PQÆXÝ« 

tOC" “« ÁœUH²Ý« UÐ ©ÛÏ bO¼œ ÊUA+ ¨fQUð MN = PQÆ

 vFK{—UNÇ t� bOM� XÐUŁ © MNQPÆXÝ« Ÿö{ô«È“«u²� 

bO¼œ ÊUA+ ©À

  

BO

ON
=

CO

OM
=

2

1

 ÈU ¼t?+UO� ÊuÇCM Ë BNt?+U?O?� Ëœ d?¼ È«d?Ð t?DÐ«— s¹« fÄ ¨b+œuÐ Ábý »U0²+« Á«u0Qœ tÐ Ï

ÆXÝ« XÝ—œ eO+ d~¹œ Á«u0Qœ

 X³-+ tÐ «— d~¹bL¼ Ë ©ø«dÇ® bMÝdL¼ t+UO� tÝ t� r¹dOÖv� t−O²+ U−M¹« “«± Ë ≤ÆbMM�v� lD" 

∫tłuðtDI+ Ï ¨YK¦� ÈU¼t+UO� vÝdL¼ qIŁ eNd�ÆXÝ« Ê¬ 

∫tOCUÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ t+UO� tÝ 

A

B CD

O

M N

 qJý≤∞



≥∑

∫tOCUÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ ŸUHð—« tÝ 

‡‡ s¹dLðÆbOM� XÐUŁ «— ôUÐ tOC" 

®∫v?¹ULM¼«—l?K?{ t?Ý  «“«u?� tÐ v¹U¼jš YK¦� ÈUNÝ√— “« 

b?O?M � X?ÐU?Ł ÁU?~?+¬ Æœu?ý q?O?J?A?ð Èb¹bł YK¦� Uð bOM� rÝ— YK¦�

Ë« YK¦� ÈUNŽUHð—«Ò©ÆbM²-¼ b¹bł YK¦� ÈU¼nBM�œuLŽ ¨tOQ

U¼t6Q��

ÆbO+eÐ ”bŠ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« pL� tÐ «— vÝbM¼ ÊUJ� d¹“ œ—«u� “« p¹d¼ —œ

±Æb²Kžv� rOI²-� jš p¹ œ«b²�« —œ ·Ui `DÝ p¹ ÈË— t� vÄuð e�d� vÝbM¼ ÊUJ� Æ

≤Ád¹«œ p¹ Ã—Uš —œ t� È«Ád¹«œ e�d� vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏÊ¬ jO×� ÈË— Ë XÝ« l"«Ë Ábý Áœ«œ 

Æb²Kžv�

≥ÆXÝ« tKiUb p¹ tÐ jšÁ—UÄ p¹ dÝ Ëœ “« t� UCb —œ È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� Æ

¥t×Hi Ëœ “« t� UCb —œ È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏÆbýUÐ tKiUb p¹ tÐ È“«u� 

µt×Hi Ëœ “« t� UCb —œ È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏ È“«u� M Ë RtDI+ “« Ë býUÐ tKiUb p¹ tÐ Ï

 XÐUŁPtKiUb tÐ ¨Ï dÆbýUÐ 

∂ tKiUb tÐ Ábý Áœ«œ jš p¹ “« t� UCb —œ È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆdÆbýUÐ 

∑tDI+ p¹ —œ t� v¹U¼Ád¹«œ e�d� vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏÆbýUÐ ”UL� Ábý Áœ«œ jš p¹ dÐ h0A� 

∏ ŸU?Fý tÐ È«tJÝ Æ≤t?×Hi ÈË— dÐ «— d²�v²+UÝ Ï l?K{ tÐ vKJý lÐd� ±∞»U?ðdÄ d²�v²+UÝ 

t?JÝ ¨œdOÖ —«d" U−+¬ —œ tJÝ e�d� dÖ« t� bOM� sOOFð «— lÐd� ÊË—œ È«tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆrOM�v�

ö�U�ÎÆœuýv� l"«Ë lÐd� qš«œ 

πÊU??L??²??šU??Ý s??²?bd?Ö—«d?" q?×?� q?ÐU?I?� —«œu?L?+ Æ

 tL-−� ̈ È—«œdNýSÁ—«ub Ë Ï  FrO¼«ušv� Æb¼œv� ÊUA+ «—

tKO�ÏtÐ Á—«ub Ë tL-−� “« t� rOM� VB+ vK×� —œ «— rÇdÄ 

tKiUb tÐ È—«œdNý ÊUL²šUÝ qÐUI� “« Ë býUÐ tKiUb p¹Ï π

t?K?O?� V?B?+ q?×� vÝbM¼ ÊUJ� ÆbýUÐ d²�Ïs?O?OFð «— rÇdÄ 

ÆbOM�
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≥∏

± ‡‡ µ—UÖdÄ Ë gNjš UÐ rOÝdð ‡‡ 

—œ «— v+U¹UL+ ÈUł v²MÝ —uÞ tÐ ¨g�jš Ë —UÖdÄ pL� tÐ vÝbM¼ ÈUNKJý s²šUÝ U¹ rÝ—ò

tÝbM¼ ‘“u�¬ÏÁœUH²Ý« œ—u� lOÝË —uÞtÐ t� XÝ« v¹UN+¬ UNLOÝdð s¹« s¹dðÁœUÝ ÆXÝ« t²bdÖ t×D-� Ï

Ë X?-?O+ tłuð qÐU" vÝbM¼ ÈUNLOÝdð vKLŽ ‘“—« ¨U¼œ—u� d¹UÝ —œ vQË ÆœdOÖv� —«d" Ê«d~²FMi

tL¼ UÐ Æœ—«b+ r¼ ÈœU¹“ Ê«bMÇ ÈdE+ XOL¼«Ïö�U� ¨UNM¹« Ît+uÖs¹« È«dÐ «— ‘“—« s¹« Ê«uðv� oŠ tÐ 

ÈU?N?K?J?ý U?Ð v?¹U?M?ý¬ È«d?Ð t?K?O?ÝË s?¹dðVÝUM� ¨UNLOÝdð s¹« t� «dÇ ¨bý q¹U" ‘“u�¬ —œ UNLOÝdð

tKOÝË d¼ “« d²NÐ Ë bM²-¼ vÝbM¼ÏtQQ-� qŠ s²bdÖ«db È«dÐ «— tMO�“ ̈ Èd~¹œ ÏbMM�v� r¼«db v{U¹— 
±

åÆ

t?QQ?-?� —œ Æœœd?Öv�dÐ ”bOK"« ÊU�“ tÐ vÝbM¼ ÈUNLOÝdðÏË« ÒË« »U?²� “« ‰Ò¨”b?OK"« ‰ui« ‰

s¹« qŠ l"«Ë —œ ¨åÆbOM� UMÐ Ÿö{ô«ÈËU-²� YK¦� p¹ ¨jšÁ—UÄ p¹ ÈË—ò t� XÝ« Ábý œUNMAOÄ

vÖœUÝ tÐ tQQ-�tQQ-� qŠ Ït²bU¹rOLFð Ï∫XÝ« d¹“ 

ÆbýUÐ Ábý Áœ«œ Ê¬ lK{ tÝ tN bOMN rÝ— v¦K¦�

vÝbM¼ ÈUNLOÝdð ÈU¼tQQ-� qŠ È«dÐ vK� ‘Ë— p¹ rO+«uðv� ¨tQQ-� s¹« qOK×ð Ë t¹e−ð UÐ

∫rOM� «bOÄ

 p?¹ tQQ-� d¼ —œ‰u?N−�È«d?Ð Èœ—u?� d?~?¹œ ¨b?ýUÐ Ábý t²-+«œ eOÇ tL¼ dÖ« Æœ—«œ œułË 

 ̈ rO²-¼ Ê¬ ‰U³+œ tÐ t� ÈeOÇ ̈ tQQ-� s¹« —œ Æb+U�vL+ v"UÐ Êœ«œ ÂU−+« È«dÐ È—U� Ë ułË X-łvMF¹

X?Ý« Y?K¦� p¹ ¨U−M¹« —œ Ë vÝbM¼ qJý p¹ ¨‰uN−�Èe?OÇ b¹UÐ tQQ-� d¼ —œ ¨‰UŠ s¹« UÐ Æ

ÆrO¹uÖv� Áœ«œ Ê¬ tÐ t� býUÐ ÂuKF�bM²�¼ YK¦� ÈUNFK{ ‰uÞ ¨t6Q�� s¹« ÈU¼Áœ«œ  «— UN+¬ t� a¨

b Ë cÆrO�U+v� 

ÆrOMNv� ÷d� Ábý qŠ «— t6Q�� ∫t6Q�� qŠ Èóð«d²Ý«

ö¦� UNFK{ “« vJ¹ rO+«uðv� fÄ ¨b+«Ábý Áœ«œ UNFK{ “« p¹d¼ ‰uÞ ÊuÇ ¨qJý tÐ tłuð UÐÎ

BC ÂuKF� ‰uÞ UÐ «— a∫rOM� rÝ— 

 YK¦� rÝ— È«dÐ ̈ s¹«dÐUMÐABC ”√— b¹UÐ ̈ XÝ« tQQ-� ‰uN−� t� A—œ Uð rOM� «bOÄ È—uÞ «— 

±tLłdð ¨v{U¹— XO"öš ¨UOQuÄ Ã—uł ‡‡ÏÈ—U¹dNý e¹ËdÄ 

 qJý≤≤
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≥π

t6Q�� ÈUNÞdýÏvMF¹ bM� ‚bS U� 

®  ◊dý                            ±©AC = b

®  ◊dý                            ≤©AB = c

 ‰uN−� tDI+ tÐ q¹b³ð U� t_Q-� ‰uN−� vMF¹AÆb¹œdÖ 

® ◊dý tÐ tłuð UÐ±tDI+ ̈ ©Ï AtKSU^ tÐ b¹UÐ Ï b “« CtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� fÄ ̈ býUÐ t²ý«œ —«d" Ï A

e�d� tÐ È«Ád¹«œ ¨t×HS —œC  ŸUFý Ë b® ◊dý o³Þ ¨sOMâL¼ÆXÝ« ≤tDI+ ¨©Ï AtKSU^ tÐ Ï c “« B

tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� fÄ ¨œdOÖv� —«d"Ï A e�d� tÐ È«Ád¹«œ ¨t×HS —œ B ŸUFý Ë cÆXÝ« 

 ”√— È«d?Ð v?Ýb?M ¼ ÊU?J?� p?¹ ¨◊dý Ëœ s¹« “« Â«b�d¼ ¨s¹«dÐUMÐAœu?Ð t?_Q?-?� ‰uN−� t� 

tDI+ fÄ Æœd� h0A�Ï AKFð vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« tÐ —UÇU+ tÐ ÒtDI+ s²^U¹ È«dÐ ¨t−O²+—œ Æœ—«œ oÏ A

 ÈU¼e�d� tÐ Ád‡¹«œ ËœB Ë C ÈUNŽUFý UÐ VO‡ðdðtÐ Ë c Ë btD‡I+ ̈ rOM‡�v� rÝ— ÏtD‡I+ UN+¬ œ—ušdÐ Ï A

 ÆXÝ«øœ—«œ »«uł bMÇ t6Q�� s¹«

t?D?I+ t� œ«œ ÊUA+ U� tÐ t_Q-� s¹« qŠÏ At?KOÝË tÐ ¨YK¦� ÂuÝ ”√— ¨Ï0?A� vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ Òh?

 Ê«uMŽ tÐ ̈ t²^U¹ s¹« “« Æœuýv�vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ Èóð«d²Ý«
±

ÆrOM�v� ÁœUH²Ý« vLOÝdð ÈU¼t_Q-� qŠ —œ 

vÝbM¼ ÈUNLOÝdð ÈU¼t6Q�� qŠ œd³¼«—

« ÂUÖËÒ∫‰t_Q-� ÏÆrOM�v� ÷d^ Ábý qŠ «— rOÝdð 

∫ÂËœ ÂUÖt_Q-� ÏtDI+ p¹ s²^U¹ tÐ q¹b³ð «— rOÝdð ÏÆrOM�v� ‰uN−� 

∫ÂuÝ ÂUÖ“« Â«b �d?¼ t�È—uÞtÐ rOM�v� rO-Ið ¡eł Ëœ tÐ «— t_Q-� ÈUNÞdý 

tDI+ È«dÐ vÝbM¼ ÊUJ� p¹ tÐ ¨UNÞdýÏËœ s¹« “« p¹ d¼ Ë œuý q¹b³ð ‰uN−� 

 b¹UÐ ¨vÝbM¼ ÊUJ�XÝ«— jš U¹ Ád¹«œÆbýUÐ 

∫Â—UNÇ ÂUÖtDI+ ÏÆXÝ« vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« „d²A� qB^ ¨‰uN−� 

t6Q��Ï ±∫ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ rÝ—

 jšÁ—UÄBCs¹« nBM�œuLŽ rO¼«ušv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

ÆrOM� rÝ— «— jšÁ—UÄ

∫qŠ

∫‰Ë« ÂUÖ÷d?^ v?M?F?¹ r?O?M?�v� ÷d^ Ábý qŠ «— t_Q-� 

 jš t� rOM�v�d jšÁ—UÄ nBM�œuLŽ BCÆbýUÐ 

±v{U¹— XO"öš ¨UO_uÄ Ã—uł ‡‡

 qJý≤≥
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¥∞

∫ÂËœ ÂUÖ j?š Êb?ý h0A� È«dÐ df?Ä Ær?O?M � «b?OÄ «— Ê¬ “« e¹UL²� tDI+ Ëœ XÝ« vbU� ¨

tDI+ Ëœ Êœd� «bOÄ U� ‰uN−�Ï jš “« e¹UL²� dtDI+ Ëœ d¼ b+«uðv� tDI+ Ëœ s¹« ÆXÝ« ÏbM+U� Á«u0Qœ 

MË ′M jš ÈË— d jšÁ—UÄ ·dÞ Ëœ —œ t� býUÐ BC “« Ë b+—«œ —«d" C Ë BÆb+«tKiUb p¹ tÐ 

 ∫ÂuÝ ÂUÖtÐ «— UNÞdý s¹« t� rOM�v� vFÝ Ë r¹“«œdÄv� tDI+ s¹« ÈUNÞdý Êœd� «bOÄ tÐ ‰UŠ

t?D?I?+ È«dÐ vÝbM¼ ÊUJ� p¹ tÐ ¨UNÞdý s¹« “« Â«b�d¼ t�È—uÞ tÐ rOM� rO-Ið ¡eł ËœÏ ‰uN−� M

 ÊuÇ Æœuý q¹b³ðM jšÁ—UÄ nBM�œuLŽ ÈË— BCvÝbM¼ ÊUJ� jšÁ—UÄ d¼ nBM�œuLŽ Ë XÝ« 

 ‰uN−� tDI+ fÄ¨býUÐ tKiUb p¹ tÐ jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« t� XÝ« È«tDI+MŸUFý UÐ Ád¹«œ Ëœ ÈË— 

 ÈU¼e�d� tÐ Ë ÊU-J¹B Ë CtQQ-� tÐ q¹b³ð tQQ-� s¹« vMF¹ ¨œ—«œ —«d" ÏÆbý vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ 

∫Â—UNÇ ÂUÖŸU?Fý tÐ Ád¹«œ Ëœ ¨vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« 

nB+ “« d²Ö—eÐ Á«u0QœBCqBb t� rO¼«ušv� «d¹“ XÝ« 

 e�d� tÐ ¨s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐ tDI+ Ëœ Ád¹«œ Ëœ „d²A�BŸUFý Ë 

 n?B+ “« gOÐ Á«u0QœBCs?OL¼ UÐ Ë rOM�v� rÝ— È«Ád¹«œ 

Ád?¹«œ ¨ŸUFýÏ e �d� tÐ Èd~¹œ CÁd?¹«œ Ëœ s?¹« ÆrOM�v� rÝ— 

tDI+ Ëœ —œ «— d~¹bL¼Ï  M Ë ′MÈU¼tDI+ ÊuÇÆbMM�v� lD" 

M Ë ′Ms¹«dÐUMÐ ̈ bM²-¼ ÈËU-� ÈUNŽUFý UÐ Ád¹«œ Ëœ ÈË— 

 nBM�œuLŽ ÈË—BC Êœd� qiË UÐ fÄ Æb+dOÖv� —«d" M tÐ ′MrÝ— Ábý t²Ý«uš nBM�œuLŽ ̈

Æœuýv�

‡‡ s¹dLðt¹Ë«“ p¹ “U-LO+ rÝ— qŠ«d� ÏÈU¼tQQ-� qŠ Èóð«d²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ábý Áœ«œ 

ÆbO¼œ `O{uð vÝbM¼ ÈUNLOÝdð

t6Q��Ï ≤∫ tDI) p¹ “« Ábý Áœ«œ jš p¹ dÐ œuLŽ jš p¹ rÝ—ÏÊ¬ Ã—Uš 

∫qŠ jš dtDI+ Ë Ï A “« rO¼«ušv� Æb+«Ábý Áœ«œ Ê¬ Ã—Uš A dÐ t� rOM� rÝ— vDš dœuLŽ 

býUÐ
±

Æ

CB

M

′M

A

d

l

± tÝbM¼ —œ «— qŠ«d� s¹« ‡‡±Æb¹«Áœ«œ ÂU−+« 

 qJý≤¥

 qJý≤µ



¥±

 j?š Ë Áb?ý q?Š t6Q�� rOMAv� ÷d�lt?DI) “« Ï  A j?š dÐ d

ÆXÝ« Ábý œuLŽ

¨r?O?M� ÁœUH²Ý« r¹«Áœd� qŠ ‰UŠ tÐ Uð t� v¹U¼t_Q-� “« rO+«u²Ð dÖ«

t?_Q?-� —œ Æœuýv� d²+UÝ¬ —U�±U?M?ý¬ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ rÝ— UÐ 

 jš dÖ« Ær¹býl ÈË— t � býUÐ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ dt²^dÖ —«d" 

 ÈË— tDI+ d¼  —uS s¹« —œ ¨XÝ«ltKSU^ p¹ tÐ jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« 

 t?D?I?+ Ëœ r?OM� ÷d^ vMF¹ ÆXÝ«B Ë C ÈË— d t � œ—«œ œu?łË ÊUMÇ l

 nBM� œuLŽBCÆbýUÐ 

 d?Ö« fÄB Ë C “« q?SU?Š n?B?M?�œu?L?Ž ¨r?O?¹U?L+ rÝ— «—Ê¬ nBM�œuLŽ Ë rOM� «bOÄ «— A

 dÐ Ë œ—cÖv�dÆXÝ« œuLŽ 

t_Q-� ôUŠÏ ÈU¼tDI+ Êœd� «bOÄ tÐ q¹b³ð U� B Ë C jš ÈË— d jš t� XÝ« Ábý lnBM�œuLŽ 

 ÊuÇ ÆbýUÐv� UN+¬A nBM�œuLŽ ÈË— BC s¹«dÐUMÐ ¨œ—«œ —«d" A “« B Ë CU¹ XÝ« tKSU^ p¹ tÐ 

 ¨v?ð—U?³?Ž tÐB Ë C e �d?� tÐ È«Ád¹«œ ÈË— A “« v?J?¹ Ád?¹«œ s?¹« Æb+—«œ —«d" v?Ýb?M?¼ ÊU?J� ËœU� 

�«ÆXÝ«Ò ÊuÇ UB Ë C jš ÈË— d jš fÄ ¨b+—«œ —«d" dÁœUH²Ý« UÐ ‰UŠ ÆXÝ« d~¹œ vÝbM¼ ÊUJ� 

¨vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ Èóð«d²Ý« “«B Ë C Êœd� «bOÄ È«dÐ Æb+—«œ —«d" ÊUJ� Ëœ s¹« ÈË— B Ë Ce�d� tÐ ¨

A Uð rOM�v� rÝ— È«Ád¹«œ Á«u0_œ ŸUFý tÐ Ë d «— UN+¬ ¨bM� lD" tDI+ Ëœ —œ «— B Ë C‰UŠ ÆrO�U+v� 

B Ë C nBM�œuLŽ «d¹“ ¨XÝ« Ábý qŠ t_Q-� Ë bM²-¼ »uKD� ◊UI+ BCÆXÝ« dE+ œ—u� jš 

t6Q��Ï ≥∫  p¹ “« Ábý Áœ«œ jš dÐ œuLŽ vDš rÝ—

Ê¬ ÈË— tDI)

 jš rOM� ÷d^ vMF¹d tDI+ Ë AÆb+«Ábý Áœ«œ Ê¬ ÈË— 

 “« rO¼«ušv�A dÐ ÈœuLŽ dvýË— UÐ «— t_Q-� s¹« rOM� rÝ— 

 ÈU¼tDI+ vMF¹ ¨rOM�v� qŠ vK³" t_Q-� bM+U�B Ë C ÈË— «— d
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 qJý≤∂
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 qJý≤∏



¥≤

 t� rOM�v� «bOÄ È—uÞA e�d� tÐ È«Ád¹«œ ̈ s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐ UN+¬ jÝË ArOM�v� rÝ— È—UO²š« ŸUFý Ë 

 UðdtDI+ Ëœ —œ «— Ï B Ë CtQQ-� o³Þ ‰UŠ ÆbM� lD" Ï nBM�œuLŽ ¨vK³" BCs¹« ÆrOM�v� rÝ— «— 

 “« nBM�œuLŽA dÐ Ë œ—cÖv� dÆXÝ« œuLŽ 

t6Q��Ï ¥jš p¹ È“«u� vDš rÝ— ∫ 

jš Ê¬ Ã—Uš tDI) p¹ “«

 jšdtDI+ Ë Ï AÆXÝ« Ábý Áœ«œ Ê¬ Ã—Uš 

t?D?I?+ “« rO¼«ušv�Ï A  «“«u?� t?Ð vDš dr?Ý— 

tDI+ “« «b²Ð« —uEM� s¹« È«dÐ ÆrOM�Ï A jš dÐ d

t?D?I+ —œ «— Ê¬ Uð rOM�v� rÝ— ÈœuLŽÏ ′Al?D" 

tDI+ “« fáÝ ÆbM�Ï A dÐ œuLŽ vDš A ′ArÝ— 

 «— Ê¬ Ë rOM�v�′d t� œd� UŽœ« Ê«uðv� ‰UŠ ÆrO�U+v� dË ′d b+d~¹bJ¹ È“«u� ®Æ©ø«dÇ

«— vÝbM¼ ÈUNLOÝdð ÈU¼tQQ-� “« ÈœU¹“ œ«bFð Ê«uðv� ̈ ‚ub Ábý qŠ tQQ-� —UNÇ tÐ tłuð UÐ

Æœd� qŠ

U¼t6Q��

± jš ÆdtDI+ Ë Ï A jš ÈË— È«tDI+ Æb+«Ábý Áœ«œ ¨Ê¬ dÐ l"«Ë dOž dtDI+ “« t� bOM� sOOFð Ï

AtKiUb tÐ Ï ÂuKF� RÁ“«b+« tÐ tłuð UÐ ÆbýUÐ Ï RÆbOM� Y×Ð tQQ-� ÈUNÐ«uł œ«bFð ÈË— 

≤tDI+ Ëœ ÆÏ A Ë B jš Ë d jš ÈË— È«tDI+ ÆbMF"«Ë t×Hi p¹ —œ dtDI+ Ëœ “« t� bOÐUOÐ Ï

A Ë Bøœ—«œ »«uł Á—«uL¼ tQQ-� U¹¬ ÆbýUÐ tKiUb p¹ tÐ 

≥Ád¹«œ ÆÏ (C) jš Ë ∆Ád¹«œ ÈË— È«tDI+ Æb+«Ábý Áœ«œ t×Hi p¹ —œ Ï (C)“« t� bOM� sOOFð 

 jš∆tKiUb tÐ Ï ÂuKF� løœ—«œ »«uł bMÇ tQQ-� ÆbýUÐ 

¥ Y?K¦� “« ÆABCÁ“«b+« ¨Ï ÈU?NFK{ AB = c ¨AC = b ŸU?Hð—« ‰uÞ Ë AH = haÂu?KF� 

ÆbOM� rÝ— «— YK¦� ÆXÝ«

µ Y?K?¦� ÆABC l?K?{ ∫ÈU¼Á“«b?+« Êœu?Ð Âu?K?F?� UÐ «— BC = a ÈU ¼t?+U?O� ¨B ′B = mbË 

C ′C = mcÆbOM� rÝ— ¨

∂® v+Uł“uÐ ¡UbuQ«uÐ« Æ≥∏∏‡‡≥≤∏ tDI+ “« œuLŽ jš rÝ— È«dÐ v+«d¹« Ê«bO{U¹— ©‚Æ‡¼ A

 ÷ËdH� jš dÐ l"«ËltDI+ ∫XÝ« ÁœdÐ —U� tÐ «— d¹“ ‘Ë— Ï Á«u0Qœ B jš ÈË— «— lÆrOM�v� —UO²š« 

d

d

A

′A

′



¥≥

t+U¼œÏÁ“«b+« tÐ «— —UÖdÄ Ï jšÁ—UÄ ABtÐ Ád¹«œ Ëœ rOM�v� “UÐ 

 ÈU ¼e�d�A Ë B ŸUFý tÐ Ë ABt?D?I?+ p¹ rOM�v� rÝ— Ï

 «— Ád?¹«œ Ëœ s?¹« œ—u?šd?ÐC “« Ær?O?�U?+v?� B t?Ð Cq?iË 

 jšÁ—UÄ Ë rOM�v�BCtDI+ ·dÞ “« «— Ï CÁ“«b+« tÐ Ï‘œuš 

 tDI+ UðD “« ÆrO¼œv� œ«b²�« D tÐ Ajš ÆrOM�v� qiË 

ADtDI+ —œ Ï A jš dÐ lÆXÝ« œuLŽ 

ÆbO-¹uMÐ «— ¡UbuQ«uÐ« ‘Ë— v²Ý—œ qOQœ

∑ jš ÆdtDI+ Ë Ï  AtDI+ “« Æb+«Ábý Áœ«œ ¨Ê¬ Ã—UšÏ

A jš  «“«u� tÐ vDš dÆbOM� rÝ— 

∫bM�v� qŠ sOMÇ «— tQQ-� v+Uł“uÐ ¡UbuQ«uÐ«

tDI+Ï Á«u0Qœ B jš ÈË— «— dt+U¼œ Ë rOM�v� —UO²š«ÏÁ“«b+« tÐ «— —UÖdÄ Ï jšÁ—UÄ ABÆrO¹UAÖv� 

 e�d� tÐB ŸUFý tÐ Ë BA jš Uð rOM�v� rÝ— Ád¹«œ p¹ dtDI+ —œ «— Ï C e�d� tÐ ÁU~+¬ ¨bM� lD" A

Ád?¹«œ vK³" ŸUFý ÊUL¼ UÐ ËÏ e �d?� tÐ fáÝ ÆrO¹UL+v� rÝ— Èd~¹œ B jšÁ—UÄ dÐ«dÐ vŽUFý tÐ Ë AC

Ád¹«œÏtDI+ Ë rOM�v� rÝ— Èd~¹œ Ï ÈU¼e�d� tÐ Ád¹«œ Ëœ œ—ušdÐ B Ë A «— D “« ÆrO�U+v� A tÐ DqiË 

 ÆrOM�v�ADtDI+ “« t� XÝ« vDš ̈Ï A jš  «“«u� tÐ d¡UbuQ«uÐ« ‘Ë— v²Ý—œ qOQœ Æœuýv� rÝ— 

ÆbO-¹uMÐ «—

∏ ÷ËdH� jšÁ—UÄ t� bOM� rÝ— vFÐd� ÆDEÆbýUÐ Ê¬ dD" 

πt¹Ë«“ ÆÏ XOY j?šr?O+ ÈË— XÝ« Ábý Áœ«œ ′O ′X ”√— tÐ È«t¹Ë«“ ′Ot?¹Ë«“ ÈËU-� Ë Ï

XOYÆbOM� rÝ— 

A l

D

C

B

A D

C B
d

D E



¥¥

tK−�Ïv{U¹— 

YK¦� œułË tOCH

ôu?L?F�  UO{U¹— —œÎ¨v?Öó?¹Ë U?¹ ¡v?ý œu?łË  U?³Ł« UÐ t� v¹U¼tOC" U¹ U¼t_Q-� 

ôuLF� Ë bM²-¼ qJA� v+U¼dÐ È«—«œ b+—«œ —U�ËdÝÎvM²šUÝ Èb+Ë— tÐ  U³Ł« bM¹¬d^ —œ 

tÐ Êœ“ s�«œ “« Ê¬ ÊU¼dÐ vÖbOâOÄ dÞUš tÐ v+U²ÝdOÐœ  UO{U¹— ‘“u�¬ —œ ÆXÝ« “UO+

v?N¹bÐ rJŠ p¹  —uBÐ ÂËe_  —uS —œ Ë œuýv� eO¼dÄ qzU-� Ë U¼tOC" t+uÖ s¹«

œułË  U³Ł« UÐ t� XÝU¼tOC" t+u~M¹« “« È«t+uL+ YK¦� œułË tOC" Æœuýv� t²^d¹cÄ

Æœ—«œ —U�ËdÝ ©YK¦�®

ÆbýUÐ bOH� b+«uðv�  U³Ł« vÖbOâOÄ tÐ ÊœdÐ vÄ Ë tOC" s¹«  U³Ł« vÝ—dÐ

∫YK¦� œułË tOCH X³¦� Ë vIOIŠ œbŽ tÝ a ̈  b Ë cp¹ d¼ dÖ« Æb+«Ábý Áœ«œ 

t � œ—«œ œu?łË v?¦?K?¦?� ÁU?~?+¬ ¨b?ýU?Ð d?²?J?Çu� d~¹œ œbŽ Ëœ ŸuL−� “« U¼œbŽ s¹« “«

 Ê¬ ÈUNFK{a ¨ b Ë ch?0?A?� «— Ê¬ rJŠ Ë ÷d^ ©t_Q-� ÊbOLN^ UÐ® «b²Ð« ÆbM²-¼ 

ÆrOM�v�

∫÷d� a ¨ b Ë c Ë X³¦� vIOIŠ œbŽ tÝ a + b > c ¨a + c > b ¨c + b > a

∫rJŠ Êu?Ç v¦K¦� ABC t� È—uÞtÐ œ—«œ œułË a ¨ b Ë cÊ¬ Ÿö?{« Á“«b+« 

ÆbM²-¼

∫ÊU¼dÐK� “« s²ÝU� ÊËbÐ Ë vÖœUÝ È«dÐ Ò œd� ÷d^ Ê«uðv� XO  a ≥ b ≥ c > 0Æ

ø«dÇ

 jšÁ—UÄBC Á“«b+« tÐ «— a‰œUF� tOC" rJŠ  —uS s¹« —œ ÆrOM�v� »U0²+« 

 bM+U� È«tDI+ s²^U¹ UÐ XÝ«A t� È—uÞ AC = b Ë AB = cÆ

 Y?K?¦� rOM�v� ÷d^ vMF¹ årOM�v� ÷d^ Ábý qŠ «— t_Q-�òABCd?E+ œ—u� 

ÆXÝ« d¹“ qJý oÐUD� Ë t²ý«œ œułË
A

C

H
B



¥µ

H dÐ œ—«Ë ŸUHð—« ÈUÄ «— BCr¹dOÖv� 

 tDI+H sOÐ B Ë CrO¼œv� —«d" Æ©ø«dÇ® XÝ« 

BH = x  ,  AH = y

  —ui s¹« —œHC = a − xÆ

Æb+—«d"dÐ d¹“ jÐ«Ë— ”—užU¦Ob tOC" o³Þ

®±©
  
y2 = c2 − x2

®≤©
  
y2 = b2 − (a − x)2

® jÐ«Ë— “« ©°bO¼œ ÂU−+« «—  U³ÝU×�® t³ÝU×� v�b+« UÐ±® Ë ©≤Æœuýv� t−O²+ ©

®≥©

  

x =
a2 + c2 − b2

2a

®¥©y = c2 − x2

® ÈU¼tDÐ«—¥® Ë ©±® ÈU¼tDÐ«— UÐ ©≥® Ë ©≤dÖ« vMF¹ ©°bO¼œ ÊUA+® XÝ« ‰œUF� ©

x Ë y® —œ ±® Ë ©≤® —œ ÁU~+¬ bMM� ‚bi ©≥® Ë ©¥ÆfJŽdÐ Ë bMM�v� ‚bi eO+ ©

 X?³?¦?� Ë v?I?O?IŠ œbŽ tÝ Ær¹œdÖv�“UÐ —U� ŸËdý tÐ ÊuM�«a ¨ b Ë c◊d?ý UÐ 

  a ≥ b ≥ c > 0 r?O ¼œv?� —«d?" Æb?+«Ábý Áœ«œ 

  

x =
a2 + c2 − b2

2a
 Ë 

  
y = c2 − x2

Æ

 tOC" ÷db tÐ tłuðUÐx Ë y«bO�« Ëœ d¼ ÎXÝ«— dÝ s¹dLð p¹ Ê«uMFÐ® ÆbM²-¼ X³¦� 

 b?O?M� XÐUŁ
  
y > 0 ,  x > 0© l?K?{ —U?Öd?Ä Ë g�jš pL� tÐ YK¦� rÝ— È«dÐ BC«— 

 ‰uÞtÐa Ê¬ ÈË— Ë r?O?M�v� rÝ— BH Á“«b+« tÐ «— x t?D?I+ “« fáÝ ÆrOM�v� «bł H

 Á“«b+« tÐ Ê¬ ÈË— Ë Áœd� rÝ— ÈœuLŽy t?DI+ rOM�v� «bł AX?ÝœtÐ ©»uKD� tDI+® 

t� b¹œ Ê«uðv� v+UÝ¬ tÐ Æb¹¬v�

AC = b  ,  AB = c



¥∂

 qB�≤

Ád¹«œ

XÝ« t×H� p¹ “« È«tDI� vÝbM¼ ÊUJ� Ád¹«œ

tDI� “« ‘«tK�U  t!Ï¨t×H� Ê¬ —œ l'«Ë v²ÐUŁ 

tDI� ÆbýUÐ v²ÐUŁ —«bI�Ï—«bI� Ë Ád¹«œ e!d� XÐUŁ 

Á“«b�« XÐUŁÏÆb�uýv� ÁbO�U� Ád¹«œ ŸUFý 

t�ôUÝ ÈU¼tIKŠ ¨d¹uBðÏ ÁU� Èœ —œ t� «— Â«œUÐ Xš—œ p¹ ±≥∂∂bý— tIKŠ d¼ Æb¼œv� ÊUA� XÝ« Ábý lD- 

 œułË Æb¼œv� ÊUA� h1A� ‰UÝ p¹ —œ «— Xš—œ±≥ ÁU� Èœ —œ Xš—œ s¹« t� b¼œv� ÊUA� tIKŠ ±≥∂∂t4UÝ ÁœeOÝ 

 ‰UÝ —œ Xš—œ bý— vMF¹ ¨XÝ« ÁœuÐ±≥µ≥ÆXÝ« Ábý ŸËdý 

R

O

M(C)



¥∑

Ád¹«œÏ e?!d?� tÐ O ŸU?Fý tÐ Ë R  —u?� tÐ «— C(O,R)ÊU?A� 

ÆbM¼œv�

“«d « g8Ð tÝ tÐ «— t×H� ¨Ád¹«œ d¼
±

∫bM!v� 

±tŽuL−� ¨Ád¹«œ qš«œ ©Ï bM�U� v¹U¼tDI� ItK�U  t! ¨Ï“« UN�¬ 

 ¨XÝ« Ád¹«œ ŸUFý “« d²L! ¨Ád¹«œ e!d�OI< R

≤tŽuL−� ¨Ád¹«œ ÈË— ©Ï bM�U� v¹U¼tDI� Mt?K�U  t! Ï“« UN�¬ 

ÆXÝ« Ád¹«œ ŸUFý dÐ«dÐ ¨Ád¹«œ e!d�

≥tŽuL−� ¨Ád¹«œ Ã—Uš ©Ï bM�U� v¹U¼tDI� EtK�U  t! Ï“« U?N�¬ 

 ªXÝ« d²AOÐ Ád¹«œ ŸUFý “« ¨Ád¹«œ e!d�OE >R

tDI� ËœÏ A Ë B Ëœ ¨Ád¹«œ p¹ dÐ l'«Ë ÊUL� ABÊ¬ ÈË— «— 

v� «bł Ád¹«œÈ«tDI� “« ̈ UN�¬ Êœd! h8A� È«dÐ XHUŠ s¹« —œ ÆbM!

ÈUN�UL! bM�U� ̈ œuýv� ÁœUH²Ý« ÊUL! Ëœ Ê¬ “« p¹ d¼ dÐ l'«Ë È—UO²š«

AEB Ë AFBÆqÐUI� qJý —œ 

≤‡‡±t¹Ë«“ ‡‡Ï”UL� Ë dðË ¨Èe�d� 

 e !d� tÐ È«Ád¹«œOt?D?I� Ëœ Ë r¹dOÖv� dE�—œ «— Ï A Ë B«— 

 ÈUNDšrO� ÆrOM!v� »U8²�« Ê¬ ÈË—OA Ë OBœułËtÐ t¹Ë«“ Ëœ 

 ¨X?Ý« Ád?¹«œ e !d?� UN�¬ ”√— ÊuÇ t! b�—Ë¬v�Èe?�d� ÈU¼t¹Ë«“

Ád?¹«œ “« ÊUL! p¹ Èe!d� ÈU¼t¹Ë«“ s¹« “« p¹d¼ Æb�uýv� ÁbO�U�

t¹Ë«“ Ê¬ dOE� ÊUL! ¨Ê¬ tÐ t! bMM!v� «błÏÆœuýv� t²HÖ Èe!d� 

Á“«b?�« ¨œ«œ—«d?' t?Ð UMÐÏt?¹Ë«“ d ¼ d?O?E� ÊUL! ÏÁd?¹«œ —œ Èe!d� 

Á“«b�« ÊUL¼ ̈ tł—œ VSŠdÐÏt¹Ë«“ ÏÆXÝ« ÊUL! Ê¬ tÐ ÈË—tÐË— Èe!d� 

Á“«b?�« v?²'ËÏt?¹Ë«“ Ï Èe?!d� AOB
∧

 d?Ð«d?Ð     45
o

Á“«b?�« ¨XÝ« Ï

 ÈUN�UL!AB ¨′A ′B Ë ′A ′B e!d� tÐ v¹U¼Ád¹«œ “« OÈËUS� eO� 

    45
o

ÆbM²S¼ 

±ÂU?L?ð U?N?�¬ ŸU?L?²?ł« Ë vNð UN�¬ „«d²ý« t! XÝ« vNðU� v¹U¼tŽuL−�d¹“ tÐ Ê¬ rOSIð ¨tŽuL−� p¹ “«d « “« —uEM� ‡‡

tŽuL−�ÏÆbýUÐ tOHË« 

R

O

M

I

E

A

O

B

E

F

A

O

B

A

B

O ′A ′A

′B
′B

45°

45° 45°
45°



¥∏

t?D?I?� Ëœ t ! v?DšÁ—UÄÏq?�Ë r?¼ t?Ð «— Ád?¹«œ p?¹ “« e?¹UL²� 

 ¨bM!v�dðËÈUNDšÁ—UÄ Ë—tÐË— qJý —œ Æœuýv� ÁbO�U� Ád¹«œ Ê¬ 

AB Ë CD e!d� tÐ Ád¹«œ “« v¹U¼dðË OÆbMýUÐv� 

 ̈ œ—cÖv� Ád¹«œ e!d� “« t! ÈdðËdD-Æœuýv� ÁbO�U� Ád¹«œ Ê¬ 

 ¨Ë—tÐË— qJý —œCDÊUL! Ëœ tÐ «— Ád¹«œ dD' d¼ ÆXÝ« Ád¹«œ dD' 

Æb�uýv� ÁbO�U� Ád¹«bLO� UN�UL! s¹« ÆbM!v� rOSIð ÈËUS�

 XO4UF�≤‡‡±

 dðËAB e!d� tÐ È«Ád¹«œ —œ O∫XÝ« Ábý Áœ«œ 

± d?ðË d?Ð t?! «— Ád?¹«œ s¹« “« ÈdD' ‡‡ABr?Ý— ¨X?Ý« œuLŽ 

 «— Ê¬ ¨bOM!DEtDI� Ë Ï dðË UÐ ‘œ—ušdÐ AB «— HÆbO�UMÐ 

≤tDI� “« ‡‡Ï O ÈU¼tDI� tÐ A Ë  B YK¦� ÆbOM! q�Ë OAB

ø«dÇ øXÝ« v¦K¦� Ÿu� tÇ

≥ÆbO¼œ `O{uð «— d¹“ ÈUN¹ËUSð v²Ý—œ qOHœ ‡‡

 ©nH«AH = HB ©»AE = EB Ë AD = DB

t−O²�ÏtOC'  —u�tÐ rO�«uðv� «— ôUÐ XOHUF  Ï∫rOM! t�öš d¹“ 

∫tOC-dðË Ê¬ ¨dðË d¼ dÐ œuLŽdD' ¨Ád¹«œ d¼ —œ 

ÆbM!v� nB� «— dðË Ê¬ dOE� ÈUN�UL! Ë

 s¹dLð±‡‡ “« t! Ád¹«œ Ê¬ “« dðË p¹ jÝË tÐ «— Ád¹«œ e!d� t! vDš ¨Ád¹«œ d¼ —œ bOM! XÐUŁ 

ÆXÝ« œuLŽ dðË Ê¬ dÐ ¨bM!v� q�Ë ¨býUÐ t²ýc~� Ád¹«œ e!d�

 s¹dLð≤‡‡Ê¬ “« d?ðË p¹ dOE� ÊUL! jÝË tÐ «— Ád¹«œ e!d� t! vDš ¨Ád¹«œ d¼ —œ bOM! XÐUŁ 

ÆXÝ« œuLŽ dðË Ê¬ dÐ bM!v� q�Ë Ád¹«œ

A

B

C DO

A

B

O

A

B

D EO
H



¥π

 XO4UF�≤‡‡≤

± e!d� tÐ È«Ád¹«œ ‡‡O ŸUFý tÐ Ë ≤ÆbOM! rÝ— d²�v²�UÝ 

≤ ‰uÞtÐ ÈdðË ‡‡≤[¥ «— dðË s¹« Ë bOM! rÝ— Ád¹«œ s¹« —œ d²�v²�UÝ ABÆbO�UMÐ 

≥tK�U  ‡‡ÏtDI� Ï O jšÁ—UÄ ‰uÞ vMF¹ ¨dðË s¹« “« ¨Ád¹«œ e!d� OHÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

¥tDI� vÝbM¼ ÊUJ� ‡‡Ï H ÊUAHuÞ t! Ád¹«œ s¹« “« v¹U¼dðË jÝË ≤[¥sOOFð «— XÝ« d²�v²�UÝ 

øXÝ« Ád¹«œ p¹ ÊUJ� s¹« U¹¬ ÆbOM!

Ád¹«œ œ—u� —œ «— ôUÐ XOHUF  dOE�Ï C(O,R) dðË Ë AB‰uÞ tÐ 

løb¹dOÖv� È«t−O²� tÇ ¨bO¼œ ÂU−�« Ád¹«œ s¹« “« 

∫‰U¦�Ád¹«œ Ï 
  C(O,26)tK�U   dÖ« ÆXÝ« Ábý Áœ«œ Ï dðË AB

 dÐ«dÐ Ád¹«œ e!d� “«±∞ dðË ‰uÞ ¨býUÐ ABÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

∫qŠ d?ðË jÝË AB «— H “« Ë r?O?�U�v� O tÐ H Ë Aq?�Ë 

 YK¦� —œ ÆrOM!v�OAH∫r¹—«œ 

                                               OA2 = AH2 + OH2Æ

∫fÄ 
  (26)2 = AH2 + (10)2

∫s¹«dÐUMÐ

AH2 = 576 ⇒ AH = 24

∫t−O²�—œ

              AB = 2AH = 48

 s¹dLð±‡‡ ÆfJFÐ Ë ¨b�dÐ«dÐ r¼ UÐ ¨ÈËUS� dðË Ëœ dOE� ÈUN�UL! ¨Ád¹«œ p¹ —œ bOM! XÐUŁ 

 s¹dLð≤‡‡ ÆfJFÐ Ë b�«tK�U  p¹ tÐ Ád¹«œ e!d� “« ̈ ÈËUS²� ÈU¼dðË ̈ Ád¹«œ d¼ —œ bOM! XÐUŁ 

∫d¹“ qJý —œ vMF¹

AB = ′A ′B ⇔ OH = O ′H

A B

O

H

A

B

O
H

′A

′B

′H



µ∞

 XO4UF�≤‡‡≥

±Ád¹«œ —œ ‡‡Ï 
  C(O,10) dðË AB ‰uÞ tÐ ±∂ dðË Ë ′A ′B‰uÞ tÐ 

±≤Æb�«Ábý Áœ«œ 

tK�U Ï v?MF¹ Ád¹«œ e!d� “« dðË Ëœ s¹« “« p¹d¼ OH Ë O ′H«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ

≤Ád?¹«œ —œ ‡‡Ï 
  C(O,10)tK�U  Ï d?ðË AB d?Ð«dÐ Ád¹«œ e!d� “« ∂Ë 

t?K?�U Ï d?ðË ′A ′B ÈËU?S?� Ád?¹«œ e!d� “« ∏ ÈU?¼d?ðË ‰u?Þ ÆXÝ« AB

Ë′A ′BÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

≥tK�U  sOÐ È«tDÐ«— tÇ ‡‡ÏøbOÐU¹v� UN�¬ ‰uÞ Ë Ád¹«œ e!d� “« U¼dðË 

¥øXÝ« —«d'dÐ tAOL¼ tDÐ«— s¹« U¹¬ ‡‡

µÁd¹«œ —œ ‡‡Ï C(O,R) dðË ¨AB ‰uÞ tÐ «— l dðË  Ë ′A ′BtÐ «— 

 ‰uÞ′ltK�U  Æb¹dO~Ð dE� —œ Ï VOðdð tÐ «— dðË Ëœ s¹« “« Ád¹«œ e!d� dË 

′d ÈU ¼tDÐ«— U¹¬ ÆbO�UMÐ d2 + l2

4
= R2

 Ë ′d 2 + ′l 2

4
= R2

øb?�—«d'dÐ 

∫bOM! XÐUŁ ôUÐ ÈU¼tDÐ«— pL! tÐ

l ≥ ′l ⇔ d ≤ ′d       

tOC'  —u�tÐ «— ôUÐ XOHUF  t−O²�Ï∫rOM! ÊUOÐ rO�«uðv� d¹“ 

∫tOC-t! Ê¬ ̈ dÐ«dÐU� dðË Ëœ “« ̈ Ád¹«œ p¹ —œ 

Ë ¨X?Ý« d?²J¹œe� Ád¹«œ e!d� tÐ ¨XÝ« d²Ö—eÐ

ÆfJFÐ

‡‡ s¹dLðrÝ— Ê«uðv� Ád¹«œ p¹ ÊË—œ —œ l'«Ë tDI� p¹ “« t! ÈdðË s¹d²JÇu! ¨bOM! XÐUŁ 

ÆXÝ« œuLŽ ¨tDI� Ê¬ “« Áb�—cÖ dD' dÐ t! XÝ« ÈdðË ¨œd!

≤‡‡±‡‡±∫Ád¹«œ tÐ X³D� ”UL� Ë lÞU- ÈUNDš ‡‡lD' tDI� Ëœ —œ «— Ád¹«œ t! v²Ý«— jš 

A

B

O H

′A

′B

′H

6

8

A

B

O

H

′A

′B
′H

(C)

A

B

O

′A

′B d l

′l
′d

A

B

O

′A

′B d l

′l
′d



µ±

 ̈ bM!Ád¹«œ tÐ X³D� lÞU-lÞU' ̈ t�öš —uÞtÐ U¹ 
±

Æœuýv� ÁbO�U� 

 lÞU' bM�U�∆Ád¹«œ t! Ï® CtDI� Ëœ —œ «— ©Ï A Ë BÆXÝ« Áœd! lD' 

t?DI� “« Ábý rÝ— lÞU' dÖ«Ï Mt×H� —œ l'«Ë Ï¨Ád?¹«œ p¹ 

tDI� Ëœ —œ «— Ád¹«œ Ê¬Ï A Ë B ÈUNDšÁ—UÄ ÁU~�¬ ¨bM! lD' MAË 

MBtFD' Ëœ «— ÏtDI� “« Ábý rÝ— lÞU' Ï M¨t�öš  —u�tÐ U¹ Ë 

tFD' ËœÏÆbM�U�v� lÞU' 

±‡‡ Secant

tDI�Ï AÁd¹«œ ÈË— «— Ï e!d� tÐ OÆr¹dOÖv� dE� —œ  jšLt�  

tDI� “«Ï  A ŸUFý dÐ Ë œ—cÖv� OAdÐ ”UL� jš ̈ XÝ« œuLŽ 

tDI� —œ Ád¹«œÏ AÆœuýv� ÁbO�U� 

t?DI� —œ jI  t! XÝ« Ê¬ ¨”UL� jš s¹« rN� vÖó¹Ë p¹Ï

At?D?I?� ÆXÝ« „d²A� Ád¹«œ UÐ Ï AtDI� «— Ï j?š ”ULð LÁd?¹«œ UÐ 

ÆbM�U�v�

Æœd! rÝ— Ád¹«œ Ê¬ dÐ ”UL� Ëœ Ê«uðv� Ád¹«œ Ã—Uš tDI� d¼ “«

∫tOC-tDI� d¼ “« Ád¹«œ p¹ dÐ Ábý rÝ— ÈUNÝUL� ‰uÞ ÏÆb�dÐ«dÐ r¼ UÐ Ê¬ Ã—Uš 

 s¹dLð±‡‡tOC' ÏÆbOM! XÐUŁ «— ôUÐ 

A

B

∆

(C)

MA

B

O

(C)

M
A

B

O

(C)

O

L
A

(C)

O

A



µ≤

 s¹dLð≤ ‡‡ jš ËœMT Ë M ′T ÈU¼tDI� —œ TË  ′TÁd?¹«œ dÐ Ï C(O,R) ÆbMÝUL� HtDI� Ï

 dðË œ—ušdÐT ′T jš UÐ OM∫bOM! XÐUŁ ÆXÝ« 

 jš ‡‡ nH«OM ÈU¼t¹Ë«“ “USLO� TM ′T Ë TO ′TÆXÝ« 

 jš ‡‡ »OM  jšÁ—UÄ nBM� œuLŽ T ′TÆXÝ« 

 ‡‡ Û  OH.OM = R2

 s¹dLð≥‡‡∫bOM! XÐUŁ ôUÐ qJý —œ 

 ‡‡ nH«T ′T 2 = 4OH.HM

 ‡‡ »   T ′T .OM = 2R.MT

 ‰U¦�±∫ Y?K?¦� ÈUNFK{ ¨qÐUI� qJý —œ ABC—œ 

 ÈU¼tDI�P ¨Q Ë RÈU¼—«bI� tÐ tłuð UÐ ÆbMÝUL� Ád¹«œ dÐ 

Á“«b�« ¨Ábý Áœ«œÏ lK{ ACÆbOM! sOOFð «— 

∫qŠp?¹ d?Ð t?DI� p¹ “« Ábý rÝ— ÈUNÝUL� ÊuÇ 

∫s¹«dÐUMÐ ¨b�dÐ«dÐ r¼ UÐ Ád¹«œ

  BQ = BR = 4

∫U−�¬ “«AQ = AB − BQ

∫fÄ
  AQ = 15 − 4 = 11

  AP = AQ = 11

v dÞ “«  CP = CR = 8

t−O²�—œ  AC = AP + PC = 11 + 8 = 19

 p¹ “« È«t�uL� ̈ ôUÐ ‰U¦� YK¦�vDO×� vFK{ bMÇtL¼ ÁUÖd¼ ÆXÝ« ÏvFK{bMÇ p¹ ÈUNFK{ 

 «— v?F?K?{b?MÇ ¨bMýUÐ ”UL� Ád¹«œ p¹ dÐ v?DO×�U¹Ád?¹«œ d Ð jO×� v?F?K?{—UNÇ bM�U� ÆbM�U�v� 

ABCD vFK{gý Ë ABCDEF U?¹ vFK{bMÇ —œ ◊U×� «— Ád¹«œ  —u� s¹« —œ ¨Ád¹«œÏvÞU×� 

ÆbM�U�v� vFK{bMÇ

T

O H

′T

M

(C)

AB

C

R

P

8

4

 15
Q



µ≥

tDI� Ád¹«œ s¹« e�d� Æœuý jO×� Ád¹«œ p¹ dÐ b�«uðv� YK¦� d¼ÏÈU¼t¹Ë«“ ÈU¼“U&LO� œ—ušdÐ 

Ád¹«œ «— Ád¹«œ s¹« Æ©ø«dÇ® XÝ« YK¦� v�Ë—œÏÆrO¹uÖv� YK¦� vKš«œ vÞU×� 

Ád?¹«œ tÝ YK¦� d¼ t� Xý«œ tłuð b¹UÐÏp?¹ d?Ð Â«b�d¼ U¼Ád¹«œ s¹« Æœ—«œ eO� vł—Uš vÞU×� 

øbM²&¼ v¹U¼tDI� tÇ U¼Ád¹«œ s¹« e�d� ÆbMÝUL� YK¦� d~¹œ lK{ Ëœ œ«b²�« Ë lK{

 ‰U¦�≤∫Ád¹«œ Ï C(O,R)rÝ— ÈUNÝUL� t� bOM� sOOFð «— È«tDI� vÝbM¼ ÊUJ� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

ÆbMýUÐ œuLŽ r¼ dÐ ¨Ád¹«œ dÐ tDI� s¹« “« Ábý

∫qŠ Ë b?ýU?Ð Ábý qŠ tCQ&� rOM�v� ÷dF M“« v?J¹ 

 r¼ dÐ œuLŽ ”UL� Ëœ ¨Ê¬ “« t� býUÐ v¹U¼tDI�MT Ë M ′T

Ád¹«œ dÐÏ C(O,R) “« ÆXÝ« Ábý rÝ— O ”ULð ÈU¼tDI� tÐ T

 Ë′T v?FK{—UNÇ ÆrOM�v� qIË OTM ′T«d¹“ÆXÝ« lÐd� 

t??¹Ë«“ —U?N?ÇÏb??�d??Ð«d??Ð e??O?� ‘—ËU?−?� l?K?{ Ëœ Ë œ—«œ t?L?zU?M 

(OT = O ′T = R) ̈ lÐd� s¹« —œ Æ  OM = R 2v²ÐUŁ —«bI� 

A
B

CD

A

B

C
D

E

F

O

O

T

M

′T



µ¥

tDI� vÝbM¼ ÊUJ� bO¼œ ÊUA� ÆXÝ«Ï M e!d� tÐ È«Ád¹«œ O ŸUFý tÐ Ë   R 2ÆXÝ« 

≤‡?‡±‡‡≤∫r ¼ t Ð X?³?D � Ád¹«œ Ëœ l{Ë ‡‡ Ád?¹«œ Ëœ l{Ë C(O,R) Ë ′C ( ′O , ′R )UÐ «— 

 ÷d R > ′R Ë O ′O = dÆœd! ÈbMÐt²Ýœ d¹“  —u�tÐ Ê«uðv� ¨

O ′O

O ′O

O ′O

O ′O

O′O

O ′O,

d > R + ′R

d = R + ′R

d = R − ′R

d < R − ′R

  d = 0

r¼ ÊËdÐ Ád¹«œ Ëœ

ÊËdÐ ”UL� Ád¹«œ Ëœ

lÞUI²� Ád¹«œ Ëœ

ÊË—œ ”UL� Ád¹«œ Ëœ

qš«b²� Ád¹«œ Ëœ

e!d�r¼ ÈU¼Ád¹«œ

R − ′R < d < R + ′R



µµ

U¼tQ��

± dÖ« ©nC« Æ    y =140
o

Á“«b�« ÁU~�¬ ¨Ït¹Ë«“ Ï xÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

 dÖ« ©»    ̂x =165
o

Á“«b�« ÁU~�¬ ¨Ï ÊUL� yÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

≤∫Ë—tÐË— qJý tÐ tłuð UÐ Æ

 ŸU?F?ý ‰uÞ dÖ« ©nC«±∞ Ë   PR = 6 ‰u?Þ ÁU~�¬ ¨AP Ë AB«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ

 dÖ« ©»  RC = 2 Ë CQ = RQ ÈU¼jšÁ—UÄ ‰uÞ ÁU~�¬ ̈CQ¨

DQ Ë CDÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

¥∫bO¼œ ÊUA� qJý tÐ tłuð UÐ Æ

 dÖ« ©nC«AD = BC ÁU~�¬ ¨AC = BDÆ

 dÖ« ©»AC = BD ÁU~�¬ ¨AD = BCÆ

µ d?Ö« ÆP ¨Q ¨R Ë Sv?F?K?{—U?N?Ç ÈU?N?F?K{ ”ULð ÈU¼tDI� ¨

ABCDÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— vFK{—UNÇ s¹« jO×� ÁU~�¬ ¨bMýUÐ Ád¹«œ UÐ 

xA

B

Cy

O

84°

A
B

C
D

P

Q

R

A

N

C I
O

≥Ád¹«œ —œ ÆÏ e�d� tÐ O dDM tÐ Ë CI r¹—«œ ¨CA||ONÆ

 bOM� XÐUŁAN = NI

A B

C

E

D

A

B C

D

P

Q

R

S

45

67



µ∂

∂ v?D?O?×?� v?F?K?{—U?NÇ ÈUNFK{ ÆGOLYq?J?ý® b?M?ÝU?L� Ád¹«œ dÐ 

 ∫bOM! XÐUŁ ¨©Ë—tÐË—GO + LY = OL + GY

∑ ÆvFK{—UNÇ —œABCD  ̈ ©Ë—tÐË— qJý® AB + CD = AD + BC

ÆXÝ« vDO×� vFK{—UNÇ s¹« t! bOM! XÐUŁ ÆXÝ«

v?¹U?L?M?¼«—∫ l??K?{ ÈË— AB j?šÁ—U?Ä ¨ AM = AD l?K?{ ÈË— Ë  BC

jšÁ—UÄCN = CDÆbOM! ÁœUH²Ý« sO'USH«ÈËUS²� ÈUN¦K¦� vÖó¹Ë “«Æœd! «bł «— 

∏t¹Ë«“ ÆÏtDI� “« Ábý rÝ— ”UL� Ëœ sOÐ Ï AÁd¹«œ dÐ Ï 
  C(O,5) dÐ«dÐ ̈    60

o

 jšÁ—UÄ ‰uÞ ÆXÝ«OAÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

πÁd¹«œ ÆÏ 
  C(O,6)tDI� Ë Ï MtK�U  tÐ Ï ±≤d²�v²�UÝ 

 ÈUNDš Æb¹dO~Ð dE� —œ «— Ád¹«œ s¹« e!d� “«MT Ë M ′TdÐ 

® ÆbMÝUL� Ád¹«œ s¹«T Ë ′TbMÝULð ÈU¼tDI� ©Æ

 ÈUNÝUL� ‰uÞ ‡‡ nH«MT Ë M ′TÆbOM! sOOFð «— 

 dðË ‰uÞ ‡‡ »T ′TÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— 

Á“«b?�« ‡?‡ ÛÏt¹Ë«“ Ï TM ′T Y?K?¦?� Ÿu� Ë MT ′T«— 

ÆbOM! sOOFð

±∞ ÈUNDš ÆAE ¨AF Ë BC ÈU¼tDI� —œ VOðdð tÐ E ¨F Ë D

Ád¹«œ dÐÏ® O ”UL� ÆbM²S¼ ”UL� ©BC ÈUNDš ̈AE Ë AFVOðdð tÐ «— 

 ÈU¼tDI� —œB Ë Ct?D?I� ÊUJ� dOOGð UÐ bOM! XÐUŁ ÆXÝ« Áœd! lD' Ï D

tDI� Ëœ sOÐ Ád¹«œ ÈË—Ï XÐUŁ EË  F YK¦� jO×� ¨ABCÆb�U�v� XÐUŁ 

±±Ád¹«œ Ëœ ÈUNŽUFý ÆÏ e!d�r¼ µ Ë ≥Á“«b�« ÆbM²S¼ d²�v²�UÝ Ï

Ád¹«œ “« ÈdðËÏÁd¹«œ dÐ t! «— d²Ö—eÐ ÏÆbOM! «bOÄ XÝ« ”UL� d²JÇu! 

≤‡‡≤t¹Ë«“ ‡‡ÏvÞU×� 

t¹Ë«“¨bMýUÐ Ád¹«œ “« dðË Ëœ g¹UNFK{ Ë Ád¹«œ ÈË— gÝ√— t! È«t¹Ë«“ÏÆœuýv� ÁbO�U� vÞU×� 

P

Q

R

S

G

Y

O

L

T

O

′T

M

O

A

B CD

E

F

A

B D

C



µ∑

t?¹Ë«“ l?K?{Ëœ tÐ t! «— Ád¹«œ “« v�UL! ÏÊU?L ! ¨ X?Ý« l?'«Ë t¹Ë«“ qš«œ —œ Ë œËb×� vÞU×� 

ÆbM�U�v� t¹Ë«“ Ê¬ tÐ Ë—tÐË—

 XO4UF�≤‡‡¥

Ád¹«œ —œÏ e!d� tÐ Ot¹Ë«“ Ï vÞU×� BAC lK{ t! «— ACdD' ¨Ê¬ “« 

Æb¹dO~Ð dE� —œ¨XÝ« Ád¹«œ

±t?DI� “« ‡‡Ï B tÐ O Æb?O?M! q�Ë Ád¹«œ e!d� OABv?¦?K¦� Ÿu� tÇ 

øXÝ«

≤t¹Ë«“ ‡‡Ï Èe!d� BOCt¹Ë«“ dÐ«dÐ bMÇ Ï vÞU×� BACø«dÇ øXÝ« 

≥∫bOM! vÝ—dÐ «— d¹“ ÈU¼tDÐ«— v²Ý—œ ‡‡

BOC
∧

= BC

s¹«dÐUMÐ
  2BAC

∧
= BC

∫t−O²�—œ

  

BAC
∧

= BC
2

t−O²�ÏÆbOS¹uMÐ «— ôUÐ XOHUF  

 s?¹dLð±‡‡ t¹Ë«“ lK{ Ëœ Ï v?ÞU×� BACt?DI� ·dÞ Ëœ —œ Ï OÁd¹«œ e!d� Ï (C)Ë '«ÆX?Ý« l

 bOM! XÐUŁ

  

BAC
∧

= BC
2

v¹ULM¼«—∫ ”√— “« t! «— Ád¹«œ “« ÈdD' AÆbOM! rÝ— œ—cÖv� 

A

B

O

C

A

B

C

O

A

B

C

O

A

B

O

C

A

B C

O



µ∏

 s¹dLð≤‡‡t¹Ë«“ lK{ Ëœ Ï vÞU×� BACtDI� ·dÞ p¹ —œ Ï

OÁd¹«œ e�d� Ï (C) ¨bOM� XÐUŁÆœ—«œ —«dM BAC
∧

= BC
2

® XOCUFF tÐ tłuð UÐ≤‡‡¥∫t� r¹dOÖv� t−O²� ôUÐ ÈUNM¹dLð Ë ©

∫tOC�Á“«b�« Ït¹Ë«“ d¼ ÏÆXÝ« Ê¬ ÈË—tÐË— ÊUL� nB� dÐ«dÐ vÞU×� 

∫‰U?¦�Ád¹«œ —œ Ï e �d?� tÐ OÁ“«b�« Ït?¹Ë«“ Ï Èe�d� AOBd?Ð«dÐ 

    80
o

Á“«b�« ÆXÝ« Ït¹Ë«“ Ï vÞU×� ACBøXÝ« —bMtÇ 

∫qŠÁ“«b?�« ÊuÇ Ït?¹Ë«“ d¼ Ïd?Ð«d?Ð g?¹Ë— t?ÐË— ÊUL� UÐ Èe�d� 

 fÄ ¨XÝ«    AB = 80
o

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ Æ

ACB
∧

= AB
2

= 80
o

2
= 40

o

‡‡ s¹dLðdðË Ëœ sOÐ —uB×� ÈUN�UL� Ád¹«œ d¼ —œ bOM� XÐUŁ 

Æb�dÐ«dÐ r¼ UÐ È“«u�

v¹ULM¼«—∫t¹Ë«“ vÖó¹Ë “« ÏÁœUH²Ý« dðË dÐ œuLŽ dDM U¹ ̈ vÞU×� 

ÆbOM�

vÞU×� vFK{bMÇ

tL¼ dÖ«Ï «— Ê¬ ̈ bMýUÐ t²ý«œ —«dM Ád¹«œ p¹ ÈË— vFK{bMÇ p¹ ÈUNÝ√— vFK{ bMÇ vÞU×�

 U¹ ËvFK{ bMÇ ◊U×� Y?K¦� bM�U� ÆbM�U�v� Ád¹«œ —œ ABC vFK{—UNÇ Ë ABCD—œ Â«b�d¼ t� ¨

Ád¹«œ U¹ vFK{bMÇ dÐ jO×� «— Ád¹«œ ÆbMÞU×� Ád¹«œ p¹ÏÆbM�U�v� vFK{bMÇ vDO×� 

A

B

O

′A

′B

(C)

A

B

O

C

A B

C

O

80

A

B

C

A

B

C

D



µπ

Ád?¹«œ e !d?� Æœu?ý ◊U?×?� Ád?¹«œ p?¹ —œ b?�«u?ðv?� Y?K¦� d¼Ïœ—u?šd?Ð q?×?� ¨Y?K?¦?� v?D?O×� 

ø«dÇ ÆXÝ« YK¦� ÈUNFK{ ÈUNHBM�œuLŽ

‡‡ s¹dLðÆb�d~¹bJ¹ qLJ� Ë—tÐË— ÈU¼t¹Ë«“ ¨vÞU×� vFK{—UNÇ d¼ —œ bOM! XÐUŁ 

Æœd! XÐUŁ Ê«uðv� eO� «— ôUÐ rJŠ fJŽ

∫t?OC-Ê¬ ¨b?M?ýU?Ð d?~?¹bJ¹ qLJ� Ë—tÐË— ÈU¼t¹Ë«“ ¨vFK{—UNÇ p¹ —œ dÖ« 

ÆXÝ« vÞU×� vFK{—UNÇ

∫ÊU¼dÐ v?F?K?{—UNÇ —œ rOM!v� ÷d  ABCDt¹Ë«“ Ëœ d¼ ¨ÏÆb?M?ýU?Ð d~¹bJ¹ qLJ� Ë—tÐË— 

∫vMF¹

®±                                          ©    A
∧

+ C
∧

= 180
o

®≤                                           ©    B
∧

+ D
∧

= 180
o

tDI� tÝ dÐÏ A Ë BË CtDI� “« Ád¹«œ s¹« t! rOM!v� XÐUŁ ªœ—cÖv� Ád¹«œ p¹ Ï DÆœ—cÖv� eO� 

ÆrOM!v� ÁœUH²Ý« nKš ÊU¼dÐ “« UŽœ« s¹«  U³Ł« È«dÐ

 ”√— “« Ád¹«œ s¹« dÖ«DtDI� ̈ œ—c~� Ï jš œ—ušdÐ CD «— Ád¹«œ UÐ ′D “« Ë rO�U�v� ′D tÐ A

 vFK{—UNÇ ÊuÇ ÆrOM!v� q�ËABC ′D∫s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« vÞU×� 

®≥                                          ©B
∧

+ ′D
∧

= 180
o

® ÈU¼tDÐ«— “«≤® Ë ©≥∫t! œuýv� t−O²� ©

®¥                                                   ©D
∧

= ′D
∧

t¹Ë«“ ÊuÇÏ Dt¹Ë«“ Ï YK¦� vł—Uš AD ′D∫s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« 

®µ                                                    ©D
∧

> ′D
∧

A

B

C

D

A

B

C

D
′D



∂∞

tDÐ«— t!Ï® µtDÐ«— UÐ ©Ï® ¥ ”√— “« Ád¹«œ t! ¨U� ÷d  t−O²�—œ ÆXÝ« i'UMð —œ ©D¨XÝ—œU� œ—cÖvL� 

ÆXÝ« —«d'dÐ tOC' rJŠ Ë

≤‡‡≥t¹Ë«“ ‡‡ÏvKþ 

g?F?K?{ p?¹ ¨X?Ý« Ád?¹«œ ÈË— gÝ√— t! È«t¹Ë«“

¨X?Ý« ”U?L?� Ád?¹«œ d?Ð ‘d~¹œ lK{ Ë bM!v� lD' «— Ád¹«œ

t¹Ë«“Ït¹Ë«“ bM�U� ªœuýv� ÁbO�U� vKþ Ï TABÆË—tÐË— qJý —œ 

t¹Ë«“ tÐ t! «— Ád¹«œ “« v�UL!Ï¨dOE� ÊUL! ¨XÝ« œËb×� vKþ 

t¹Ë«“ tÐ Ë—tÐË— ÊUL! U¹ÏÆbM�U�v� vKþ 

∫tOC-Á“«b�« Ït¹Ë«“ d¼ ÏÆXÝ« Ê¬ ÈË—tÐË— ÊUL! nB� UÐ dÐ«dÐ ¨vKþ 

∫ÊU¼dÐt?¹Ë«“ Ï vKþ BATÁd¹«œ —œ «— Ï e?!d� tÐ  O—œ 

 dD' Ær¹dOÖv� dE�AD ”√— “« t! «— Ád¹«œ s¹« “« Aœ—cÖv� 

 “« Ë rOM!v� rÝ—DtDI� tÐ Ï Bt¹Ë«“ ÆrO¹UL�v� q�Ë Ï ABD

 ÈËUS� ¨dD' tÐ Ë—tÐË— vÞU×�    90
o

fÄ ÆXÝ« 

®±                                             ©ADB
∧

+ DAB
∧

= 90
o

v dÞ “«

®≤                                             ©
    DAB

∧
+ BAT

∧
= 90

o

® ÈU¼tDÐ«— “«±® Ë ©≤ t! œuýv� t−O²� ©BAT
∧

= ADB
∧

�« Ò t! rO�«œv� UADB
∧

= AB
2

fÄ Æ

BAT
∧

= AB
2

Æ

 ‰U¦�±∫ACÁ“«b�« Ë Ád¹«œ dD' Ït¹Ë«“ Ï Èe!d� BOC dÐ«dÐ

    70
o

 jš Ë ATtDI� —œ Ï AÁ“«b�« ÆXÝ« ”UL� Ád¹«œ dÐ Ït¹Ë«“ Ï

 vKþTABÆbOM! sOOFð «— 

∫qŠ ÊuÇ     BOC
∧

= 70
o

 t−O²�—œ ¨    BC = 70
o

ÆXÝ« 

A

B

O
M

T

A

B

O

D

T

A

B

O

T

C

70°



∂±

 vFdÞ “«    ABC =180
o

∫fÄ ÆXÝ« 

AB =180
o − 70

o =110
o

∫s¹«dÐUMÐ

    
TAB

∧
= AB

2
= 55

o

 ‰U???¦??�≤∫Á“«b???�« d??Ö« Ï v???K??þ t??¹Ë«“ ATXÈËU???&??� 

    (2α − 6)oÁ“«b�« Ë Ï ÊUL� AT dÐ«dÐ     (3 α + 33)o—«bI� ̈ býUÐ 

αÁ“«b�« Ë Ït¹Ë«“ Ï ATXÆbOÐUOÐ «— 

∫qŠÁ“«b�« ÊuÇ Ït¹Ë«“ d¼ ÏÁ“«b�« nB� ÈËU&� vKþ Ï∫r¹—«œ fÄ ¨XÝ« Ê¬ ÈË—tÐË— ÊUL� 

  

ATX
∧

= AT
2

∫r¹—«œ U−�¬ “«

2α − 6 = 3 α + 33

2

U¹ Ë

4α − 12 = 3 α + 33 ⇒ α = 45
o

t−O²�—œATX
∧

= (2 × 45 − 6)o = 84
o

s?¹dLð‡‡  jš XYt?DI� —œ Ï AÁd?¹«œ dÐ Ï (C)”UL� 

 dðË XÝ«B ′B È“«u� «— Ád¹«œ “« XYXÐUŁ Ær¹«Áœd� rÝ— 

∫bOM�

AB = A ′B

≤‡‡¥t¹Ë«“ p¹ —uš—œ ÊUL. ‡‡

Ád¹«œ —œÏ C(O,R) ÊUL�     AEB =120
o

 dðË Ë —UO²š« «—AB

ÆrOM�v� rÝ— «—

t?DI�Ï Á«u?fCœ M d?~¹œ ÊUL� ÈË— «— AB ÈË—® AFB—œ ©

 ÈU ¼t?D?I?� t?Ð t?D?I?� s¹« “« Ë r¹dOÖv� dE�A Ë BÆr?O?M�v� qIË 

A

x

O

T

A

B

O

′ B

(C)

X Y

A B

E

F

M

60°

120°

M2
M1

60° 60°

60°



∂≤

∫t−O²�—œ

AMB
∧

= 1

2
AEB = 1

2
× 120

o = 60
o

t?DI� d¼Ï d?Ö« v?M?F?¹ ¨œ—«œ «— v?Öó¹Ë s¹« eO� ÊUL� s¹« “« Èd~¹œ 
  
M1

 ¨
  
M2

 Ë ÆÆÆ ¨MnÈU?¼t?DI� ¨

 ÊUL� ÈË— Èd~¹œAFBtDI� Ëœ tÐ U¼tDI� s¹« “« Ë bMýUÐ Ï A Ë B ÈU¼t¹Ë«“ ¨rOM� qIË   AM1B¨

  
AM2B ¨  AM3B Ë ì ¨AMnB v?~L¼     60

o
 ÊU?L?� “« tDI‡� d¼ ¨d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆbM²&¼ AFB

 dÐ«dÐ È«t¹Ë«“ ”√—    60
o

tDI� Ëœ “« g¹UNFK{ t� XÝ« Ï A Ë BÆb�—cÖv� 

 ¨ÊU?L � s¹«—u?š—œ ÊU?L. U?¹ ¨ÈËU?Š ÊU?L.t¹Ë«“ Ï ∂∞ j?šÁ—U?Ä t?Ð Ë—t?ÐË— tł—œ ABÁb?O?�U� 

Æœuýv�

∫t?O?C�d?Ð«d?Ð È«t?¹Ë«“ ”√— v?ÝbM¼ ÊUJ� αX?ÐU?Ł t?D?I?� Ëœ “« g?¹UNFK{ t�

Ád¹«œ Ëœ “« v¹UN�UL� ̈ b�—cÖv�ÏtDI� Ëœ Ê¬ “« t� XÝ« ÈËU&� ÏË b�—cÖv� XÐUŁ 

t¹Ë«“Ï dÐ«dÐ UN�¬ „d²A� dðË tÐ Ë—tÐË— Èe�d�   2αÆXÝ« 

∫ÊU¼dÐt?DI� Ëœ Ï XÐUŁ A Ë Bd?E� —œ t×HI p¹ —œ «— 

 j?šÁ—U?Ä j?ÝË ¨Áœd� qIË r¼ tÐ «— UN�¬ Ær¹dOÖv�AB «— H

 j?š ÁU?~?�¬Ær?O?�U�v�∆ j?šÁ—U?Ä n?B?M?�œuLŽ ¨ABrÝ— «— 

t?D?I?� “« Ær?OM�v�Ï Á«u?fCœ P j?š d?Ð lM«Ë ∆ j?f?LO� ¨Px«— 

 t� rOM�v� rÝ— ÊUMÇHP
∧

x = αtDI� “« ÆbýUÐ Ï AÈ“«u� vDš 

Px jš Uð rO¹UL�v� rÝ— ∆tDI� —œ «— Ï O e�d� tÐ ÆbM� lDM O

 ŸUFý tÐ ËOA tDI� “« Ád¹«œ s¹« ÆrOM�v� rÝ— Ád¹«œ p¹ BeO� 

Á“«b�« Ë œ—cÖv�Ï ÊU?L�   AEB = 2α ÊUL� ø«dÇ ÆXÝ« AFB

dÐ«dÐ È«t¹Ë«“ ”√— vÝbM¼ ÊUJ� vMF¹ ¨dE� œ—u� vÝbM¼ ÊUJ�

αtDI� Ëœ “« g¹UNFK{ t� XÝ« Ï A Ë B∫«d¹“ ¨b�—cÖv� 

± b?M?�U� tDI� d¼ ‡‡Ms?¹« “« Ë b?ýUÐ ÊUL� s¹« ÈË— t� 

t?DI� Ëœ tÐ tDI�Ï A Ë BÁ“«b�« ¨rOM� qIË Ït¹Ë«“ Ï AMB
∧

d?Ð«dÐ 

α∫ÊuÇ XÝ« 

  

AMB
∧

= AEB
2

= 2α
2

= α

A B

O

E

H

P

x

F
M

α

2α

∆

A B

O

F

E

H

α

α
α α

∆
M



∂≥

≤‡‡tDI� Ï N bM�U� t¹Ë«“ d¼ ”√— ̈ANB
∧

= αg¹UNFK{ t! 

t?DI� Ëœ “«Ï X?ÐUŁ A Ë B ÊU?L ! ·dÞ —œ Ë œ—cÖv� AFBl?'«Ë 

 ÊUL! ÈË— ¨XÝ«AFBt?DI� dÖ« «d¹“ Æœ—«œ —«d'  Ï Ns¹« ÈË— 

Ád¹«œ qš«œ U¹ ̈ býU³� ÊUL!Ï C(O,R) —u� s¹« —œ t! ̈ XÝ« l'«Ë 

ANB
∧

> αtDI� U¹ ¨œuÐ b¼«uš Ï Nt! œ—«œ —«d' Ád¹«œ s¹« Ã—Uš 

  —u?� s¹« —œANB
∧

< αX?S?8?� X?HU?Š —œ dÖ« «d¹“ ÆXÝ« 

t?DI�Ï œ«b?²�« œ—ušdÐ AN «— Ád¹«œ UÐ ′M “« Ë r?O�UMÐ ′M t?Ð B

∫r¹—«œ ¨rOM! q�Ë

ANB
∧

= A ′M B
∧

+ ′M BN
 ∧

�«Ò UA ′M B
∧

= αªfÄ ¨ANB
∧

= α + ′M BN
 ∧

                                          ∫t−O²�—œANB
∧

> α
t?D?I� dÖ« ¨ÂËœ XHUŠ —œ ËÏ œ—ušdÐ AN «— Ád?¹«œ UÐ ′M¨r?O�UMÐ 

∫r¹—«œ

ANB
∧

= A ′M B
∧

− ′M BN
 ∧

                           ªU−�¬ “« ËANB
∧

= α − ′M BN
 ∧

                                          ∫t−O²�—œANB
∧

< α
tDI� t−O²�—œ ÆXÝ« ÷d  ·öš Áb�¬ XÝœ tÐ t−O²� ¨XHUŠËœ d¼ —œ ¨s¹«dÐUMÐÏ NÊUL! ÈË— 

AFBt¹Ë«“ ÈËUŠ ÊUL! U¹ —uš—œ ÊUL! ̈ ÊUL! s¹« ÆXÝ« Ï  α jšÁ—UÄ tÐ t²SÐ«Ë U¹ Ë—tÐË—ABÁbO�U� ̈

Æœuýv�

tDI� “« t! vð—u�—œÏ B È“«u� vDš PxnBM�œuLŽ Uð rOM! rÝ— 

 jšÁ—UÄABtDI� —œ «— Ï ′O e!d� tÐ È«Ád¹«œ fáÝ Ë ̈ bM! lD' ′OtÐ Ë 

 ŸU?Fý′O A = ′O B j?šÁ—U?Ä n?B?M?�œu?L?Ž U?ð r?O¹UL� rÝ— AB—œ «— 

 ÈU ¼t?DI�′E Ë ′F b?M! lD' ® ÊU?L?! ¨©Ë—tÐË— qJýA ′F BÊU?L ! eO� 

t¹Ë«“ —uš—œÏ α jšÁ—UÄ tÐ Ë—tÐË— ABÆXÝ« 

dÐ«dÐ È«t¹Ë«“ ”√— vÝbM¼ ÊUJ� ¨s¹«dÐUMÐαËœ “« g¹UNFK{ t! 

tDI�Ï XÐUŁ AË BÁd¹«œ Ëœ “« v¹UN�UL! b�—cÖv� Ï dÐ t! XÝ« ÈËUS� A Ë B

t¹Ë«“ Ë bMM!v� —Ëd�Ï dÐ«dÐ ̈ UN�¬ „d²A� dðË tÐ Ë—tÐË— Èe!d�   2αÆXÝ« 

A B

O

F

E

H

α

α

N

′M

A B

O

F

E

H

α

α
N

′M

A B

O

P

x

F
M

α

α

E

α

M1

′F

′O

180 − α

′E

M



∂¥

 t?−O²�±‡‡ÈU?N�UL! AEB Ë A ′E BÁd?¹«œ Ëœ “« Ï O Ë ′Ot?¹Ë«“ —uš—œ ÊUL! ¨Ï   180 − α

 jšÁ—UÄ tÐ Ë—tÐË—ABø«dÇ ÆbMýUÐv� 

 t−O²�≤‡‡ t¹Ë«“ —uš—œ ÊUL! Ï π∞ jšÁ—UÄ tÐ Ë—tÐË— tł—œ AB dD' tÐ È«Ád¹«œ ̈ABÆXÝ« 

ø«dÇ

 ∫t²J�tDI� Ëœ ¨Ábýd!– ÈUN²HUŠ “« p¹d¼—œÏ A Ë B¡eł 

t¹Ë«“ —uš—œ ÊUL!Ï α U¹   180 − αÆbM²SO� 

 t−O²�≥‡‡t¹Ë«“ —uš—œ ÊUL! t! È«Ád¹«œ ŸUFý Ï αË—tÐË— 

 jšÁ—UÄ tÐAB ‰uÞtÐ a ̈ XÝ« Ê¬ “« vA8Ð R = a
2sin α

tK�U  Ë Ï

 dðË “« Ád¹«œ e!d�AB ¨

  

OH = a
2 tgα

∫«d¹“ ¨XÝ« 

sin α =
AH
AO

 ¨AH = AB
2

 ¨AOH
∧

= α ¨    H
∧

= 90
o

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

  

  

sin α =

a
2

R
= a

2R

t−O²�—œ

  

R = a
2sin α

v dÞ “«

cos α = OH
OA

= OH
R

fÄ

OH = R cos α

r¹—«œ sOMâL¼

tgα = AH
OH

=

a
2

OH
fÄ

    

  

OH = a
2 tgα

A B

O

F

E

H

α

α

R

M



∂µ

∫t−O²�—œ

  

OH = R cos α = a
2 tgα

 ‰U¦�±∫j?šÁ—UÄ  AB ‰uÞ tÐ ¥ÊU?L� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ d²�v²�UÝ 

 t¹Ë«“ —uš—œ    30
o

«— È«Ád¹«œ ŸUFý ÆbOM� rÝ— «— jšÁ—UÄ s¹« tÐ Ë—tÐË— 

tKIUF Ë XÝ« Ê¬ “« vAfÐ —uš—œ ÊUL� s¹« t�ÏjšÁ—UÄ “« Ád¹«œ s¹« e�d� 

ABÆbOM� sOOFð «— 

∫qŠ jš ∆ jšÁ—UÄ nBM�œuLŽ ABtDI� “« ÆrOM�v� rÝ— «— Ï

 È—UO²š«P dÐ lM«Ë ∆ jfLO� PxÝ— ÊUMÇ «—  t� rO¹UL�v� r    HPx
∧

= 30
o

® b?ýUÐH jšÁ—UÄ jÝË ABt?DI� “« Æ©XÝ« Ï A È“«u?� vDš PxrÝ— 

 jš Uð rOM�v�∆tDI� —œ «— Ï O e�d� tÐ ÆbM� lDM O ŸUFý tÐ Ë OAp¹ 

 ÊU?L?� Ær?O?M?�v� rÝ— Ád¹«œAFBÊU?J?� “« ©v?L?O?�® v?²L&M Ád¹«œ s¹« “« 

t?D?I� »Uf²�« UÐ ÆXÝ« Ábý t²Ý«uš vÝbM¼Ï PË jšÁ—UÄ d~¹œ ·dÞ —œ 

tLO� bM¹¬dF sOL¼ —«dJðÏÆb¹¬v� XÝœtÐ vÝbM¼ ÊUJ� d~¹œ 

Ád¹«œ ŸUFýÏ® OA Ë O «— ©R∫t� rO�«œv� ÆrO�U�v� 

R = a
2sin α

fÄ

R = 4

2sin 30
o = 4

∫r¹—«œ vFdÞ “«

  OH = R cos α

∫s¹«dÐUMÐ

  

    
OH = 4cos 30

o = 2 3

 ‰U¦�≤∫ YK¦� “« ABC lK{ ̈BC = at¹Ë«“ ̈Ï A
∧

= α

 ŸUHð—« ËAH = haÆbOM� rÝ— «— YK¦� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

∫qŠ YK¦� rÝ— È«dÐ ABC jšÁ—UÄ X&f� ¨BCtÐ 

  ‰u?Þa ”√— b?¹U?Ð ‰U?Š Ær?O?M �v� rÝ— «— Ah?f?A?� «— 

A B

O

E

H

P

x
F

∆

30°

30°

A

B CH

α

A1

h

h

a

a



∂∂

 ÆrOM! ÊuÇBAC
∧

= α ”√— v?ÝbM¼ ÊUJ� p¹ fÄ ¨At?¹Ë«“ —uš—œ ÊUL! Ï αjšÁ—UÄ tÐ Ë—tÐË—

BC v dÞ “« ªXÝ« AH = ha ”√— d~¹œ vÝbM¼ ÊUJ� fÄ ¨XÝ« v²ÐUŁ —«bI� AÈ“«u� jš Ëœ 

 lK{BCtK�U  tÐ Ë Ï haœ—ušdÐ ÈU¼tDI� U¹ tDI� ̈ rOM!v� rÝ— «— vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« ÆXÝ« Ê¬ “« 

 ”√— ̈ vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹«A “« ÆXÝ« A tÐ B Ë  C YK¦� ÆrOM!v� q�Ë ABCÆXÝ« tHQS� »«uł 

øœ—«œ »«uł bMÇ tHQS�

U¼t4QD�

±Á“«b�« ÆÏ x Ë yÆbOM! sOOFð d¹“ ÈUNKJý “« p¹ d¼ —œ «— 

B

A

C

y2x
3x

4x
B

A

L

x

120°

50°

≤Ád¹«œ —œ ÆÏ e!d� tÐ O ¨GR ÆXÝ« Ád¹«œ dD'     AG = 70
o

 Ë    NAR
∧

= 30
o

VÝUM� ÈUł —œ Ë b¹—Ë¬ XÝœtÐ «— d¹“ ÈU¼Á“«b�« Æ

∫bOM! Xý«œœU¹ qJý ÈË—

 ©nH«N
∧

 ©»R
∧

 ©ÛNR © GN

 ©ÀGAN
∧

 ©ÃGAR
∧

≥Ád¹«œ —œ ÆÏ e!d� tÐ O ¨RS||VT ¨    TS = 70
o

 Ë RTdD' 

Á“«b�« ÆXÝ« Ád¹«œÏ ÈU¼t¹Ë«“ ± Uð ∏Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

¥t¹Ë«“ ÆÏ vÞU×� BACÁd¹«œ —œ Ï e!d� tÐ OÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 dÖ«    AB = 130
o

 Ë     AC = 90
o

Á“«b�« ̈ býUÐ Ït¹Ë«“ Ï BACsOOFð «— 

ÆbOM!

R

G

A NE

O

V

S

T

O

R

1

2

3

4
5

6

7

8

A

C

B

O

130
°

90°



∂∑

µÁd?????¹«œ —œ ÆÏ e???? !d?????� t?????Ð O d????Ö« ¨AOC
∧

= (3 α + 12)oË 

    ABC
∧

= ( α + 16)o —«bI� ̈ býUÐ αÁ“«b�« Ë Ï Èe!d� ÈU¼t¹Ë«“ AOC

 vÞU×� ËABCÆbOM! sOOFð «— 

∂ ¨Ë—tÐË— qJý —œ ÆAB = AC ¨CTtDI� —œ Ád¹«œ dÐ ”UL� Ï

C Ë     AC = 140
o

Á“«b�« ÆXÝ« Ït¹Ë«“ Ï BCTÆbOÐUOÐ «— 

∑t¹Ë«“ ÆÏ vKþ TABÁd¹«œ —œ Ï e!d� tÐ OÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

t! bOM! XÐUŁ ¨dðË dÐ œuLŽ dD' vÖó¹Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ

  

TAB
∧

=
AB

2

∏t¹Ë«“ ÆÏ vKþ TABÁd¹«œ —œ Ï e!d� tÐ OÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 jš pL! tÐB ′B ”UL� jš È“«u� t! AT¨XÝ« Ábý rÝ— 

t! bOM! XÐUŁ

  

TAB
∧

=
AB

2

πt?¹Ë«“ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆÏ Y?K?¦� d¼ vKš«œ ÈU¼t¹Ë«“ ŸuL−� bO¼œ ÊUA� ¨vÞU×�     180
o

ÆXÝ«

±∞ YK¦� —œ ÆABC lK{ BC = a ¨A
∧

= αt�UO� Ë Ï AM = ma«— YK¦� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

ÆbOM! rÝ—

B

CA

O

A

B C

T

140
°

A

T

B

O

O

B

A

T

′B



∂∏

≤‡‡µt¹Ë«“ ‡‡ÏdðË Ëœ sOÐ 

 dðË ËœA ′A Ë B ′BÁd¹«œ “« Ï (C) tDI� —œ MlD� «— d~¹bJ¹ 

∫œuýv� XÐUŁ Æb�«Áœd"

  

AMB
∧

= AB + ′A ′B
2

∫ÊU¼dÐ j?šÁ—UÄ A ′Bt?¹Ë«“ ÆrOM"v� rÝ— «— Ï AMB
∧

t¹Ë«“ Ï Y?K¦� vł—Uš AM ′B¨XÝ« 

∫fÄ

AMB
∧

= A ′B M
∧

+ ′B AM
∧

U¹

AMB
∧

= A ′B B
∧

+ ′A A ′B
∧

 ÊuÇ

  

A ′B B
∧

= AB
2

 Ë 

  

′A A ′B
∧

= ′A ′B
2

∫s¹«dÐUMÐ 

AMB
∧

= AB
2

+ ′A ′B
2

t−O²�—œ

AMB
∧

= AB + ′A ′B
2

∫XHÖ Ê«uðv� vK"—uÞtÐ

∫tOC�Á“«b�« ÏdÐ«dÐ œuýv� œU−¹« Ád¹«œ p¹ —œ  dðË Ëœ œ—ušdÐ “« t" È«t¹Ë«“ 

Á“«b�« ŸuL−� nB�ÏÊ¬ ÈUNFK{ œ«b²�« Ë UNFK{ tÐ t" XÝ« Ád¹«œ “« v�UL" Ëœ 

Æb�œËb×� t¹Ë«“

∫‰U¦� ÈU¼—«bI� qÐUI� qJý pL" tÐ xË y ÆbOM" sOOFð «— 

∫qŠt¹Ë«“ Ï   AMB
∧

= xo
 dðË Ëœ œ—ušdÐ “« A ′A Ë B ′B

∫r¹—«œ fÄ ÆXÝ« Áb�¬ XÝœtÐ

AMB
∧

= AB + ′A ′B
2

    
xo = 50

o + 70
o

2
U−�¬ “«

A

B

M

′A
′B

(C)

A

B

M

′A
′B

A

B

M

′B

′A
y°

x°
50°

70°



∂π

fÄ  x = 60

t¹Ë«“Ï   AM ′B
∧

= yo
 t¹Ë«“ qLJ� AMB∫fÄ ÆXÝ« 

    y
o = 180

o − xo

U−�¬ “«    y
o = 180

o − 60
o

∫fÄ
  
y = 120

≤‡‡∂t¹Ë«“ ‡‡Ï Ëœ œ«b²�« sOÐ Ëdð

 ÈU¼dðË œ«b²�« A ′A Ë B ′BÁd¹«œ “« Ï (C)tDI� —œ Ï M

∫œuýv� XÐUŁ Æb�«Áœd! lD' «— d~¹bJ¹

  

AMB
∧

= AB − ′A ′B
2

∫ÊU¼dÐ jš Á—UÄ A ′Bt¹Ë«“ ÆrOM!v� rÝ— «— Ï A ′B B¨

t¹Ë«“Ï YK¦� vł—Uš AM ′B¨XÝ« 

                            ∫fÄA ′B B
∧

= ′B AM
∧

+ AM ′B
∧

U¹ ËAM ′B
∧

= A ′B B
∧

− ′B AM
∧

�«Ò∫U

  

A ′B B
∧

= AB
2

 Ë 

  

′B AM
∧

= ′A ′B
2

ø«dÇ Æ

s¹«dÐUMÐ

  

AM ′B
∧

= AB
2

− ′A ′B
2

∫t−O²�—œ

  

AMB
∧

= AM ′B
∧

= AB − ′A ′B
2

M

O

′A

′B

A

B
(C)

A

B

M

′B

′A



∑∞

∫XHÖ Ê«uðv� vK�—uÞtÐ

∫t?OC�Á“«b�« Ï¨b?¹¬v?� b¹bÄ Ád¹«œ p¹ “« dðË Ëœ œ«b²�« œ—ušdÐ “« t� È«t¹Ë«“ 

Á“«b�« q{UHð nB� oKD�—bM dÐ«dÐÏÊ¬ ÈUNFK{ tÐ t� XÝ« Ád¹«œ Ê¬ “« v¹UN�UL� 

Æb�œËb×� t¹Ë«“

 s¹dLð±‡‡Ád¹«œ dÐ ”UL� jš Ï (C)tDI� —œ Ï Tœ«b²�« 

dðËA ′At?D?I� —œ «— Ád¹«œ s¹« “« Ï Mq?Jý® XÝ« Áœd� lDM 

∫bOM� XÐUŁ Æ©Ë—tÐË—

  

AMT
∧

= AT − ′A T
2

 s¹dLð≤‡?‡ t?¹Ë«“ bOM� XÐUŁ Ïr?Ý— ”UL� jš Ëœ sOÐ 

 t?DI� Ëœ “« ÁbýT Ë ′Tn?B?� oKD�—bM dÐ«dÐ ¨Ád¹«œ p¹ dÐ 

 ÈU¼tDI� sOÐ Ábý œU−¹« ÊUL� Ëœ q{UHðT Ë ′TÆXÝ« 

v¹ULM¼«—∫bOM� XÐUŁ Ábý Áœ«œ qJý —œ 

 

  

TM ′T
∧

=
TE ′T − TF ′T

2

 ‰U¦�±∫ dðË Ëœ ÈU¼œ«b²�«A ′A Ë B ′BÁd¹«œ “« Ï O—œ 

tDI�Ï MÁ“«b�« ÆbMFÞUI²� Ït¹Ë«“ Ï AMBÈUN²CUŠ “« p¹d¼ —œ «— 

∫bOM� sOOFð d¹“

 dÖ« ‡‡ nC«    AB =120
o

 Ë     ′A ′B = 80
o

ªbýUÐ 

 dÖ« ‡‡ »    AB − ′A ′B = 30
o

ÆbýUÐ 

 dÖ« ‡‡ Û    AB = ′A ′B + 60
o

ªbýUÐ 

M

A

T

′A

M

T

′T

F

E

M

O

′B

′A

A

B



∑±

dÖ« ‡‡  

  

′A ′B
1

= ′B B
4

= BA
3

= A ′A
2

∫qŠ∫r¹—«œ 

‡‡ nH«

    
AMB

∧
= AB − ′A ′B

2
= 120

o − 80
o

2
= 20

o

‡‡ »

    
AMB

∧
= AB − ′A ′B

2
= 30

o

2
= 15

o

‡‡ Û

    
AMB

∧
= AB − ′A ′B

2
= ′A ′B + 60

o − ′A ′B
2

= 30
o

∫r¹—«œ ‡‡  

  

′A ′B
1

= ′B B
4

= BA
3

= A ′A
2

�«Ò∫U′A ′B + ′B B + BA + A ′A = 360
oø«dÇ Æ

∫Xýu� Ê«uðv� fÄ

′A ′B
1

= ′B B
4

= BA
3

= A ′A
2

= ′A ′B + ′B B + BA + A ′A
1 + 4 + 3 + 2

= 360

10
= 36

o

fÄ    AB = 108
o Ë     ′A ′B = 36

o

∫t−O²�—œ

    
AMB

∧
= AB − ′A ′B

2
= 108

o − 36
o

2
= 36

o

 ‰U¦�≤∫ ¨Ë—tÐË— qJý “« ÁœUH²Ý« UÐ x Ë yÆbOM! sOOFð «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

                                    

  

N
∧

= x + y
2

⇒ 70 = x + y
2

∫U−�¬ “«

®     ±                                    ©
  
x + y = 140

v dÞ “«

                                    

  

M
∧

= x − y
2

⇒ 50 = x − y
2

fÄ

®     ≤                                    ©
  
x − y = 100

A

M
N

x

B

y70 50

′A

′B



∑≤

® ÈU¼tDÐ«— “«±® Ë ©≤ ÈU¼—«bI� ©x Ë yÆbM¹¬v� XÝœtÐ 

    y = 20
o

 Ë 

    

x + y =140

x − y =100





 ⇒ x =120
o

U¼t�Q��

± dD� ÆCDtDI� —œ Ï M dðË dÐ ABÁd¹«œ “« Ï e"d� tÐ OœuLŽ 

 dÖ« ÆXÝ«    AC = 2xo
 ̈  BC = yo

 Ë     BD = (3x +10)o ̈ býUÐ xË 

yÆbOÐUOÐ «— 

≤ dðË Ëœ ÆA ′A Ë B ′BtDI� —œ ¨Ád¹«œ p¹ “« Ï M∫bMFÞUI²� 

Á“«b�« ©nM«Ït¹Ë«“ Ï AMBÆbOM" sOOFð d¹“ ÈUN²MUŠ “« p¹d¼ —œ «— 

 ‡‡    AB = 90
o

 Ë     ′A ′B = 60
o

 ‡‡AB Ë ′A ′B Â«b" d¼     75
o

bMýUÐ 

 ‡‡AB + ′A ′B = 250
o

 ‡‡    A ′B + ′A B =170
o

∫dÖ« ©»

 ‡‡    AMB
∧

= 85
o

 ¨býUÐ AB + ′A ′BÆbOM" sOOFð «— 

 ‡‡    AMB
∧

= 48
o

 ¨býUÐ A ′B + ′A BÆbOÐUOÐ «— 

 ‡‡    AMB
∧

= 60
o

 Ë     A ′B =160
o

 ¨býUÐ ′A BÆbOM" sOOFð «— 

 ‡‡    AM ′B
∧

= 70
o

 Ë ′A B = A ′B ¨býUÐ A ′BÆbOÐUOÐ «— 

≥ dðË Ëœ ÈU¼œ«b²�« ÆA ′A Ë B ′BÁd¹«œ “« Ï OtDI� —œ Ï M∫bOM" sOOFð ¨bMFÞUI²� 

Á“«b�« ©nM«Ï ÊUL" ′A ′B dÖ« ¨«—     AB =160
o

 Ë     M
∧

= 20
o

ÆbýUÐ 

Á“«b�« ©»Ï ÊUL" AB dÖ« ¨«—     ′A ′B = 60
o

 Ë     M
∧

= 35
o

ÆbýUÐ 

Á“«b�« ©ÛÏ AB − ′A ′B dÖ« ¨«—     M
∧

= 45
o

ÆbýUÐ 

Á“«b�« © Ï ÊUL" ′A ′B dÖ« ¨«—   AB = 3 ′A ′BË 

    M
∧

= 25
o

ÆbýUÐ 

A

B

M

′A

′B

A

C

B

O

D

M

2x° y°

(3
x

+1
0
)°

M

O

′B

′A

A

B



∑≥

¥t?D?I� —œ Ád¹«œ dÐ ”UL� jš ÆÏ Tœ«b²�« Ë 

 dðËABtDI� —œ Ï M ÷d?  UÐ ÆbMFÞUI²� TB = a¨

BA = b Ë AT = c∫

Á“«b�« ©nH«Ït¹Ë«“ Ï MÈUN²HUŠ “« p¹d¼ —œ «— 

∫bOM! sOOFð d¹“

 ‡‡    a = 60
o

 Ë     c = 150
o

 ‡‡    c = 200
o

 Ë     b = 120
o

 ‡‡    c − a = 74
o

 ‡‡

  

a

1
=

b

4
=

c

7

∫bOM! sOOFð ©»

 ‡‡a t! vð—u� —œ «—     c = 200
o

 Ë     M
∧

= 45
o

ÆbýUÐ 

 ‡‡c t! vð—u� —œ «—     a = 55
o

 Ë     M
∧

= 30
o

ÆbýUÐ 

 ‡‡a t! vð—u� —œ «—   c = 3a Ë     M
∧

= 45
o

ÆbýUÐ 

 ‡‡a t! vð—u� —œ «—     b = 100
o

 Ë     M
∧

= 60
o

ÆbýUÐ 

µ d¹“ qJý —œ ÆxÁ“«b�« Ë Ït¹Ë«“ Ï BNT
∧

ÆbOM! sOOFð «— 

∂ d¹“ ÈUNKJý “« Â«b!d¼ —œ Æx Ë yÆbOÐUOÐ «— 

M

O

T

A

B

a

b

c

B

L

A
O

T

N

(9x + 17)°

(6x + 28 )°

(10x − 10) °

C

Ax

B

y

D

E

80° 20°

C

Ax

B

y

P

Q

62 °

©nH«®
©»®



∑¥

∑ v????F???K???{—U???N???Ç Ë—t???ÐË— q???J???ý —œ ÆDIANp???¹ 

 ÈU ¼t?D?I?� Ë X?Ý« Ÿö{ô«È“«u²&I ¨A Ë Mj?š p?¹ ÈË— 

 bOM- XÐUŁ Æb�—«œ —«d0 XÝ«—DM = DIÆ

∏Ád¹«œ —œ ÆÏ (O) ¨BL = ER bO¼œ ÊUA� ÆBE||LRÆ

πÁd??¹«œ —œ ÆÏ (O) ”U??L?& AC d??ðË Ë ABd??~??¹b??J??¹ U?Ð 

 jš Æb�«ÈËU;&BCtDI� —œ «— Ád¹«œ Ï DXÐUŁ ÆXÝ« Áœd- lD0 

 YK¦& bOM-ADCÆXÝ« sO0U;@«ÈËU;²& ¨

≤‡‡∑tDÐ«— ‡‡ÏÁd¹«œ —œ v�uÞ 

∫tOC�tDI� “« Ï MÁd¹«œ qš«œ —œ l0«Ë Ï ( C)

 Á«u?A@œ dðË ËœA ′A Ë B ′BÆb?�«Áb?ý rÝ— 

∫bOM- XÐUŁ

MA.M ′A = MB.M ′B

∫ÊU¼dÐ “« A t?Ð ′B “« Ë B tÐ ′A Y?K?¦& Ëœ ÆrOM-v& qDË MA ′B Ë MB ′Ab?�«tÐUA²& 

∫«d¹“

  

′B A ′A
∧

= ′A B ′B
∧

=
′A ′B
2

 Ë AM ′B
∧

= BM ′A
∧

M

D

N
O

I

A

B E

R

O

L

A

D

B

O

C

(O)

A
B

M

′A
′B

(C)



∑µ

r¹—«œ fÄ

MA
MB

= M ′B
M ′A

∫t−O²�—œ

MA.M ′A = MB.M ′B

∫ÊU¼dÐtDI� tÝ dÐ Ï A ¨BË ′A ÆrO�«—cÖv� Ád¹«œ p¹ ®Ád¹«œÏ

Ct?DI� “« Ád¹«œ s¹« dÖ« ©Ï ′B�« ªXÝ« XÐUŁ rJŠ ¨œ—c~Ð Òs¹« dÖ« U

“« Ád?¹«œ′B j?š ¨œ—c~� MBt?D?I� —œ «— Ï b?M?�U?� Èd~¹œ ′′Bl?D?' 

∫X???????ý«œ r???????O???????¼«u???????š  —u??????� s??????¹« —œ Æœd????? ! b??????¼«u??????š

MA.M ′A = MB.M ′′Bt?S?¹UI� “« ÆÏ¨t?O?C?' ÷d?  UÐ tDÐ«— s¹« 

 œu?ýv?� t−O²�M ′B = M ′B t?! b ¼œv?� ÊUA� s¹« Ë ¨′′B dÐ ′B

 tDI� tÝ dÐ t! È«Ád¹«œ vMF¹ XÝ« o³DM�A ̈BË ′A“« ̈ XÝ« t²ýcÖ 

tDI�Ï ′Bt?D?I� —UNÇ fÄ ¨œ—cÖv� eO� Ï A ¨′A ¨BË ′Bp¹ ÈË— 

ÆbMF'«Ë Ád¹«œ

∫‰U¦� dðË Ëœ A ′A Ë B ′BÁd¹«œ “« Ï (C)tDI� —œ Ï MÆbMFÞUI²� 

 d?Ö«  MA = 4 ¨  MB = 3 Ë   M ′A = 6Á“«b?�« b?ýU?Ð Ï d?ðË B ′B«— 

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ

∫q?Š Êu??Ç B ′B = MB + M ′BÁ“«b??�« s??O?O?F?ð È«d?Ð f?Ä ¨Ï

 jšÁ—UÄB ′BÁ“«b�« b¹UÐ Ï jšÁ—UÄ M ′B∫r¹—«œ ¨r¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

  MA.M ′A = MB.M ′B ⇒ 4 × 6 = 3 × M ′B ⇒ M ′B = 8

fÄ

  B ′B = MB + M ′B = 3 + 8 = 11

A
B

M

′A
′B

A
B

M

′A
′B

(C)

′B

A B

M
′A

′B

(C)

∫t?O?C- fJŽ j?šÁ—UÄ Ëœ dÖ« A ′A Ë B ′Bt?D?I� —œ Ï M

 t! bMM! lD‡' È—uÞ «— d‡~¹bJ¹MA.M ′A = MB.M ′B¨

tDI� —UNÇ ÁUÖÊ¬Ï A ¨′A ¨B Ë ′BÆb�«Ád¹«œ p¹ ÈË— 



∑∂

‡?‡ s?¹dLð ÈU?¼d?ðË œ«b?²?�« dÖ« bOM! XÐUŁ A ′AË 

B ′BÁd¹«œ “« Ï (C)tDI� —œ «— d~¹bJ¹ Ï M∫ÁU~�¬ ̈ bMM! lD' 

MA.M ′A = MB.M ′B

∫qŠ∫r¹—«œ tHQS� ÈU¼Áœ«œ tÐ tłuð UÐ 

‡‡ nH«  M ′B = MB + B ′B = 8 + x ¨  M ′A = MA + A ′A = 6 + 10 = 16

  MA.M ′A = MB.M ′B ⇒ 6 × 16 = 8(8 + x) ⇒ x = 4

‡‡ »  M ′A = MA + A ′A = x + 32 ¨  M ′B = MB + B ′B = 10 + 22 = 32

MA.M ′A = MB.M ′B

  x(x + 32) = 10 × 32

  
x2 + 32x − 320 = 0

  
(x + 40)(x − 8) = 0

  
x = − 40 U¹ 

  
x = 8

 »«uł t! XÝ« vFO³Þ  x = − 40ÆXSO� ‰u³' qÐU' 

∫‰U¦� —«bI� xÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ d¹“ ÈUNKJý “« p¹d¼ —œ «— 

A

′A
′B

B

M

(C)

A

′A
′B

B

M

10

22
32

x

A

′A

′B B M

10

8

x

6

©nH«®©»®



∑∑

∫tOC�¨rOM� rÝ— Ád¹«œ p¹ tÐ X³�� lÞU� p¹ Ë ”UL� p¹ ¨tDI� p¹ “« dÖ« 

sOÐ vÝbM¼ tDÝ«Ë ¨”ULð tDI� Ë tDI� Ê¬ sOÐ —uB×� ”UL� jš “« È«tFD�

tFD� ËœÏÆXÝ« lÞU� 

∫ÊU¼dÐÁd¹«œ Ï® CtDI� Ë ©Ï MÃ—Uš —œ «— 

 ”U??L??� Ær??¹d??O??Öv?� d?E?� —œ Ê¬MTl??ÞU?� Ë 

MA ′Aªr?O?M�v� rÝ— Ád¹«œ s¹« tÐ X³�� «— 

 rOM� XÐUŁ rO¼«ušv�MT2 = MA.M ′A“« Æ

T tÐ A Ë ′AYK¦� Ëœ ÆrOM�v� q>Ë  MAT

 ËM ′A T∫«d¹“ Æb�«tÐUA²� 

 

  

ATM
∧

= A ′A T
∧

= AT
2

 ,  M
∧

= M
∧

fÄ

         

MT
MA

= M ′A
MT

∫t−O²�—œ Ë

MT2 = MA.M ′A

‡‡ s¹dLðtOC� fJŽ®ÏtDI� tÝ Æ©ôUÐ Ï M ¨A

Ë′AtDI� Ë XÝ«— jš p¹ ÈË— Ï Tjš s¹« Ã—Uš 

 t� bMF�«Ë vL�� tÐMT2 = MA.M ′AXÐUŁ ÆXÝ« 

t?DI� tÝ dÐ t� È«Ád¹«œ bOM�Ï A¨′A Ë T—œ œ—cÖv� 

tDI�Ï T jš dÐ MTÆXÝ« ”UL� 

∫‰U¦� jš ̈ qÐUI� qJý —œ MTÁd¹«œ dÐ ”UL� 

tDI� —œÏ T Ë ¨MA∫XÝ« Ád¹«œ lÞU� 

 d??Ö« ‡?‡ n?N«  MA = 4  Ë  A ′A = 5¨b??ýU?‡?Ð 

Á“«b�«Ï MTÆbOM� sOOFð «— 

 d??Ö« ‡?‡ »  M ′A =18 Ë   MT =12¨b?ýU?‡?Ð 

Á“«b�«Ï A ′AÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

∫q?Š t � s?¹« t?Ð t?łuð UÐ   MT2 = MA.MB¨

A

T

M

′A

A

T

M

′A

(C)

A

T

M

′A



∑∏

∫r¹—«œ

‡‡ nH«  MT2 = 4 × 9 = 36

  MT  = 6

‡‡ »MT2 = MA.M ′A

  12
2  = MA × 18

  
MA  = 8

  A ′A = M ′A − MA = 18 − 8 = 10

U¼t4QD�

± d¹“ ÈUNKJý “« p¹d¼ —œ Æx Ë yÆbOM! t³ÝU×� «— 

≤ lÞU' Ëœ d¹“ qJý —œ ÆIE Ë IN ∫bOM! XÐUŁ ¨b�dÐ«dÐ r¼ UÐ IS = ID

≥® ÆbOM! XÐUŁ «— d¹“ ÂUJŠ« qJý tÐ tłuð UÐ ÆADt¹Ë«“ “USLO� Ï

BAC©XÝ« 

 YK¦� ©nH«ADC YK¦� UÐ ABEÆXÝ« tÐUA²� 

©»AB.AC = AD.AE

©Û
  AD2 = AB.AC − BD.DC

O

x
4

6

y2

10
O

x

4

12

x − 2

O

NE

D S

I

C

E

D

A

B

©nH«®©»®



∑π

≤‡‡∏ ‡‡UNLOÝdðvÝbM¼ È

O?×²� ÁdEM� p¹ q�U! ·uS!Ò«—u?  ÊULÝ¬ v¹UMýË— ÆXÝ« ÁbMM!dÎÆœu?ýv� q¹b³ð vJ¹—Uð tÐ 

œuýv� ÁdOÇ sO�“ dÐ ©tIO'œ XH¼ d¦!«bŠ® vðb� È«dÐ UNMð ÁdE²M�dOž v¼UOÝ Æb�uýv� Ê«dOŠ U¼Áb�dÄ

ÆœœdÖv� “UÐ œuÐ Ábý u×� t! v²ŽdÝ UÐ v¹UMýË— Ë —u� fáÝ Ë

 v²'Ë v²HUŠ sOMÇ—
Ô

dÐ ‘«t¹UÝ t! œdOÖv� —«d' bOý—uš Ë sO�“ sOÐ È—uÞ ÁU� t! b¼œv� Œ

Ë bOý—uš Ë ÁU� v³S� ÈU¼Á“«b�« qOHœ tÐ Ë XÝ« ◊Ëd8� p¹ qJý tÐ t¹UÝ s¹« Æb² «v� sO�“ ÈË—

ÆœdOÖv� —«d' t¹UÝ ◊Ëd8� s¹« —œ sO�“ “« v²LS' U¹ ÂULð ¨d~¹bJ¹ “« UN�¬ ÈU¼tK�U  Ë sO�“

 XO4UF�≤‡‡µ

Ád¹«œÏ C(O,R)tDI� Ë Ï M∫b�«Ábý Áœ«œ Ád¹«œ s¹« Ã—Uš —œ l'«Ë 

± “« ‡‡MÆbOM! q�Ë Ád¹«œ e!d� tÐ 

≤ jšÁ—UÄ dD' tÐ ‡‡OMÆbOM! rÝ— Ád¹«œ p¹ 

≥Ád¹«œ œ—ušdÐ ÈU¼tDI� ‡‡Ï dD' tÐ OMÁd¹«œ UÐ Ï (C)«— 

T Ë ′T ÈU¼tDI� “« ÆbO�UMÐ O Ë M ÈU¼tDI� tÐ TË ′Tq�Ë 

ÆbOM!

¥ ÈU¼t¹Ë«“ ‡‡OTM Ë O ′T Mø«dÇ øb�«tł—œ bMÇ 

µ jš Ëœ ‡‡ MT Ë M ′TÁd¹«œ tÐ X³S� Ï (C)ø«dÇ øb�—«œ vF{Ë tÇ 

O

M

(C)

A

C
B

D
E

h



∏∞

tDI� d¼ “«ÏÆœuL� rÝ— Ê«uðv� Ád¹«œ Ê¬ dÐ ”UL� jš Ëœ jI  Ád¹«œ p¹ Ã—Uš 

Ád¹«œ Ëœ „d²A� ”UL�

·dÞ p¹ —œ Ád¹«œ Ëœ dÖ« ÆbýUÐ ”UL� Ád¹«œ Ëœ d¼ dÐ t! XÝ« vDš Ád¹«œ Ëœ „d²A� ”UL�

 ¨jš s¹« ¨bMýUÐ ”UL� jš¨vł—Uš „d²A� ”UL�¨bMýUÐ ”UL� jš ·dÞ Ëœ —œ Ád¹«œ Ëœ dÖ« Ë 

 jš s¹«vKš«œ „d²A� ”UL�Æœuýv� ÁbO�U� Ád¹«œ Ëœ 

O

T

′O

′T

1

1

O

T

′O

′T

O

T

′O

′T

H

( ′C )(C)

Ád¹«œ Ëœ vł—Uš „d²A� ”UL� rÝ—

 Ád???¹«œ ËœC(O,R) Ë ′C ( ′O , ′R )U??Ð «— 

 ÷d R > ′Rr?OM!v� ÷d  Ær¹dOÖv� dE� —œ 

 jšT ′TËœ s?¹« v?ł—U?š „d?²A� ”UL� p¹ 

 jšÁ—UÄ ÆbýUÐ Ád¹«œO ′OÁd¹«œ Ëœ s¹e!dLH«jš 

tDI� “« Ë rOM!v� rÝ— «—Ï ′OÈ“«u� vDš T ′T

 Uð rO¹UL�v� rÝ—OTtDI� —œ «— Ï HÆbM! lD' 

± vFK{—UNÇ ÈUNOÖó¹Ë ‡‡TH ′O ′TÆbO¼œ `O{uð «— 

≤Á“«b�« ‡‡Ï jšÁ—UÄ OH VSŠdÐ «— R Ë ′RÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ 

≥ e!d� tÐ Ád¹«œ p¹ ‡‡O ŸUFý tÐ Ë OH jš ÆbOM! rÝ— ′O HvF{Ë tÇ Ád¹«œ s¹« tÐ X³S� 

øœ—«œ

¥Ád?¹«œ Ëœ v?ł—U?š ÈU?N?!d?²?A?� ”U?L� rÝ— ‘Ë— ¨ôUÐ —œ Ábý ÂU−�« ÈU¼—U! tÐ tłuð UÐ ‡‡Ï

C(O,R) Ë ′C ( ′O , ′R )ÆbO¼œ Õdý «— 

Á“«b �«Ï‡?‡ Ád?¹«œ Ëœ v?ł—U?š „d?²A� ”UL� Á“«b?�« Ï j?šÁ—UÄ T ′T„d?²?A?� ”U?L� ‰uÞ 



∏±

t³ÝU×� È«d‡Ð Æœuýv� Áb‡O�U� Ád¹«œ Ëœ vł—UšÏs¹« ‰uÞ 

t¹Ë«eH«rzU' YK¦� —œ jšÁ—UÄÏ     (H
∧

= 90
o )O ′O H∫r¹—«œ 

O ′O 2 = OH2 + ′O H2

 ÷d????  U???ÐO ′O = dt??? ! s????¹« t????Ð t???łu???ð U???Ð Ë 

′O H = T ′T Ë OH = R − ′R∫Xý«œ rO¼«uš ¨

  d
2 = (R − ′R )2 + T ′T 2

r¹—«œ U−�¬ “«

       
  T ′T 2 = d2 − (R − ′R )2

                              ∫t−O²�—œ
  
T ′T = d2 − (R − ′R )2

∫‰U¦�Á“«b�« ÏÁd¹«œ Ëœ vł—Uš „d²A� ”UL� Ï 
  C(O,7) Ë 

  ′C ( ′O ,1)÷d  UÐ «—   O ′O = 10

ÆbOM! sOOFð

∫qŠ∫r¹—«œ     
  
T ′T = d2 − (R − ′R )2 ¨  d = 10 ¨  ′R = 1 ¨  R = 7

                                   fÄ
  
T ′T = 10

2 − (7 − 1)2

∫t−O²�—œ     T ′T = 8

 s¹dLð±‡‡Ád¹«œ Ëœ Ï  C(O,R) Ë ′C ( ′O , ′R )Ëœ s¹« vKš«œ ÈUN!d²A� ”UL� Æb�«Ábý Áœ«œ 

vKš«œ „d²A� ”UL� Ád¹«œ Ëœ  —u� tÇ —œ ÆbO¼œ ̀ O{uð «— œuš —U! qŠ«d� Ë bOM! rÝ— «— Ád¹«œ

øb�—«œ

 s¹dLð≤‡‡Á“«b�« ÏvKš«œ „d²A� ”UL� 

Ád¹«œ ËœÏ  C(O,R) Ë ′C ( ′O , ′R )VSŠ dÐ «— 

R Ë ′R Ë O ′O = dÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ 

U¼t4QD�

±ÈUN!d²A� ”UL� XHUŠ d¼ —œ fáÝ ̈ b¹dO~Ð dE� —œ nK²8� ÈUN²HUŠ —œ «— Ád¹«œ Ëœ XOF{Ë Æ

ÆbOM! rÝ— œułË  —u� —œ «— UN�¬

≤ ÈUNŽUFý tÐ Ád¹«œ Ëœ Æπ Ë d²�v²�UÝ ¥Á“«b�« ÆbM²S¼ ÊËdÐ ”UL� ̈ d²�v²�UÝ Ï„d²A� ”UL� 

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— UN�¬ vł—Uš

O ′O

( ′C )
(C)

′T1

T1

O

T

′O

′T

H

( ′C )(C)



∏≤

≥ —«bI� ÆaÁ“«b?�« t ! bOÐUOÐ ÊUMÇ «— Ï ÈU?N?ŽUFý tÐ Ád¹«œ Ëœ vł—Uš „d²A� ”UL� ∏ Ë ≥Ë 

 s¹e!dLH«jš  d = 13 dÐ«dÐ ¨  5a − 3ÆbýUÐ 

¥ÆbMÝdL¼ Ád¹«œ Ëœ s¹e!dLH«jš Ë vKš«œ ÈUN!d²A� ”UL� bOM! XÐUŁ Æ

µøXHÖ Ê«uðv� tÇ UN�¬ s¹e!dLH«jš Ë Ád¹«œ Ëœ vł—Uš ÈUN!d²A� ”UL� vÝdL¼ œ—u� —œ Æ

v{U¹— tK−�

 U?O?{U?¹— —œ V?HUł ÈU¼Áb¹bÄ “« vJ¹

”uOÐu� —«u�r¼b−¼ Êd' dš«Ë« —œ t! XÝ« 

Æbý v dF� ”uOÐu� b�UM¹œd  jÝuð

‰uÞ tÐ ÈcžU! —«u� p¹ Ê¬ s²šUÝ È«dÐ

±∏ ÷dŽ Ë d²�v²�UÝ ≥Æb?OM! tONð d²�v²�UÝ 

œ«“¬ d?Ý Ëœ ¨Áb?�U?šd?Ç —Ëœ rO� «— —«u� fáÝ

ÆbO�U³SâÐ r¼ tÐ «—Ê¬

—«u� jÝË —œ È«tDI� ÈË— «— œuš rK'

œ«b²�« —œ vDš Ê¬ Êœd! bMKÐ ÊËbÐ Ë bO¼œ —«d'

tDI� tÐ Uð bOM! rÝ— —«u�ÏÆb¹œdÖdÐ ŸËdý 

—«u?� ¨b?M?¹uÖv� t! XÝ« qOHœ sOL¼ tÐ

U?Ð «— —«u?� ‰U?Š Æœ—«œ Ë— p?¹ j?I?  ”uOÐu�

 j?š Ê¬ œ«b?²�« —œ X'œ³Ð
Ô

Æ©b?O?M?! v?âO'® b¹d

øb² «v� v'UHð« tÇ

‰u?Þ t?Ð ÈcžU! —«u� p¹ “« ÁœUH²Ý« UÐ

≤¥ ÷d?Ž Ë ¥[µ”u??O??Ðu?� —«u?� d?²?�v?²?�U?Ý 

t?Ð v?D?š œ«b?²?�« —œ f?áÝ ÆbOM! tONð Èd~¹œ

t?K�U Ï ±[µt?³H “« d²�v²�UÝ Ï «—Ê¬ —«u?� ³Ð
Ô

Æb¹d

t?Ðd?−?ð t?ÐUA� È«t−O²� r¼ “UÐ U¹¬ÏX?Ýœt?Ð q³' 

øb¹—Ë¬v�

øXSOÇ Áb¹bÄ s¹« œ—u� —œ ULý  ËUC'



∏≥

 qB�≥

UNK¹b³ð

≥‡‡±XýU~� ‡‡

tF�UD	 —œÏ—«d�dÐ UN�¬ È«eł« sOÐ v�Uš ÈU¼dþUMð r¹b¹œ tÐUA²	 Ë XANML¼ vÝbM¼ ÈUNKJý 

t?Žu?L?−?	 X1d?Š d?Ł«—œ q?Jý p¹ t1 «— vHK²7	 ÈUN²OF{Ë rO¼«ušv	 ‰UŠÆXÝ«Ï—œ g?¹U¼tDI� 

s?O?Ð v¹U¼dþUMð Ê«uMŽ tÐ v{U¹— dE� “« UN²1dŠ s¹« ÆrO¼œ —«d� tF�UD	 œ—u	 œd1 b¼«uš «bOÄ t×H�

tŽuL−	ÏÆb�uýv	 nO�uð UN�¬ ÈU¼tDI� 

 XO�UF�≥‡‡±

ÊU?ýd?þU?M?²?	 ÈU ¼t¹Ë«“ Ë dþUM²	 ÈUNFK{ t1 v¹UN¦K¦	 sOÐ dþUMð Ê«uMŽ tÐ YK¦	 Ëœ v²ANML¼

t�uL� t�Lý ÕdÞ v�U�ÏÆXÝ« vÝbM¼ ÈUNK¹b³ð “« v¹U³¹“ 



∏¥

 ÈU?N?¦?K?¦?� Æb?ý h�A� ¨bM²�¼ ÈËU��ABC

Ë′A ′B ′C q?J?ý —œ t� «— ®±d?E?# —œ b?#«Áb�¬ ©

Æb¹dO~Ð

±¨t?²?+d?Ö Á“«b?#« «— Y?K¦� Ëœ ÈU¼t¹Ë«“ Æ

ÆbOM� t�¹UI� r¼UÐ «— UN#¬ ÈU¼Á“«b#«

≤ ‰uÞ U¼tDI#  UB²�� tÐ tłuð UÐ ÆAB¨

AC ¨BC ¨′A ′B ¨ ′A ′C Ë ′B ′Cøb#—«œ r¼ UÐ v²³�# tÇ UN>uÞ s¹« Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

≥ ÈUN¦K¦� U¹¬ ÆABC Ë ′A ′B ′CøbM²�¼ XANML¼ 

¥tDI# ÆÏ® Á«u�>œ x,y YK¦� “« ©ABCtDI# ̈ b¹dO~Ð dE# —œ «— Ï YK¦� ÈË— «— Ê¬ dOE# ′A ′B ′C

ÆbOM� h�A�

tLK� ̈ U¼tŽuL−� sOÐ ÈU¼È“UÝdOE# “« vMOF� Ÿ«u#« n¹dFð È«dÐ v{U¹— —œÏ—U�tÐ XýU~# ÆœË—v� 

 “« XýU~# p¹D tÐ RtŽuL−� uCŽ d¼ tÐ t� XÝ« È“UÝ dOE# qLŽ p¹¨Ï D

tŽuL−� “« uCŽ p¹ UNMð Ë p¹Ï RÆbM�v� dOE# «— 

łuðÒ∫t uCŽ p¹ n¹dFð s¹« o³Þ R uCŽ p¹ “« gOÐ tÐ XÝ« sJL� DÆœuý dOE# 

ôuLF� «— U¼XýU~#Î œUL# ÆbM¼œv� ÊUA# ̄ —eÐ ·ËdŠ UÐ M:D → R XýU~# MtŽuL−� “« 

D tŽuL−� tÐ R dÖ« Æb¼œv� g¹UL# «— P tŽuL−� “« ÈuCŽ D Ë ′PtŽuL−� —œ Ê¬ dOE# uCŽ Ï R

 rO�¹u#v� ¨býUÐM(P) = ′P
±

 Æ′P d¹uBð P XýU~# X×ð MÆœuýv� Áb#«uš 

 ‰U¦�±∫ È“UÝdOE# ̈ bFÐ t×HY ÈU¼œ—u� “« pO�«b� —œ M “« v²ýU~# ̈D tÐ Rd¹uBð øXÝ« 

c ¨d?¹“ ÈU ¼œ—u?� “« p?¹d?¼ —œ ÆbOM� «bOÄ bM²�¼ XýU~# t� v¹U¼ È“UÝdOE# X×ð «— etÇ d¹uBð 

 “« ÈuCŽDøXÝ« 

∫qŠt?Žu?L?−?� uCŽ d¼ «d¹“ ¨XÝ« XýU~# p¹ ©n>«® œ—u� Ï D“« u?C?Ž p¹ UNMð Ë p¹ tÐ 

 tŽuL−�R d¹uBð Æœuýv� dOE# c ¨f vMF¹ XÝ« M(c) = f Ë e d¹uBð b U¹ XÝ« M(b) = e.

tŽuL−� —œ ÈuCŽ êO¼ t� Ê¬ qO>œ tÐ ¨XÝ« XýU~# p¹ eO# ©»® œ—u�Ï DtÐ t� œ—«b# œułË 

 tŽuL−� “« uCŽ p¹ “« gOÐRÆXÝ«  ËUH²� ©»® XýU~# UÐ ©n>«® XýU~# t²³>« ÆbýUÐ ÁbýdOE#  

 d?¹u?B?ð °b?O?M� dJ+ Ê¬ tÐc ¨e v?M?F¹ XÝ« M(c) = e Ë e u?C?Ž Ëœ d?¹uBð D ¨b Ë cv?M?F¹ ¨XÝ« 

A

B

C

x

y

′C

′B

′A

 qJý±

±‡‡ Mapping



∏µ

M(c) = e Ë M(b) = eÆ

 u?CŽ d¼ vMF¹ ÆXÝ« XýU~# p¹ ©Û® œ—u�D —œ d¹uBð p¹ jI+ Ë p¹ È«—«œ RÆXÝ« 

 d¹uBðc ¨g U¹ XÝ« M(c) = g Ë e d¹uBð b U¹ XÝ« M(b) = eÆ

ÆbOM� vÝ—dÐ «— UN#¬ ÈU¼XNÐUA� Ë UNðËUHð ¨Áœd� t�¹UI� r¼ UÐ «— ©Û® Ë ©»® ¨©n>«® ÈU¼œ—u�

 ÈU¼uCŽ “« vJ¹ «d¹“ ¨X�O# XýU~# p¹ © ® œ—u�D vMF¹ a nK²�� uCŽ Ëœ tÐ R vMF¹ d

 ËeÆœ—«b# «— ÊœuÐ XýU~# ◊dý s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« Ábý dOE# 

 ‰U¦� —œ± ̈c ÈU¼XýU~# ©Û® Ë ©n>«® ÈUN²L�p¹ tÐ p¹p¹ XýU~# —œ Æb#uýv� Áb#«uš 

 uCŽ d¼ ¨p¹ tÐR uCŽ p¹ d¹uBð b#«uðv� d¦�«bŠ DtÐ p¹ ©»® bMÐ XýU~# VOðdð s¹« tÐ ÆbýUÐ 

 tÇdÖ« ©Û® bMÐ —œ t� bOM� tłuð ÆX�O# p¹f ÈUCŽ« “« p¹êO¼ d¹uBð D XýU~# X×ð M¨X�O# 

dÐ ÊUMâL¼ XýU~# ÊœuÐ p¹ tÐ p¹ j¹«dý œułË s¹« UÐ v>ËcÆXÝ« —«d

q¹b³ð «— UN#¬ t� vYUš ÈU¼XýU~#
±

ÆbMM�v� `¹dAð tÝbM¼ —œ «— v¹UN²�dŠ rO#«ušv� 

q?¹b³ð¨q?¹b?³?ð —œ vMF¹ ÆXÝ« ‘œuš ÈË— tÐ t×HY “« p¹ tÐ p¹ v²ýU~# ¨

p?¹ d?¹u?Bð ¨t×HY —œ tDI# d¼ Ë  bM²�O# d¹uBð p¹ È«—«œ È«tDI# Ëœ êO¼

ÆXÝ« t×HY “« tDI#

łuðÒ∫tv>Ë b#uýv� n¹dFð ‘œuš ÈË— tÐ t×HY q� “« v¹U¼XýU~# Ê«uMŽ tÐ UNK¹b³ð tÇdÖ« 

a

b

c

d

e

D
M

R

a

b

c

d

e

f

D
M

R

a

b

c

d

e

f

g

D
M

R

a

b

c

d

e

f
g

D
M

R

©n>«®©»®

©Û®© ®

±‡‡ Transformation



∏∂

d?~?¹œ ÈU?NKJý U¹ YK¦� ¨jš bM#U� vÝbM¼ ÈUNKJý dÐ «— U¼XýU~# t#uÖs¹« dŁ« jI+ ¨»U²� s¹« —œ

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA# ‰Ë«b²� ÈUNK¹b³ð “« Èœ«bFð d¹“ qJý —œ ÆrO¼œv� —«dc vÝ—dÐ œ—u�

Æœ—«œ œułË YK¦� Ëœ —œ dþUM²� ÈU¼tDI# sOÐ È«tDÐ«— U¼—«œuL# “« p¹d¼ —œ

A tÐ œuýv� t²ýU~# A → ′A      : ′A

B tÐ œuýv� t²ýU~# B → ′B      : ′B

C tÐ œuýv� t²ýU~# C → ′C      : ′C

′A ¨′B Ë ′Ct²+U¹ q¹b³ð VOðdð tÐ Ï ÈU¼tDI# A ¨B Ë CÆbM²�¼ 

t?DI# d¼Ï® V?ðd� ÃË“  —uYtÐ «— t×HY x,y d?Ö« ÆrO¼œv� ÊUA# ©TÁU?~?#¬ ¨býUÐ q¹b³ð p¹ 

T(x,y) = ( ′x , ′y )tDI# t� XÝ« UMF� s¹« tÐ Ï ( ′x , ′y )tDI# d¹uBð Ï® x,y q¹b³ð X×ð ©TÆXÝ« 

 ‰U¦�≤∫ dÖ« T(x,y) = (x + 1, 3y)ÁU~#¬¨býUÐ q¹b³ð p¹ 

 ÈU¼tDI# d¹uBð ©n>«  (2,5) ¨  (0, 3) Ë   (3, − 2)Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ q¹b³ð s¹« X×ð «— 

 q¹b³ð X×ð ©»T ¨
  (4,9)øXÝ« È«tDI# tÇ d¹uBð 

∫qŠ q¹b³ð ÊuÇ ©n>« T vMF¹ tDI# d¼ ‰uÞ tÐ x vMF¹ tDI# d¼ ÷dŽ Ë t+U{« bŠ«Ë p¹ ¨y«— 

fÄ ¨bM�v� dÐ«dÐ tÝ

  T(2,5) = (2 + 1 ,  3 × 5) = (3,15)

A

B C

′C′B

′A A

B C

′C

′B′A

A

B C ′C ′B

′A A

B
C

′B ′C

′A

 qJý≤



∏∑

  T(0, 3) = (0 + 1 ,  3 × 3) = (1,9)

  T(3, − 2) = (3 + 1 ,  3( − 2)) = (4, − 6)

ÃË“ UÐ «— tDI# Ê¬ dÖ« ÆrOM� «bOÄ «— tDI# œuš rO¼«ušv� Ë r¹—«œ «— tDI# d¹uBð ̈ U−M¹« —œ ©»

 Vðd�(x,y) q¹b³ð tÐ tłuð UÐ ¨rO¼œ ÊUA# T∫Xý«œ rO¼«uš 

  
T(x,y) = (4,9)

vMF¹

          (x + 1 ,  3y) = (4,9)

b¹UÐ fÄx + 1= 4  ,  3y = 9

t−O²#—œ

              
  
x = 3  ,  y = 3

 s¹«dÐUMÐ
  (4,9) d¹uBð   (3, 3) U¹ XÝ«   T(3, 3) = (4,9)Æ

 ‰U¦�≥∫ ÈU¼tDI#   A = (2,4) ̈  B = ( − 3, − 1) Ë   C = (2,1)t×HY —œ «— Ïh�A�  UB²�� 

 X?ýU?~?# X?×ð «— U¼tDI# s¹« d¹uBð Ë bOM�
  
M(x,y) = (x,0) d?Ö« Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ ′A ¨′B Ë ′C

 XýU~# X×ð U¼tDI# s¹« d¹uBðMt×HY —œ eO# «— UN#¬ ¨bMýUÐ ÏÆbOM� h�A�  UB²�� 

∫qŠ XýU~# ÊuÇ Ms¹«dÐUMÐ ¨bM�v� dHY «— Ê¬ ÷dŽ Ë bM�v� kHŠ «— tDI# d¼ ‰uÞ 

  M(A) = M(2,4) = (2,0) = ′A

  
  M(B) = M( − 3, − 1) = ( − 3,0) = ′B

  M(C) = M(2,1) = (2,0) = ′C

 XýU~# vÝbM¼ dE# “«M —u×� ÈË— ÈœuLŽ —uÞtÐ «— tDI# d¼ xÆbM�v� d¹uBð U¼

øXÝ« q¹b³ð p¹ XýU~# s¹« U¹¬

 ‰U?¦�¥ ∫ ÈU?¼t?DI# 
  A = (1,4) ¨ 

  B = ( − 2, − 1) f?áÝ  Ë  ′A Ë  ′B t�  T(A) = ′AË 

T(B) = ′Bt×HY —œ d¹“ ÈU¼tDÐU{ tÐ tłuð UÐ ¨«— Ï ÈU?NDšÁ—UÄ ÆbOM� h�A�  UB²�� ABË 

 qJý≥

A

B

C

x

y

′A
′B ′C



∏∏

′A ′B ‰uÞ ÆbOM� rÝ— «— AB Ë ′A ′B Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ tKYU+ ‰u�d+ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— AB Ë ′A ′B

øb#—«œ r¼ tÐ X³�# v²OF{Ë tÇ

 ©n>«T(x,y) = ( − x,y)

 ©»T(x,y) = (2x,y − 1)

∫qŠ©n>« 
  T(A) = T(1,4) = ( − 1,4) = ′A

  T(B) = T( − 2, − 1) = (2, − 1) = ′B

AB = (xA − xB)2 + (yA − yB)2

  
AB = (1 + 2)2 + (4 + 1)2

                                                                                     
  = 9 + 25

                                                                                          
  = 34

  ′A ′B = ( − 1 − 2)2 + (4 + 1)2

                                                                                   
  = 9 + 25

                                                                                        
  = 34

 t−O²#—œAB = ′A ′BÆXÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ jšÁ—UÄ Ëœ ‰uÞ vMF¹ ¨

©»
  T(A) = T(1,4) = (2 × 1,4 − 1) = (2, 3) = ′A

  

T(B) = T( − 2, − 1) = (2( − 2), − 1 − 1)

= ( − 4, − 2) = ′B

  ′A ′B = (2 + 4)2 + (3 + 2)2

                                                                                
  = 36 + 25

                                                                                        
  = 61

 t?J?M¹« tÐ tłuð UÐ  AB = 34 s?¹«dÐUMÐ ′A ′B > AB ‰u?Þ v?MF¹ ′A ′B ‰u?Þ “« d²AOÐ AB

ÆXÝ«

 ‰U?¦� —œ¥ q?¹b?³ð X×ð ©n>«® XL�c ¨Tt?KYU+ ¨Ïk?H?Š U ¼t?K?YU?+ vMF¹ œdJ# ÈdOOGð U¼tDI# 

 q¹b³ð X×ð tJOð—uY—œÆb#býTtKYU+ ©»® XL�c Ï dÖ« Æœd� dOOGð U¼tDI# AB = ′A ′BÊ¬ —œ t� 

M(A) = ′A Ë M(B) = ′B XýU~# rO¹uÖv� ÁU~#¬ MtKYU+ Ï ÈU¼tDI#  A Ë BÆbM�v� kHŠ «— 

A

B ′B

′A

A

B

′B

′A

 qJý¥

 qJýµ



∏π

tK�UN t1 vK¹b³ðÏ ¨bM1 kHŠ «— U¼tDI� sOÐ Èd²-Ëe¹«
±

Æœuýv	 ÁbO	U� 

∫t−O²�X?A?N?M?L¼ vK�« qJý UÐ qJý d¹uBð ¨œuý t²ýU~� Èd²	Ëe¹« p¹ jÝuð vKJý dÖ« 

ÆœuÐ b¼«uš

U¼t�Q�-

±tDI� d¹uBð ÆÏ 
  (5,2)Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ d¹“ ÈUNK¹b³ð “« p¹d¼ X×ð «— 

T(x,y) = (x + 3, y − 2)  ®n�«

D(x,y) = ( − x,y)    ®»

  
D(x,y) = (2x,y)    ®Û

K(x,y) = (3x − 4,5y + 1)    ® 

≤ lÐd	 ©n�« ÆYAZD ÈUNÝ√— tÐ   Y = ( − 1,1) ¨  A = (3,1) ¨  Z = (3,5) Ë   D = ( − 1,5)

ÆbOM1 rÝ—

 lÐd	 d¹uBð ©»YAZD q¹b³ð X×ð «— T(x,y) = (x + 5, y + 2)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 nO�uð «— q¹b³ð s¹« ©Û

≥ Ÿö?{ô«È“«u?²?	 ©n?�« ÆIRAN ÈU??N?Ý√— t?Ð   I = ( − 2,1) ¨  R = (4, 3) ¨  A = (5,6)Ë 

  N = ( − 1,4)ÆbOM1 rÝ— «— 

 q¹b³ð X×ð «— Ê¬ d¹uBð ©»D(x,y) = (x, − y)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 nO�uð «— ôUÐ q¹b³ð ©Û

¥ Æ
  P = (1, − 1) ¨

  Q = (7,2) Ë 
  R = (4,6)Æb�«YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 q¹b³ð X×ð «—Ê¬ d¹uBð ©n�«D(x,y) = ( − x, − y)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 nO�uð «— q¹b³ð s¹« ©»

µ d¹“ ÈUNK¹b³ð X×ð Ê¬ d¹uBð t1 b¹—Ë¬ XÝœtÐ «— È«tDI�  UB²7	 Æ
  (0,6)ÆbýUÐ 

  
F(x,y) = (x, − y + 12)  ®n�«

  
H(x,y) = (2x,y − 1)    ®»

G(x,y) = (y, − x)    ®Û

∂ q¹b³ð ÆT(x,y) = (x,y − 2)Æb¹dO~Ð dE� —œ «— 

 ÈU¼tDI� d¹uBð ©n�«A ¨B ¨C ¨D Ë E q¹b³ð X×ð «— TÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ 

±‡‡ Isometry



π∞

 ÈU?? ¼t???D??I??� ©»
  (3,6) ¨

  ( − 2, − 6) ¨
  (0,0)¨

  (4, − 1) Ë 
  ( − 3,5)øbM²H¼ v¹U¼tDI� tÇ d¹uBð 

 U¹¬ ©ÛTUÐ «— œuš aÝUÄ øXÝ« Èd²	Ëe¹« p¹ 

ÆbO¼œ ÊUA� qO�œ

q??¹b??³??ð U??Ð «— ©Û® U??ð ©n??�«® ÈU??N?²?L?H?� © 

T(x,y) = (2x,2y)ÆbOM1 qŠ 

∑ tDI� d¼ Æ(x,y)p¹ tÐ b�«uðv	 Ád¹«œ rO� “« 

 —u×	 ÈË— tDI�x sOÐ U¼  − 1 Ë   1tDI� “« XÝ« vNU1 —uEM	 s¹« È«dÐ Æœuý dOE� Ï (x,y)dÐ ÈœuLŽ ¨

 —u?×	x  —u?�s?¹« —œ t 1 rOM1 rÝ— U¼(x,y) d?OE� 
  (x,0) q?¹b?³?ð s¹« Æbý b¼«uš r?zU?� d¹uBð

 —u×	 ÈË— Ád¹«œrO�xÆœuýv	 Áb�«uš U¼

 —u×	 tÐ Ád¹«œrO� “« v²ýU~� dþUMð s¹« U¹¬ ©n�«xÆbO¼œ `O{uð øXÝ« U¼

ÆbO¼œ `O{uð qJý tÐ tłuð UÐ øXÝ« p¹ tÐ p¹ U¹¬ XÝ« XýU~� dÖ« ©»

y

x

(0,1)

(x ,y)

(1,0)( − 1,0) (x ,0)

A

B

C

D

E

x

y

 d¹uBð ©Û
  (0,1) Ë 

  ( − 1,0)tDI� d¼ d¹uBð øXHOÇ Ï Á«u7�œ(x,y)øXÝ« Â«b1Ád¹«œrO� ÈË— 

 © 

  

(
1

2
,0) Ë 

  

( − 1

4
,0)tDI� øbM²H¼ v¹U¼tDI� tÇ d¹uBð Ï Á«u7�œ 

  (x,0) —u×	 ÈË— xsOÐ U¼

  − 1 Ë   1øXÝ« Ád¹«œ rO� “« È«tDI� tÇ d¹uBð 

∏ XýU~� ÆM∫b¹dO~Ð dE� —œ d¹“  —u�tÐ «— 

tDI� dÖ« ‡‡Ï P jš ÈË— l ÁU~�¬ býUÐ M(P) = P

tDI� dÖ« ‡‡Ï P jš ÈË— l ÁU~�¬ ̈ býU³� M(P) = ′PÈ—uÞtÐ ̈

 t1′PtDI� “« t1 XÝ« ÈœuLŽ lÞUIð q×	 Ï P jš dÐ lÆœuýv	 rÝ— 

 U¹¬ ©n�«MÆbO¼œ `O{uð «— œuš aÝUÄ øXÝ« p¹ tÐ p¹ 

 U¹¬ ©»  MtK�UN ÏÆbO¼œ `O{uð qO�œ UÐ «— œuš aÝUÄ v²Ý—œ øbM1v	 kHŠ «— U¼tDI� sOÐ 

P
l

′P

P



π±

≥‡‡≤‰UI²�« ‡‡

ôu?L?F?	 Ê¬ s?²?š«b?�« »¬ t?Ð È«dÐ v²A1 p¹ XšUÝ “« fÄ ¨È“UÝv²A1 XFM� —œÎp¹ “« 

Ê¬ ÈË— «— v?²?A?1 t 1 V?O?ðd?ð s?¹« tÐ ÆbMM1v	 ÁœUH²Ý« —«œVOý `DÝ 
Ô

Æb?�“«b�«v	 »¬ tÐ Ë Áœ«œ dÝ

rAÇ tÐ —UOHÐ Ád	“Ë— vÖb�“ —œ ¨bM¼œv	 ÊUA� «— sOF	 œ«b²	« p¹ —œ v¹U−ÐUł t1 UN²1dŠ t�uÖs¹«

ÁdN	 X1dŠ Ë —uH�UÝ¬ v¹U−ÐUł ‰U¦	 Ê«uMŽ tÐ Æb�—ušv	Ï“« v¹U¼t�uL� Z�dDý È“UÐ ŸËdý —œ ÁœUOÄ 

ÆbM²H¼ X1dŠ Ÿu� s¹«

øb¹d³Ð ÂU� X1dŠ Ÿu� s¹« “« t�uL� bMÇ bO�«uðv	 eO� ULý U¹¬

 Y?K?¦	 dÖ«RST —«œd?Ð œ«b²	« —œ «— ABt?×H� ÈË—  
Ô

 ¨r?O?¼bÐ dÝ Y?K?¦	 dÐ′R ′S ′To?³DM	 

p?¹ t?×H� —œ UN²1dŠ t�uÖs¹« Æbý b¼«uš‰U?I²�« 
±

t?L¼ ‰UI²�« X×ð ÆbM¼œv	 ÊUA� «— ÏÈU?¼tDI� 

Æb�uýv	 UłtÐUł XNł p¹ —œ Ë tK�UN p¹ tÐ t×H�

 ‰U¦-±∫ ÈU¼tDI� ©n�«   (5, − 3) ̈  (4,2) ̈  (1, 3) ̈  (0,0) ̈  ( − 4, − 2) Ë   ( − 3,2)ÈU¼d¹uBð Ë 

A

B

T

SR

′T

′S′R

 qJý∂

±‡‡ Translation



π≤

 q¹b³ð X×ð «— UN#¬T(x,y) = (x − 2, y + 3)ÆbO¹UL# h�A� t×HY —œ 

ÆbO¼œ Õdý «— œuš  «b¼UA� ÆbOM� qYË ‘d¹uBð tÐ «— U¼tDI# “« p¹d¼ ©»

∫qŠ©n>« 

k

h

o
x

y (x + h,y + k)

(x , y )

y

x
− 6 − 4 − 2 2 4 6 8

( − 1,6)

( − 5 , 5)

( − 2 ,3)

( − 3 ,2)( − 6 ,1)

( − 4 , − 2)

2

4

− 2

(5 , − 3)

(0,0)

( 3,0)

(4 ,2)(1, 3)

(2, 5)

 q¹b³ð ©»T «— tDI# d¼ t� XÝ« v>UI²#« ̈≤ Ë éÇ XLÝ tÐ bŠ«Ë ≥ÆœdÐv� ôUÐ ·dÞ tÐ bŠ«Ë 

È«—«œ ¨Ábý œU−¹« r¼ tÐ ÊUýdOE# ÈU¼d¹uBð Ë U¼tDI# “« p¹d¼ Êœd� qYË “« t� v¹UNDšÁ—UÄ ÂULð

ÆbM¹“«u� d~¹bJ¹ UÐ Ë ÁœuÐ dÐ«dÐ ÈUN>uÞ

tDÐU{Ï‰UI² « XýU~  

 q¹b³ðT(x,y) = (x + h,y + k)d¼ È«“« tÐ 

 X?ÐU?Ł vIOIŠ œbŽ Ëœh Ë kÁb?M ¼œÊUA# Ïp¹ 

ÆXÝ« ‰UI²#«

 ‰U¦�≤∫ 
  A = (6,1) ¨

  B = (8, 3) ¨
  C = (6,5) Ë 

  D = (4, 3)ÆbM²�¼ lÐd� p¹ ÈUNÝ√— 

 ‰UI²#« X×ð «— lÐd� d¹uBð ¨v−#dDý cžU� p¹ ÈË— ©n>«T(x,y) = (x − 5, y − 2)rÝ— 

ÆbOM�

ÆbOM� t�¹UI� r¼ UÐ UNFK{ VOý Ë ‰uÞ dE# “« «— ‘d¹uBð Ë lÐd� ©»

∫qŠt²+U¹q¹b³ð ©n>« Ï lÐd�  ABCD vFK{—UNÇ ¨‰UI²#« X×ð ′A ′B ′C ′DÆXÝ« 

 qJý∑



π≥

©»

  ′B ′C = (1 − 3)2 + (3 − 1)2        ;
  
BC = (6 − 8)2 + (5 − 3)2

                      
  = 8                                                             

  = 8

             bŠ«Ë
  = 2 2        bŠ«Ë                                              

  = 2 2

 jšÁ—UÄ ‰uÞ fÄBC vMF¹ ‘d¹uBð ‰uÞ UÐ ′B ′CÊUA  Ê«uðv! VOðdð sOL¼ tÐ ÆXÝ« dÐ«dÐ 

Æb U!v! XÐUŁ ‰uÞ ‰UI² « s¹« X×ð fÄ ÆXÝ« dÐ«dÐ ÊUýd¹uBð ‰uÞ UÐ eO  UNFK{ d¹UÝ ‰uÞ t4 œ«œ

=
3 − 1

1 − 3
= − 1 VOý ′B ′C                     ;=

5 − 3

6 − 8
= − 1 VOý BC

  jš Á—UÄ fÄ bM²6¼ ÈËU6! ÈUN³Oý È«—«œ jšÁ—UÄ Ëœ ÊuÇBC ‘d¹uBð UÐ ′B ′CÈ“«u! 

s¹« X×ð fÄ ÆbM²6¼ È“«u! ÊUýd¹uBð UÐ eO  UNFK{ d¹UÝ t4 œ«œ ÊUA  Ê«uðv! VOðdð sOL¼ tÐ ÆXÝ«

ÆbM4vL  dOOGð UNDš VOý ‰UI² «

 XO�UF�≥‡‡≤

 ‰UI² « XýU~ T(x,y) = (x + h,y + k)Æb¹dO~Ð dE  —œ «— 

± ÈU¼tDI  d¹uBð Æ
  
A = (x

1
, y

1
) Ë 

  
B = (x

2
, y

2
) ‰UI² « X×ð «— T«— U?N ¬ Áœ—Ë¬ XÝœtÐ 

′A Ë ′BÆbO!UMÐ 

≤ t4 «— v¹U¼—«œdÐ  UB²D! ÆA tÐ «— ′A Ë B tÐ «— ′BÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ bM4v! qFË 

≥ ÈUNDšÁ—UÄ ‰uÞ ÆAB Ë ′A ′BÆbOM4 t6¹UI! r¼ UÐ «— UN ¬ Áœ—Ë¬ XÝœtÐ «— 

¥ ÈUNDšÁ—UÄ VOý ÆAB Ë ′A ′BÆbOM4 t6¹UI! r¼ UÐ «— UN ¬ Áœ—Ë¬ XÝœtÐ «— 

2 4 6 8− 2

− 2

2

4

6

x

y

C (6,5)

′C (1, 3)
B ( 8,3)

′B (3,1)
A (6,1)

′A (1, − 1)

( − 1 ,1)

D (4,3)

=

′D =

=

=
=

=

=
=

 qJý∏



π¥

‰UI²�« ÈUNOÖó¹Ë

t?D?I?� tÐ «— tDI� d¼ t1 v¹U¼—«œdÐ ‡‡Ïb?�“U?Ýv?	 dOE� ‰UI²�« p¹ X×ð ‘d¹uBð 

ÆbM²H¼ ÊUHJ¹ ÈUN²Nł Ë ÈËUH	 ÈUN�uÞ È«—«œ

ÆbM1v	 kHŠ «— jš VOý ‰UI²�« ‡‡

ÆXÝ« Èd²	Ëe¹« p¹ ‰UI²�« ‡‡

 ‰U¦-≥∫Ábý Áœ«œ ÈUNK¹b³ð U¹¬ ÏÆbOM1 XÐUŁ qO�œ d1– UÐ «— œuš »«uł v²Ý—œ øbM²H¼ ‰UI²�« d¹“ 

  ©n�«
  
T(x,y) = (x + 1, y − 2)

            ©»
  
T(x,y) = (2x,y)

        ©ÛT(x,y) = (x − 3, y)

∫qŠdÖ« «d¹“ XÝ« ‰UI²�« p¹ ©n�«® œ—u	 

T(x,y) = (x + 1, y − 2) = (x + h,y + k)

ÁU~�¬

  
y + k = y − 2 Ë   x + h = x + 1

t−O²�—œ

  k = − 2 Ë   h = 1

 b?M�U	 v²ÐUŁ œbŽ Ê«uðvL� «d¹“ XHO� ‰UI²�« p¹ ©»® œ—u	ht?DÐU{ —œ t1 È—uÞ tÐ XNU¹ «— Ï

vMF¹ bM1 ‚b� ‰UI²�« XýU~�

T(x,y) = (2x,y) ≠ (x + h,y + k)

 dÖ« «d¹“ XÝ« ‰UI²�« p¹ ©Û® œ—u	  h = − 3 Ë   k = 0ÁU~�¬ r¹dO~Ð dE�—œ 

  
T(x,y) = (x − 3, y) = (x + h,y + k)

U¼t�Q�-

±ÆbOM1 q	U1 «— qÐUI	 ‰Ëbł Æ

d¹uBðtDI�  tDÐU{Ï‰UI²�« XýU~� 

  (4, − 1)  (0,0)

  (4, − 3)  (x,y) → (x + 5,y + 1)

  (3, − 1)  ( − 2,1)

  ( − 3,0)  (x,y) → (x,y − 2)

  (1,1)  (4, − 2)



πµ

≤t?²?+U?¹ ‰U?I?²#« d¹uBð ¨Ábý h�A� ÈU¼d¹uBð “« pO�«b� d¹“ —«œuL# —œ ÆÏ—«œt¹UÝ qJý 

øXÝ«

≥t²+U¹ ‰UI²#« d¹uBð ÆÏÆbOM� rÝ— Ábý Áœ«œ —«œdÐ œ«b²�« —œ «— d¹“ ÈUNKJý “« p¹d¼ 

»®                                       Û®n>«®

¥ ‰UI²#« ÆT(x,y) = (x − 2, y + 5)Æb¹dO~Ð dE# —œ «— 

 ÈU¼tDI# d¹uBð ©n>«
  (0,0) ¨

  (3,1) Ë 
  (2, − 6) ‰UI²#« X×ð «— TÆbOM� sOOFð 

 ÊUA¹U¼d¹uBð t� bOM� h�A� «— v¹U¼tDI# ©»
  (0, 3) ¨

  (1,7) Ë 
  ( − 3,1)ÆbMýUÐ 

tL¼ ©ÛÏt×HY —œ b¹«Áœ—Ë¬ XÝœ tÐ ©»® Ë ©n>«® ÈUN²L�c —œ t� «— ÊUA¹U¼d¹uBð Ë U¼tDI# Ï

dþUM²� ÈU¼tDI# fáÝ ÆbOM� h�A�  UB²��

ÆbOM� qYË r¼ tÐ jšÁ—UÄ p¹ UÐ «—

s?O?O?F?ð «— j?šÁ—U?Ä d ¼ V?Oý Ë ‰uÞ © 

ÆbOM�

µq?I?²?M?� œu?š d?²?+œ t?Ð «— qÐUI� qJý Æ

 Ÿö{ô«È“«u²� d¹uBð fáÝ ̈ Áœd�ABCD«— 

ÆbOM� rÝ— Ábý Áœ«œ ÈU¼‰UI²#« “« p¹ d¼ X×ð

T1(x,y) = (x + 5, y + 2) ®n>«

                    T2(x,y) = (x − 8, y − 1) ®»

b

a

e
c

f
g

h

d

− 2

y

2 4 6− 2
x

2

4

A = ( − 1,1)

B = (3, − 1)

C = (6,0)

D = (2,2)



π∂

∂ Æ
  A = ( − 4,2) ¨

  B = (2,2) Ë 
  C = ( − 4,5) Y?K?¦?	 ¨b?M²H¼ YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— ABCË 

ÆbOM1 rÝ— d¹“ ÈU¼‰UI²�« “« p¹d¼ X×ð «— ‘d¹uBð

T2(x,y) = (x − 3, y + 1) ®»T1(x,y) = (x + 6, y − 3) ®n�«

∑ Æ
  A = (1,1) ¨

  B = (4,2) ¨
  C = (3,5) Ë 

  D = (0,4)Æb�«lÐd	 p¹ ÈUNÝ√— 

 ”√— t 1 v?�U?I²�« X×ð «— ‘d¹uBð Ë lÐd	 ©n�«A ”√— ÈË— dÐ «— Br?Ý— ¨b?M1v	 d¹uBð 

ÆbOM1

 ©»�ÁbŽUÏÆbOH¹uMÐ «— ‰UI²�« s¹« XýU~� 

∏ s¹dLð Æ∑ ”√— t1 v¹U¼‰UI²�« È«dÐ «— AÈË— dÐ «— 

 ”√— ©n�«C ”√— ©»                     D

ÆbOM1 —«dJð ¨bM1v	 d¹uBð

π Æ
  P = ( − 3,0) ¨

  Q = (5,4) Ë 
  R = (2, − 2)ÆbM²H¼ YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 ‰UI²�« X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©n�«T(x,y) = (x + 8, y + 1)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ ‘d¹uBð Ë YK¦	 —œ «— XŠUH	 Ë UNFK{ VOý ¨UNFK{ ‰uÞ ©»

±∞ÆbOM1 nO�uð d¹“ d¹uBð —œ «— ‰UI²�« XýU~�Æ



π∑

≥‡‡  ≥»Uð“UÐ ‡‡ 

U?³?�Už ULýÎU?¼d?N?� Ë U?¼t?ÇU?¹—œ ¨U?¼d?7?²?Ý« ¨U¼dO~Ð¬ —œ «— U¼dÐ« Ë UN²š—œ ¨UN�UL²šUÝ »Uð“UÐ 

Ä U¼t�Uš Ë UN¼U~ýËdN Æb¹«Áb¹œ
Ô

—œ ÁUÖd¼ Æb�“UÝv	 fJFM	 «— ÂUHł« d¹uBð t1 v¹U¼tM¹¬ “« bM²H¼ d

»Uð“UÐ ¨b¹d~�v	 tM¹¬
±

Áb¹œ tM¹¬ XAÄ “« tK�UN ÊUL¼ tÐ tM¹¬ —œ ULý »Uð“UÐ ÆbOMOÐv	 tM¹¬ —œ «— œuš 

ÆÊ¬ uKł “« ULý t1 œuýv	

 XO�UF�≥‡‡≥

fáÝ ÆbOM1 @�— dÄ œ«b	 UÐ «— Ábý rÝ— ÈUNDš ÆbOAJÐ cžU1 ‚—Ë p¹ éÇ XLÝ —œ vKJý

«— q?J?ý ¨bM²H¼ h7A	 cžU1 XAÄ “« t1 Ábý @�— dÄ ÈUNDš ÈË— Ë Áœd1 Uð jÝË “« «— cžU1

ÈU?¼t?D?I?� øX?H?O?Ç v?K?�« q?Jý Ë Ábý Ê«œdÖdÐ qJý sOÐ ‚dN øbOMOÐv	 tÇ ÆbOM1 Ê«œdÖdÐ Á—UÐËœ

øœ—«œ vF{Ë tÇ UN�¬ tÐ X³H� cžU1 ÈUð jš ÆbOM1 q�Ë r¼ tÐ «— UNKJý dþUM²	

 jšd¼ È«“« tÐL ̈ t×H� —œ  jš tÐ X³�� »Uð“UÐLÊ¬ X×ð t1 XÝ« vK¹b³ð ̈

t?D?I� d¼ d¹uBðÏ Q jš ÈË— t1 Lb?M?�U	 È«tDI� býU³� ′Qt 1 È—uÞtÐ XÝ« 

 jšL nBM	œuLŽ Q ′Q bM�U	 tDI� d¼ d¹uBð Ë œuý Q jš ÈË— t1 LbýUÐ 

 jšÆœuý ‘œušL  Ê—UIð —u×-Æœuýv	 ÁbO	U� »Uð“UÐ 

ÊUNHL« —œ Êu²�KNÇ ŒUP

±‡‡ Reflection



π∏

vMF¹

tDI#Ï Q jš ÈË— LtDI#                  ÆXÝ« Ï Q jš ÈË— LÆX�O# 

tDI#Ï QtDI#               ÆXÝ« ‘œuš »Uð“UÐ Ï ′Q »Uð“UÐ Q jš tÐ X³�# LÆXÝ« 

 jš                                                    L nBM�œuLŽ Q ′QÆXÝ« 

 ‰U¦�±∫ 
  A = (2,0) ¨   B = (6,2) ¨  C = (5,4) Ë  D = (1,2)ÆbM²�¼ qOD²�� p¹ ÈUNÝ√— 

 qOD²��ABCDt×HY p¹ —œ d¹“ ÈUNK¹b³ð “« p¹d¼ X×ð «— g¹U¼d¹uBð Ë Ï¨bOM� rÝ—  UB²�� 

ÆbO¼œ `O{uð «— UN#¬ “« p¹d¼ vÖó¹Ë fáÝ

 ©n>«
  
R

1
(x,y) = (x, − y)

  ©»
  
R

2
(x,y) = ( − x,y)

∫qŠ

 —u×� tÐ X³�# »Uð“UÐ ©n>«® q¹b³ðx q¹b³ð Ë U¼® —u×� tÐ X³�# »Uð“UÐ ©»yÆXÝ« U¼

‰U¦�≤∫   P = (5, 3) ¨  Q = (3, − 1) Ë  R = (5, − 1) YK¦� ÆbM²�¼ YK¦� p¹ ÈUNÝ√— PQR

t×HY p¹ —œ d¹“ ÈUNK¹b³ð “« p¹d¼ X×ð «— g¹U¼d¹uBð ËÏd¼ vÖó¹Ë fáÝ ¨Áœd� rÝ—  UB²�� 

ÆbOM� h�A� «— q¹b³ð

 ©n>«
  
R1(x,y) = (y,x)»                          © R2(x,y) = ( − y, − x)

U¼d¹uBð              tDI 

   ( − x,y)   (x, − y)  (x,y)

  
′′A = ( − 2,0)  

′A = (2,0)  A = (2,0)

  
′′B = ( − 6,2)  

′B = (6, − 2)  B = (6,2)

  
′′C = ( − 5,4)  

′C = (5, − 4)  C = (5,4)

  
′′D = ( − 1,2)

  
′D = (1, − 2)  D = (1,2)

Q

L
Q

L

′Q

− 2− 4− 6 64

2

4

− 2

− 4

A

B

C

D

′A

′B

′C

′D

′′A

′′B

′′C

′′D

 qJýπ

 qJý±∞



ππ

∫qŠ

jš tÐ X³�# »Uð“UÐ ©n>«®q¹b³ðy = x q¹b³ð Ë ® jš tÐ X³�# »Uð“UÐ ©»y = − xÆXÝ« 

tDÐU{Ï t� œ—«œ vDš tÐ v~²�Ð »Uð“UÐ XýU~# d¼ Ê—UIð —u×�ÆXÝ« Ê¬ 

 —u×� tÐ X³�# »Uð“UÐx —u×� tÐ X³�# »Uð“UÐ                          ∫U¼y∫U¼

        R(x,y) = (x, − y)                                    R(x,y) = ( − x,y)

 jš tÐ X³�# »Uð“UÐy = x jš tÐ X³�# »Uð“UÐ                       ∫y = − x∫

           R(x,y) = (y,x)                                   R(x,y) = ( − y, − x)

‰U¦�≥∫ 
  A = (3,7) ¨

  B = ( − 4, 3) Ë
  C = (3, 3)ÆbM²�¼ YK¦� p¹ ÈUNÝ√— 

 q¹b³ð X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦� ©n>«R(x,y) = (y,x)ÆbOM� rÝ— 

U¼d¹uBð              tDI 

   ( − y, − x)   (y,x)  (x,y)

  
′′P = ( − 3, − 5)  

′P = (3,5)  P = (5,3)

  
′′Q = (1, − 3)  

′Q = ( − 1,3)  Q = (3, − 1)

  
′′R = (1, − 5)  

′R = ( − 1,5)  R = (5, − 1)

− 2

Q R

P

′P′R

′Q

′′R′′P

′′Q

− 4 4

2

4

− 2

2

y
= − x

y
= x

(x , y )

(x , − y )

y
= x

(y ,x )

(x ,y )

(x ,y )

( − y, − x )

y
= − x

 qJý±≤

 qJý±±

( − x, y ) (x ,y )

©n>«®
©»®

©Û®© ®



±∞∞

ÆbOM� t�¹UI� r¼ UÐ UNFK{ VOý Ë ‰uÞ dE# “« «— ‘d¹uBð Ë YK¦� ©»

∫qŠ©n>« 

©»

  bŠ«Ë 
  
= ( − 4 − 3)2 + (3 − 7)2 = 65 ‰uÞ AB

 bŠ«Ë
  
= (3 − 7)2 + ( − 4 − 3)2 = 65‰uÞ ′A ′B

 ‰uÞAB v?MF¹ ‘d¹uBð ‰uÞ UÐ ¨′A ′B‰u?Þ œ«œ ÊUA# Ê«uðv� VOðdð sOL¼ tÐ ÆXÝ« dÐ«dÐ 

t?Ð ‰U?Š Æb?#U?�v?� X?ÐU?Ł ‰u?Þ ¨»U?ð“U?Ð s¹« X×ð ÆbM²�¼ dÐ«dÐ ÊUA¹U¼d¹uBð ‰uÞ UÐ eO# UNFK{ d¹UÝ

Ær¹“«œdÄv� ÊUA¹U¼d¹uBð VOý Ë UNFK{ VOý vÝ—dÐ

  

= − 4 − 3

3 − 7
= 7

4
 VOý  ′A ′B

  

:
3 − 7

− 4 − 3
= 4

7
  VOý  AB

 l?K{ vMF¹AB ‘d?¹uBð È“«u� ′A ′BU?�«e?>« »Uð“UÐ X×ð UNDš VOý fÄ ÆX�O# ÎkHŠ 

ÆœuývL#

 ‰U¦� qJý —œ≥ “« X�dŠ È«dÐ ̈A tÐ B tÐ Ë CÈU¼tÐdIŽ X�dŠ XNł fJŽ X�dŠ XNł ̈

 “« X?�d?Š È«d?Ð t� vð—uY —œ ¨XÝ« XŽUÝ′A tÐ ′B tÐ Ë ′CX?�d?Š X?Nł —œ ¨X�dŠ XNł 

ÆbM�v� fJŽ «— X�dŠ XNł »Uð“UÐ fÄ ÆXÝ« XŽUÝ ÈU¼tÐdIŽ

 qJý±≥

tDI               d¹uBð    

    (y,x)  (x,y)

  
′A = (7,3)  A = (3,7)

  
′B = (3, − 4)  B = ( − 4,3)

  
′C = (3,3)  C = (3,3)

− 4

− 4

4

8

84
o

A

′A

B

′B

′C

C



±∞±

jš p¹ tÐ X³�� »Uð“UÐ ÈUNOÖó¹Ë

U	«e�« «— jš VOý »Uð“UÐ ‡‡ÎÆbM1vL� kHŠ 

ÆbM1vL� kHŠ «— qJý XNł »Uð“UÐ ‡‡

ÆXÝ« Èd²	Ëe¹« p¹ »Uð“UÐ ‡‡

 vÝ—dÐ œ—u	 «— jš p¹ tÐ X³H� »Uð“UÐ ÊuM1Uð�tDI� p¹ tÐ X³H� »Uð“UÐ XýU~� Ær¹œ«œ —«d

ÆXÝ« —«œ—ušdÐ v�Uš XOL¼« “« eO�

tDI� d¼ È«“« tÐÏ Pt×H� —œ Ï tDI� tÐ X³�� »Uð“UÐÏ PX×ð t1 XÝ« v²ýU~� ¨

t?D?I?� d¼ Ê¬Ï QÈ«t?D?I?� ÈË— t?×H� —œ 

 bM�U	′Q t1 œuýv	 t²ýU~� È—uÞ Q ̈P

 Ë′QË b??M??ýU??Ð X??Ý«— j??š p??¹ ÈË— 

PQ = P ′Q t?D?I� ÆPÊ—U?I?ð e?Pd- s?¹« 

Æœuýv	 ÁbO	U� »Uð“UÐ

Q

P

′Q

ÆbM²�¼ Ê—UIð s¹« “« v¹U³¹“ ÈU¼t�uL� U¼d³Ð ÆbM²�¼ Ê—UI²- vFO³Þ ÈU¼Áb¹bÄ “« È—UO�Ð



±∞≤

 YK¦	 qÐUI	 qJý —œ′A ′B ′CYK¦	 »Uð“UÐ 

ABCtDI� tÐ X³H� Ï C YK¦	 Ë XÝ« ′A ′B ′C

 YK¦	 »Uð“UÐABCtDI� tÐ X³H� Ï PÆXÝ« 

U¼t�Q�-

±ÆbOM1 rÝ— Ábý Áœ«œ ÈUNDš X×ð «— UN�¬ »Uð“UÐ Ë ÁbOA1ÊUðd²Nœ—œ «— d¹“ ÈU¼—«œuL� Æ

≤“« p??O??	«b? 1 q?ÐU?I?	 —«œu?L?� —œ Æ

—«œt‡¹UÝ q‡Jý d¹uBð ̈ Ábý h7A	d¹ËUBð

øXÝ« jš p¹ tÐ X³H� »U‡‡ð“UÐ X‡×ð

≥ Æ
  A = (3,1) ¨ 

  B = (7,1)Ë 

  C = (7, 3)ÆbOM1 rÝ— d¹“ ÈU¼»Uð“UÐ X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 Æb�«YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

   
  
R2(x,y) = (x, − y)  ®»

  
R1(x,y) = ( − x,y)n�«®

R4 (x,y) = ( − y, − x)  ® 
  
R

3
(x,y) = (y,x)Û®

¥ Æ
  J = (2,2) ¨

  K = (10,6) ¨
  L = (0,6)ÆbM²H¼ YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 »Uð“UÐ X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©n�«R(x,y) = (x, − y)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ XŠUH	 Ë UNFK{ VOý Ë ‰uÞ dE� “« «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©»

µ Æ  A = (0,2) ¨  B = ( − 5,0) ¨   C = ( − 3, − 5) Ë   D = (2, − 3)Æb�«lÐd	 p¹ ÈUNÝ√— 

 »Uð“UÐ X×ð «— ‘d¹uBð Ë lÐd	 ©n�«R(x,y) = ( − y, − x)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ XŠUH	 Ë UNFK{ VOý Ë ‰uÞ dE� “« «— ‘d¹uBð Ë lÐd	 ©»

∂ Æ  P = (2,4) ¨  Q = ( − 1, 3) Ë   R = (1, − 1)Æb�«YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 q¹b³ð X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©n�«F(x,y) = ( − x + 6, y)ÆbOM1 rÝ— 

A B

C

P

′A′B

′ ′B

′ ′C

′ ′A

a h

g
fe

d

bc

©n�«® ©»® ©Û®

© ®
©À® ©Ã®

 qJý±¥



±∞≥

 q¹b³ð ©»FÆbOM� nOYuð «— 

∑Æ
  E = ( − 2,1)¨

  F = ( − 3, − 2)¨
  G = (3,0)Ë

  H = (4, 3)Ÿö??{ô«È“«u??²?�p?¹ ÈU?N?Ý√—

ÆbM²�¼

 q¹b³ð X×ð «— ‘d‡¹uBð Ë Ÿö‡{ô«È“«u‡²� ©n>«
  
T(x,y) = (y + 3, x − 3)ÆbOM� rÝ— 

 q¹b³ð ©»TÆbOM� nOYuð «— 

∏  Æ
  P = (2, 3) ̈

  Q = (4, − 1) ̈
  R = (8,1) Ë 

  S = (7,4)ÆbM²�¼ vFK{ —UNÇ p¹ ÈUNÝ√— 

 q¹b³ð X×ð «— ‘d¹uBð Ë vFK{ —UNÇ ©n>«
  
G(x,y) = ( − y − 1, − x − 1)ÆbOM� rÝ— 

 q¹b³ð ©»GÆbOM� nOYuð «— 

π Æ
  A = (1,4) ¨

  B = (3, − 2) Ë 
  C = (5,1)ÆbM²�¼ YK¦� p¹ ÈUNÝ√— 

 YK¦� d¹uBð ©n>«ABCjš tÐ X³�# »Uð“UÐ X×ð «— 

 ‡‡  x + 2 =0 «— Ê¬ Áœd� rÝ— ′A ′B ′CÆbO�UMÐ 

 ‡‡
  
y + 3 =0 «— Ê¬ Áœd� rÝ—  ′′A ′′B ′′CÆbO�UMÐ 

 YK¦� d¹uBð ©»′A ′B ′C jš tÐ X³�# »Uð“UÐ X×ð «— 
  
y + 3 =0ÆbOM� rÝ— 

YK¦� d¹uBð ©Û′′A ′′B ′′C jš tÐ X³�# »Uð“UÐ X×ð «—   x + 2 =0ÆbOM� rÝ— 

±∞ YK¦� qÐUI� —«œuL# —œÆ′A ′B ′C YK¦� »Uð“UÐ d¹uBð ¨ABCÆXÝ« 

ÆbOM� rÝ— «— Ê—UIð —u×� ©n>«

t>œUF� ©»ÏÆbO�¹uMÐ «— Ê—UIð —u×� 

 d¹uBð ©Û
  P = ( − 3,5)»Uð“UÐ s¹« X×ð «— 

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ

±±tDI# »Uð“UÐ p¹ X×ð ÆÏ 
  ( − 3, − 1)ÈË—  

tDI#Ï  
  (3,5)Æœuýv� d¹uBð  

d?¹u?B?ð ¨Áœd � r?Ý— «— Ê—U?I?ð —u?×?� ©n>«

 ÈU? ¼t?D?I?#
  (1,5) ¨

  (2, − 1) Ë  
  (4, − 2)X?×?ð «— 

t×HY —œ »Uð“UÐ ÊUL¼ÏÆbOM� h�A�  UB²�� 

 ÈU¼tDI# ÊUýd¹uBð »Uð“UÐ ÊUL¼ X×ð t� v¹U¼tDI# ©»
  (3,2) ̈

  ( − 4,6) Ë 
  ( − 1, − 3)¨bMýUÐ  

ÆbOM� h�A� «—

t>œUF� ©ÛÏÆbO�¹uMÐ «— Ê—UIð —u×� 

±≤ dÖ« ÆOt²+U¹ q¹b³ð  UB²�� ¨býUÐ  UB²�� √b³� ÏtDI# d¼ Ï (x,y)tÐ X³�# »Uð“UÐ X×ð 

tDI#Ï OÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

84− 2

4

8

O
− 4

A

B

C
′A

′B

′C



±∞¥

≥‡‡ ¥œ ‡‡ ÓÊ«—Ë

t uÖs¹« —œ ÆXÝ« È“UÐ dNý ¨œ—«œ œułË UN U²ÝdNý všdÐ —œ t4 v×¹dHð e4«d! “« t uL  p¹

ÊU?Öb?M?M 4b?¹œ“UÐ —œ nK²D! ÈUN²4dŠ œU−¹« UÐ UN ¬ VKž« t4 œ—«œ œułË ÈœbF²! È“UÐ q¹UÝË e4«d!

X?4d?Š ÆX?Ý« p?K?R Ë ŒdÇ ¨e4«d! s¹« —œ q¹UÝË s¹d²−¹«— tKLł “« ÆbM4v! œU−¹« ÊU−O¼ Ë —uý

 t4 XÝ« vAšdÇ  —uFtÐ pKR Ë ŒdÇÊ«—Ëœ
±

Æœuýv! ÁbO!U  

!“Ë— vÖb “ —œ t4 bM²6¼ v¹UN²4dŠ tKLł “« v «—Ëœ ÈUN²4dŠd
Ò

Ær¹—«œ —U4ËdÝ UN ¬ UÐ —UO6Ð Á

ÁdO~²Ýœ Êb UšdÇ ÂU~M¼ ¨‰U¦! Ê«uMŽ tÐÏtAOý Êœ—Ë¬sO¹UÄ ¨—œ ÏÊbOý«dð ¨»¬ dOý Êœd4“UÐ ¨qO³!uð« 

 —œ b?OK4 Êb «œdÖ Ë œ«b!Y—U?²?šU?Ý t?Ð ‰UŠ tÐ Uð U¹¬Æb¹«Áœ—Ë¬ XÝœtÐ v «—Ëœ X4dŠ “« È«tÐd−ð qH

øb¹«Áœd4 dJR eO  UN²4dŠ t uÖs¹« vÝbM¼

 XO�UF�≥‡‡¥

Ëœ ¨d?¹u?B?ð s?¹« ÆX?Ý« p?K?R Ë Œd?Ç p?¹ “« v?\b! qÐUI! d¹uBð

p?K?R Ë Œd?Ç p?ýu?! p¹ “« nK²D! XOF{Ë


‰U?Š —œ ÊU?A  «— X4dŠ 

 UÐ «— pýu! ‰Ë« XOF{Ë Æb¼œv!P UÐ «— Ê¬ ÂËœ XOF{Ë ¨′P—u×! Ë 

 UÐ «— pKR Ë ŒdÇOÆr¹«Áœ«œ ÊUA  

A

B

′A

′B

O
P

′P

±‡‡ Rotation

Ê«dNð È“UÐ dNý

 qJý±µ



±∞µ

± ÆA Ë B ¨‰Ë« X?OF{Ë “« tDI# Ëœ ′AË ′BtDI# Ëœ Ïp?ýu� ÂËœ XOF{Ë “« UN#¬ dþUM²� 

 ÈU¼t¹Ë«“ ÆbM²�¼AO ′A
∧

 Ë BO ′B
∧

tKOÝËtÐ «— ÏÆbOM� t�¹UI� r¼ UÐ t²+dÖ Á“«b#« t>UI# 

≤tDI# Ëœ ÆÏ  ÈË— d~¹œ dþUM²� PË ′P «— UN#¬ Ë b¹dO~Ð dE# —œ Á«u�>œ tÐ X Ë ′XÈ—«c~�U# 

Á“«b#« ÆbOM�Ï XO ′X
∧

ÆbOM� sOOFð «— 

≥tÐd−ð ÆÏ bMÐ ≤ÆbOM� —«dJð d~¹œ dþUM²� ÈU¼tDI# »U�²#« UÐ «— 

¥ e�d� tÐ È«Ád¹«œ ÆO ŸUFý Ë OA “« Ád¹«œ s¹« U¹¬ ÆbOM� rÝ— ′Aøœ—cÖv� 

µ e�d� tÐ v¹U¼Ád¹«œ ÆO ÈUNŽUFý Ë OB Ë OX “« eO# U¼Ád¹«œ s¹« U¹¬ ÆbOM� rÝ— ′B Ë ′X

øb#—cÖv�

∂t−O²# U¹¬ ÆÏ bMÐ µtDI# Ëœ d¼ È«dÐ ¨ÏdÐ eO# d~¹œ dþUM²� cøXÝ« —«d

ôUL²Š«Îe�d� tÐ È«Ád¹«œ ÈË— dþUM²� ÈU¼tDI# t� b¹«ÁbOÝ— t−O²# s¹« tÐ ôUÐ XO>UF+ ÂU−#« “« 

OÊœd� qYË “« b¹œd� Áb¼UA� t� —uD#UL¼ Æœuýv� ÁbO�U# Ê«—Ëœ e�d� tDI# s¹« t� ̈ b#uýv� U−ÐUł 

® b#bý qOJAð dÐ«dÐ ÈU¼t¹Ë«“ ¨Ê«—Ëœ e�d� tÐ dþUM²� ÈU¼tDI#  AO ′A
∧

= BO ′B
∧

= XO ′X
∧

= L©¨

Á“«b#« s¹« t�Ït¹Ë«“ „d²A� ÏÆœuýv� ÁbO�U# Ê«—Ëœ 

 e:d� tÐ Ê«—Ëœ p¹Ot¹Ë«“ Ë Ï α¨tDI# d¼ t� XÝ« vK¹b³ð Ï A«— t×HY —œ 

 bM#U� È«tDI# tÐ′At� È—uÞtÐ bM�v� dOE# t×HY Ê¬ “« 

tDI# vMF¹ Ê«—Ëœ e�d� ©n>«Ï OªXÝ« XÐUŁ 

 dÖ« ©»A “« dOž È«tDI# O ÁU~#¬ ¨býUÐ OA = O ′A Ë AO ′A
∧

= α ®t¹Ë«“Ï

Æ©Ê«—Ëœ

e �d� tÐ È«Ád¹«œ —œO b?M?#U� È«tDI# P·ö?š —œ Ë t?²+dÖ dE# —œ «— 

 “« Ád¹«œ ÈË— ̈ XŽUÝ ÈU¼tÐdIŽ X�dŠ XNłP tÐ ′PÈ—uÞtÐ ÆbOM� X�dŠ 

 t�PO ′P
∧

= α ÊuÇ ÆOP = O ′PfÄ ¨′PtDI# d¹uBð Ï Pt?Ð Ê«—Ëœ X×ð 

e�d�OÁ“«b#« Ë Ï αÆXÝ« 

 dÖ«αÁ“«b#« vMF¹ ÏX�dŠ ·öš XNł —œ Ê«—Ëœ ¨býUÐ X³¦� t¹Ë«“ 

dÖ« Ë XÝ« XŽUÝ ÈU¼tÐdIŽ αÈU¼tÐdIŽ X�dŠ XNł —œ Ê«—Ëœ býUÐ vHM� 

ÆXÝ« XŽUÝ

P

o

′P
α

 qJý±∂



±∞∂

 ‰U¦�±∫

 ¨éÇ XLÝ qJý ÆbOM� t�¹UI� d~¹bJ¹ UÐ «— d¹“ qJý Ê«—Ëœ ËœPe�d� tÐ v#«—Ëœ jÝuð «— 

Ot¹Ë«“ Ë Ï     45
o

 ÈË— ′P XÝ«— XLÝ  qJý Ë bM�v� d¹uBð P e�d� tÐ v#«—Ëœ jÝuð «— Ot¹Ë«“ Ë Ï

    − 315
o

 ÈË— ′Płuð ÆbM�v� d¹uBð Òt−O²# t� bOM� tÏÆXÝ« ÊU�J¹ Ê«—Ëœ Ëœ d¼ 

t¹Ë«“ tÐ v#«—ËœÏ     360
o

 bM#U� È«tDI# d¼ ¨Aq×� tÐ «— 

O>Ë«Ò p¹ ̈ v#«—Ëœ sOMÇ p¹ ÆbM�v� d¹uBð ‘«tq�U: Ê«—Ëœ

Æœuýv� Áb#«uš

 ‰U?????????¦????????�≤∫ 
  A = (2,0) ¨

  B = (5,0) Ë 
  C = (5,2)

 Y?K?¦� ¨t‡×HY p¹ —œ ÆbM²�¼ YK¦� p¹ ÈUNÝ√—ABCË 

Áœd � r?Ý— d?¹“ ÈU?N?K?¹b?³?ð “« p¹ d¼ X‡×ð «— g¹U¼d‡¹uBð

ÆbOM� nOYuð «— q¹b³ð d¼ fáÝ

©n>«
  
R1(x,y) = ( − y,x)

©»R2(x,y) = ( − x, − y)

©ÛR
3
(x,y) = (y, − x)

B

C
′A

′B
90°

′C A

O′C

30°

A

B

C
′A

′B

P

A

180°

B

C

′B

′C

P

o

45°

′P

315°

P

o

′P

360°

A

o

 Ê«—Ëœ e�d� ©n>«O Ê«—Ëœ e�d� ©»   P Ê«—Ëœ e�d� ©Û  A

t¹Ë«“Ï Ê«—Ëœ     90
o

t¹Ë«“  Ï Ê«—Ëœ     − 30
o

t¹Ë«“  Ï Ê«—Ëœ      180
o

 qJý±∑

 qJý±∏

 qJý±π



±∞∑

∫qŠ

√b³� e�d� tÐ v¹U¼Ê«—Ëœ ̈ UNK¹b³ð s¹«

 ÈU ¼t?¹Ë«“ t?Ð V?O?ðdð tÐ Ë  UB²��    90
o

¨

    180
o

 Ë     270
o

ÆbM²�¼ 

t??D??ÐU?{ÏU??¼Ê«—Ëœ È«d??Ð X??ýU?~?# 

Á“«b#« Ë Ê«—Ëœ e�d� ÊUJ� tÐ v~²�ÐÏt¹Ë«“ Ï

Æœ—«œ Ê«—Ëœ

∫t²J  e �d� tÐ Ê«—Ëœ Ot¹Ë«“ Ë Ï     180
o

 ¨t?DI  tÐ X³=  »Uð“UÐÏ OX>UŠ s¹« —œ ÆX�¼ eO# 

tDI#Ï O Ê—UIð e:d�ÆXÝ« 

 ‰U¦�≥∫ 
  O = (0,0) ¨

  P = (6, − 2) Ë 
  Q = (7,1)ÆbM²�¼ YK¦� p¹ ÈUNÝ√— 

 YK¦� —«œuL# ©n>«OPQ q¹b³ð X×ð ‘d¹uBð Ë R(x,y) = ( − y,x)ÆbOM� rÝ— «— 

U¼d¹uBð                           tDI                       

   (y, − x)   ( − x, − y)   ( − y,x)   (x,y)

  
′′′A = (0, − 2)  

′′A = ( − 2,0)  
′A = (0,2)  A = (2,0)

  
′′′B = (0, − 5)  

′′B = ( − 5,0)  
′B = (0,5)  B = (5,0)

  
′′′C = (2, − 5)  

′′C = ( − 5, − 2)  
′C = ( − 2,5)  C = (5,2)

 qJý≤∞

− 4 62 4− 2− 6

− 4

2

6

o

− 2

− 6

4

A B

C′A

′B′C

′′A′′B

′′C

′′′A

′′′B
′′′C

(x ,y )

(y , − x )
( − x, − y)

(x ,y )
( − y,x ) (x ,y )

R(x,y) = (y, − x)       R(x,y) = ( − x, − y)  R(x,y) = ( − y,x)

 Ê«—Ëœ e�d�
  
(0,0) Ê«—Ëœ e�d�         

  
(0,0) Ê«—Ëœ e�d�    

  
(0,0)

t¹Ë«“Ï Ê«—Ëœ     270
o

t¹Ë«“         Ï Ê«—Ëœ     180
o

t¹Ë«“    Ï Ê«—Ëœ     90
o

 qJý≤±



±∞∏

ÆbOM� t�¹UI� r¼ UÐ «— ‘d¹uBð Ë YK¦� ÈUNFK{ VOý Ë ‰uÞ ©»

∫qŠ©n>« 

tDI               d¹uBð    

    ( − y,x)  (x,y)

  
′O = (0,0)

  
′P = (2,6)  P = (6, − 2)

  
′Q = ( − 1,7)  Q = (7,1)

 e�d� tÐ v#«—Ëœ q¹b³ð s¹«
  O = (0,0)t¹Ë«“ Ë Ï     α = 90

o
ÆXÝ« 

©»

                 bŠ«Ë           
  
= (7 − 6)2 + (1 + 2)2 = 10 ‰uÞ PQ

bŠ«Ë             
  
= ( − 1 − 2)2 + (7 − 6)2 = 10 ‰uÞ ′P ′Q

 ‰uÞPQvMF¹ Ê¬ d¹uBð ‰uÞ Ë ′P ′Qt� œ«œ ÊUA# Ê«uðv� VOðdð sOL¼ tÐ Æb#dÐ«dÐ d~¹bJ¹ UÐ 

XÐUŁ UNDšÁ—UÄ ‰uÞ Ê«—Ëœ s¹« X×ð fÄ ÆbM²�¼ ÊUýd¹uBð ‰uÞ dÐ«dÐ v>uÞ È«—«œ eO# UNFK{ d¹UÝ

Æb#U�v�

        

  

= 7 − 6

− 1 − 2
= − 1

3
 VOý ′P ′Q     Ë      

  

= 1 + 2

7 − 6
= 3 VOý PQ

 ̈ œuýv� Áb¹œ t� È—uÞ tÐPQ ‘d¹uBð dÐ ′P ′QÈUNFK{ t� œ«œ ÊUA# Ê«uðv� ÆXÝ« œuLŽ 

Æb#ULÐ XÐUŁ UNDš VOý ¨Ê«—Ëœ X×ð œ—«b# v�Ëe> ¨s¹«dÐUMÐ ÆbM²�¼ œuLŽ œuš d¹uBð dÐ eO# d~¹œ

t?KYU+ ¨Ê«—Ëœ X×ðÏd?¹u?B?ð fÄ ÆXÝ« Èd²�Ëe¹« p¹ Ê«—Ëœ vMF¹ ¨b#U�v� XÐUŁ U¼tDI# sOÐ 

O>Ë« qJý UÐ XANML¼ vKJý ¨Ê«—Ëœ X×ð qJý p¹ÒÆœuÐ b¼«uš t

− 2 4 8

8

− 2

4

Q

P

O

′P

′Q

 qJý≤≤

  O = (0,0)



±∞π

 ‰U¦	 tÐ tłuð UÐ≥ÆXNdÖ dE� —œ d¹“ qJý tÐ Ê«uðv	 «— Ê«—Ëœ ÈUNOÖó¹Ë 

Ê«—Ëœ ÈUNOÖó¹Ë

ªœ—«œv	 t~� XÐUŁ «— Ê«—Ëœ e1d	 Ê«—Ëœ ‡‡

U	«e�« Ê«—Ëœ ‡‡ÎªbM1vL� kHŠ «— jš VOý 

ÆXÝ« Èd²	Ëe¹« p¹ Ê«—Ëœ ‡‡

U¼t�Q�-

± Ê«—Ëœ ÆR(x,y) = ( − y,x)ÆXÝ« ÷ËdH	 

 ÈU¼tDI� d¹uBð ©n�«
  (4,1) ¨

  (0,5) Ë 
  ( − 3,2)ÆbOM1 sOOFð Ê«—Ëœ s¹« X×ð «— 

 ÊUýd¹uBð ¨Ê«—Ëœ s¹« X×ð t1 bOÐUOÐ «— v¹U¼tDI� ©»
  (2,6) ¨

  (3,0) Ë
  ( − 1, − 4)ÆbýUÐ 

tL¼ ©ÛÏt?×?H?� —œ b?¹«Áœ—Ë¬ XÝœ tÐ ©»® Ë ©n�«® —œ t1 «— v¹U¼d¹uBð Ë U¼tDI� Ï UB²7	 

ÆbOM1 h7A	

≤ÈU?¼d?¹u?B?ð “« p?¹ Â«b 1 b?O?M 1 s?O?O?F?ð ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨d¹“ —«œuL� —œ Æ

t²NU¹ Ê«—Ëœ d¹uBð ¨ Ábý h7A	ÏøXÝ« Ê«—Ëœ e1d	 p¹ tÐ X³H� —«œt¹UÝ qJý 

≥ s²NdÖ dE� —œ UÐ ÆOt²NU‡¹ Ê«—Ëœ ¨Ê«—Ëœ e1d	 Ê«uMŽ tÐ ÏÈUN²�UŠ “« p¹ d¼ —œ «— UNKJý 

h

g a

d

f
e

c

b



±±∞

ÆbOM1 rÝ— d¹“

 Ê«—Ëœ © n�«    90
o

 Ê«—Ëœ © »    180
o

¥ Æ
  P = (2,5) ¨

  A = (4,5) Ë
  K = (4,1)ÆbM²H¼ YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 Ê«—Ëœ X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©n�«R(x,y) = ( − y,x)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ ‘d¹uBð Ë YK¦	 —œ «— XŠUH	 Ë UNFK{ VOý Ë ‰uÞ ©»

µ Æ
  A = ( − 1, − 2) ̈

  M = (7,2) ̈
  I = (5,6) Ë

  N = ( − 3,2)ÆbM²H¼ qOD²H	 p¹ ÈUNÝ√— 

 Ê«—Ëœ X×ð «— ‘d¹uBð Ë qOD²H	 ©n�«R(x,y) = (y, − x)ÆbOM1 rÝ— 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ ‘d¹uBð Ë qOD²H	 —œ «— XŠUH	 Ë UNFK{ VOý Ë ‰uÞ ©»

∂ Æ
  I = (5,0) ¨

  L = (7,0)Ë 
  A = (5, 3)ÆbM²H¼ YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 q¹b³ð X×ð «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©n�«F(x,y) = ( − y + 3, x − 3)ÆbOM1 rÝ— 

 YK¦	 d¹uBð ©»ALI Ê«—Ëœ X×ð «b²Ð« «— R(x,y) = ( − y,x) «— Ê¬ Ë Áœd1 «bOÄ ′A ′L ′I

o

y

x

o

y

x

o

y

x



±±±

 d¹uBð fáÝ ÆbO	UMÐ′A ′L ′I ‰UI²�« X×ð «— T(x,y) = (x + 3, y − 3)t−O²� ÆbOM1 sOOFð ÏXÝœ tÐ 

t−O²� UÐ «— Áb	¬ÏÆbOM1 tH¹UI	 ©n�«® 

∑ Æ
  H = ( − 3,1) ̈

  O = ( − 2, − 2) ̈
  M = (1, − 1) Ë

  A = (3, 3)ÆbM²H¼ tI�“Ë– p¹ ÈUNÝ√— 

ÆbOM1 rÝ— d¹“ ÈUNK¹b³ð “« p¹ d¼ X×ð «— ‘d¹uBð Ë tI�“Ë–

          
  
G(x,y) = ( − x + 6, − y + 6) ®          »

  
F(x,y) = ( − y + 6, x)®n�«

S(x,y) = (y, − x + 6)  ®Û

∏ Æ
  G = (1, − 1) ¨

  O = (2, − 5) ¨
  L = (5, − 5) Ë 

  I = (6, − 3)v?F?K?{—U?N?Ç p?¹ ÈUNÝ√— 

ÆbM²H¼

 q¹b³ð X×ð «— ‘d¹uBð Ë vFK{—UNÇ ©n�«
  
T(x,y) = (x + 9, − y)ÆbOM1 rÝ— 

 q¹b³ð t1 bO¼œ ÊUA� ©»TÆÊ«—Ëœ t� Ë »Uð“UÐ t� ¨XÝ« ‰UI²�« t� ¨

øœ—«œ v¹UNOÖó¹Ë tÇ b¹bł q¹b³ð s¹« ©Û

πt?²NU¹ Ê«—Ëœ ¨Èd²H1Uš ÈUNKJý ÆÏ“« p?¹ d?¼ —œ ÆbM²H¼ Ê«—Ëœ p¹ X×ð ÁUOÝ ÈUNKJý 

t¹Ë«“ Ë Ê«—Ëœ e1d	 ¨d¹“ œ—«u	ÏÆbOM1 h7A	 «— Ê«—Ëœ 

©n�«

©   ©Û 

©»



±±≤

≥ ‡‡ µf�U−ð ‡‡ 

U	«e�« t1 XÝ« Ê¬ ̈ b�—«œ r¼ UÐ tÐUA²	 qJý Ëœ t1 vNö²š« UNMðÎË ÆbM²HO� ÊUHJ¹ r¼ UÐ œUFÐ« �v²

O�Ë« d¹uBð tÐ X³H� t1 ÈdOOGð UNMð ¨bOM1v	 ¯—eÐ «— vÝUJŽ d¹uBð p¹ÒUÐ t1 XÝ« Ê¬ bM1v	 «bOÄ t

tAI� d¹uBð bM¼«u7Ð dÖ« VOðdð sOL¼ tÐ Æœuýv	 ¯—eÐ Ê¬ œUFÐ« ÂULð ¨”UOI	 p¹Ïv¹UON«dGł ¯—eÐ 

¨”UOI	 p¹ UÐ «— d¹uBð œUFÐ« ÂULð b¹UÐ ¨b�—ËUOÐ ULý »U²1 —œ XÝ« Ê«e¹Ë¬ ULý ”ö1 —œ t1 «— Ê«d¹«

ÆbMM1 pÇu1

«Ë —œ�	« v�Ë« fMłr¼ b¹bł d¹uBð ̈ lÒs¹dðÁœUÝ ÆXÝ« Ábý d²JÇu1 U¹ d²Ö—eÐ ̈ ”UOI	 p¹ UÐ U

 Ÿu� s¹« “« q¹b³ðf �U−ð
±

tL¼ ¨f�U−ð X×ð ÆXÝ« Ï q?	UŽ p¹ UÐ qJý p¹ œUFÐ«   k ≠ 0 t1 X³��

ÊUNHL« —œ tK�«nD�aOý b−�- nIÝ

±‡‡ Dilation

  0 < K < 1   K > 1KΩ±



±±≥

f�U−ðÆœuýv	 pÇu1 U¹ ¯—eÐ ¨œuýv	 ÁbO	U� ©”UOI	® 

 e?Pd?- tÐ f�U−ðO X?³?�� Ë kt?D?I?� d ¼ t1 XÝ« vK¹b³ð Ï At?Ð «— t×H� —œ 

 bM�U	 È«tDI�′At1 bM1 dOE� È—uÞ t×H� Ê¬ “« 

tDI� vMF¹ f�U−ð e1d	 ©n�«Ï OªbýUÐ XÐUŁ 

 ©»′A jš rO� ÈË— OA � Ë œdOÖ —«dO ′A = k.OAÆ

∫tłuðÆr¹dOÖv	 dE� —œ X³¦	 «— f�U−ð X³H� »U²1 s¹« —œ 

 ‰U¦-±∫Æb¼œv	 ÊUA� «— f�U−ð “« v¹U¼t�uL� d¹“ qJý 

 ‰U¦-≤∫   P = (2, 3) ¨
  A = ( − 2, 3) ¨

  R = ( − 2, − 2) Ë 
  I = (2, − 2)qOD²H	 p¹ ÈUNÝ√— 

rÝ—  UB²7	 ÁU~²Ýœ p¹ —œ d¹“ ÈUNK¹b³ð “« p¹ d¼ X×ð «— g¹U¼d¹uBð Ë qOD²H	 s¹« ÆbM²H¼

 qOD²H	 UÐ «— UN�¬ fáÝ ¨Áœd1PARIÆbOM1 tH¹UI	 

©n�«D1(x,y) = (2x,2y)

©»D2(x,y) = (
1

2
x,

1

2
y)

A

BO ′B

′A

N

M

P

O

′N

′M

′P

 qJý≤≥

©n�«

 f�U−ð e1d	O

 ”UOI	≥        

©»

 f�U−ð e1d	O

 ”UOI	 

  

1

2



±±¥

∫qŠ

 ”UOI	 UÐ «— qOD²H	 ©n�«® q¹b³ð ÆbM²H¼ f�U−ð ôUÐ q¹b³ð Ëœ d¼≤©»® q¹b³ð Ë Áœd1 ̄ —eÐ 

 ”UOI	 UÐ «— Ê¬

  

1

2
ÆXÝ« Áœd1 pÇu1 

t?DÐU{Ï∫f �U?−ð XýU~�  q?¹b³ð D(x,y) = (kx, ky)t×H� —œ Ï U?B?²7	 

 f�U−ð X³H� UÐ f�U−ð p¹k f�U−ð e1d	 Ë 
  (0,0)Æb¼œv	 ÊUA� «— 

 ‰U¦-≥∫ 
  A = (1, 3) ¨

  B = (5,5) Ë 
  C = (6, 3)Æb�«YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 q¹b³ð X×ð ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©n�«
  
D(x,y) = (2x,2y)ÆbOM1 rÝ— «— 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ ÊUA²ŠUH	 Ë UNFK{ VOý Ë ‰uÞ dE� “« «— ‘d¹uBð Ë YK¦	 ©»

d¹uBð               tDI� 

   

  

(
1

2
x,

1

2
y)     (2x,2y)    (x,y)

  
′′P = (1,1/ 5)  

′P = (4,6)  P = (2,3)

  
′A = ( − 1,1/ 5)  

′A = ( − 4,6)  A = ( − 2,3)

  
′′R = ( − 1, − 1)  

′R = ( − 4, − 4)  R = ( − 2, − 2)

  
′′I  = (1, − 1)  

′I  = (4, − 4)  I  = (2, − 2)

A

R I

P

′A

′R ′I

′P

′ ′A

′ ′R ′′I

′ ′P

4

6

− 2− 4 2

− 2

− 4

4

 qJý≤¥

x

y

(x ,y )

(kx,ky)

(x ,y )

x

y

(kx,ky)

 dÖ«  0 < K < 1f�U−ð 

 p??¹÷U??³??I?�«ÆX?Ý« 

 dÖ«  K > 1f�U−ð  ¨

p¹ ◊U�³�« ÆXÝ«



±±µ

øb�—«œ vF{Ë tÇ r¼ tÐ X³H� ¨bMM1v	 q�Ë r¼ tÐ «— dOE� ÈU¼tDI� t1 v¹UNDš ©Û

∫qŠ©n�« 

©»
  
= (10 − 2)2 + (10 − 6)2 ‰uÞ ′A ′BË

  
= (5 − 1)2 + (5 − 3)2 ‰uÞ AB

                     
  = 64 + 16                                       

  = 16 + 4

                            
  = 80                                             

  = 20

 bŠ«Ë                    
  = 4 5 bŠ«Ë                                     

  = 2 5

 fÄ  ′A ′B = 2AB s?OMâL¼ Æ  ′B ′C = 2BC Ë   ′A ′C = 2AC ®ÂU?−?�« «— t³ÝU×	 ÊUðœuš

¨s¹«dÐUMÐ Æ©bO¼œ

  

′A ′B
AB

= ′A ′C
AC

= ′B ′C
BC

= 2

       Ë

  

= 10 − 6

10 − 2
= 1

2
 VOý ′A ′B 

  

= 5 − 3

5 − 1
= 1

2
 VOý  AB

 ¨t−O²�—œ′A ′B AB t1 bO¼œ ÊUA� ‰UŠ Æ′B ′C BC Ë ′A ′C ACÆ

¨qJý tÐ tłuð UÐ

  
2

®    ©bŠ«Ë

  
=

1

2
b.h =

1

2
(5)(2) = 5 YK¦	 XŠUH	  ABC

  
2

®  ©bŠ«Ë

  
=

1

2
b.h =

1

2
(10)(4) = 20 YK¦	 XŠUH	  ′A ′B ′C

¨s¹«dÐUMÐ

 YK¦	 XŠUH	®ABC ©  = 4 YK¦	 XŠUH	 ′A ′B ′C

8

4

84

y

O
x
12

′B = (10,10)

′C = (12,6)

B = (5,5)

A = (1,3) C = (6,3 )

′A = (2,6)

f�U−ð ePd-

 qJý≤µ



±±∂

 ÈUNDš ̈ dOE� ÈU¼tDI� Êœd1 q�Ë r¼ tÐ “« ©ÛA ′A ̈B ′B Ë C ′C bM¹¬v	 XÝœ tÐ  ®qJý

≤µ√b?³?	 “« b?M?M 1v	 q�Ë r¼ tÐ «— dOE� ÈU¼tDI� t1 v¹UNDš œuýv	 Áb¼UA	 ¨qJý tÐ tłuð UÐ Æ©

ÆrOM1v	 XÐUŁ UNDš VOý “« ÁœUH²Ý« UÐ «— VKD	 s¹« Æb�—cÖv	  UB²7	

  

=
6 − 3

2 − 0
= 3 VOý O ′A

  

=
3 − 0

1 − 0
= 3 VOý OA

 ÈU¼tDI� ̈ s¹«dÐUMÐO ̈A Ë ′A XÝ«— jš p¹ ÈË— �ÈU¼tDI� X�UŠ s¹« —œ Æb�—«œ —«dO¨

A  Ë′A jšr¼
±

 ÈU¼tDI� ‰ôb²Ý« sOL¼ UÐ Æb�uýv	 ÁbO	U� O¨B Ë ′B ÈU¼tDI� sOMÇr¼ ¨O¨C

 Ë′Cq?�Ë r¼ tÐ «— dOE� ÈU¼tDI� t1 v¹UNDš ¨f�U−	 qJý Ëœ —œ ¨s¹«dÐUMÐ ÆbM²H¼ jšr¼ eO�  

 tDI� p¹ —œ «— d~¹bJ¹ ¨bMM1v	�ÆXÝ« f�U−ð e1d	 ÊUL¼ ¨tDI� Ê¬ t1 bM¹UL�v	 lD

f�U−ð ÈUNOÖó¹Ë

ªbM1v	 kHŠ «— jš VOý f�U−ð ‡‡

ªb�U	v	 XÐUŁ f�U−ð e1d	 ¨f�U−ð X×ð ‡‡

 t1 v²�UŠ —œ d~	® bM1vL� kHŠ «— XŠUH	 U¹ ‰uÞ f�U−ð ‡‡  k = 1©ª

 V¹d{ UÐ «— ‰uÞ f�U−ð ‡‡k V¹d{ UÐ «— XŠUH	 Ë   k2
ªb¼œv	 dOOGð 

ÆbMÝdL¼ f�U−ð e1d	 —œ ¨bMM1v	 q�Ë r¼ tÐ «— dOE� ÈU¼tDI� t1 v¹UNDš ‡‡

U¼t�Q�-

± Æ
  J = ( − 1,2) ¨

  A = (4,2) ¨
  M = (3,5)Æb�«YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

 YK¦	 ©n�«JAMÆbOM1 rÝ— «— 

t²NU¹ q¹b³ð ©»Ï YK¦	 JAM X×ð «— D(x,y) = (2x,2y)ÆbOM1 rÝ— 

 Y?K¦	 ©ÛJAMt?²?NU?¹ q¹b³ð Ë Ït?H?¹U?I?	 r ¼ U?Ð X?ŠU?H?	 Ë UNFK{ VOý Ë ‰uÞ dE� “« «— Ê¬ 

ÆbOM1

ÆbOM1 sOOFð «— f�U−ð e1d	 Ë f�U−ð X³H� © 

≤ Æ
  M = (2,2) ¨

  A = (4,2) Ë 
  N = (2, − 2)Æb�«YK¦	 p¹ ÈUNÝ√— 

±‡‡ Collinear



±±∑

 Y?K?¦?	 ©n�«MAN Y?K?¦?	 ‘d?¹u?Bð Ë ′M ′A ′N q?¹b?³?ð X?×ð «— D(x,y) = (3x, 3y)

ÆbOM1 rÝ—

 ©»M ′M ̈A ′A Ë N ′N —œ «— d~¹bJ¹ Uð bO¼œ œ«b²	« «— UN�¬ fáÝ ̈ Áœd1 rÝ— «— 
  O = (0,0)

�ÆbMM1 lD

 ÈUNDšÁ—UÄ ‰uÞ ©ÛO ′M ¨OM ¨O ′A ¨OA ¨O ′N ¨ON ÈUN²³H� Ë 

O ′M
OM

 ¨

O ′A
OA

¨

O ′N
ON

ÆbO¹UL� t³ÝU×	 «— 

 ÈU?N?D?šÁ—U?Ä ‰u?Þ © ′M ′A ¨MA ¨′A ′N ¨AN ¨′M ′N ¨MN ÈU?N?²?³?H?� Ë 

′M ′A
MA

¨

′A ′N
AN

 Ë 

′M ′N
MN

ÆbO¹UL� t³ÝU×	 «— 

øXÝ« —bIÇ ”UOI	 q	UŽ ©À

≥ Æ
  A = (2,0) ¨

  B = (2, 3) ¨
  C = (4, 3) Ë 

  D = (4,0)ÆbM²H¼ qOD²H	 p¹ ÈUNÝ√— 

 s?²?Nd?Ö d?E?�—œ U?Ð «— Ê¬ f?�U?−?	 d¹uBð Ë qOD²H	 ©n�«
  (0,0) Ë f?�U?−?ð e1d	 Ê«uMŽtÐ 

  

1

3

ÆbOM1 rÝ— ”UOI	 q	UŽ Ê«uMŽtÐ

ø«dÇ ø÷U³I�« U¹ XÝ« ◊UH³�« f�U−ð s¹« ©»

 ÈUNDšÁ—UÄ ‰uÞ ©ÛO ′B ̈OB ̈O ′C ̈OC ÈUN²³H� Ë b¹dO~Ð Á“«b�« «— 

O ′B
OB

 Ë

O ′C
OC

«— 

ÆbO¹UL� t³ÝU×	

 qOD²H	 © ABCDdE� “« «— ‘d¹uBð Ë 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ XŠUH	 Ë lK{ ‰uÞ

¥¨Áœd1 Ê«œdÖdÐ œuš d²Nœ —œ «— d¹“ qJý Æ

 s²NdÖ dE�—œ UÐ fáÝ
  (0,0)¨f�U−ð e1d	 Ê«uMŽtÐ 

 Y?K¦	 f�U−	 d¹uBðABCf�U−ð ÈUN²³H� UÐ «— 

ÆbOM1 rÝ— d¹“

 ©n�«≤

 ©»±[µ

 ©Û∞[µ

8

4

84

A

B C



±±∏

µ vMF¹ f#U−ð X³�# ̈ d¹“ qJý tÐ tłuð UÐ ÆkÆbOM� sOOFð d¹“ ÈU¼f#U−ð “« p¹ d¼ È«dÐ «— 

B  →  C®ÛA  →  C ®»A  →  B ®n>«

B  →  A ®ÃC  →  B ®ÀC  →  A ® 

∂ f#U−ð e�d� ¨d¹“ ÈUNKJý —œ Æ(O)t²+U¹ q¹b³ð Ë ÏÆXÝ« Ábý Áœ«œ qJý d¼ “« tDI# p¹ 

t²+U¹ q¹b³ð d¹uBð Ë bOM� Ê«œdÖdÐ œuš d²+œ —œ «— UNKJýÏÆbOM� q�U� «— UN#¬ 

∑ YK¦� ©n>« ÆPQR«— Ê¬ f#U−� ÈU¼d¹uBð Ë 

 f#U−ð X³�# UÐ≤ ÈU¼e�d� tÐ Ë P ̈Q Ë RÆbOM� rÝ— 

 “« p?¹ d ¼ —œ ©»cX??³?�?# ©n?>«® b?M?Ð ÈU N?²?L?�?

 YK¦� tÐ t²+U¹ q¹b³ð YK¦� XŠU��PQRÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

A

C

B

O ′y

X

Y

ZW

O

R

′Q

Q

P

P

RQ



±±π

∏s?²?Nd?Ö d?E� —œ UÐ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ vFK{ bMÇ Ëœ ÈUNÝ√—  UB²7	 Æ
  (0,0)e 1d	 Ê«uMŽtÐ 

t?×?H� p¹ —œ «— vFK{ bMÇ d¼ ¨f�U−ðÏÈU?N?²³H� È«“« tÐ «— Ê¬ f�U−	 d¹uBð ¨Áœd1 rÝ— «e−	 

ÆbOM1 sOOFð Ábý Áœ«œ f�U−ð

  k = 3
  

k = 1

2  ( − 4,1),(2,1),(5,2) ®n�«

  

k = 3

2  

k = 1

2  (0,0),(4,0),(6,6),(0,4) ®»

πs¹« —œ ÆXÝ« Áb	¬ XÝœtÐ tI�“Ë– p¹ “« ÁœUH²Ý« UÐ t1 b¼œv	 ÊUA� «— v¹u~�« d¹“ —«œuL� Æ

Æb�uýv	 Áb¹œ tI�“Ë– ÈU¼f�U−	 u~�«

v�«u²	 f�U−	 tÝ ©n�«tI�“Ë– ÏtI�“Ë– UÐ «— d¹uBð d¼ fáÝ ̈ Áœd1 «bOÄ «— —«œt¹UÝ Ï“« —«œt¹UÝ 

ÆbOM1 tH¹UI	 r¼ UÐ XŠUH	 Ë jO×	 dE�

øb¼œ ÊUA� «— f�U−ð ÈUNOÖó¹Ë b�«uðv	 u~�« s¹« U¹¬ ©»

≥‡‡∂t²�U¹ q¹b³ð ‡‡ Ït�œUF- Ë jš ÏÊ¬ 

  jš —«œuL� qÐUI	 qJý —œ
  
2x − 3y + 6 = 0

 UÐls?¹« ÈU ¼t?D?I?� “« p?¹ d¼ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA� 

 ‰U????I????²????�« X???×???ð j???šT(x,y) = (x + 4, y − 2)

 vMF¹ ¨Ábý d¹uBð¥ Ë XÝ«— XLÝ tÐ bŠ«Ë ≤bŠ«Ë 

t²NU¹ q¹b³ð ÆXÝ« Ábý qI²M	 sO¹UÄ XLÝ tÐÏUÐ «— jš 

t??D??I??� Ëœ d? ¼ d??¹u??B??ð Êœd??1 h??7??A?	Ïb??M??�U??	 Ê¬ 

  A = ( − 3,0) Ë 
  B = (0,2)Ær??O??M??1 r?Ý— r?O?�«u?ðv?	 

 ¨‰U?I?²?�« s?¹« X?×ð
  A = ( − 3,0) → ′A = (1, − 2)Ë 

2

4

6

− 2

B

A

4

− 4

2 B = (4,0)′

P = (x , y)

2x − 3y + 6
= 0

′A = (1, − 2)

x

y l

 qJý≤∂



±≤∞

  B = (0,2) → ′B = (4,0) ÈU ¼t?D?I?# “« t?²?+U¹ q¹b³ð jš Æ
  ′A = (1, − 2) Ë 

  ′B = (4,0)Æœ—c?Öv� 

t?>œU?F?� s?O?OFð È«dÐÏt?>œU?F?� b?¹U?Ð ¨t?²?+U?¹ q¹b³ð jš Ï “« t � «— v?D?š ′A Ë ′BÆr?O?M � «b?OÄ œ—cÖv� 

dÖ«P = (x,y)tDI# p¹ ÏÁU~#¬ ¨býUÐ d¹uBð jš ÈË— Á«u�>œ 

  

=
y + 2

x − 1
 VOý ′A P      Ë      

  

=
0 + 2

4 − 1
=

2

3
 VOý ′A ′B

 ÊœuÐ jšr¼ tÐ tłuð UÐ′A ¨′B Ë P VOý ¨′A P Ë ′A ′BfÄ ¨bM²�¼ dÐ«dÐ r¼ UÐ 

2

3
=

y + 2

x − 1

    
  
2x − 2 = 3y + 6

                    
  
2x − 3y − 8 =0

t>œUF� ¨s¹«dÐUMÐÏ d¹uBð jš 
  
2x − 3y − 8 =0ÆXÝ« 

t>œUF� Êœ—Ë¬ XÝbÐ vK� ‘Ë— ôUÐ ‰U¦�ÏÆb¼œv� ÊUA# «— sOF� q¹b³ð p¹ X×ð jš p¹ d¹uBð 

t?&œU?F?� Êœ—Ë¬ X?Ýœ tÐ vK: ‘Ë—Ï¨‰U?I?²? « p?¹ X?×?ð jš p¹ d¹uBð 

∫f U−ð U¹ Ê«—Ëœ ¨»Uð“UÐ

∫‰Ë« ÂUÖtDI# Ëœ  UB²�� ÏÆbOM� «bOÄ «— jš ÈË— Á«u�>œ 

∫ÂËœ ÂU?ÖX?Ýœ t?Ð Áb?ý Áœ«œ q?¹b?³?ð X?×?ð «— t?D?I?# Ëœ s?¹« d¹uBð  UB²�� 

Æb¹—Ë¬

∫ÂuÝ ÂUÖt>œUF� ÏtDI# Ëœ “« Áb#—cÖ jš ÏÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— d¹uBð 

 ‰U¦�±∫

 jš ©n>« 
  
2x + y − 6 =0ÆbOM� rÝ— «— 

Ê«—Ëœ X??×??ð «— ©n??>«® j??š d??¹u??B?ð ©»

R(x,y) = ( − y,x)ÆbOM� rÝ— 

t>œUF� ©ÛÏÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— d¹uBð jš 

∫qŠ

 ©n>«
  A = (3,0) Ë 

  B = (0,6)“« tDI# Ëœ 

j?š t?D?I# Ëœ s¹« ÊœuL# h�A� UÐ ÆbM²�¼ jš

ABÆrOM�v� rÝ— «— 

2

4

6

− 2

′B

− 4 2

4

B

A

′A

0

P = (x , y)

2x
+

y − 6
=
0

 qJý≤∑



±≤±

Ábý Áœ«œ Ê«—Ëœ X×ð ©»

  A = (3,0) → ′A = (0, 3)

  B = (0,6) → ′B = ( − 6,0)

jš


vMF¹ d¹uBð ′A ′B ÆrOM1v	 rÝ— «—

 bOM1 ÷dN ©ÛP = (x,y)tDI� ÏÆbýUÐ d¹uBð jš “« v¼«u7�œ 

  
=

0 − 3

− 6 − 0
=

1

2
 VOý ′A ′B        Ë       

  

=
y − 3

x − 0
 VOý ′A P

¨jš VOý ÊœuÐ XÐUŁ tÐ tłuð UÐ

  

y − 3

x
=

1

2

                                           
  
x = 2y − 6

                                                   
  
x − 2y + 6 = 0

t�œUF	Ï d¹uBð jš 
  
x − 2y + 6 = 0ÆXÝ« 

® ‰U¦	 —œ±t?�œUF	 ¨©ÏX?Ýœt?Ð √b?³	 “« ÷dŽ Ë VOý “« ÁœUH²Ý« UÐ rO²H�«uðv	 «— d¹uBð jš 

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA� bFÐ ‰U¦	 —œ ‘Ë— s¹« Ær¹—Ë¬

 ‰U¦-≤∫t�œUF	 Ï jš d¹uBð 

  
y =

1

2
x − 4 —u×	 tÐ X³H� Ê—UIð X×ð xÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— U¼

∫q?Š j?š V?O?ý s?²?Nd?Ö d?E�—œ UÐ 

  

1

2
Ë ¨

 Ê¬ √b³	 “« ÷dŽ  ( − 4)ÆrOM1v	 rÝ— «— jš ¨

 ¨—«œuL� tÐ tłuð UÐ  A = (0, − 4) Ë   B = (8,0)¨

t?Ð X?³?H?� Ê—U?Ið X×ð ÆbM²H¼ jš “« tDI� Ëœ

 —u???×??	x ¨U??¼A = (0, − 4) → ′A = (0,4)Ë 

  B = (8,0) → ′B = (8,0)v?M?F?¹ d?¹uBð jš Æ

′A ′BÆrOM1v	 rÝ— «— 

 jš s¹« VOý ¨—«œuL� tÐ tłuð UÐ

  
−

1

2
Ë 

 Ê¬ √b³	 “« ÷dŽ¥ÆXÝ« 

t�œUF	 ¨s¹«dÐUMÐÏ d¹uBð jš 

  
y = -

1

2
x +4ÆbýUÐv	 

2

2 4 6 10

− 2

′B

A = (0, − 4)

′A = (0,4)

B = (8 ,0)

y =
1

2
x − 4

 qJý≤∏



±≤≤

U¼t�Q�-

± j??š ©n?�« Æ
  
2x + y − 4 = 0 ‰U??I??²??�« X??×??ð «— ‘d??¹u?B?ð Ë 

  
T(x,y) = (x + 4, y − 2)

ÆbOM1 rÝ—

t�œUF	 ©»ÏÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— d¹uBð jš 

≤ jš ©n�« Æ  2x + 6y − 12 = 0 ∫l —u×	 tÐ X³H� «— Ê¬ »Uð“UÐ Ë x—u×	 tÐ X³H� Ë U¼yU¼

ÆbOM1 rÝ—

t�œUF	 ©»Ï jš ÈU¼d¹uBð l —u×	 tÐ X³H� »Uð“UÐ X×ð x —u×	 Ë U¼yÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— U¼

≥ jš ©n�« Æ
  
y = 2x + 3 jš tÐ X³H� «— Ê¬ »Uð“UÐ d¹uBð Ë y = xÆbOM1 rÝ— 

t�œUF	 ©»ÏÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— Ábý Áœ«œ jš »Uð“UÐ d¹uBð 

¥t�œUF	 ÆÏ jš d¹uBð 
  
y = x + 5 jš tÐ X³H� »Uð“UÐ X×ð y = − xfáÝ Áœ—Ë¬ XÝœ tÐ «— 

ÆbOM1 rÝ— «— UN�¬

µt�œUF	 ÆÏ jš d¹uBð 
  
3x − y + 6 = 0∫b¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— d¹“ ÈU¼Ê«—Ëœ X×ð 

 ©n�«    90
o

 ‰uŠ   (0,0) ©»    180
o

 ‰uŠ   (0,0)

 ©Û    270
o

 ‰uŠ   (0,0)

∂t×H� p¹ —œ ©n�« ÆÏ jš Ëœ ¨ UB²7	 
  
L1

 Ë 
  
L2

ÆbOM1 rÝ— «— 

  
L2:3x − 2y − 12 = 0

  
L1:3x − 2y − 6 = 0

tDÐU{ ©»Ï UN�¬ X×ð t1  ËUH²	 ‰UI²�« tÝ 
  
L2

 d¹uBð 
  
L1

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— býUÐ 

∑ jš d¹uBð ¨»Uð“UÐ p¹ X×ð Æ
  
x + y − 3 = 0 jš ¨

  
x + y + 3 = 0t�œUF	 ¨XÝ« Ï—u?×	 

ÆbOM1 «bOÄ «— Ê—UIð

∏ j?š ¨q?¹b?³?ð p¹ X×ð Æ
  
2x − 5y + 10 = 0 j?š d?¹uBð ¨

  
2x − 5y − 10 = 0s?¹« ÆXÝ« 

p¹ Ê«uMŽ tÐ «— q¹b³ð

‰UI²�« ©n�«»Uð“UÐ ©»Ê«—Ëœ ©Û

ÆbOM1 nO�uð

≥‡‡∑UNK¹b³ð ÈUNOÖó¹Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ  U³Ł« ‡‡

 ÈUNA7Ð tÐ tłuð UÐ�ÆrOM1v	 ÈbM³FLł d¹“  —u� tÐ «— UNK¹b³ð ÈUNOÖó¹Ë “« všdÐ ¨q³

±t²NU¹ q¹b³ð ¨UNK¹b³ð s¹« “« p¹ d¼ —œ ÆÏÆXÝ« XÝ«— jš ¨XÝ«— jš 



±≤≥

≤Á“«b�« Ë jšÁ—UÄ ‰uÞ ÆÏÆb�U	v	 XÐUŁ »Uð“UÐ Ë Ê«—Ëœ ¨‰UI²�« X×ð ¨t¹Ë«“ 

≥ Ê«—Ëœ ̈ ‰UI²�« p¹ X×ð b�«uðv	 UN�¬ “« p¹ d¼ ̈ bMýUÐ È“«u	 jš Ëœ dÖ« Æ    180
o

»Uð“UÐ U¹ 

Æœuý t²ýU~� Èd~¹œ ÈË— dÐ

¥ Ê«—Ëœ ¨‰UI²�« p¹ X×ð b�«uðv	 jš p¹ Æ    180
o

Æœuý t²ýU~� ‘œuš ÈË— dÐ »Uð“UÐ U¹ 

µ j?šÁ—U?Ä d?¼ n?B?M?	œuLŽ ÆABÊ—U?I?ð —u×	 ¨

 t1 XÝ« vÐUð“UÐA → B Ë B → AÆ

∂Èd?~?¹œ d?Ð »Uð“UÐ U¹ Ê«—Ëœ p¹ X×ð b�«uðv	 UN�¬ “« p¹ d¼ ¨bMýUÐ lÞUI²	 jš Ëœ dÖ« Æ

Æœuý t²ýU~�

A B

θ

θ

++

 qJý≤π

 qJý≥∞

 qJý≥±

 qJý≥≤

‰UI²�«

»Uð“UÐ
 Ê«—Ëœ      180

o

‰UI²�«
»Uð“UÐ  Ê«—Ëœ      180

o

t¹Ë«“ “UHLO�Ïjš sOÐ Ábý qOJAð 

XÝ« Ê—UIð —u×	 ¨‘d¹uBð Ë

t?¹Ë«“Ï¨‘d?¹u?B?ð Ë j?š s?OÐ Ábý qOJAð 

t¹Ë«“ UÐ XÝ« dÐ«dÐÏÊ«—Ëœ 



±≤¥

 Ê«uMŽtÐ  ‚u+ ÈUNOÖó¹Ë “« rO#«uðv�¨Ábý t²(d¹cÄ o¹UIŠ  U³Ł« —œ cË U¼tOC

ÆrOM� ÁœUH²Ý« U¼t>Q�� qŠ

∫tOCPd~¹bJ¹ UÐ sOcU�>«ÈËU�²� YK¦� —œ ÈËU�� ÈUNFK{ tÐ Ë—tÐË— ÈU¼t¹Ë«“ 

Æb#dÐ«dÐ

»Uð“UÐ “« ÁœUH²Ý« UÐ  U³Ł«∫

 YK¦� —œABC ̈AB = ACt¹Ë«“ “U�LO# Ë Ï A lK{ ̈BC«— 

 —œD c jš tÐ X³�# »Uð“UÐ X×ð ÆbM�v� lDADq�Uý t� vDš ¨

 jšÁ—UÄAB jšÁ—UÄ q�Uý t� vDš ÈË— ¨XÝ« ACd¹uBð XÝ« 

 Êu?Ç Æœuýv�AB = AC fÄ B → C s?¹«d?ÐUMÐ ÆB
∧

= C
∧

v?MF¹ Æ

U�>«ÈËU�²� YK¦� —œ ÈËU�� ÈUNFK{ tÐ qÐUI� ÈU¼t¹Ë«“cÆb#dÐ«dÐ sO

∫tOCPbM¼«uš dÐ«dÐ dOE# ÈU¼t¹Ë«“ ¨bM� lDc «— È“«u� jš Ëœ vÐ—u� jš dÖ« 

ÆœuÐ

∫‰UI² « “« ÁœUH²Ý« UÐ  U³Ł«

v>UI²#« X×ð ̈ qJý ÈË— È—«cÖœUL# tÐ tłuð UÐ

 »—u?� jš  «“«u� tÐm jš t� 
  
L1

 ÈË— d?Ð «— 
  
L2

Xý«œ rO¼«uš ¨œ—U~#v�

A  →  ′A ¨B  →  ′B Ë C  →  ′C

s¹«dÐUMÐ

ABC
∧

 →  ′A ′B ′C
∧

Æb#d~¹bJ¹ dÐ«dÐ dþUM²� ÈU¼t¹Ë«“ vMF¹ Æ

∫‰U?‡?¦� Y?‡?K?‡?¦?‡�  ABC Y?‡?K?¦?‡?� Ë ECD

 bOM� XÐUŁ ̈ bM²�¼ Ÿö{ô« ÈËU�²�AD = BEË 

    AFB
∧

= 60
o

Æ

∫Ê«—Ëœ “« ÁœUH²Ý« UÐ qŠ

 Ê«—Ëœ p¹ X×ð     60
o

tDI# ‰uŠ ̈Ï CYK¦� Æ

ACD YK¦� ÈË— ¨BCEs¹«dÐUMÐ Æœuýv� d¹uBð 

A

B C
D

0 0

A

B C

m

′A

′B ′C

L
1

L
2

F E

D
C

A

B

 qJý≥≥

 qJý≥¥

 qJý≥µ



±≤µ

AD  → BE Ë AD lK{ BEt¹Ë«“ UÐ «— Ï     60
o

 �œuýv	 kHŠ Ê«—Ëœ X×ð ‰uÞ ÊuÇ ÆbM1v	 lD

 fÄAD = BE sOMâL¼ Ë     AFB
∧

= 60
o

Æ

∫tłuð U³Ł« s¹« “« dðÁbOâOÄ Ë dðv�ôuÞ VKž« t1 œuýv	  U³Ł« eO� d~¹œ ÈUNýË— UÐ t�QH	 s¹« 

ÆbOM1 tłuð UNKŠÁ«— s¹« “« vJ¹ tÐ XÝ«

 YK¦	ABCs¹«dÐUMÐ XÝ« Ÿö{ô«ÈËUH²	 

    BC = AC                 ,                 C1

∧
= 60

o

 YK¦	ECDs¹«dÐUMÐ XÝ« Ÿö{ô« ÈËUH²	 

EC = CD                 ,                 C
3

∧
= 60

o

 YK¦	 Ëœ —œ ‰UŠBCE Ë ACDr¹—«œ 

BC = AC

  
C

1

∧
+ C

2

∧
= C

3

∧
+ C

2

∧

EC = CD

 YK¦	 Ëœ s¹«dÐUMÐBCE Ë ACDÊUýdOE� È«eł« s¹«dÐUMÐ ÆbM²H¼ XANML¼ ©÷“÷® X�UŠ —œ 

 vMF¹ bM²H¼ ÈËUH	 eO�AD = BEÆ

 YK¦	 Ëœ —œ sOMâL¼AGF Ë BGC ∫r¹—«œ 
  
A1

∧
= B1

∧
 Ë 

  
G1

∧
= G1

∧
 ® s¹«dÐUMÐ Æ©ø«dÇ

  
F1

∧
= C1

∧
Æ

 vMF¹    F1

∧
= 60

o
Æ

U¼t�Q�-

 ÈU¼t�QH	± ¨≤ Ë ≥ÆbOM1 qŠ ‰UI²�« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

± v???F??K??{—U??N??Ç —œ ÆABCD ¨AB|| DCË 

AB = DC bOM1 XÐUŁ ¨AD BC Ë AD = BCÆ

≤ ÈU??N??D??šÁ—U??Ä ÆAD ¨BE Ë CFË ÈËU??H??	 

 bOM1 XÐUŁ ÆbM¹“«u	ABC ≅ DEFÆ

F E

D
C

A

B 1 1

1

2
2

3

1 1G

A B

CD

 qJý≥∂

A

B

C

D

E

F



±≤∂

≥ Á«u?7�œ YK¦	 —œ ÆPQRÈU¼t¹Ë«“ ŸuL−	 bOM1 XÐUŁ ¨

 vł—Uš    360
o

ÆXÝ« 

 ÈU¼t�QH	¥ ¨µ ¨∂ Ë ∑ÆbOM1 qŠ »Uð“UÐ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

¥tK�UN bOM1 XÐUŁ ÆÏp¹ nBM	œuLŽ ÈË— tDI� d¼ 

ÆXÝ« Á“«b�« p¹ tÐ Ê¬ dÝ Ëœ Uð ¨jšÁ—UÄ

µ Ë—t?ÐË— qJý —œ ÆPR n?B?M?	œuLŽ QSÆXÝ« 

 bOM1 XÐUŁSPR
∧

= QPR
∧

Æ

∂ Ë—tÐË— qJý —œ ÆPR Ë QS �¨U¼dDPT = QTË

RT = ST bOM1 XÐUŁÆPQS ≅ QPRÆ

∑ vFK{—UNÇ ÆABCD Ë XÝ« lÐd	 p¹ AE = AFÆbOM1 XÐUŁ Æ

 ©n�«CE = CF ©»BE = DF

 ÈU¼t�QH	∏ ¨π Ë ±∞ÆbOM1 qŠ Ê«—Ëœ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

∏ «— d~¹bJ¹ jš Ëœ ÁUÖd¼ ¨bOM1 XÐUŁ Æ�Æb�d~¹bJ¹ ÈËUH	 qÐUI	 ÈU¼t¹Ë«“ ¨bMM1 lD

π Æ� v?F?K?{—U?NÇ ÈU¼dDABCDn?B?� «— d?~?¹bJ¹ 

 bOM1 XÐUŁ Æb�«Áœd1ABCDÆXÝ« Ÿö{ô«È“«u²	 p¹ 

±∞ Y???K???¦???	 ÆABCË X????Ý« Ÿö???{ô« ÈËU???H???²???	 

BD = CE bOM1 XÐUŁ ÆAD = BE Ë     BFD
∧

= 60
o

Æ

P

Q
R

S

P

Q

R

S

P Q

R

T

A B

CD

E

F A B

CD

E

F

A B

CD

A

B CD

E
F



±≤∑

tK−-Ïv{U¹— 

tÝbM¼ —œÏ« �tH¹UI	 ”UÝ« ¨vÝbOKÏÆXÝUN�¬ qJý Ë Á“«b�« ¨d~¹bJ¹ UÐ UNLHł 

 —œÈ˛u�uÄuðtÐ Èd~¹œ Êœ«œ dOOGð UÐ Ê«u²Ð «— UN�¬ “« vJ¹ dÖ« bM²H¼ “—«r¼ rHł Ëœ ̈

tKOÝËÏbM�«uðv	 UNLHł s¹« ¨œ—Ë¬ XÝœ tÐ Êb�UšdÇ Ë Êœd1rš ¨Êœd1 lLł ¨ÊbOA1 

 rHł —œ vš«—uÝ U¹ výdÐ êO¼ œU−¹« ÊËbÐ�Æb�uý œU−¹« vK³

ÊU-dP —œ U¼d~�- —«“UÐ



±≤∏

 qB�¥

UC� —œ tÝbM¼

s¹d²NÐ tÐ t XÝ« v�öÝ« Ë v�«d¹« ÊbLð Ë @M¼d� b�uOÄ “« ÈœUL� ̈ v�«d¹« È—ULF� ÈU¼—UJ¼Uý

ÆX?Ý« Áœ—Ë¬—œ g?¹U?L?� t?Ð «— U?� ÊU?U?O?� v?ÝU?M?ýv?¹U?³?¹“ ÕË— Ë —Ë¬X?H?~ý XO3öš Ë ⁄u³� vKJý

Ë  UO{U¹— ÈU²L¼vÐ Ë vÝUÝ« gI� ¨bMLý“—« v:¹—Uð —UŁ¬ s¹« oKš —œ ÊUNMÄ vÖó¹Ë s¹dð—Ë¬XH~ý

¨v?ÝU?M?ýv?¹U?³?¹“ œUFÐ« VOdð Ë b�uOÄ —œ Èed� ÈtDI� Ë vKB« —u×� ¨vÝbM¼ rN� ÈU¼Áb¹« Áó¹ËtÐ

tÝbM¼ Ë  UO{U¹— gI� tÐ dðt�UMOÐeOð v¼U~� UÐ ÆXÝ« bML¼uJý —UŁ¬ s¹« v¹«e�«ÕË— Ë ÂUJ×²Ý« ̈ ÈdM¼

r¹dÐv� vÄ g¹uš ÊUUO� œe� —œ Ê¬ ÈdOÖ—UtÐ Ë v¹ułrKŽ ÈuJO� XKBš tÐ ¨—UÖb�U� ÈU¼UMÐ s¹« —œ

ÆXÝ« ÁœuÐ œe�UÐ“ Á—«uL¼ t

U?³¹dIðÎ“« ¨v?¹U?³?¹“ Ë Áu?J?ý “« ¨b?MMv� b¹œ“UÐ U¼UMÐ Ë —UŁ¬ s¹« “« t vł—Uš Ê«d~ýœdÖ d¦« 

ôuLF� Ë Æb�uýv� Áœ“ dOŠ Ê¬ ÈuMF� g:Ðg�«—¬ Ë eO~�«ÕË— ÈUC�ÎË g�«œ ¨ÈdM¼ ÈU¼vÖó¹Ë 

s?¹« Æb?M?¼œv?� —«d?3 ‰«R?Ý œ—u?� v?¼U?Ö Ë t?łu?ð œ—u?� «— U?N?�¬ XšUÝ Ë vŠ«dÞ —œ t²�— —UtÐ rKŽ

ôu?L?F� U¼ułË”dÄ Ë U¼”URŠ« Ë U¼ÈËUJ−MÎs?J?L� b�—«œ ÈœUŽ Ë vTuLF� ÁU~� t v�UR È«dÐ 

ÊUýU� ‡‡ ¯—eÐ U�¬ b−��



±≤π

—«d3 v¹U¼UC� Ë v¹U¼jO×� sOMÇ —œ v²3Ë ̈ b�—«œ dðt�UMOÐeOð ÁU~� t UN�¬ ‰UŠ s¹« UÐ ̈ b²�UO� ‚UHð« XÝ«

°œuýv� d¹“«dÝ ÊUAM¼– tÐ È—UORÐ ÈU¼gÝdÄ ¨b�dOÖv�

È«dÐ UM³� Ë t¹UÄ rKŽ Ë g�«œ “« U¼UMÐ s¹« ÊUÖb�“UÝ Ë ÊUŠ«dÞ U¹¬ t XÝ« ÕdD� ‰«RÝ s¹« ‰UŠ

Ë v?LKŽ ÈU¼ÈbM�Êu�U3 tÇ øXÝ« ÁœuÐ tÇ t²�— —UtÐ rKŽ Ë g�«œ øb�«ÁœuÐ ÁUÖ¬ ¨XšUÝ Ë vŠ«dÞ

Áb?M?M? s?O?O?F?ð Ë v?K?B« g?I?� U?N�¬ XšUÝ Ë vŠ«dÞ —œ v¹U¼g�«œ tÇ øXÝ« Ábý t²�dÖ —UJÐ ÈdM¼

ÆÆÆøb�«Áœd Ÿ«bÐ« ÊUýœuš U¹ b�«Áœd ”U³²3« d~¹œ ÈU¼@M¼d� “« U¹¬ øb�«t²ý«œ

tÐ vý“u�¬ Ë vLKŽ ‘œdÖ È«dÐ v{U¹— rKF� Ë ”ö Ê«“u�¬g�«œ UÐ Á«dL¼ bOM ÷d� ÊuM«

Â«b øbÝ—v� ULý s¼– tÐ v¹UNT«RÝ tÇ °bO²R¼ ¯—eÐ U3¬ b−R� “« b¹œ“UÐ ‰UŠ —œ Ë b¹«t²�— ÊUýU

—UÐ—œ ”—œ ”ö —œ øbOMv� Áb¼UA� «— vÝbM¼ Ë v{U¹— ÈU¼Áb¹«ÁÏ ÆbOM v�U~L¼ Y×Ð UN�¬

Æœ—«œ —«d?3 U ¼g?Ýd?Ä s?¹« v?L?K?Ž ÈU ¼a?ÝU?Ä V?K?3 —œ vÝbM¼ ÈU¼Áb¹« Ë rO¼UH� Ë  UO{U¹—

À«b?Š« —œ È—u?×?� g?I� ©U¼ÊUL²šUÝ q¦�® ÈbFÐtÝ ÂURł« tÐ ◊uÐd� vÝbM¼ ÈU¼Áb¹« ’uBštÐ

ÈUC� tÐ ◊uÐd� vÝbM¼ ÈU¼Áb¹« Ë rO¼UH� “« všdÐ tFTUD� tÐ qB� s¹« —œ Æœ—«œ błUR� Ë U¼UMÐ s¹«

b?OâOÄ ÈU¼Áb¹« È«dÐ t¹UÄ Ë vðU�bI� gI� t r¹“«œdÄv� ÈbFÐtÝ ÂURł« Ë ¡UOý« Ë ÈbFÐtÝÁÏvÝbM¼ 

Æœ—«œ —UŁ¬ s¹« XšUÝ Ë vŠ«dÞ —œ t²�— —UtÐ

¥‡‡±UC� —œ t×H� Ë jš ‡‡

sOÐ d¹uBð s¹« —œ t v¹U¼tDÐ«— “« všdÐ ÆbOMOÐv� «— ÈœU¹“ ÈU¼t×HB Ë UNDš ̈ ôUÐ qJý —œ

ö³3 t bM²R¼ v¹UN�UL¼ ¨bOMOÐv� U¼t×HB Ë UNDšÎs¹« d²IOLŽ Ë d²FOÝË tFTUD� Æb¹«Ábý UMý¬ UN�¬ UÐ 

ÆXÝ« qB� s¹« ·b¼ ¨U¼tDÐ«—

¥‡‡±‡‡±UC� —œ t×H� ‡‡

 XO%UF�¥‡‡±

±«— Ê¬ XÝ«— XLÝ ÈôUÐ týuÖ Ë bOM ÁU~� œuš ÈË—tÐË— ”ö t²:ð tÐ ̈ ”—œ ”ö —œ ‡‡

 tDI�A tDI� ¨eO� «— œuš dÝ XAÄ —«u¹œ éÇ XLÝ ÈôUÐ týuÖ ÆbO�UMÐ BÆbO�UMÐ 

≤ tDI� “« ‡‡A tDI� “« øœ—cÖv� jš bMÇ Bøœ—cÖv� jš bMÇ 

≥øœ—cÖv� jš bMÇ Á«u:Tœ tDI� p¹ “« ‡‡

¥ e¹UL²� tDI� Ëœ “« ‡‡A Ë Bøœ—cÖv� jš bMÇ 

µøœd h:A� «— jš p¹ Ê«uðv� ¨tDI� bMÇ UÐ ‡‡



±≥∞

∂øXÝ« Â“ô ¨jš p¹ Êœd h:A� È«dÐ tDI� bMÇ q3«bŠ ‡‡

ÆXÝ« d¹“ qB« ‘d¹cÄ “UÝtMO�“ XOTUF� s¹«

 q�«±∫ ¨UC� —œ e¹UL²� tDI� Ëœ d¼ “« p¹ UNMð Ë p¹Æœ—cÖv� ¨jš 

∫`O{uð qB« ±∫bMv� ÊUOÐ «— rN� VKD� Ëœ ¨

 jš p¹ ©nT« œułËÆœ—cÖv� ¨÷ËdH� e¹UL²� tDI� Ëœ “« ¨jš Ê¬ t ¨œ—«œ

 jš s¹« ©»XÝU²J¹ jš Ëœ dÖ« ¨vMF¹ Æ  L1 Ë   L2 bM�U� e¹UL²� tDI� Ëœ “« A Ë B¨b�—c~Ð 

 jš Ëœ s¹«UL²ŠÎ ÆbM²R¼ vJ¹ ¨l3«Ë —œ fÄ Æb�uýv� o³DM� r¼ dÐ

 XO%UF�¥‡‡≤

± j?š® œu?š Èôu?T ‰u?Š «— —œ p¹ ‡‡ABXdŠ ¨©

øbOMOÐv� tÇ ÆbO¼œ

≤ tDI� ‡‡CsL{¨—œ s¹« U¹¬Æb¹dO~Ð dE� —œ ¨UC� —œ «— 

tDI� “«¨XdŠÏ  C“« —UÐ bMÇ ¨XdŠ sL{ ¨—œ s¹« øœ—cÖv�

 tDI�Cøœ—cÖv� 

≥ tDI� Ëœ d¼ “« ‡‡ A ËBøœ—cÖv� t×HB bMÇ 

¥øœd h:A� «— t×HB p¹ Ê«uðv� ¨tDI� bMÇ UÐ ‡‡

øbMMv� h:A� «— t×HB p¹ ¨U¼tDI� s¹« vð—uB tÇ —œ

µ ¨t×HB p¹ Êœdh:A� È«dÐ ‡‡ q�«bŠtDI� bMÇ

øXÝ« Â“ô

 XOTUF�¥‡‡≤ÆXÝ« d¹“ ÈUNKB« ‘d¹cÄ “UÝtMO�“ ¨

 q�«≤∫ ¨b�—«b� —«d3 jš p¹ dÐ t UC� —œ tDI� tÝ d¼ “« p¹ UNMð Ë p¹

Æœ—cÖv� ¨t×HB

∫`O{uðqB« ≤∫bMv� ÊUOÐ «— rN� VKD� Ëœ ¨

 ©n?T« p¹ t?×?HB œułË¨j?š p?¹ d?Ð l?3«Ëd?O?ž ÷Ëd?H?� tDI� tÝ “« ¨t×HB Ê¬ t ¨œ—«œ

Æœ—cÖv�

A

B

C



±≥±

 t×HB Ëœ dÖ« ̈ vMF¹ ÆXÝU²J¹ t×HB s¹« ©»  P1 Ë   P2bM�U� ̈ jš p¹ dÐ l3«ËdOž tDI� tÝ “« 

A ¨B Ë CUL²Š t×HB Ëœ s¹« ¨b�—c~Ð ÎÆbM²R¼ vJ¹ ¨l3«Ë —œ fÄ Æb�uýv� o³DM� r¼ dÐ 

 q�«≥∫ t×HB d¼ —œ  q�«bŠÆb�—«b� —«d3 jš p¹ dÐ t œ—«œ œułË tDI� tÝ

 q�«¥∫  q�«bŠÆb�—«b� —«d3 t×HB p¹ dÐ t œ—«œ œułË UC� —œ tDI� —UNÇ

 s¹dLð±‡‡  XOTUF� ULý dE� tÐ ≤ qB« d²NÐ „—œ tÐ vJL tÇ ̈≤ qB« ̈≥ qB« Ë ¥øbMv� 

 XOTUF� ÈUN²LR3 Â«b “« UNKB« s¹« “« Â«b d¼≤ÆbO¼œ `O{uð øb�uýv� t−O²� ¨

 s¹dLð≤‡‡Æœ—«œ œułË tDI� p¹ q3«bŠ t×HB d¼ “« Ã—Uš bOM XÐUŁ 

v¹ULM¼«—∫ qB« tÐ ¥ÆbOM tłuð 

ö�U œ«b� ¨bO¼œ —«d3 eO� p¹ `DÝ ÈË— «— œuš œ«b� dÖ«Îs¹« ÆœdOÖv� —«d3 eO� `DÝ ÈË— 

ÆXÝ« d¹“ qB« ‘d¹cÄ “UÝtMO�“ tÐd−ð

 q�«µ∫v�ULð tÐ jš Ê¬ ¨bMýUÐ t×HB p¹ —œ ¨vDš “« e¹UL²� tDI� Ëœ dÖ« 

ÆœdOÖv� —«d3 t×HB Ê¬ —œ

∫d�cð¨s?¹«d?ÐU?M?Ð ¨býUÐv� œËb×�U� ·dÞ tL¼ “« t×HB ÆXÝ« œËb×�U� ·dÞ Ëœ d¼ “« jš 

U?N?M?ð œu?ýv� Áb¼UA� t tÇÊ¬ Ë œ«œ ÊUA� ¨d¹uBð p¹ —œ Ê«uðvL� «— t×HB ÂULð t XÝ« vFO³Þ

ÆXÝ« t×HB “« vA:Ð

¥‡‡±‡‡≤t×H� Ëœ XOF{Ë ‡‡

 ∫UC� —œ ̈ r¼ tÐ X³�@¨Ë—tÐË— d¹uBð —œ

ÈU??? ¼Á—«u????¹œ “« p???¹ d???¼ Ë »¬ `???D???Ý

ÄòÔt?×?H?B Ëœ “« v?¹U?N?A?:?Ð ¨åu?ł«u?šq?

—œ «— d?~?¹b?L ¼ Ë b?M²R¼p?¹  j?šl?D3 

Æb�«Áœd

ÊUNH�«¨uł«ušqÄ



±≥≤

 q�«∂∫p?¹ —œ ÁU?~?�¬ ¨b?M?ýUÐ t²ý«œ „d²A� tDI� p¹ e¹UL²� t×HB Ëœ dÖ« 

ÆœuÐ bM¼«uš „d²A� ¨jš

∫t œuýv� t−O²� qB« s¹« “«

¨r¼ tÐ X‡³R� ¨U‡C� —œ t‡×HB Ëœ

∫b�—«œ «— d¹“ XOF{Ë tÝ “« vJ¹ 

ÆbM²R¼ o³DM� r¼ dÐ ©nT«

Æb�—«b� vd²A� tDI� êO¼ ©»

ÆbM²R¼ „d²A� jš p¹ —œ ©Û

A

B

CD

E

AB

C D

E

FG

H

 «— t?×?H?B Ëœ ¨©»® Ë ©n?T«® X?O?F{Ë Ëœ —œ È“«u�Ëœ ¨©Û® X?O?F?{Ë —œ Ë

 «— t×HBlÞUI²�ÆbM�U�v� 

 ¨t×HB Ëœ lÞUIð q×�„d²A� qB�Æœuýv� ÁbO�U� t×HB Ëœ Ê¬ 

‰U¦�∫ÆXÝ« »U² Ê¬ ÈU¼t×HB ÂULð „d²A� qB� ¨»U² d¼ Á“«dOý 

 “« t�u~Ç t rOLNHÐ d²NÐ Uð bMv� pL ‰U¦� s¹«Æœ—cÖv� t×H� —ULAOÐ ¨jš p¹

s¹dLð±‡‡ÆbO¼œ ÊUA� ¨«— r¼tÐ X³R� t×HB Ëœ nK²:�ÈUN²OF{Ë ¨eO� p¹ `DÝ Ë »U² p¹ UÐ

 s¹dLð≤‡‡h:A� r¼ tÐ X³R� «— d¹“ ÈU¼t×HB XOF{Ë ̈ Ábý Áœ«œ Âd¼ Ë qOD²R� VFJ� —œ 

 ¨ÊœuÐ lÞUI²�  —uB —œ Ë bOM„d²A� qB�ÆbOM h:A� «— UN�¬ 



±≥≥

 ÈU¼t×HB ©nT«ADEF Ë BCHGÆqOD²R� VFJ� —œ 

 ÈU¼t×HB ©»ABC Ë ACDÆÂd¼ —œ 

 ÈU¼t×HB ©ÛABGF Ë FGHEÆqOD²R� VFJ� —œ 

 ÈU¼t×HB © ADE Ë ABCÆÂd¼ —œ  

 s¹dLð≥‡‡® s¹dLð qJý “« ÁœUH²Ý« UÐ ≤ÆbOM dÄ VÝUM�  ULK UÐ «— vTUš ÈU¼Uł ¨©

 ÈU¼t×HB ¨qOD²R� VFJ� —œ ©nT«ABCÆbM¹“«u� ¨ìì Ë 

 Ë ìì ÈU¼t×HB ¨qOD²R� VFJ� —œ ©»BCHGÆbMFÞUI²� 

 ÈU¼t×HB qOD²R� VFJ� —œ ©ÛABGF Ë CDEHìì 

 ÈU¼t×HB qOD²R� VFJ� —œ © CDEH Ë ABCDìì 

 ÈU¼t×HB Âd¼ —œ ©ÀABE Ë AEDìì 

 ÈU¼t×HB Âd¼ —œ ©ÃBCD Ë ADEìì 

¥‡‡±‡‡≥UC� —œ ¨r¼ tÐ X³�@ jš Ëœ XOF{Ë ‡‡

È“UÐ »uÇ“« v?³?TU?ł g?¹U?L?� ¨U?N²dŠ s¹« ÆXÝ« v¹U³¹“ ÈUN²dŠ q�Uý ¨ÂUł XÐdð vTU¼« 

ö¦� ÆbM²R¼ UC� —œ r¼ tÐ X³R� jš Ëœ XOF{ËÎË b�dOÖv� —«d3 r¼ È“«u� UNÐuÇ ¨XdŠ p¹ —œ 



±≥¥

t� œ—«œ œułË r¼ Èd~¹œ X�dŠ È“UÐ s¹« —œ ÆbM¹¬v� —œ lÞUI²� X$UŠ tÐ UNÐuÇ Èd~¹œ X�dŠ —œ

—«d' UC) —œ t� bM²*¼ v¹UNDš ¨l'«Ë —œ UNÐuÇ ¨È“UÐ s¹« —œ ÆbM²*¼ lÞUI²� t. Ë bM¹“«u� t. UNÐuÇ

Æb.«t²)dÖ

t²)dÖ—«d' t×H2 p¹ —œ ¨UC) —œ jš Ëœ dÖ«

X³*. ̈ b¹«Áb¹œ t×D*� tÝbM¼ —œ t� tâ.¬ o³Þ ̈ bMýUÐ

 U¹ r¼ tÐ bM¹“«u� U¹ lÞUI²�ÆbM²*¼

p¹ —œ t� rOÐUOÐ UC) —œ jš Ëœ rO.«uðv� ¨U�«

Æb.dO~. —«d' t×H2

∫‰U¦� t×H2 p¹ P tDI. p¹ Ë OÊ¬ Ã—Uš 

 bM.U� tDI. tÝ ¨‰UŠ Æb¹dO~Ð dE. —œA ¨B Ë CdOž 

ÈUNDš ÆbOM� —UO²š« t×H2 s¹« —œ jš p¹ dÐ l'«Ë

OA Ë BCø«dÇ ÆœuÐ bM¼«uC. t×H2 p¹ —œ 

jš Ëœ Êœu³. lÞUI²� t� bOM� tłuð Æœ—cÖv� t×H2 p¹  Á—«uL¼ ̈ UC) —œ lÞUI²� jš Ëœ “«

Ëœ s²ý«œ —«d' t×H2 p¹ —œ Ë Êœu³. lÞUI²� tJKÐ ¨X*O. UN.¬ ÊœuÐÈ“«u� ÈUMF� tÐ ¨UC) —œ e¹UL²�

ÆbýUÐv� UC) —œ e¹UL²� jš Ëœ È“«uð ÈUMF� tÐ ¨jš

B

C

P
A

O

±t?×?H2 p¹ —œ t� «— UC) —œ jš Ëœ ©

 jš Ëœ ¨b.dOÖvL. —«d' d�UM²�ÆrO�U.v�

≤t?×?H2 p¹ —œ t� «— UC) —œ jš Ëœ ©

r ¼ d?Ð U?¹ ¨b?M?M?J?. lD' «— d~¹bL¼ Ë bMýUÐ

 jš Ëœ ¨bMýUÐ o³DM� È“«u�ÆrO�U.v�

≥t?D?I?. p¹ jI) t� «— UC) —œ jš Ëœ ©Ï

 j?š Ëœ ¨b?M?ýU?Ð t?²ý«œ „d²A�l?ÞU?I²�

ÆrO�U.v�



±≥µ

F E

D

C

B A

 U¹¨r¼ tÐ X³R� UC� —œ jš Ëœ@d�UM²�U¹¨b b@«È“«u²�  U¹ ËÆlÞUI²�

‡‡ s¹dLðÆbO¼œ aÝUÄ d¹“  ô«RÝ tÐ ¨Ábý Áœ«œ Âd¼ Ë —uAM� ¨qOD²R� VFJ� —œ 

AB

C D

E

FG

H

A

B

CD

E

 jš Ëœ XOF{Ë ©nT«AB Ë EHËœ XOF{Ë øXÝ« t�u~Ç qOD²R� VFJ� —œ ¨r¼ tÐ X³R� 

 jšAB Ë CD jš Ëœ XOF{Ë øXÝ« t�u~Ç —uAM� —œ ¨r¼ tÐ X³R� AB Ë AD—œ ¨r¼ tÐ X³R� 

øXÝ« t�u~Ç Âd¼

 jš Ëœ qOD²R� VFJ� —œ ©» d�UM²� jš UÐAB j?š Ëœ —uAM� —œ ÆbOÐUOÐ  È“«u�jš UÐ

AE jš bMÇ Âd¼ —œ ÆbOÐUOÐ  lÞUI²� jš UÐABøbOÐUOÐ bO�«uðv� 

ÆbOM dÄ VÝUM�  ULK UÐ «— vTUš ÈU¼Uł ©Û

± jš ¨qOD²R� VFJ� —œ ©FGÆbM¹“«u� ìì jš Ë 

≤ jš Ë ìì jš ¨qOD²R� VFJ� —œ ©BCÆbMFÞUI²� 

≥ jš ¨—uAM� —œ ©ADÆb�d�UM²� ìì jš Ë 

¥ jš ¨—uAM� —œ ©DF jš Ë ACìì 

µ jš ¨—uAM� —œ ©DCÆXÝ« È“«u� ìì jš Ë 

∂ jš ¨Âd¼ —œ ©ACÆb�d�UM²� ìì jš Ë 

”bOK�« È“«uð q�«

 t r¹b¹œ t×DR� tÝbM¼ —œ «“«u� tÐ jš p¹ UNMð Ë p¹ ¨jš p¹ Ã—Uš tDI@ d¼ “«

 Æœ—cÖv� jš Ê¬Ær¹d¹cÄv� qB« p¹ Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ t XÝ« —«d3dÐ eO� UC� —œ VKD� s¹«



±≥∂

 q�«∑∫ ¨UC� —œ jš p¹ Ã—Uš tDI� d¼ “« p¹ UNMð Ë p¹ «“«u� tÐ jš 

Æœ—cÖv� jš Ê¬

∫`O{uð qB« ∑∫bMv� ÊUOÐ «— rN� VKD� Ëœ ¨

 jš p¹ ©nT« œułË÷Ëd?H� jš p¹  «“«u� tÐ ¨÷ËdH� tDI� p¹ “« ¨jš Ê¬ t ¨œ—«œ

Æœ—cÖv�

 jš s¹« ©»XÝU²J¹ jš Ëœ dÖ« ̈ vMF¹ Æ  L1 Ë   L2 bM�U� È«tDI� “« AbM�U� vDš  «“«u� tÐ 

L jš Ëœ s¹« ¨b�—c~Ð UL²ŠÎ  ¨l3«Ë —œ fÄ Æb�uýv� o³DM� r¼ dÐ vJ¹ÆbM²R¼

‡‡ s¹dLð ÈUNKB« ± Uð ∑ dÐ ̈ UNKB« Â«b —œ bOM h:A� Ë bOM —Ëd� «—  œułËt×HB U¹ jš

 œułË s¹« ¨UNKB« Â«b —œ ÆXÝ« Ábý bOQðXÝU²J¹Æ

UC� —œ t×H� Êœd�hYA�

Æœuýv� h:A� d¹“ ÈUNð—uB tÐ t×HB ¨vK —uÞ tÐ

±p¹ dÐ l3«ËdOž tDI� tÝ d¼ “« ©

Æœ—c?Öv?� t?×?H?B p¹ UNMð Ë p¹ ¨jš

 qB«®≤©

≤Ã—Uš tDI� p¹ Ë jš p¹ “« ©

Æœ—c?‡?Öv?� t×‡HB p¹ UNM‡ð Ë p¹ ¨Ê¬

ø«dÇ

≥UNMð Ë p¹ ¨lÞUI²� jš Ëœ “« ©

ø«dÇ Æœ—cÖv� t×HB p¹

¥p¹ ¨È“«u� e¹UL²� jš Ëœ “« ©

ø«dÇ Æœ—cÖv� t×HB p¹ UNMð Ë

Æœd h:A� Ê«uðv� ¨eO� Èd~¹œ ÈUNð—uB tÐ ¨«— UC� —œ t×HB

L A

A
B

C

A
L

L
L′

L
L′



±≥∑

¥‡‡±‡‡¥UC� —œ ¨r¼ tÐ X³�@ t×H� Ë jš XOF{Ë ‡‡

—œ Æœu?Ð b¼«uš t×HB Ê¬ —œ v�ULð tÐ jš Ê¬ ¨býUÐ È«t×HB —œ vDš “« e¹UL²� tDI� Ëœ dÖ«

ÆbMv� lD3 tDI� p¹ —œ jI� U¹ ̈ bMvL� lD3 «— Ê¬ U¹ ̈ býUÐ t²ý«b� —«d3 È«t×HB —œ vDš dÖ« ̈ t−O²�

∫b�—«œ «— d¹“ XOF{Ë tÝ “« vJ¹ ¨r¼ tÐ X³R� ¨UC� —œ t×HB Ë jš

ªbMvL� lD3 «— t×HB jš ©nT«

—«d3 t×HB —œ ¨v�ULð tÐ jš ©»

ªœdOÖv�

t‡DI� p‡¹ —œ ¨t‡×HB Ë j‡š ©Û

ÆbMMv� lD3 «— d~¹bL¼

 r¼ UÐ t×HB Ë jš ¨©»® Ë ©nT«® XOF{Ë Ëœ —œÈ“«u�XOF{Ë —œ Ë bM²R¼ 

 r¼ UÐ t×HB Ë jš ¨©Û®lÞUI²�ÆbM²R¼ 

 s¹dLð±‡‡¨r¼ tÐ X³R� «— Ábý Áœ«œ ÈU¼t×HB Ë UNDš XOF{Ë ̈ d¹“ ÈUNKJý “« p¹ d¼ —œ 

ÆbOM sOOFð «— UN�¬ „«d²ý« tDI� ¨ÊœuÐ lÞUI²�  —uB —œ Ë bOM h:A�

AB

C D

E

FG

H
A

B

CD

E

 t×HB ©nT«ABGF jš Ë HCÆqOD²R� VFJ� —œ 

 t×HB ©»BCDE jš Ë ABÆÂd¼ —œ 



±≥∏

 t×H2 ©ÛEDCH jš Ë ADÆqOD²*� VFJ� —œ 

 t×H2 © ACE jš Ë BDÆÂd¼ —œ 

 s¹dLð≤ ‡‡ s¹dLð ÈUNKJý “« ÁœUH²Ý« UÐ±ÆbOM� dÄ VÝUM�  ULK� UÐ «— v$Uš ÈU¼Uł ¨

 jš qOD²*� VFJ� —œ ©n$«ABÆXÝ« È“«u� ìì t×H2 UÐ 

 t×H2 UÐ ìì jš qOD²*� VFJ� —œ ©»AFEDÆXÝ« lÞUI²� 

 jš qOD²*� VFJ� —œ ©ÛFG t×H2 UÐ BGHCÆXÝ« ìì 

 jš Âd¼ —œ © ACÆXÝ« lÞUI²� ìì t×H2 UÐ 

 t×H2 UÐ ìì jš Âd¼ —œ ©ÀABCÆXÝ« lÞUI²� 

 jš Âd¼ —œ ©ÃBEÆXÝ« È“«u� ìì t×H2 UÐ 

U¼t�Q��

± dÖ« Æ  L1 Ë   L2 Ë ¨l?ÞU?I²� jš Ëœ   P1 q?�Uý È«t×H2   L1¨ Ë   P2 q?�U?ý È«t×H2   L2

 t×H2 Ëœ XOF{Ë ¨bMýUÐ  P1 Ë   P2øbýUÐ b.«uðv� t.u~Ç r¼ tÐ X³*. 

≤ dÖ« ÆA ¨B ¨C Ë Dp?¹ —œ t?D?I?. —U?N?Ç s¹« bOM� XÐUŁ ¨bMýUÐ UC) —œ e¹UL²� tDI. —UNÇ 

 jš Ëœ dÖ« UNMð Ë dÖ« b.—«œ —«d' t×H2AB Ë CDÆbMýUÐ È“«u� U¹ lÞUI²� 

≥ jš tÝ dÖ« Æ  L1 ¨  L2 Ë   L3t×H2 p¹ —œ jš tÝ s¹« bOM� XÐUŁ ¨bMýUÐ lÞUI²� Ëœ tÐ Ëœ 

ÆbMÝdL¼ U¹ Ë b.—«œ —«d'

¥ dÖ« ÆA ̈B ̈C Ë DXOF{Ë ̈ bMýUÐ t²ý«b. —«d' t×H2 p¹ —œ t� bMýUÐ UC) —œ tDI. —UNÇ 

øXÝ« t.u~Ç ¨œ—cÖv� U¼tDI. s¹« Ëœ tÐ Ëœ “« t� v¹UNDš

µ dÖ« Æ  P1 ¨  P2 Ë   P3tÝ s¹« ÈUN�d²A� qB) bOM� XÐUŁ ¨bMýUÐ lÞUI²� Ëœ tÐ Ëœ t×H2 tÝ 

Æb.—cÖv� tDI. p¹ “« tÝ d¼ U¹ Ë bM¹“«u� jš tÝ U¹ ¨t×H2

P
1

P
2

P
3

P
3

P
2

P
1

v¹ULM¼«—∫ t×H2 Ëœ   P1¨  P2t×H2 Ë jš s¹« XOF{ËÆbMM�v� lD' jš p¹ —œ«— d~¹bJ¹   P3

Æb¹dO~Ð dE. —œ «—



±≥π

¥‡‡≤È“«u� ÈU¼t×H� Ë UNDš ‡‡

∫b¼œv� Œ— XTUŠ Ëœ —œ t×HB Ë jš p¹ ÊœuÐ È“«u�

Æœ—«b� —«d3 t×HB —œ jš t−O²� —œ ¨b�—«b� v«d²ý« tDI� êO¼ ¨t×HB Ë jš ©nT«

Æœ—«œ —«d3 t×HB —œ v�ULð tÐ jš ©»

t?²�dÖ dE� —œ È“«uð XTUŠ Ëœ d¼ b¹UÐ ¨t×HB Ë jš È“«uð tÐ ◊uÐd� ÈU¼tOC3  U³Ł« È«dÐ

Æœuý

¥‡‡≤‡‡±È“«u� t×H� Ë jš ‡‡

 j??š d??Ö«L t??×??H??B U?Ð PË b??ýU??Ð È“«u??� 

 U?Ð È“«u?�d?O?ž È«t?×HBP “« ¨L ¨œ—c?~Ð P—œ «— 

 b?M�U� vDš′L t?OC3 ÆbMv� lD3 ±ÊœuÐ È“«u� 

L Ë ′LÆb¼œv� ÊUA� «— 
P

L

L ′

 tOC�±∫ jš dÖ« L t×HB UÐ P “« t t×HB d¼ ̈ býUÐ È“«u� L UÐ Ë œ—c~Ð P

 ¨býUÐ lÞUI²�P È“«u� jš p¹ —œ «— LÆbMv� lD3 

e¹d³ð —œ vKÖ q¹«



±¥∞

∫ÊU ¼dÐX?TU?Š Ëœ ¨t?O?C3 s¹«  U³Ł« È«dÐ 

t?Ð «— U?C?� —œ t?×?H?B Ë j?š p?¹ Êœu?Ð È“«u?�

∫r¹dOÖv� dE� —œ ¨pOJHð

 jš ©nT«L t×HB —œ PÆœ—«b� —«d3 

bOM ÷d�′P “« Áb�—cÖ È«t×HB L t býUÐ P jš —œ «— ′L ÆbM lD3 L Ë ′L—œ Ëœ d¼ 

 t×HB′P ÊœuÐ lÞUI²� “« «d¹“ ¨bMMvL� lD3 «— d~¹bL¼ Ë bM²R¼ L Ë ′L jš t œuýv� t−O²� L

 t×HBPÆXÝ« ÷d� ·öš t ¨bMv� lD3 «— 

 jš Ëœ ¨s¹«dÐUMÐL Ë ′Lt×HB —œ ¨Ëœ d¼ ′Pr¼ UÐ fÄ ¨bMMvL� lD3 «— d~¹bL¼ Ë bM²R¼ 

ÆbM¹“«u�

 jš ©»L t×HB —œ PÆœ—«œ —«d3 

t×HB d¼ XTUŠ s¹« —œ′P “« e¹UL²� P “« t L t×HB ¨œ—cÖv� P jš ÊUL¼ —œ «— LlD3 

ÆXÝ« sýË— tOC3 v²Ý—œ Ë bMv�

Ê¬ “« È—ULAOÐ ÈUNDš UÐ ̈ býUÐ È“«u� È«t×HB UÐ vDš dÖ« t œuýv� t−O²� ̈ tOC3 s¹« “«

ÆXÝ« È“«u� t×HB

∫tłuðÆXÝ« È“«u� t×HB Ê¬ ÈUNDš “« vJ¹ UÐ q3«bŠ ̈ býUÐ È“«u� È«t×HB UÐ vDš dÖ« 

 tOC3≤Æb¼œv� ÊUA� ¨«— t−O²� s¹« fJŽ 

∫ÊU¼dÐ jš dÖ« L t×HB —œ P býUÐ rJŠ

X?Ý« —«d?�dÐ tOC� j?š b?OM ÷d� fÄ ÆL—œ 

 t×HBPÆœ—«b� —«d3 

d?Ö«′L t×?‡?H?B “« v?D?š P U?Ð t? b?ýU?Ð L

 ¨XÝ« È“«u�L Ë ′Lt  «— È«t×HB Æb�e‡¹UL‡²� 

œ—c‡Öv� È“«u‡� jš Ëœ s‡¹« “«′P t×HB Ëœ „d²A� qB‡� ÆrO‡�U�v� PË ′Pjš ÊUL¼ ′LÆXÝ« 

 jš dÖ«L t×HB P¨œ—«œ —«d?3 t?×HB Ëœ s¹« „d²A� qB� ÈË— lÞUIð q×� bM lD3 «— 

 jš Ëœ vMF¹LË ′L t bý bM¼«uš lÞUI²� ÷d� ·öš jš fÄ ÆXÝ« L t×HB PbMvL� lD3 «— 

ÆXÝ« È“«u� Ê¬ UÐ Ë

P

L

L ′

P ′

P L ′

L

P ′

 tOC�≤∫ jš dÖ« L t×HB ÈUNDš “« vJ¹ UÐ P jš ̈ ÁU~�¬ ̈ býUÐ È“«u� LUÐ 

 t×HBPÆXÝ« È“«u� 



±¥±

∫b¹¬v� XÝœ tÐ d¹“ rN� t−O²� ¨tOC3 Ëœ s¹« “«

∫t×H� Ë jš È“«uð ◊dý jšL t×HB UÐ P ̈ XÝ« È“«u� dÖ« UNMð Ë dÖ«¨

L t×HB ÈUNDš “« vJ¹ UÐ PÆbýUÐ È“«u� 

 tOC�≥∫ jš dÖ« L t×HB UÐ P Ë È“«u� A t×HB “« È«tDI� P¨ÁU~�¬ býUÐ 

 “« t vDšA  «“«u� tÐ L t×HB —œ v�ULð tÐ ¨œuýv� rÝ— PÆœ—«œ —«d3 

 tOC3 “« È«t−O²� ¨s¹«±XÝ« ”bOK3« È“«uð qB« Ë 
±

Æ

 ∫t%Q�� tDI� “«A t×HB Ã—Uš P È“«u� vDš ¨PÆbOM rÝ— 

qŠ∫ t×HB —œ P Á«u:Tœ jš p¹ ̈L tDI� “« ÆbOM rÝ— Ajš ̈′L È“«u� «— LÆbO�«—c~Ð ′L

 t×HB ÈUNDš “« vJ¹ UÐPjš fÄ ¨XÝ« È“«u� ′L t×HB UÐ PÆXÝ« È“«u� 

L ′ A

LP

±Ë≤XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡

L

L ′

A

P P ′

 ‡‡ s¹dLðøb�«—cÖ ÷ËdH� t×HB p¹ È“«u� ÷ËdH� tDI� p¹ “« Ê«uðv� jš bMÇ

 t−O²@±‡‡bM¹“«u� r¼ UÐ jš Ëœ Ê¬ ¨bMýUÐ È“«u� Èd~¹œ jš UÐ jš Ëœ dÖ« 
≤

Æ

 t−O²@≤ ‡‡ÆXÝ« È“«u� UN�¬ „d²A� qB� UÐ ¨býUÐ È“«u� ¨lÞUI²� t×HB Ëœ UÐ vDš dÖ«

∫ÊU¼dÐ jš bOM ÷d� L lÞUI²� t×HB Ëœ È“«u� P

Ë′P bM�U� „d²A� qB� tDI� p¹ “« ÆbýUÐ A jš ¨′L«— 

 È“«u?�L j?š Êu?Ç Ær?O?M?v� rÝ— L t?×?H?B UÐ PÈ“«u?� 

 jš ¨XÝ«′L t?×HB —œ v�ULð tÐ P‰ôb²Ý« UÐ Æœ—«œ —«d3 

j?š t?ÐUA�′Lt?×?H?B —œ v?�ULð tÐ ′P¨f?Ä Æœ—«œ —«d3 ′L

 t×HB Ëœ „d²A� qB� ÊUL¼PË ′P jš UÐ t XÝ« LeO� 

 Ë XÝ« È“«u�Æœuýv� t−O²@ ¨rJŠ



±¥≤

¥‡‡≤‡‡≤È“«u� ÈU¼t×H� Ë UNDš “« vÖó¹Ë bMÇ ‡‡

vDš dÖ« t ¨r¹b¹œ t×DR� tÝbM¼ —œ

«— Èd~¹œ ¨bM lD3 «— È“«u� jš Ëœ “« vJ¹

È«dÐ UC� —œ vÖó¹Ë s¹« tÐUA� ªbMv� lD3 r¼

t ̈ œ—«œ œułË eO� È“«u� ÈU¼t×HB Ë UNDš

∫rOMv� ÊUOÐ «— d¹“ t−O²� bMÇ ̈ ‰U¦� Ê«uMŽ tÐ

 t?−?O²@±‡‡Ëœ “« v?J?¹ È«t?×HB dÖ« 

l?D?3 r ¼ «— Èd?~?¹œ ¨bM lD3 «— È“«u� jš

bMv�
±

Æ

 t−O²@≤‡‡t×HB Ëœ “« vJ‡¹ vDš d‡Ö« 

bMv� lD3 r¼ «— Èd~¹œ ̈ bM lD3 «— È“«u�
≤

Æ

 t−O²@≥‡‡Ëœ “« vJ¹ È«t×HB dÖ« 

r ¼ «— Èd?~?¹œ ¨b?M lD3 «— È“«u� t×HB

bM¹“«u� r¼ UÐ UNd²A� qB� Ë bMv� lD3
≥

Æ

L

2L

1
L

±  U³Ł« ‡‡±¨≤Ë≥XÝuOÄ —œ 



±¥≥

¥‡‡≤‡‡≥È“«u� ÈU¼t×H� ‡‡

«— œu?š œ«b� Æb¹dO~Ð dE� —œ È“«u� Ë e¹UL²� t×HB Ëœ Ê«uMŽ tÐ «— sO�“ `DÝ Ë eO� `DÝ

ÆbO¼œ —«d3 eO� `DÝ ÈË—

±øœ—«œ v²OF{Ë tÇ sO�“ `DÝ tÐ X³R� œ«b� ‡‡

≤ÆbO¼œ `O{uð ølÞUI²� U¹ XÝ« È“«u� sO�“ `DÝ UÐ œ«b� ‡‡

∫XÝ« d¹“ ”bŠ “UÝtMO�“ ¨Áb¼UA� s¹«

t×H� UÐ ¨t×H� Ëœ s¹« “« vJ¹ “« jš d¼ ¨bMýUÐ È“«u� t×H� Ëœ dÖ«

ÆXÝ« È“«u� d~¹œ

t?×?H?B Ëœ d?Ö« ¨s?¹«d?ÐU?M?Ð Æœd  X?ÐU?Ł «— ”b?Š s?¹« v²Ý—œ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« UÐ ¨Ê«uðv�

d¼ ̈ fÄ ÆXÝ« È“«u� d~¹œ t×HB “« jš p¹ UÐ q3«bŠ U¼t×HB s¹« “« vJ¹ jš d¼ ̈ bMýUÐ È“«u�

 t?O?C3 ÆXÝ« È“«u� d~¹œ t×HB “« lÞUI²� jš Ëœ UÐ ¨t×HB Ëœ s¹« “« vJ¹ “« lÞUI²� jš Ëœ¥

Æb¼œv� ÊUA� «— VKD� s¹« fJŽ v²Ý—œ

 tOC�¥∫Èd~¹œ t×HB “« lÞUI²� jš Ëœ UÐ È«t×HB “« lÞUI²� jš Ëœ dÖ« 

bM¹“«u� t×HB Ëœ Ê¬ ¨bMýUÐ È“«u� Ëœ tÐ Ëœ
±

Æ

∫t%Q�� tDI� “« A t×HB “« Ã—Uš P t×HB È“«u� t×HB p¹ ¨PÆbO�«—c~Ð 

±XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡



±¥¥

qŠ∫ tDI� “« A t×HB È“«u� e¹UL²� jš Ëœ ¨ P tOC3 o³Þ ÆrOMv� rÝ— ¥“« t È«t×HB 

ÆXÝ« dE�œ—u� t×HB ÊUL¼ ¨œ—cÖv� jš Ëœ s¹«

‡‡ t−O²@Æb�«—cÖ t×HB Ê¬ È“«u� È«t×HB Ê«uðv� ¨t×HB p¹ “« Ã—Uš tDI� p¹ “« 

‡‡ s¹dLð È“«u� t×HB ¨bOM XÐUŁ ôUÐ t−O²� —œ XÝU²J¹ t×HB Ëœ dÖ« ¨vMF¹ Æ  Q1 Ë   Q2

 tDI� “«A t×HB  «“«u� tÐ P r¼ dÐ t×HB Ëœ s¹« ¨b�—c~Ð bMI³DM� l3«Ë —œ vMF¹ ¨vJ¹ÆbM²R¼ 

∫v¹ULM¼«— t−O²� tÐ ≥ÆbOM tłuð 

 tOC�µ∫«— UN�¬ t jš Ëœ ÈË— ¨È“«u� ÈU¼t×HB Æ©UC� —œ fTUð tOC3® 

 d?Ö« v?MF¹ ¨bMMv� œU−¹« VÝUM²� dþUM²� ÈUNDšÁ—UÄ ¨bMMv� lD3P ¨Q Ë R

 j?š Ëœ Ë b?M?ýU?Ð È“«u?� t?×?H?B tÝL Ë ′L—œ V?O?ðd?ð t?Ð «— U ¼t?×?HB s¹« 

 ÈU¼tDI�A ¨B Ë CË ′A¨′BË ′C∫ÁU~�¬ ¨bMM lD3 

AB
BC

=
′A ′B
′B ′C

 ∫ÊU¼dÐ t×HB t Ê¬ ÷d� UÐ ¨qJý o³ÞQ

 t×HB Ëœ sOÐP Ë R jš ̈ býUÐ A ′CÆbOM rÝ— «— 

 t×HB jš s¹«Q bM�U� È«tDI� —œ «— MÆbMv� lD3 

 l?ÞU?I?²?� j?š Ëœ “« Áb�—cÖ t×HBA ′C Ë AC«— 

  P1lÞUI²� jš Ëœ “« Áb�—cÖ t×HB Ë A ′CË ′A ′C

 «—  P2jš Ëœ ÆbO�UMÐ C ′C Ë BM t×HB —œ   P1¨

 t×HB —œ Æ©ø«dÇ® bM¹“«u�  P1tOC3 “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨

ÆXÝ« —«d3dÐ d¹“ X³R� ¨fTUð

AB
BC

=
AM
M ′C

 jš Ëœ ¨sOMâL¼A ′A Ë M ′B t×HB —œ   P2 bM¹“«u� ® t×HB —œ Ë ¨©ø«dÇ  P2ÁœUH²Ý« UÐ ¨

ÆXÝ« —«d3dÐ d¹“ X³R� ¨fTUð tOC3 “«

′A ′B
′B ′C

=
AM
M ′C
Æœuýv� t−O²� tOC3 rJŠ ¨UN¹ËURð s¹« “«

AB
BC

=
′A ′B
′B ′C

P

Q

R

C

B

A
A′

B

C

′

′

M

L L′



±¥µ

P

Q

R

C

B

A
A′

B

C

′

′

L L′

‡‡ s¹dLð È“«u� t×HB tÝ P ¨Q Ë R d�UM²� jš Ëœ ¨L Ë ′L—œ V?Oðdð tÐ ¨qJý o³Þ «— 

 ÈU ¼t?DI�A ¨B Ë C Ë ′A ¨′B Ë ′C d?Ö« Æb?�«Áœd lD3 

AB
BC

=
2

7
 Ë   ′B ′C = 14Á“«b?�« ¨býUÐ 

 jšÁ—UÄ′A ′BÆbOM sOOFð «— 

L

L

L

B A

3
′ L

2
′ L

1
′

′

∫tłuðËœ ÈË— U?C?� —œ t?×?H?B b?MÇ dÖ« ¨vMF¹ ÆXRO� —«d3dÐ ¨UC� —œ fTUð tOC3 fJŽ 

U�ËeT ¨bMýUÐ Áœd œU−¹« VÝUM²� dþUM²� ÈUNDšÁ—UÄ ¨jšÎÆbM²RO� È“«u� U¼t×HB Ê¬ 

¥‡‡≤‡‡¥UC� —œ jš Ëœ sOÐ t¹Ë«“ ‡‡

 XO%UF�¥‡‡≥

± d�UM²� jš Ëœ ‡‡L Ë ′LÆb¹dO~Ð dE� —œ «— 

≤ bM�U� tDI� p¹ “« ‡‡A jš ÈË— L jš ¨   ′L1«— 

 «“«u� tÐ′L ÈUNDš ÆbOM rÝ— LË   ′L1Æb�uýv� lÞUI²� 

 «— jš Ëœ s¹« “« Áb�—cÖ t×HBPÆbO�UMÐ 

≥jš ‡‡′Løœ—«œ v²OF{Ë tÇ t×HB s¹« tÐ X³R� 

 tOC3≤°bOMJ� ‘u�«d� «— 

¥ bM�U� eO� «— Èd~¹œ tDI� ‡‡B jš ÈË— ̈L jš ̈ Ê¬ “« Ë bOM »U:²�«   ′L2  «“«u� tÐ «— ′L

 jš ÆbOM rÝ—  ′L2 t×HB tÐ X³R� Pøœ—«œ v²OF{Ë tÇ 

µ XOF{Ë Uð ¨œd pL ULý tÐ VKD� Â«b ‡‡  ′L2 t×HB tÐ X³R� «— PøbO¼œ hO:Að 

∂ jš ÈË— ¨eO� Èd~¹œ Á«u:Tœ tDI� ‡‡L jš ¨Ê¬ “« Ë bOM »U:²�«   ′L3  «“«u� tÐ «— ′L

 XOF{Ë ÆbOM rÝ—  ′L3 t×HB tÐ X³R� PøXÝ« t�u~Ç 



±¥∂

∑ ÈUNDš «dÇ t bO¼œ `O{uð ‡‡L ¨  ′L1 ¨  ′L2¨  ′L3Æb�—«œ —«d3 t×HB p¹ —œ v~L¼ 

∏dJ� Ê¬ tÐ øbOM n¹dFð «— d�UM²� jš Ëœ sOÐ t¹Ë«“ ¨XOTUF� s¹« “« ÁœUH²Ý« UÐ bO�«uðv� U¹¬ ‡‡

 XOTUF� “« °bOM¥‡‡≥∫œd n¹dFð d¹“  —uB tÐ «— d�UM²� jš Ëœ sOÐ t¹Ë«“ Ê«uðv� ¨

 d�UM²� jš ËœL Ë ′L ÈË— tDI� d¼ “« dÖ« Æb�«Ábý Áœ«œ L U¹ ′LÈ“«u� vDš 

 ¨lÞUI²� jš Ëœ s¹« sOÐ tLzU3 U¹ ÁœUŠ t¹Ë«“ ¨œuý rÝ— Èd~¹œÊ¬ sOÐ t¹Ë«“

jš Ëœ d�UM²�Æœuýv� ÁbO�U� ¨

∫œuýv� n¹dFð d¹“  —uB tÐ ¨UC� —œ jš Ëœ ÊœuÐœuLŽ ¨n¹dFð s¹« “« ÁœUH²Ý« UÐ

 jš ËœLË ′L «—  œuLŽ ¨UN�¬ sOÐ t¹Ë«“ ÁUÖd¼ ¨rO�U� d~¹bJ¹ dÐ tLzU�ÆbýUÐ

‡‡ s¹dLðÆbOM v¹UÝUMý «— r¼ dÐ œuLŽ d�UM²� ÈUNDš Ë b¹d~MÐ X3œ tÐ œuš ·«dÞ« jO‡×� tÐ 

 t−O²@±‡‡ÆXÝ« œuLŽ r¼ Èd~¹œ dÐ ¨býUÐ œuLŽ È“«u� jš Ëœ “« vJ¹ dÐ vDš dÖ« 

 XOTUF� “« ¨sOMâL¼¥‡‡≥∫t œuýv� t−O²� ¨

 t?−?O²@≤‡‡ d?Ö« LË ′L q?�U?ý t?×?H?B p?¹ ¨bMýUÐ d�UM²� jš Ëœ L U?Ð t  œ—«œ œułË ′L

ÆbýUÐ È“«u�

 q�Uý t×HB t œd XÐUŁ Ê«uðv�LÈ“«u� Ë ′LXÝU²J¹ 
±

Æ

 ‡‡ s‡¹d‡LðÆbO‡Md‡Ä VÝUM‡�  U‡L‡K UÐ «— v‡TU‡š ÈU‡¼Uł ̈ d¹“ qO‡D²R� VF‡J� tÐ tłu‡ð U‡Ð

± ‰U¹ ©ABÆXÝ« È“«u� ìì ‰U¹ UÐ 

≤ ‰U¹ dÐ ìì ‰U¹ ©FEÆXÝ« œuLŽ 

≥ ‰U¹ ©GH ‰U¹ Ë DEìì 

¥ ‰U¹ ©AD ‰U¹ Ë HCìì 

AB

C D

E

FG

H

±XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡



±¥∑

U¼t%Q��

±t×HB UÐ ¨U¼t×HB s¹« “« vJ¹ dÐ l3«Ë jš d¼ ¨bMýUÐ È“«u� t×HB Ëœ dÖ« t bOM XÐUŁ Æ

t×HB UÐ ̈ v{ËdH� t×HB “« jš d¼ dÖ« ̈ vMF¹ øXÝ« XÝ—œ eO� VKD� fJŽ U¹¬ ÆXÝ« È“«u� d~¹œ

øbM¹“«u� t×HB Ëœ Ê¬ U¹¬ ¨býUÐ È“«u� Èd~¹œ ÷ËdH�

≤ tDI� “« ÆO t×HB “« Ã—Uš P UÐ t œ—cÖv� jš bMÇ P tDI� “« øXÝ« È“«u� O“« Ã—Uš 

 bM�U� jš p¹L UÐ t œ—cÖv� t×HB bMÇ LøXÝ« È“«u� 

≥ dÖ« ÆO bM�U� È«t×HB “« Ã—Uš È«tDI� P “« Áb�—cÖ ÈUNDš tOK bOM XÐUŁ ¨býUÐ Ot 

 UÐP È“«u� t×HB p¹ —œ bM²R¼ È“«u� PÆb�—«œ —«d3 

¥ÆbM¹“«u� r¼ UÐ ÊUýœuš ¨bMýUÐ È“«u� v�uÝ t×HB UÐ t×HB Ëœ dÖ« Æ

µÆXÝ« È“«u� r¼ Èd~¹œ U‡Ð býUÐ È“«u‡� ¨È“«u� jš Ëœ “« vJ¹ UÐ È«t×HB dÖ« Æ

∂È“«u?� r?¼ Èd?~?¹œ U?Ð X?Ý« È“«u?� ¨È“«u?� t?×HB Ëœ “« vJ‡¹ UÐ t vDš b‡OM XÐU‡Ł Æ

ÆXÝ«

∑U�ËeT U¹¬ ̈ bM lD3 «— È“«u� jš Ëœ “« vJ¹ vDš dÖ« ̈ UC� —œ ÆÎøbMv� lD3 r¼ «— Èd~¹œ 

ÆbOM rÝ— qJý UÐ ‰U¦� p¹ ¨v²Ý—œU�  —uB —œ Ë bOM XÐUŁ «— Ê¬ ¨rJŠ s¹« v²Ý—œ  —uB —œ

∏j?š Ëœ s¹« X�dÖ t−O²� Ê«uðv� U¹¬ ¨bMýUÐ t²ý«œ —«d3 È“«u� t×HB Ëœ —œ jš Ëœ dÖ« Æ

ÆbOM rÝ— qJý UÐ ‰U¦� p¹ v²Ý—œU�  —uB —œ Ë bOM XÐUŁ «— Ê¬ v²Ý—œ  —uB —œÆbM¹“«u�

π—«d?3 Áb?ŽU?3 t?×?H?B È“«u?� t?×HB p¹ —œ ¨Ê¬ ÈUNTU¹ jÝË ¨Âd¼ p¹ —œ t bOM XÐUŁ Æ

Æb�—«œ

±∞ t?×?H?B Ë—tÐË— Âd¼ —œ Æ′A ′B ′C Áb?ŽU?3 t?×?HB È“«u�  ABCË XÝ«  SA = 5S ′AÆ

 YK¦� XŠUR� X³R�′A ′B ′C YK¦� XŠUR� tÐ ABCøXÝ« —bIÇ 

A

C B

A

BC

S

′

′′



±¥∏

¥‡‡≥r¼dÐ œuLŽ ÈU¼t×H� Ë UNDš ‡‡

Êœu?Ð œu?L?Ž Ë b�UFð ÂuNH� Æb�uýv� t²�dÖ —UJÐ U¼UMÐ ÊUL²šUÝ —œ v�«Ë«d� vÝbM¼ ÈU¼Áb¹«

l3«Ë —œ ÆbýUÐv� U¼UMÐ s²šUÝ —œ tOTË« ‰uB« “« U¼—«u¹œ Ë vKB« ÈUN�u²Ý œ—u� —œ sO�“ `DÝdÐ

—UŁ¬ “« vJ¹ ôUÐ d¹uBð Æœuýv� U¼UMÐ t�uÖs¹« È—«b¹UÄ Ë ¡UIÐ Vłu� vÝbM¼ Ë v{U¹— ‰uB« X¹UŽ—

ÆXÝ« vÝbM¼ ÈU³¹“ ÈU¼Áb¹« “« uKL� UMÐ s¹« Æœuýv� ÁbO�U� Á—ULFT«fLý t XÝ« bMLý“—« v�U²ÝUÐ

ÆbOM rR−ð «— r¼ dÐ œuLŽ ÈU¼t×HB Ë UNDš tÐ ◊uÐd� ÈU¼Áb¹« Ë bOM dJ� Ê¬ tÐ

Ê«dNð —œ Á—ULF%«fLý ÊUL²šUÝ



±¥π

¥‡‡≥‡‡±t×H� dÐ œuLŽ jš ‡‡

 jšL t×HB dÐ P t×HB ÁUÖd¼ ¨XÝ« œuLŽ P t×HB jš d¼ dÐ Ë bM lD3 «— PtDI� “« t 

ÆbýUÐ œuLŽ ¨œ—cÖv� lÞUIð

È«d?Ð t  b?Ý—v?� dE� tÐ ¨œd h:A� Ê«uðv� Ê¬ È“«u�dOž jš Ëœ UÐ ¨«— t×HB d¼ ÊuÇ

ÆbýUÐ œuLŽ t×HB Ê¬ “« È“«u�dOž jš Ëœ dÐ jš Ê¬ XÝ« v�U ¨t×HB dÐ jš p¹ ÊœuÐ œuLŽ

ÆbMv� X¹uIð «— ”bŠ s¹« ¨t×HB p¹ dÐ œuLŽ jš s²šUÝ È«dÐ d¹“ vKLŽ ‘Ë—

bO¼œ —«d3 eO� `DÝ ÈË— È«t�uÖ tÐ ¨«— tLzU3 t¹Ë«“ lK{ p¹ ¨Â«bd¼ “« Ë b¹—«œdÐ UO�uÖ Ëœ

bOM “UÐ «— œuš tÝbM¼ »U²Æb�uý o³DM� r¼dÐ ̈ UN�¬ tLzU3 t¹Ë«“ d~¹œ lK{ Ë bMýU³� œ«b²�« p¹ —œ t

Æb¹—«c~Ð eO� ÈË— d¹“ qJý oÐUD� Ë

”—U� —œ bOALłXYð

`DÝ t×HB dÐ ̈ UO�uÖ Ëœ „d²A� lK{ ̈ bO¼œ —«d3 ôUÐ j¹«dý oÐUD� «— UO�uÖ Ëœ t v²OF{Ë d¼—œ

ÆXÝ« œuLŽ eO� `DÝ t×HBdÐ eO� »U² ÈU¼t×HB ÈUNd²A� qB� VOðdð sOL¼ tÐÆœuýv� œuLŽ eO�



±µ∞

 tOC�∂Æ©b?�UFð vÝUÝ« tOC�® ∫ jš L t×HB dÐ P XÝ« œuLŽ UNMð Ë dÖ«

dÖ«t×HB ̈Ï PtDI� “« t Ê¬ È“«u�dOž jš Ëœ dÐ Ë bM lD3 «— Ï¨b�—cÖv� lÞUIð 

ÆbýUÐ œuLŽ

∫ÊU¼dÐ jš dÖ« L t×HB dÐ P ¨býUÐ œuLŽ

t×HB ¨n¹dFð o³ÞÏ Pjš d¼ dÐ Ë bMv� lD3 «— 

ÆXÝ« œuLŽ ̈ œ—cÖv� lÞUIð tDI� “« t t×HB s¹«

tDI� “« Áb�—cÖ È“«u�dOž jš Ëœ Ê¬ dÐ t−O²� —œÏ

b?O?M  ÷d?� ¨f?J?Žd?Ð ÆX?Ý« œu?LŽ eO� lÞUIðL

 t×HBP bM�U� È«tDI� —œ «— O bM�U� t×HB s¹« È“«u�dOž jš Ëœ dÐ Ë bM lD3   L1Ë   L2 “« t O

 t rOM XÐUŁ b¹UÐ ÆbýUÐ œuLŽ b�—cÖv�L bM�U� t×HB s¹« “« vDš d¼ dÐ   L3 “« t OœuLŽ ̈ œ—cÖv� 

 ÈU¼tDI� ÆXÝ«A Ë B ÈË— VOðdð tÐ «—   L1Ë   L2 jšÁ—UÄ t rOMv� —UO²š« ÊUMÇ AB jš ̈  L3«— 

 bM�U� È«tDI� —œC jš ÈË— ÆbM lD3 L t?DI� ·dÞ Ëœ —œ Ë O ÈU¼tDI� ¨MË ′MÈ«t�uÖ tÐ «— 

t rOMv� »U:²�«OM = O ′M jš “« Áb�—cÖ t×HB —œ ÆbýUÐ L tDI� Ë A jš ̈OAnBM�œuLŽ 

jšÁ—UÄM ′M¨fÄ ̈ XÝ« AM = A ′M œuýv� t−O²� ̈ tÐUA� ‰ôb²Ý« UÐ ÆBM = B ′M¨s¹«dÐUMÐ Æ

 YK¦� ËœMAB Ë ′M AB XTUŠ tÐ ® t¹Ë«“ Ëœ ̈ t−O²� —œ ÆbM²ANML¼ ̈ ©÷÷÷M A
∧

C Ë ′M A
∧

C

 YK¦� Ëœ Ë bM¹ËUR�MAC Ë ′M AC XTUŠ tÐ eO� ®ÆbM²R¼ XANML¼ ©÷“÷

 ̈ fÄMC = ′M C YK¦� Ë MC ′M ”√— —œ ̈C ÊuÇ Ë XÝ« sO3URT«ÈËUR²� OCœ—«Ë t�UO� 

lK{ dÐM ′M jš ̈ fÄ ÆXÝ« OC jš dÐ M ′M jš vMF¹ ̈ XÝ« œuLŽ L jš dÐ   L3ÆXÝ« œuLŽ 

tOC� rOLFðÏb�UFð vÝUÝ« 

t  œ«œ ÊU?A?� Ê«u?ðv?� ¨d?�UM²� jš Ëœ ÊœuÐœuLŽ n¹dFð tÐ tłuð UÐÈ«t?×?H� dÐ vDš dÖ« 

ÆXÝ« œuLŽ ¨eO@ t×H� Ê¬ “« jš d¼ dÐ ¨býUÐ œuLŽ

 jš bOM ÷d� ̈ VKD� s¹« Êœ«œ ÊUA� È«dÐL t×HB dÐ P tDI� —œ «—Ê¬ Ë XÝ« œuLŽ AlD3 

bOM ÷d� ÆXÝ« Áœd′L—œ v¼«u:Tœ jš 

 t×HBP tDI� “« ÆbýUÐ A t×HB —œ Pjš 

′′L «“«u� tÐ «— ′LU−�¬ “« ÆrOMv� rÝ— 

 tLdÐ ′LË XÝ« œuLŽ ′L UÐ ′LÈ“«u� 

 ¨XÝ«LdÐ ′LÆXÝ« œuLŽ r¼ 

B
C

O
A

L
1

M

L
2

P

M

L

′

L
3

PL′

L ′′ A

L



±µ±

 j?š d?Ö« ¨fJŽd‡ÐLt?‡L¼ dÐ Ï ÈU?NDš t?×HBÏ P t  œ«œ ÊU?A?� Ê«u?‡ðv� ¨býU‡Ð œuLŽ LdÐ 

t×HBÏ  P rOM XÐUŁ XÝ« v�U ÆXÝ« œuLŽLt×HB Ï PÊUA� Ê«uðv� —uEM� s¹bÐ ÆbMv� lD3 «— 

XÝ« lÞUI²� t×HB Ê¬ UÐ ¨býUÐ œuLŽ È«t×HB È“«u�dOž jš Ëœ dÐ vDš dÖ« t œ«œ
±

∫s¹«dÐUMÐ Æ

 jšL t?×HB dÐ P XÝ« œuLŽ dÖ« UNMð Ë dÖ«¨L t?L¼ dÐ Ït?×HB ÈUNDš Ï P

ÆbýUÐ œuLŽ

tOC3 ËÏ∫œ«œ rOLFð Ê«uðv� d¹“  —uB tÐ «— b�UFð vÝUÝ« 

 jšLt?×?HB dÐ Ï P X?Ý« œuLŽ d?Ö« UNMð Ë dÖ« “« È“«u?�d?Ož jš Ëœ dÐ ¨P

ÆbýUÐ œuLŽ

 t?−?O?² @±‡?‡j?š Ëœ “« v?J?¹ d?Ö« 

Èd~¹œ ¨býUÐ œuLŽ t×HB p¹ dÐ È“«u�

ÆXÝ« œuLŽ t×HB Ê¬ dÐ r¼
≤

P

 t?−O²@≤‡?‡p?¹ dÐ œuLŽ jš Ëœ 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ ¨t×HB
≥

P

 t−O²@≥‡‡p¹ dÐ œuLŽ t×HB Ëœ 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ ¨jš
¥

±XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡

≤  U³Ł« ‡‡≤¨≥Ë ¥XÝuOÄ —œ 



±µ≤

 t�Q��±∫ tDI. “« A jš ÈË— LÈ«t×H2 ¨

 jš dÐLÆbOM� œuLŽ 

qŠ∫ jš “« rO.«uðv� LÆrO.«—c~Ð t×H2 —ULAOÐ 

 «— U¼t×H2 s¹« “« e¹UL²� t×H2 Ëœ  P1Ë   P2

 tDI. “« ÆrO�U.v�At×H2 —œ   P1jš ¨  L1œuLŽ «— 

 dÐL tDI. “« ¨tÐUA� —uÞ tÐ ÆrOM�v� rÝ— A t×H2 —œ   P2 jš ¨  L2 dÐ œuLŽ «— LÆrOM�v� rÝ— 

 ÈUNDš  L1Ë   L2 jš Ë bMFÞUI²� L o³Þ ÆXÝ« œuLŽ UN.¬ ÈËœ d¼ dÐ ¨b�UFð vÝUÝ« tOC*

 jšL “« Áb.—cÖ t×H2 dÐ   L1Ë   L2ÆXÝ« »uKD� t×H2 ÊUL¼ ¨t×H2 s¹« ÆXÝ« œuLŽ eO. 

‡‡ s¹dLð tDI. “« A jš “« Ã—Uš L dÐ œuLŽ t×H2 p¹ ̈LÆbO.«—c~Ð ̈t×H2 s¹« bOM� XÐUŁ

ÆXÝU²J¹

 ∫v¹ULM¼«— t−O². tÐ≥ÆbOM� tłuð 

Æb¹¬v� XÝœ tÐ d¹“ rN� t−O². ¨s¹«dÐUMÐ 

 bM.U� tDI. d¼ “«A¨UC) —œ p¹ UNMð Ë p¹ bM.U� vDš dÐ t� œ—cÖv� t×H2 

LÆbýUÐ œuLŽ 

 t?�Q��≤∫ tDI. “« Ab?OM� rÝ— vDš 

 t×H2 dÐ t�PÆbýUÐ œuLŽ 

∫qŠ È“«u?�dOž jš Ëœ   L1 Ë   L2«— 

 t×H2 —œP tDI. “« Æb¹dO~Ð dE. —œ At×H2 

  Q1 dÐ œuLŽ «—   L1 t×H2 Ë   Q2 dÐ œuLŽ «—   L2„d²A� qB) ªbMFÞUI²� t×H2 Ëœ s¹« ÆbOM� rÝ— 

 «— UN.¬L ¨b�UFð vÝUÝ« tOC' o³Þ ÆbO�UMÐ L t×H2 dÐ P Ë XÝ« œuLŽ LÆXÝ« »uKD� jš ÊUL¼ 

®t−O². o³Þ≤ÆXÝ« —«d'dÐ d¹“ t−O². Ë ¨XÝU²J¹ jš s¹«¨©

b?M.U� tDI. d¼ “« A ¨UC) —œ p?¹ UNMð Ë p¹È«t?×H2 dÐ t� œ—cÖv� jš 

 bM.U�PÆbýUÐ œuLŽ 

∫`O{uð t$Q*� tÐ tłuð UÐ ±v¹U²J¹ Ë 

U?C?) —œ t×H2 p¹ t� rOÐU¹v� —œ ¨t×H2

 Ê«uðv� ̈ eO. d¹“  —u2 tÐ «—Æœd� hCA�P

L

A

A

L

L2
L

1

PP2 1

A
L

Q
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Q
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±µ≥

Æœuýv� h:A� ¨Ê¬ dÐ œuLŽ jš p¹ Ë ¨Ê¬ “« tDI� p¹ UÐ ¨t×HB d¼

¥‡‡≥‡‡≤È“«uð ÈU¼t%Q�� qŠ —œ b�UFð œdÐ—U� ‡‡

 —œ t «— v¹U¼tTQR� “« È—UORÐ Uð bMMv� pL ¨g:Ð s¹« ÈU¼t−O²� Ë U¼tOC3UNDš gYÐ

È“«u� ÈU¼t×H� Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ b¹«Ábý UMý¬ UN�¬ UÐ  b�UFð¨VKD� s¹« Êœ«œÊUA� È«dÐ ÆbOM qŠ

ö³3 t «— d¹“ ‰U¦� tÝÎ g:Ð —œ È“«u� ÈU¼t×H� Ë UNDš¨ÊuM« Æb¹dO~Ð dE� —œ ¨b¹«Áb¹œ «— UN�¬ 

«œb−� «— ‰U¦� tÝ s¹«ÎtÝ s¹« qŠ t XÝ« `O{uð tÐ Â“ô ÆrOMv� qŠ ¨g:Ð s¹« VTUD� pL UÐ ¨

 ‰U¦� qI²��ÆXÝ« g:Ð Ê¬ —œ UN�¬  U³Ł« “«

 ‰U¦�±∫  t×HB dÖ«P t×HB Ëœ UÐ   P1

Ë  P2 t×HB Ëœ ¨býUÐ È“«u�   P1Ë   P2UÐ eO� 

ÆbM¹“«u� r¼

q??Š∫ j?š L t??×??H??B d?Ð «— Pœu??L?Ž 

 Ær?O?Mv�L dÐ   P1Ë   P2Æœu?ýv?� œu?LŽ eO� 

 t×HB Ëœ ̈ fÄ  P1Ë   P2Æb�œuLŽ jš p¹ dÐ 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ s¹«dÐUMÐ

 ‰U¦�≤∫ t?DI� “« A t?×HB “« Ã—Uš P¨

 È“«u� t×HB p¹PÆœ—cÖv� 

q?Š ∫ t?D?I?� “«A j?š L d?Ð œu?L?Ž «— P

 t?DI� “« ¨fáÝ ÆrOMv� rÝ—A t×HB ¨Q«— 

 dÐ œuLŽL t×HB Ëœ ÆrOMv� rÝ— P Ë Qd ¼ 

 jš dÐ ËœLÆbM¹“«u� r¼ UÐ s¹«dÐUMÐ ¨b�œuLŽ 

 ‰U¦�≥∫ j?š dÖ« L jš Ëœ UÐ   L1 Ë   L2

 jš Ëœ ̈ býUÐ È“«u�  L1 Ë   L2ÆbM¹“«u� r¼ UÐ eO� 

q??Š∫ t??×??H??B P j??š d??Ð «— Lœu??L??Ž 

 Ær?O?M v�P d?Ð   L1 Ë   L2Æœu?ýv?� œu?L?Ž eO� 

 jš Ëœ ¨fÄ  L1 Ë   L2¨b�œuLŽ t×HB p¹ dÐ 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ s¹«dÐUMÐ

P
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±µ¥

¥‡‡≥‡‡≥jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ t×H� ‡‡

ÆbýUÐ œuLŽ Ê¬ dÐ jšÁ—UÄ Ê¬ jÝË —œ t XÝ« vDš ̈ t×HB —œ ̈ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ

Æœuýv� n¹dFð ¨UC� —œ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ t×HB ¨tÐUA� —uÞtÐ

nBM�œuLŽ t×HB ¨býUÐ œuLŽ Ê¬ dÐ ¨jšÁ—UÄ p¹ jÝË —œ t «— È«t×HB

ÆrO�U�v� ¨jšÁ—UÄ Ê¬

 qB� —œ±vÝbM¼ ÊUJ� ̈ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ t r¹œd XÐUŁ 

È«dÐ Æb�«tKBU� p¹ tÐ jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« t XÝ« t×HB “« v¹U¼tDI�

ÆXÝ« —«d3dÐ rJŠ sOL¼ ¨eO� UC� —œ jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ t×HB

“« t XÝ« UC� “« v¹U¼tDI� vÝbM¼ ÊUJ� ¨jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ t×HB

b�«tKBU� p¹ tÐ ¨jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ
±

Æ

U¼t%Q��

±È“«u?� t?łË Ëœ UÐ Ë ¨œ—«œ —«d3 tłË Ëœ —œ ‰U¹ d¼ qOD²R� VFJ� p¹ —œ t bOM XÐUŁ Æ

ÆXÝ« œuLŽ tłË Ëœ dÐ Ë ¨XÝ«

≤ b?O?M? ÷d?� ÆLË ′LÈ“«u?� j?š Ëœ 

 t?×?HB t bMýUÐP ◊U?I� —œ VOðdð tÐ «— A Ë B

 d?Ö« ÆbMM lD3C t?×HB —œ È«tDI� Pt býUÐ 

 jš ÈË—AB jš Ë býU³� L jš dÐ AC jš Ë ′L  jš dÐBC jš Ëœ bOM XÐUŁ ¨býUÐ œuLŽ L

Ë′L t×HB dÐ PÆb�œuLŽ 

≥ b?O?M  ÷d� ÆA ¨B Ë C“« t?D?I?� tÝ 

 t?×?HBPË b?�—«b?� —«d?3 j?š p?¹ d?Ð t bMýUÐ 

AB = AC dÖ« ÆK t×HB “« Ã—Uš È«tDI� P

 t býUÐKB = KC jš Ë KA jš dÐ AB jš bOM XÐUŁ ̈ býUÐ œuLŽ KA t×HB dÐ PÆXÝ« œuLŽ 

¥ÆXÝ« œuLŽ r¼ Èd~¹œ dÐ ¨býUÐ œuLŽ È“«u� t×HB Ëœ “« vJ¹ dÐ vDš dÖ« Æ

P
C

A
H

B

±XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡

C

B A

LL ′

P

C P

B

A

K



±µµ

µ jš dÖ« ÆL t×HB dÐ P jš dÐ t vDš d¼ ¨býUÐ œuLŽ L t×HB UÐ býUÐ œuLŽ PÈ“«u� 

ÆXÝ«

∂ bM�U� tDI� p¹ “« Áb�—cÖ ÈUNDš ÂULð ÆO bM�U� jš p¹ dÐ œuLŽ Ë L—«d3 t×HB p¹ —œ ̈

 jš dÐ t b�—«œLÆXÝ« œuLŽ 

∑ dÖ« ÆL Ë ′L tDI� d¼ “« ̈ bMýUÐ d�UM²� jš Ëœ A dÐ t œ—cÖv� jš p¹ UNMð Ë p¹ LË ′L

ÆXÝ« œuLŽ

∏ bOM ÷d� ÆL t×HB —œ jš p¹ PË ̈

B Ë C t×HB —œ e¹UL²� tDI� Ëœ Pjš t bMýUÐ 

BC t?D?I?� —œ C j?š d?Ð L d?Ö« Æb?ýU?Ð œu?LŽ A

 j?š t? b?ýU?Ð UC� —œ È«tDI�AB t?×?HB dÐ P

 jš bOM XÐUŁ ¨býUÐ œuLŽAC jš dÐ LÆXÝ« œuLŽ 

¥‡‡≥‡‡¥r¼dÐ œuLŽ t×H� Ëœ ‡‡

® tÝbM¼ “« È—Ë¬œU¹±∫©œuLŽ «— t×HB Ëœ 

œułË t×HB Ëœ “« vJ¹ —œ vDš ÁUÖd¼ ̈ rO�U�v� r¼dÐ

ÆbýUÐ œuLŽ Èd~¹œ dÐ t ¨býUÐ t²ý«œ

 jš dÖ« t œuýv� t−O²� ¨n¹dFð s¹« “«L

 t?×?HB dÐP “« t  È«t?×?H?B d ¼ ¨býUÐ œuLŽ L

 t×HB dÐ ¨œ—cÖv�PÆXÝ« œuLŽ 

‰U¦�∫Æb�œuLŽ r¼dÐ ¨Ê¬ —ËU−� tłË Ëœ d¼ ¨qOD²R� VFJ� p¹ —œ 

 tOC�∑∫ dÖ« P Ë Qt XÝ« vDš q�Uý Â«b d¼ ̈ bMýUÐ r¼dÐ œuLŽ t×HB Ëœ 

XÝ« œuLŽ Èd~¹œ dÐ
±

Æ

∫t%Q�� jš dÖ« L t×HB dÐ P¨býU³� œuLŽ 

 jš “« È«t×HBL  dÐ t bO�«—c~Ð PÆbýUÐ œuLŽ 

q?Š∫ b?M?�U?� t?DI� p¹ “« A jš ÈË— L¨

 jš′L t×HB d‡Ð œuL‡Ž «— P ÆrOMv� rÝ— L

Ë′LÆXÝ« tTQR� »«uł ¨œ—cÖv� jš Ëœ s¹« “« t È«t×HB Ë bMFÞUI²� jš Ëœ 

A

B

C
L

P

P

L

±XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡

P

A
L

L′



±µ∂

¥‡‡≥‡‡µt×H� “« tDI@ tK�U� ‡‡

t?K?BU� n¹dFð tÐUMÐ t r¹b¹œ t×DR� tÝbM¼ —œ

 tDI�A jš “« L œuLŽ ‰uÞ ̈AB tDI� “« t XÝ« A

 jš dÐL©ËdÐË— qJý® Æœuýv� rÝ— 

 bM�U� tDI� d¼ È«dÐ eO� UC� —œAË 

 b??M?�U?� È«t?×?H?BP j?š ¨ v?¹U?²?J?¹ “«A

 d?Ð t  œ—c?Öv�Pq?×?� d?Ö« ÆX?Ý« œu?L?Ž 

 U??Ð j?š s?¹« v?3ö?ðP t??D?I?� «— B¨r?O?�U?M?Ð 

 j?šÁ—U?Ä ‰uÞAB «— t?D?I?@ t?K�U� A Uð

t×H� PÆrOMv� n¹dFð 

tDI� dÖ«A  t×HB —œ P ¨býUÐ B ÊUL¼ A tKBU� Ë œuÐ b¼«uš A Uð PÆbýUÐv� dHB 

‡‡ s¹dLð◊UI� Uð tDI� Ê¬ sOÐ tKBU� s¹d²¼Uðu ̈ t×HB p¹ “« tDI� p¹ tKBU� ̈ t bOM XÐUŁ 

ÆXÝ« t×HB Ê¬

B

A

L

P

A

B

P

A

B
C

Q A

L

L
L

L2

1

′
P

δ

¥‡‡≥‡‡∂d�UM²� jš Ëœ „d²A� œuLŽ ‡‡

 dÖ«LË ′LUN�¬ t œ—Ë¬ XÝœtÐ «— vDš Ê«uðv� ÊuÖU�uÖ ÈUNýË— UÐ ¨bMýUÐ d�UM²� jš Ëœ 

 «— j?š s¹« ÆbýUÐ œuLŽ UN�¬ dÐ Ë bM lD3 «—d�UM²� jš Ëœ s¹« „d²A� œuLŽ“« v?J¹ ÆbM�U�v� 

ÆXÝ« d¹“ ‘Ë— ¨d�UM²� jš Ëœ „d²A� œuLŽ rÝ— ÈUNýË—

 t×HB ¨«b²Ð«P jš q�Uý ′L jš È“«u� Ë L t?×HB ¨fáÝ ÆrOMv� rÝ— «— Q “« «— L

 t?×?HB dÐ œuLŽPt?O?C3 o³Þ ÆrO�«—cÖv� 

± t×HB Ëœ „d²A� qB� ̈P Ë Q«— Ê¬ t 

  L1 j??š U??Ð ¨r??O??�U??�v?� LÆX??Ý« È“«u??� 

ÈUNDš ¨s¹«dÐUMÐ′LË   L1Ë bM²RO� È“«u� 

U?Ð b?�—«œ —«d?3 t?×?H?B p?¹ —œ Ëœ d¼ ÊuÇ

ÆœuÐ bM¼«uš lÞUI²� d~¹bJ¹



±µ∑

 jš Ëœ „d²A� tDI�′L Ë   L1 «— A tDI� “« ÆrO�U�v� A t×HB —œ ¨Q jš δdÐ œuLŽ «— 

 jš  L1 Ë L dÖ« ÆrOMv� rÝ—   L2 —œ vDš Q dÐ t býUÐ P jš Ëœ ¨XÝ« œuLŽ δ Ë   L2Ëœ d¼ 

 t×HB —œQ jš dÐ Ë b�—«œ —«d3   L1 jš ¨s¹«dÐUMÐ ÆbM¹“«u� r¼ UÐ s¹«dÐUMÐ ¨b�œuLŽ δt×HB dÐ eO� 

P j?š ¨fÄ ÆXÝ« œuLŽ δjš dÐ ′L j?š V?Oðdð s¹« tÐ ÆXÝ« œuLŽ eO� δd?�UM²� jš Ëœ d¼ dÐ 

LË ′LÆbýUÐv� eO� lÞUI²� UN�¬ UÐ Ë XÝ« œuLŽ 

 d�UM²� jš Ëœ „d²A� œuLŽ t œd XÐUŁ Ê«uðv� XÝU²J¹ ËdÐ vJ²� jšÁ—UÄ s¹d²¼Uðu�

XÝ« d�UM²� jš Ëœ Ê¬
±

Æ

U¼t%Q��

± t×HB Ëœ dÖ« ÆP Ë ′P t×HB dÐ œuLŽ jš d¼ bOM XÐUŁ ¨bMýUÐ œuLŽ r¼ dÐ Pt×HB UÐ 

′PÆXÝ« È“«u� 

v¹ULM¼«—∫t×HB ′P t×HB dÐ œuLŽ jš p¹ È«—«œ PÆXÝ« 

±XÝuOÄ —œ  U³Ł« ‡‡

P

P ′

δ

P

Q
2 Q

1

≤ l?ÞUI²� t×HB Ëœ dÖ« Æ  Q1 Ë   Q2 t×HB dÐ PËœ „d?²?A� qB� bOM XÐUŁ ¨bMýUÐ œuLŽ 

 t×HB  Q1 Ë   Q2 t×HB dÐ PÆXÝ« œuLŽ 

v¹ULM¼«—∫ jš p¹ δ t×HB dÐ œuLŽ P jš XOF{Ë Æb¹dO~Ð dE� —œ δt×HB Ëœ tÐ X³R� 

  Q1 Ë   Q2øXÝ« t�u~Ç 



±µ∏

≥ÆXÝ« œuLŽ r¼ Èd~¹œ dÐ býUÐ œuLŽ È“«u� t×HB Ëœ “« vJ¹ dÐ È«t×HB dÖ« Æ

¥ jš d¼ “« ÆL t×HB dÐ tP t×HB dÐ t œ—cÖv� t×HB p¹ UNMð Ë p¹ XRO� œuLŽ P

ÆbýUÐ œuLŽ

µ È“«u� jš Ëœ d¼ È«dÐ t ¨r¹b¹œ t×DR� tÝbM¼ —œ ÆL Ë ′Ljš “« tDI� Ëœ d¼ tKBU� ¨

L jš Uð ¨′L È“«u?� jš Ëœ tKBU� ¨«— ÊURJ¹ —«bI� s¹« Ë XÝ« ÊURJ¹ L Ë ′LX?ÐUŁ ÆbM�U�v� 

 È“«u� t×HB Ëœ È«dÐ bOMPË ′P t×HB “« tDI� Ëœ d¼ tKBU� ¨P t×HB Uð ¨′Ps¹« ÆXÝ« dÐ«dÐ 

ÆrO�U�v� È“«u� t×HB Ëœ s¹« tKBU� «— ÈËUR� —«bI�

∂ jš dÖ« ÆL t×HB UÐ P jš “« tDI� Ëœ d¼ tKBU� bOM XÐUŁ ¨býUÐ È“«u� L t×HB Uð ¨P¨

 jš tKBU� «— ÈËUR� —«bI� s¹« ÆXÝ« ÈËUR�L t×HB Uð PÆbM�U�v� 

A

A

B

B

P

P ′
′

′

L

L ′

B

B

A

A′ ′

L

P

∑œbŽ d¼ È«dÐ bOM XÐUŁ Æ  a > 0 bM�U� t×HB p¹ “« t UC� “« v¹U¼tDI� vÝbM¼ ÊUJ� ¨PtÐ 

 tKBU�a È“«u� t×HB Ëœ ¨b�—«œ —«d3 P ·dÞ Ëœ —œ t XÝ« P UÐ Â«b d¼ tKBU� Ë b�—«œ —«d3 P¨

 dÐ«dÐaÆXÝ« 

∏ e?¹U?L²� tDI� Ëœ dÖ« ÆA Ë B t×HB “« P Ë ¨t?KBU� p¹ tÐ A Ë B ·d?Þ p¹ —œ Ëœ d¼ P

 jš bOM XÐUŁ ¨bMýUÐAB t×HB UÐ P dÖ« Ë XÝ« È“«u� A  Ë B ·dÞ Ëœ —œ P¨bMýUÐ t²ý«œ —«d3 

 t×HB bOM XÐUŁP jšÁ—UÄ jÝË “« ABÆœ—cÖv� 



±µπ

B

B ′
L

L ′

C ′

D′

C

DA

A ′

L ′ ′

πd¹“ qJý qOD²R� VFJ� —œ Æ  AB = 6 ¨  A ′A = 8 Ë   BC = 10Æ

 jš ©nT«LÆb¹d³Ð ÂU� «— UN�¬ ¨XÝ« d�UM²� qJý s¹« —œ jš bMÇ UÐ 

 d?�U?M?²� jš Ëœ „d²A� œuLŽ ©»L Ë ′Lj?šÁ—U?Ä Â«b  ¨XÝ« Ábý h:A� qJý —œ t 

øXÝ« —bIÇ Ê¬ ‰uÞ øXÝ«

 t×HB —œ ©ÛABCD jš ′′L tDI� —œ «— C jš dÐ ACËœ „d²A� œuLŽ ÆrOMv� œuLŽ 

 jšL Ë ′′LÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— Ê¬ ‰uÞ Ë bOM h:A� «— 



 qB� ÊuÖU@uÖ ÈU¼t%Q��¥

 t ÝbM¼ vLÝ— t�U@dÐ “« Ã—Uš U¼t%Q�� s¹«≤œuš ¨bM�t�öŽ Ê«“u�¬g@«œ ÆXÝ« 

ÆbMM� qŠ «— UN@¬ bM@«uðv�

± dÖ« ÆP Ë Qv¹UNDšÁ—UÄ jÝË vÝbM¼ ÊUJ� ̈ bMýUÐ e¹UL²� Ë È“«u� t×HB Ëœ 

 t×HB —œ UN�¬ dÝ p¹ tP t×HB —œ UN�¬ d~¹œ dÝ Ë QÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— b�—«œ —«d3 

≤ d�UM²� jš Ëœ ÆL Ë ′LÈ“«u� t×HB tÝ ̈

 e¹UL²� ËP ¨Q Ë R—œ VOðdð tÐ Ë—tÐË— qJý o³Þ «— 

 ÈU?¼t?DI�A ¨ B ËCË ′A¨′BË ′CÆb?�«Áœd  lD3 

 ÈUNDš dÖ«A ′C Ë ′A C t×HB Q—œ VOðdð tÐ «— 

 ÈU ¼t?D?I?�MË ′Mb?O?M? X?ÐU?Ł ¨b?M?ýU?Ð Áœd  l?D?3 

vFK{—UNÇBM ′B ′MÆXÝ« Ÿö{ô«È“«u²� 

≥ ÈUNDš dÖ« ÆLË ′L Ë bMýUÐ d�UM²� Pt×HB 

 q�UýLÈ“«u� Ë ′LË ′P q�Uý t×HB ′LÈ“«u� Ë 

L bM�U� tDI� d¼ “« ÁU~�¬ ̈ býUÐ A “« Ã—Uš P Ë ′Pp¹ 

 UÐ t œ—cÖv� jš p¹ UNMð ËLË ′LÆbýUÐ lÞUI²� 

∫v¹ULM¼«—  jš “« Áb�—cÖ t×HB —œ jš s¹« ̈ býUÐ œułu� vDš sOMÇ dÖ«LË 

 tDI�A jš lÞUIð q×� “« jš s¹« Ë œ—«œ —«d3 ′LÆœ—cÖv� t×HB s¹« Ë 

¥ jš dÖ« ÆL t×HB Ë P bM�U� tDI� p¹ “« bOM XÐUŁ ¨bMýUÐ lÞUI²� AÃ—Uš 

 “«L t?×?HB UÐ t œ—cÖv� jš p¹ UNMð Ë p¹ ¨P j?š UÐ Ë XÝ« È“«u� Ll?ÞUI²� 

 dÖ« ÆXÝ«A ÈË— Løœ—«œ œułË vÖó¹Ë s¹« UÐ jš bMÇ býUÐ 

µ dÖ« ÆL Ë Á«u?:Tœ jš p¹ P Ë Á«u?:?Tœ t×HB p¹ O “« È«tDI� P¨b?ýUÐ 

 —œ vDšP “« t bOM rÝ— O dÐ Ë œ—c~Ð LsOÐ nK²:� ÈUN²OF{Ë dÐ UMÐ ÆbýUÐ œuLŽ 

P Ë Løœ—«œ »«uł bMÇ tTQR� ¨

∂ Á«u?:Tœ jš p¹ È«dÐ ÆL Á«u?:Tœ t×HB Ë P Á«u?:?Tœ tDI� Ë OvDš U¹¬ ¨

 “« t? œ—«œ œułËO U?Ð ¨œ—c~Ð P d?Ð Ë býUÐ È“«u� LÈU?N?²?OF{Ë dÐ UMÐ øœuý œuLŽ 

 sOÐ nK²:�P Ë Løœ—«œ œułË »«uł bMÇ 

L ′L

A
A′

BB

C
C ′

′
M

M

′

P

Q

R

P

P ′

A

L

L ′

tF�UD
� È

«d�



±∂±

∑ dÖ« ÆA Ë B Ë bMýUÐ e¹UL²� tDI� Ëœ L ÈU¼tDI� t býUÐ UC� —œ vDš A Ë B

 j?š dÐ Ë b�—«b� —«d3 Ê¬ ÈË—ABÈË— t?D?I� p¹ UNMð Ë p¹ bOM XÐUŁ ¨býU³� œuLŽ 

 jšL bM�U� C YK¦� t ̈ œ—«œ œułË CAB ”√— —œ Cjš dÖ« ÆbýUÐ sO3URT«ÈËUR²� 

L jš dÐ ABøœ—«œ »«uł bMÇ tTQR� býUÐ œuLŽ 

∏ t×HB ÆP jš ̈L tDI� Ë A“« t œ—«œ œułË È«t×HB U¹¬ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

A U?Ð ¨œ—c~Ð L d?Ð Ë býUÐ È“«u� P»«u?ł b?M?Ç n?K²:� ÈUN²OF{Ë —œ øœuý œuLŽ 

øœ—«œ œułË

π t?×?HB p¹ ÆP j?š p¹ Ë  L j?š p¹ Ë ¨Ê¬ —œ′L “« Ã—Uš Pt?D?I� t 

 UÐ v«d²ý«L ÈË— Ê¬ dÝ Ëœ t bOÐUOÐ vDšÁ—UÄ Æb¹dO~Ð dE� —œ ¨œ—«b� LË  ′LË býUÐ

 dÐPøœ—«œ œułË »«uł bMÇ nK²:� ÈUN²OF{Ë —œ Æœuý œuLŽ 

±∞ t×HB Ëœ dÖ« ÆPË ′P tDI� p¹ “« Ë bMýUÐ œuLŽ r¼dÐ PdÐ ÈœuLŽ jš 

t×HB′P t×HB —œ jš s¹« ¨rOM rÝ— PÆœdOÖv� —«d3 

±± e¹UL²� tDI� Ëœ È«dÐ ÆAË  B  jš ËL “« t œ—«œ œułË È«t×HB U¹¬ ¨L

 Ë œ—c~ÐA Ë Bøœ—«œ œułË »«uł bMÇ nK²:�  ôUŠ —œ øbMýUÐ tKBU� p¹ tÐ ̈ Ê¬ “« 

±≤ t×HB Ëœ dÖ« ÆP Ë ′P tDI� Ë bMýUÐ œuLŽ r¼dÐ A “« P Ë ′PtÐ VOðdð tÐ 

 tKBU�a Ë b tKBU� bOM XÐUŁ ¨býUÐ AUÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨t×HB Ëœ s¹« „d²A� qB� Uð 

  a2 + b2
Æ

P

P ′ A

a

b



±∂≤

XuOÄXuOÄ

 tÝbM¼ vLÝ— t�U@dÐ “« Ã—Uš ̈ XÝuOÄ V%UD�≤bM�t�öŽ Ê«“u�¬g@«œ ÁœUH²Ý« È«dÐ UNMð Ë XÝ« 

ÆXÝ«

 tOC�≥∫ jš dÖ« L t×HB UÐ P Ë È“«u� A t×HB “« È«tDI� PÁU~�¬ ¨býUÐ 

 “« t vDšA  «“«u� tÐ L t×HB —œ v�ULð tÐ œuýv� rÝ— PÆœ—«œ —«d3 

∫ÊU¼dÐ∫œ—«œ œułË XTUŠ Ëœ 

 jš ©nT«L t×HB —œ P¨XTUŠ s¹« —œ ∫œ—«b� —«d3 

 jš p¹ «b²Ð«′L t×HB —œ P tDI� “« t rOÐU¹v� Aœ—c~Ð 

 UÐ ËL t?D?I?� “« Áb�—cÖ t×HB ÆbýUÐ È“«u� A j?š Ë L¨

 tOC3 o³Þ± t×HB ¨P È“«u?� vDš —œ «— L tDI� “« t bMv� lD3 Aj?š ÊUL¼ ¨s¹« Æœ—cÖv� 

 d?E�œ—u�′L t?D?I?� “« j?š p?¹ j?I?� ”bOK3« È“«uð qB« o³Þ ¨‰UŠ ÆXÝ« A U?Ð t? œ—cÖv� L

 ÊUL¼ jš s¹« ¨fÄ ÆXÝ« È“«u�′LË XÝ« ′L t×HB —œ eO� PÆœ—«œ —«d3 

 jš ©»L t×HB —œ P tDI� dÖ« ̈ XTUŠ s¹« —œ ∫œ—«œ —«d3 A jš ÈË— LrJŠ v²Ý—œ ̈ býUÐ 

 tDI� dÖ« Ë XÝ« sýË—A jš “« Ã—Uš L  tDI� “« Áb�—cÖ jš ̈ býUÐ A  «“«u� tÐ L «— ′LÆrO�U�v� 

 “« Áb?�—c?Ö t×HBL Ë ′L t?×HB UÐ P jš —œ L t?DI� Ë AÊU?L ¼ t×?HB s¹« ¨fÄ ¨œ—«œ „«d²ý« 

 t×HBP jš Ë XÝ« ′L t×HB —œ PÆœ—«œ —«d3 

 t?−?O²@±‡‡¨b?M?ýU?Ð È“«u?� v�uÝ jš UÐ jš Ëœ dÖ« 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ ÊUýœuš
±

v¹ULM¼«—∫ e¹UL²� jš Ëœ dÖ«   L1 Ë   L2 jš UÐ LÈ“«u� 

 jš “« t×HB p¹ ̈ bMýUÐ  L2 “« v¼«u:Tœ tDI� Ë   L1bO�«—c~Ð 

 jš Ëœ XOF{Ë Ë  L1 Ë   L2ÆbOM vÝ—dÐ Ê¬ tÐ X³R� «— 

 t−O²@±‡‡È“«u� jš Ëœ “« vJ¹ È«t×HB dÖ« 

ÆbMv� lD3 r¼ «— Èd~¹œ ¨bM lD3 «—
≤

∫ÊU ¼dÐ j?š Ëœ b?O?M ÷d� L Ë ′LË b?M¹“«u� 

 jšL  t?×HB UÐ P t?DI� —œ AÊU ¼dÐ tÐ ÆXÝ« lÞUI²� 

PL ′

A

L

L

L1

2
L

L
L

P
A

′

±t−O²� ‡‡Ï ±t×HB Ï ±¥∞≤t−O²� ‡‡Ï ≤t×HB Ï ±¥±



±∂≥

 b?O?M? ÷d?� nKš′L t?×?HB UÐ P “« t  v?D?š ¨ —u?B s?¹« —œ ÆbýUÐ È“«u� A  «“«u?� tÐ ′L

 t×HB —œ v�ULð tÐ ¨œ—cÖv�P ÊUL¼ ¨jš s¹« ÆXý«œ b¼«uš —«d3 L jš vMF¹ ¨XÝ« Lv�ULð tÐ 

 t×HB —œPÆXÝ« ÷d� ·öš t XÝ« 

 t−O²@≤‡‡ÆbMv� lD3 r¼ «— Èd~¹œ ¨bM lD3 «— È“«u� t×HB Ëœ “« vJ¹ vDš dÖ« 

∫ÊU¼dÐ b?OM ÷d� P Ë Qe?¹UL²� t×HB Ëœ 

 jš Ë bMýUÐ È“«u�L t×HB PÈ«tDI� —œ jI� «— 

 bM�U�AbOM ÷d� ¨nKš ÊU¼dÐ tÐ ÆbýUÐ Áœd lD3 

 j?šL t×HB QÈ“«u?� Ê¬ U?Ð f?Ä ¨b?M?J� lD3 «— 

 tOC3 o³Þ ÆXÝ«± bM�U� jš p¹ ¨′Lt×HB —œ 

Q UÐ t œ—«œ œułË L jš ÆXÝ« È“«u� ′Lt×HB 

P ¨s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« È“«u� Ê¬ UÐ fÄ ¨bMvL� lD3 «— L t×HB tDI� p¹ “« t XÝ« vDš Pœ—cÖv� 

 t?×?H?B U?Ð t XÝ« vDš È“«u� ËP j?š ¨t?−?O²� —œ ÆXÝ« È“«u� L t?×?H?B —œ v�ULð tÐ P—«d?3 

ÆXÝ« ÷d� ·öš t œdOÖv�

 t−O²@≥‡‡Ë bMv� lD3 r¼ «— Èd~¹œ ¨bM lD3 «— È“«u� t×HB Ëœ “« vJ¹ È«t×HB dÖ« 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ UNd²A� qB�

∫ÊU ¼d Ð t?×?H?B Ëœ b?O?M  ÷d� PË ′P

 t?×?H?B Ë b?�—«b?� v?d²A� tDI� Ë bM¹“«u�QUÐ 

 t×HBPjš UN�¬ „d²A� qB� Ë XÝ« lÞUI²� 

L t×HB —œ ÆbýUÐv� Q jš p¹ ′LUÐ lÞUI²� 

LÆr¹dOÖv� dE� —œ ′Lt×HB UÐ t XÝ« vDš 

P t?−?O²� o³Þ fÄ ¨XÝ« lÞUI²� ≤ ¨′Lt×HB 

′P t×HB t−O²� —œ ÆbMv� lD3 «— Qt×HB ¨

′PÆbMv� lD3 «— 

 t×HB —œ Ëœ d¼ t bM²R¼ jš Ëœ U¼t×HB s¹« ÈUNd²A� qB�QlD3 «— d~¹bL¼ Ë bM²R¼ 

ÆbM¹“«u� r¼ UÐ fÄ ø«dÇÆbMMvL�

 tOC�¥∫Èd~¹œ t×HB “« lÞUI²� jš Ëœ UÐ È«t×HB “« lÞUI²� jš Ëœ dÖ« 

ÆbM¹“«u� t×HB Ëœ Ê¬ ¨bMýUÐ È“«u�

L

P

A

Q

L

Q

P

P

′
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2 L
∫ÊU ¼dÐ b?OM ÷d� P Ë Qt×HB Ëœ 

 Ë e¹UL²�  L1 Ë   L2t×HB —œ lÞUI²� jš Ëœ 

P t?×HB “« jš Ëœ UÐ t bMýUÐ QÆb?M¹“«u� 

 ¨s¹«dÐUMÐ  L1 Ë   L2 t×HB UÐ Q Ê¬ Ë bM¹“«u� 

ø«dÇ ÆbMMvL� lD3 «—

 t×HB Ëœ bOM ÷d� nKš ÊU¼dÐ tÐP Ë QbM�U� vDš ¨UN�¬ „d²A� qB� Ë bM²RO� È“«u� 

L ÆbýUÐ L t×HB —œ vDš P jš Ëœ “« vJ¹ q3«bŠ Ë XÝ«   L1 Ë   L2¨fÄ ø«dÇ ÆbMv� lD3 «— 

 jš Ëœ “« vJ¹ q3«bŠ  L1 Ë   L2 t×HB QÆXÝ« ÷d� ·öš t bMv� lD3 «— 

‡‡ t−O²@ dÖ« LË ′L dÐ t œ—«œ œułË v‡¹U²J‡¹ t×HB ¨bMýUÐ d‡�UM²� jš Ëœ LË œ—c‡Öv� 

 UÐ′LÆXÝ« È“«u� 

∫ÊU¼dÐ tDI� p¹ “« L bM�U� A jš ¨′L

  «“«u?� tÐ «—′L d?Ö« Ær?O?M v� rÝ— Pt?×?HB 

 j?š Ëœ “« Áb?�—cÖL Ë ′′L t?×?H?B ¨býUÐ PdÐ 

 jšL UÐ Ë œ—cÖv� ′LÆXÝ« È“«u� 

 dÖ«Q dÐ t býUÐ Èd~¹œ t×HB L UÐ Ë t²ýcÖ ′L jš ¨XÝ« È“«u� ′L t×HB —œ eO� Q

 ¨fÄ ø«dÇ Æœ—«œ —«d3Q dÐ P jš dÐ t œ—«œ œułË t×HB p¹ UNMð Ë XÝ« o³DM� LUÐ Ë œ—cÖv� 

′LÆXÝ« È“«u� 

∫tOC�t×HB Ê¬ UÐ ¨býUÐ œuLŽ È«t×HB “« È“«u�dOž jš Ëœ dÐ vDš dÖ« 

ÆXÝ« lÞUI²�

∫ÊU¼dÐ jš bOM ÷d� Ljš Ëœ dÐ 

 È“«u?�d?O?ž  L1 Ë   L2 t?×?H?B “« Pœu?L?Ž 

 j?š b?O?M  ÷d?� n?K?š ÊU ¼d?Ð t?Ð ÆbýUÐL

 t?×?HBPÈ“«u?� Ê¬ U?Ð f?Ä ¨b?M?J� lD3 «— 

 bM�U� jš ÆXÝ«′L t×HB —œ P UÐ t œ—«œ œułË LÆbýUÐ È“«u� ′L dÐ eO�   L1 Ë   L2ÆXÝ« œuLŽ 

 t U−�¬ “«  L1 Ë   L2  t×HB —œ jš Ëœ Ê«uMŽ tÐ P t×HB ÊUL¼ “« vDš dÐ PbM¹“«u� r¼ UÐ ̈ b�œuLŽ 

ÆXÝ« ÷d� ·öš t

P

L ′

L ′

L A

P

L
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 t?−O²@± ‡‡t?×?H?B Ê¬ d?Ð r¼ Èd~¹œ ¨býUÐ œuLŽ t×HB p¹ dÐ È“«u� jš Ëœ “« vJ¹ dÖ«

ÆXÝ« œuLŽ

∫ÊU? ¼d Ð b??O?M? ÷d?�   L1 Ë   L2j??š Ëœ 

 j?š Ë b?M?ýU?Ð È“«u�  L1 Êu?Ç È«t?×?H?B dÐ P

 dÖ« ÆXÝ« œuLŽL t×HB —œ vDš P ¨býUÐ   L1

 dÐL ¨fÄ ¨XÝ« œuLŽ   L2 dÐ eO� LÆXÝ« œuLŽ 

 jš ̈ s¹«dÐUMÐ  L2 t×HB ÈUNDš tL¼ dÐ PœuLŽ 

 t−O²� —œ Ë XÝ«  L2 dÐ eO� PÆXÝ« œuLŽ 

 t−O²@≤‡‡ÆbM¹“«u� r¼ UÐ t×HB p¹ dÐ œuLŽ jš Ëœ 

∫ÊU¼dÐ jš Ëœ bOM ÷d�   L1 Ë   L2 t×HB dÐ Ps¹« bOM ÷d� nKš ÊU¼dÐ tÐ ÆbMýUÐ œuLŽ 

 b?M�U� tDI� p¹ “« ÆbMýU³� È“«u� jš ËœAÈË— 

 jš  L1 t×HB “« Ã—Uš Ë P jš ′L «“«u� tÐ «— 

  L2 jš Ëœ ÆrO�«—cÖv� ′L Ë   L1t×HB Ë b�e¹UL²� 

P b?M?�U� e¹UL²� tDI� Ëœ —œ VOðdð tÐ «— B Ë ClD3 

 jš ÆbMMv�′L t×HB dÐ eO� Pø«dÇ ÆXÝ« œuLŽ 

 YK¦� ¨fÄABC ”√— Ëœ d¼ —œ B Ë CÆXRO� sJL� ¨s¹« t XÝ« t¹Ë«eT«tLzU3 

 t−O²@≥‡‡ÆbM¹“«u� r¼ UÐ jš p¹ dÐ œuLŽ t×HB Ëœ 

∫ÊU¼dÐ bM�U� t×HB Ëœ bOM ÷d� P Ë Q bM�U� vDš dÐ Ëœ d¼ LnKš ÊU¼dÐ tÐ ÆbMýUÐ œuLŽ 

 t×HB Ëœ bOM ÷d�P Ë Q bM�U� „d²A� tDI� p¹ Ë bMýU³� È“«u� AbM�U� tDI� p¹ ÆbMýUÐ t²ý«œ 

B t?×HB ÈË— P t?×HB “« Ã—Uš Q»U?:²�« 

 tDI� “« ÆrOMv�B È“«u� vDš LrOMv� rÝ— 

 Ë′L j?š ÆrO�U�v� ′L t?×HB Ëœ dÐ P Ë Q

 t×HB Ë XÝ« œuLŽQ  bM�U� È«tDI� —œ «— C

 tDI� tÝ ÆbMv� lD3A ¨ B Ë CdÐ Ë b�e¹UL²� 

 Y?K¦� ¨fÄ ø«dÇ Æb�—«b� —«d3 jš p¹ABC

 ”√— Ëœ —œB Ë Cs?¹« t  X?Ý« t?¹Ë«e?T«tLzU3 

ÆXRO� sJL�
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∫nBM� œuLŽ t×H6 tOC*UC) “« vÞUI. vÝbM¼ ÊUJ� ¨jšÁ—UÄ p¹ nBM�œuLŽ t×H2 

Æb.«tK2U) p¹ tÐ jšÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« t� XÝ«

∫ÊU?¼dÐ b?O?M� ÷d) AË B  Ë U?C?) —œ e?¹U?L²� tDI. Ëœ Pt?×?H2 

 jšÁ—UÄ nBM�œuLŽAB jšÁ—UÄ jÝË ÆbýUÐ AB tDI. «— HÆrO�U.v� 

 dÖ«C “« e¹UL²� Ë t×H2 s¹« “« È«tDI. Ht� È«t×H2 —œ ¨býUÐ 

 t?DI. tÝ “«A ¨B Ë C j?š ¨œ—cÖv� CH j?šÁ—U?Ä nBM�œuLŽ ¨AB

 ¨fÄ ¨XÝ«AC = BCÆ

¨bOM� ÷d) ̈ fJŽdÐ′C t� býUÐ UC) “« È«tDI. A ′C = B ′C YK¦�  —u2 s¹« —œ ÆAB ′C

”√— —œ′C jš Ë ̈ sO'U*$«ÈËU*²� ′C H jšÁ—UÄ dÐ AB“« v¼«uC$œ jš »UC².« UÐ ÆXÝ« œuLŽ 

 t×H2P tDI. “« t� H jš UÐ Ë œ—c~Ð ′C H tDI. Ë jš s¹« “« Áb.—cÖ t×H2 ¨býU³. È“«u� ′C

 «—Q jšÁ—UÄ ÆrO�U.v� AB È“«u�dOž jš Ëœ dÐ  Q ¨fÄ ø«dÇ ¨XÝ« œuLŽ ABt×H2 Ëœ d¼ dÐ 

P Ë Q tDI. —œ H t?×H2 Ëœ ¨È«t×H2 sOMÇ v¹U²J¹ o³Þ ÆXÝ« œuLŽ P Ë Q¨f?Ä ÆbM²*¼ vJ¹ 

 tDI.′C t×H2 —œ PÆXÝ« 

 tOC*∑ ∫ dÖ«P Ë Qt� XÝ« vDš q�Uý Â«b�d¼ ̈ bMýUÐ r¼ dÐ œuLŽ t×H2 Ëœ 

ÆXÝ« œuLŽ Èd~¹œ dÐ

∫ÊU?¼dÐËœ s?¹« “« v?J?¹ n?¹d?F?ð o³Þ 

ÆX?Ý« Èd?~?¹œ dÐ œuLŽ vDš q�Uý t×H2

 bOM� ÷d)L —œ vDš PdÐ t� býUÐ Q œuLŽ 

 t?×?H?2 Ëœ „d?²A� qB) ÆXÝ«P Ë Q«— 

′L t×H2 —œ ÆrO�U.v� Qjš ′′LœuLŽ «— 

dÐ′L ÆrOM�v� rÝ— LdÐ ′′LË XÝ« œuLŽ 

 t−O². —œ′′L È“«u�dOž jš Ëœ dÐ L Ë ′L

 t×H2 “«P ̈ s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« œuLŽ ′′LvDš 

 t×H2 “«Q dÐ t� XÝ« PÆXÝ« œuLŽ Q

P
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 ∫ tOC�ÆXÝ« U²J¹ d�UM²� jš Ëœ „d²A� œuLŽ

∫ÊU¼dÐjš Ëœ È«dÐ ¨nKš ÊU¼dÐ tÐ 

 d�UM²�L Ë ′L bM�U� „d²A� œuLŽ Ëœ AB

 Ë′A ′B d?Ö« Æb?¹d?O~Ð dE� —œ PÈ«t?×HB 

 UÐ t býUÐL Ë ′Ljš Ëœ d¼ ̈ XÝ« È“«u� 

ABË ′A ′Br??¼ U??Ð f??Ä ¨b??�œu??L??Ž Ê¬ d??Ð 

vFK{ —UNÇ ̈ t−O²� —œ ÆbM¹“«u�AB ′B ′A¨s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« qOD²R� p¹ Ë œ—«œ —«d3 t×HB p¹ —œ 

ÈUNDšA ′AË B ′B ÊUL¼ ¨jš Ëœ s¹« ¨U�« ÆbM¹“«u� r¼ UÐ L Ë ′Ls¹« Ë b�d�UM²� r¼ UÐ t bM²R¼ 

ÆXÝ« ÷d� ·öš

 ∫ tOC� dÖ«L Ë ′L Ë d�UM²� jš Ëœ δUN�¬ t býUÐ jš Ëœ s¹« „d²A� œuLŽ 

 ◊UI� —œ «—A Ë B ¨bMv� lD3 ABÊ¬ dÝ p¹ t XÝ« vDšÁ—UÄ s¹d²¼Uðu 

 ÈË—L ÈË— Ê¬ d~¹œ dÝ Ë ′LÆXÝ« 

v?¹ULM¼«—∫ t?×HB Ëœ PË ′P q?�Uý VOðdð tÐ LË ′LÈ“«u?� r?¼ U?Ð t bOM rÝ— È«t�uÖ tÐ 

 jšÁ—UÄ ‰uÞ ÆbMýUÐAB tKBU� ÊUL¼ PË ′P ÈË— UN�¬ ÈUNÝ√— t v¹UNDšÁ—UÄ tOIÐ ‰uÞ ÆXÝ« L

Ë′L sOÐ tKBU� UÐ È«tDÐ«— tÇ b�—«œ —«d3 PË ′Pøb�—«œ 
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