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K?" Èd?O?ÖÅt?−O²� ‘Ë— v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«Òt?Žu?L?−� ÈUM³� dÐ vÏ «b?¼UA� “« ÈœËb×� 

ÆXÝ«

 ‰U¦�≤ ∫ “« —U?� s?¹« È«d?Ð Ær?O?M�Åv# lLł r¼ UÐ «— œdB v�«u²# œ«bŽ« t� bOM� ÷dB±ŸËdý 

∫rOM�Åv#

  1+ 3 = 4

          1+ 3 + 5 = 9

             1+ 3 + 5 + 7 =16

łuð UÐÒ r¹dOÖÅv# t−O²� ôUÐ  «b¼UA# tÐ tÆbM²<¼ q�U� lÐd� U¼ÅlLł q@UŠ ÂULð

t#«œ« UÐ ‰UŠÏt−O²� ¨ôUÐ Èu~�« ÏÆrOM�Åv# ‰d²M� «— Áb#¬ÅXÝœÅtÐ 

œ« Ê«uðÅv# U¹¬ øXBdÖ Ê«uðÅv# È«Åt−O²� tÇ U¼Åt²BU¹ s¹« “«Ò t� œd� UŽ tAOL¼œ«bŽ« lLł q+UŠ

øXÝ« q#U� lÐd# p¹ v�«u²# œdB

±‡‡ Inductive reasoning

«— o???K???š b??#¬ Áb??M??š g??ÝU??O??: “«

d?O?~?# œu?š “« ”U?O?: «—ÅÊU?�U?Ä —U?�

b??ý Á«d?L?Ö V?³?Ý s?¹“ r?�U?Ž t?K?L?ł

«— o?�œ V?ŠU?+ Xý«bMÄ œuš uÇ u�

d??O??ý Ë d??O??ý s??²?A?³?� —œ b?�U?# t?Çd?Ö

b????ý ÁU???Ö¬ o???Š ‰«b???Ð« “ v???�???� r???�



∑

±Å‡‡Å¥v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« X¹œËb×� ‡‡Å

Áb¼UA�Ï ±‡‡ Æb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ »¬

Áb¼UA�Ï ≤‡‡ Æb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ ·dÐ

Áb¼UA�Ï ≥‡‡ÅÆb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ a¹ 

∫t−O²�Æb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ ÈeOÇ d¼ 

Þ« È—Ë¬Ål?Lł Ë Áb¼UA# UÐ sOA�—Už œd# ôUÐ qJý —œÒbýÅv# —«dJð t� v¹u~�« Êb¹œ Ë  UŽö

åÅ°b�UL� v:UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv# —bI�¬ ÈeOÇ d¼Åò t� œd� ÈdOÖÅt−O²�

t� «d¹“ b¼œÅv# ÊUA� U# tÐ «— v�ôb²Ý« sOMÇ vÝUÝ« nF{ ôUÐ qJý ¨bOMOÐÅv# t� —uÞÅÊUL¼

K� ÈdOÖÅt−O²� v²Ý—œU� Uð b�uAÐ nA� Èd²AOÐ b¼«uý t� œ—«œ œułË ‰UL²Š« s¹« tAOL¼ÒÈUM³# dÐ ¨v

tŽuL−#ÏÆbM¼œ ÊUA� «—  «b¼UA# “« ÈœËb×# 

 s¹dLð≤ ‡‡bMM�Åv# ‚b+ d¹“  ôœUF# —œ t� «— Èœ«bŽ« Uð bO¼œ ÂU−�« «— Ábý sOOFð  U³ÝU×#

∫bOM� «bOÄ

  
1× 8 +1=                  ®Å±

  
12× 8 +2 =              ®Å≤

  
123 × 8 + 3 =           ®Å≥

  
1234× 8 + 4 =         ®Å¥

øbýUÐ t²ý«œ t#«œ« X¹UNMOÐ Uð u~�« s¹« bOM�Åv# dJB U¹¬ ©n�«



∏

łuð UÐ Ë t³ÝU×# ÊËbÐ ©»Ò”bŠ bMM�Åv# ‚b+ d¹“  ôœUF# —œ t� «— Èœ«bŽ« ̈ ôUÐ  Èu~�« tÐ t

∫bO�eÐ

 

  
12345 × 8 + 5 =            ®Åµ

      

  
123456 × 8 +6 =          ®Å∂

0A# Uð bOM� t³ÝU×# «— © »Å® XL�: Z¹U²� ©ÛÒU¹ XÝ« ÁœuÐ XÝ—œ ULý ”bŠ U¹¬ t� œuý h

ødOš

t" «— tâ�¬ Ë bOM"  U³Ł« oO:œ Ë vLÝ— —uÞÅtÐ ̈ bÝ—Åv� dE�ÅtÐ ÈœuNý «— tâ�¬ bOM" vFÝ

ÈeG� ‘“—Ë p¹ s¹« ÆbOM" „—œ ÈœuNý —uÞ tÐ b¹«ÅÁœd"  U³Ł« oO:œ Ë vLÝ— —uÞ tÐ

ÆXÝ« VDUł

     UODuÄ Ã—uł 
±

Å\±π¥µ

± ‡‡Åµv{U¹— È«dI²Ý« ‡‡ÅÅ
≤

∫t?� b?O?ýU?Ð Áœd?� Áb¼UA# vBœUBð —uÞÅtÐ XÝ« sJL#  1+ 8 +27 +64 =100h?O?0Að UÐ Æ

Áb¼UA# tÐ rO�«u²Ð b¹Uý ¨œ«bŽ« ÈU¼ÅVFJ# Ë U¼ÅlÐd#Ï∫rO¼bÐ ÈdðÅV�Uł qJý œuš 

13 +23 + 33 + 43 =102

ð« s?¹« —uDÇÒa?ÝU?Ä È«d?Ð øX?Ý« œb?Ž p?¹ l?Ðd?# ¨v?�«u?²?# ÈU?¼ÅV?FJ# ŸuL−# tAOL¼ U¹¬ øœU²B« ‚UH

0A# œ—«u# rO�«uðÅv# ̈ œuš ÈËUJ−M�ÅÅtÐÒX�UŠ v~�U~¹ Ë q#UJð È«dÐ Ë rOM� vÝ—dÐ eO� «— Èd~¹œ h

  n =1∫rOM�Åv# tBU{« eO� «— ¨œ—«œ œułË Ábý VFJ# œbŽ p¹ jIB t� v²�UŠ vMF¹ ¨

±‡‡ George Polya

≤»U²� “« t²BdÖdÐ ‡‡ How to solve it? ÆUO�uÄ Ã—uł dŁ«

ŸuL−� lÐd� v�«u²� œ«bŽ« ÈU¼ÅVFJ�Å     U¼ÅVFJ� ŸuL−�

  12  1  13

  32  9  13 +23

  62  36  13 +23 + 33

  102  100  1
3 +23 + 33 + 43

  152  225  13 +23 + 33 + 43 + 53



π

∫t� rOMOÐÅv# v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« Ë ‚uB  «b¼UA# È—Ë¬ÅlLł UÐ

 ÆU¼ÅÊ¬ ŸuL−� lÐd� UÐ XÝ« dÐ«dÐ v�«u²� œ«bŽ« ÈU¼ÅVFJ� ŸuL−�#«ÒÈ«ÅÈdOÖÅt−O²� sOMÇ U

 p?L?�Åt?Ð t?J?KÐ  «b¼UA# UÐ jIB t� «— «dI²Ý« v{U¹— —œ t� XÝ« qO�œ sOL¼ tÐ ÆX�O� q#U� U³Ł«

 oO(œ∫rOM�Åv# qLŽ d¹“ o¹dÞÅtÐ oO:œ  U³Ł« È«dÐ ‰UŠ ÆrO�“Åv# p×# eO�

 t� rO�«bÐ b¹Uý1+2+ 3+...+n = n(n +1)
2

Æ®r?OMO³Ð Ë rOM� oOI×ð rO¼«ušÅv# ©°bOM�  U³Ł«

 ÈU¼ÅVFJ# ŸuL−# dÖ« t�nbýUÐ U¼ÅÊ¬ ŸuL−# lÐd# UÐ dÐ«dÐ v�«u²# œbŽ

®±©13 +23 + 33 +...+n3 =
n(n +1)

2





2

œ« s¹« U¹¬Ò È«dÐ UŽn+±tDÐ«— U¹¬ vMF¹ øXÝ« XÝ—œ eO� v�«u²# œbŽ Ï

®≤©13 +23 + 33 +...+n3 + (n +1)3 =
(n +1)(n +2)

2





2

øXÝ« —«d:dÐ eO�

tDÐ«— ¨ÁœUÝ ‰d²M� p¹ UÐÏ® Êœd� r� UÐ «— d¹“ ±® “« ©≤∫r¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ ©

®≥©(n +1)3 = (n +1)(n +2)
2






2

− n(n +1)
2






2

tKLł “«Ï „d²A# 

n +1

2






2

∫r¹dOÖÅv# —u²�UB 

®¥©                (n +1)3 =
n +1

2






2

(n +2)2 − n2[ ]

Å®µ©Å

  
=

(n +1)2

4
n2 + 4n + 4− n2[ ]

®∂©                     

  
=

(n +1)2

4
4n + 4[ ]

®∑©                 

  
=

(n +1)2

4
(n +1) × 4

®∏©                                    = (n +1)3

tDÐ«—Ï® ÈËU?�ð v²Ý—œ vMF¹ ¨b�«—cÖ «— vðUOŠ ÊU×²#« U# vÐd−ð ≥‰œUF# t� rO²BdÖ t−O²� «— ©



±∞

Å® ÈËU�ð≤vMF¹ ¨XÝ« ©Å

®π©

  
13 +23 + 33 +  ...  + n3 + (n +1)3 =

(n +1)(n +2)
2






2

œ« v?²?Ý—œ ¨Ÿu?{u# s¹« vÝ—dÐ —œÒ “« ’U?š ÈU?¼ÅX�UŠ —œ «— UŽ  n =1 Uð   n = 5Áb?¼U?A# 

œ« s¹« t� v{dB UÐ fáÝ Ær¹œd�Ò È«dÐ UŽn«ÅÔ ® È«dÐ t� r¹œ«œ ÊUA� ̈ XÝ« XÝ—œ X�UŠ sO#n+±« ©ÅÔsO#

œ« sOMÇ eO� X�UŠÒ∫rO¹uÖÅv# dÞUš ÊUMOLÞ« UÐ ‰UŠ ÆXÝ« XÝ—œ v¹UŽ

  ÈU¼ÅVFJ� ŸuL−�nÆXÝU¼ÅÊ¬ ŸuL−� lÐd� UÐ dÐ«dÐ ¨v�«u²� œbŽ 

t�uL� ‚uB VKD#Ï tÐ ©ÅvÐd−ðÅ® v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« —«cÖ È«dÐ vÐuš  v{U¹— È«dI²Ý«ÆXÝ«

łuð d¹“ ‰U¦# tÐ v{U¹— È«dI²Ý« ÊbOLNB d²NÐ È«dÐÒ∫bOM� t

 ‰U¦�≥∫  X³¦# Ë `O×+ œbŽ d¼ È«dÐn∫t� bOM� XÐUŁ 

®±©

1

2
+

1

22 +  ...  +
1

2n =1−
1

2n

∫qŠ  dÖ«  n =1∫ÁU~�¬ ¨

®≤©

1

21 =
1

2
=1−

1

21

® ÈËU�ð ¨X�UŠ s¹« —œ t� rOMOÐÅv#±ÆXÝ« XÝ—œ ©

 dÖ«  n = 2ÁU~�¬ ¨

®≥©

  

1

21 +
1

22 =
3

4
=1−

1

22

«œb−# t�Î® ÈËU�ð ±® lLł UÐ rO�«uðÅv# «— ÈËU�ð s‡¹« Æb¼œÅv# ÊUA� «— ©≤ Ë ©

  

1

22∫r¹—Ë¬ XÝœÅt‡Ð 

  
1−

1

21




 +

1

22 =
3

22 =1−
1

22

t#«œ«ÏørOM� —U� tÇ fÄ ¨X�O� vKLŽ œ«bŽ« ÂULð È«dÐ vÝ—dÐ s¹« 

t?K?L?ł Ëœ È«d?Ð Áb#¬ÅXÝœÅtÐ Z¹U²� “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë r¹Ë—Åv# uKł r¼ d~¹œ Âb: p¹ÏË« ÒX�UŠ ¨‰Å

  n = 3∫rOM�Åv# vÝ—dÐ eO� «— 

®¥©

  

1

2
+

1

22




 +

1

23 = 1−
1

22




 +

1

23 =
7

23 =1−
1

23

 X�UŠ È«dÐ tDÐ«— v²Ý—œ t−O²�—œ  n = 3ÆrO²BdÖ t−O²� eO� «— 



±±

K� X�UŠÅ—œ dÖ« ‰UŠÒ È«dÐ «— tDÐ«— v²Ý—œ ¨vn = krOýUÐ t²ý«œ vMF¹ ¨rOM� ÷dB 

  

1
2

+ 1

22 + 1

23 +  ...  + 1

2k =1− 1

2k

 È«dÐ «— tDÐ«— v²Ý—œ ¨÷dB s¹« “« rO�«u²Ð Ë  n = k +1vMF¹ 

®µ©

  

1
2

+ 1

22 + 1

23 +  ...  + 1

2k




 + 1

2k+1 =1− 1

2k+1

œ« rO�«uðÅv# ÁU~�¬ ¨r¹dO~Ð t−O²�Ò® ÈËU�ð t� rOM� UŽ±ÆXÝ« XÝ—œ v²�UŠ d¼ —œ ©

Ë« ·d?Þ —œÒ® ÈËU?�ð  ‰µ v?M?F?¹ Ê¬ ‰œU?F?# ¨e?‡?²?�«d?Ä qš«œ —«bI‡# ÈUł tÐ ©

  
1− 1

2k




 “« «—

®ÈËU�ð±rOM�Åv# s¹e~¹Uł ©

®∂©

  
1− 1

2k




 + 1

2k+1

®∑©

  
=1− 2

2k+1 + 1

2k+1

®∏©          =1− 1

2k+1

 X�UŠ —œ tDÐ«— v²Ý—œ “«n = kv²Ý—œ ̈ X�UŠ —œ Ê¬   n = k +1 U³Ł« t�uÖÅs¹« Æbý XÐUŁ eO� 

tKOÝËÅtÐ  U³Ł« ¨«—Ï  v{U¹— È«dI²Ý«tKOÝËÅtÐ  U³Ł« U¹Ï «dI²Ý« q@«OL¼« “« t� rO#U�Åv# Ò—œ È«ÅÁó¹Ë X

O{U¹—ÒtDÐ«— dOE� v¹U¼ÅtDÐ«—  U³Ł« È«dÐ «dI²Ý« q+«ÆXÝ« —«œ—ušdÐ  UÏÆœdOÖÅv# —«d: ÁœUH²Ý« œ—u# ôUÐ 

«dI²Ý« q�«

 b?O?M?" ÷dNP(n)Á—U?Ð—œ v?LJŠ Ï v?F?O?³ÞœbŽ n d?Ö« Æb?ýUÐ   P(1)“« Ë b?ýU?Ð XÝ—œ 

 v?²Ý—œP(k) v?²Ý—œ ¨  P(k +1)  —u?P s?¹« —œ ¨œu?ý t?−O²� P(n)œb?Ž d¼ È«dÐ 

 vFO³ÞnÆXÝ« XÝ—œ eO� 

 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ ¨«dI²Ý« q+«dÐUMÐ t−O²�—œn® ÈËU�ð ¨± ‰U¦# —œ ©ÆXÝ« XÝ—œ ¨q³:

∫rO²ý«œdÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÂUÖ «dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« È«dÐ

 ÂUÖ± ∫ È«dÐ «— rJŠ v²Ý—œ  n =1Ær¹œ«œ ÊUA� 

 ÂUÖ≤∫ È«dÐ rJŠ dÖ« t� r¹œd� XÐUŁ n = k È«dÐ ÁU~�¬ ¨býUÐ XÝ—œ   n = k +1XÝ—œ eO� 

ÆXÝ«



±≤

 ‰U?¦�¥ ∫ v?F?O?³?Þ œb?Ž d?¼  È«d?Ð t?� b?O?M�  XÐUŁ «dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« UÐn ¨  42n −1 dÐ µ

ÆXÝ« d¹cÄÅg0Ð

∫qŠ t� s¹« s²��«œ UÐ   Pn = 42n −1 dÐ µ« ÂUÖ ¨XÝ« d¹cÄÅg0Ð ËÒÆr¹—«œÅv#dÐ «— ‰

 ÂUÖ±∫ È«dÐ «— rJŠ v²Ý—œ   n =1∫rO¼œÅv# ÊUA� 

®±©  P1 = 42(1) −1=15 = 5 × 3

 dÐ t�µ® fÄ XÝ« d¹cÄÅg0Ð ± ©PÆXÝ« XÝ—œ 

 ÂUÖ≤∫ È«dÐ rJŠ dÖ« t� rOM� XÐUŁ rO¼«ušÅv#P(k)  È«dÐ t−O²�—œ ¨býUÐ XÝ—œ   P(k +1)

ÆXÝ« XÝ—œ eO�

∫rOM� ÷dB

®≤©  Pk = 42k −1= 5r

 dÐ t�µÊœuÐ d¹cÄÅg0Ð b¹UÐ ‰UŠ ÆXÝ« d¹cÄÅg0Ð 

®≥©  Pk+1 = 42(k+1) −1

 dÐµ® ÈËU�ð sOBdÞ ¨—U� s¹« È«dÐ ÆrO¼œ ÊUA� «— ≤ —œ «— ©  4
2

vMF¹ rOM�Åv# »d{ 

  4
2(42k −1) = 42(5r)

® Êœd�ÅÁœUÝ “« ≥® ÈËU�ð ¨©¥∫b¹¬Åv# XÝœÅtÐ ©

®¥©  4
2k+2 − 42 = 42(5r)

 Êœd�ÅtBU{« UÐ±µ∫Xý«œ rO¼«uš ÈËU�ð sOBdÞ tÐ 

®µ©                    4
2(k+1) −1=15 + 42(5r)

®∂©    =15 +16(5r)

®∑©     = 5(3 +16r)

® ÈËU�ð∑ ÊœuÐ d¹cÄÅg0Ð ©  P(k +1) dÐ µ “« vMF¹Æb¼œÅv# ÊUA� «— P(k)v²Ý—œ¨  P(k +1)«— 

¨«dI²Ý« q+« dÐUMÐ  —u+ s¹« —œÆrO²BdÖ t−O²�P(n)X³¦# Ë ̀ O×+ œbŽ d¼ È«dÐ nÆXÝ« XÝ—œ eO� 

 ÈU¼ÅÂUÖ “« ¨vK� X�UŠ —œ± Ë ≤∫r¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— d¹“ Z¹U²� 

  P(1) ¨  P(2)Æb¼œÅv# t−O²�  «— 

  P(2)¨  P(3)Æb¼œÅv# t−O²� «— 

  P(3) ¨  P(4)Æb¼œÅv# t−O²� «— 

ÁbMM� tOłuð s¹« t� dš¬ v�« ËÏ rJŠ ÊœuÐ XÝ—œ P(n) vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ nÆXÝ« 



±≥

±ÅÅ‡‡Å∂t²6U¹ÅrOLFð È«dI²Ý« ‡‡ÅÅÅ

 “« «— v{U¹— È«dI²Ý« ¨r¹b¹œ ÊuM�Uð t� v¹U¼Å‰U¦# —œ  n =1rJŠ v²Ý—œ vMF¹ ¨r¹œd� ŸËdý 

 È«d?Ð «— d?E� œ—u#  n =1#«Ær?¹œ«œ ÊUA� ÒË« t?� X?Ý« Â“ô v¼UÖ UÒt?KŠd# sO�Ïœb?Ž p?¹ “« «— «dI²Ý« 

 vFO³Þ  n >1łuð d¹“ ‰U¦# tÐ ÆrOM� “Už¬ Ò∫bOM� t

 ‰U?¦�µ∫ b?M?�U?# v?³?ÝUM# vFO³Þ œbŽ bOM� XÐUŁ ±ºm œb?Ž d?¼ È«dÐ t�ÅÈ—uÞ tÐ œ—«œ œułË 

 vFO³Þn® n ≥ m(r¹—«œ 

®±©  n! > 3n

      ∫qŠ      t� rOM�Åv# oOI×ð ¨u−²�ł v�b�« UÐ «b²Ð«nøbýUÐ ¯—eÐ b¹UÐ Á“«b�« tÇ 

n 1 2 3 4 5 6 7 8

n! 1 2 6 24 120 720 5040 40320

3n 3 9 27 81 243 729 2187 6561

 È«dÐ t� rOMOÐÅv#n “« d²JÇu� vFO³Þ ÈU¼Å∑ö+« ̈Î#« ÆX�O� XÝ—œ vLJŠ sOMÇ Ò È«dÐ U  n = 7tDÐ«— ̈Ï

  n! > 3n
 È«dÐ t� bÝ—Åv# dE� tÐ Ë XÝ« XÝ—œ n “« d²Ö—eÐ ÈU¼Å∑÷dB ‰UŠ ÆbýUÐ XÝ—œ rJŠ eO� 

 È«dÐ rOM�Åv#  k ≥ 7 ∫vMF¹ býUÐ XÝ—œ rJŠ  k! > 3k
∫rOM�Åv# oOI×ð «— d¹“ rJŠ v²Ý—œ ÁU~�¬  Æ

®≤©  (k +1)! > 3k+1

® Êœ«œÅÊUA� È«dÐ≤sOBdÞ ©  k! > 3k
 —œ «—   (k +1)∫rOM�Åv# »d{ 

®≥©  (k +1)k! > (k +1)3k

 ÊuÇ Ë  k ≥ 7∫fÄ ¨XÝ« Ábý ÷dB 

®¥©  (k +1)k! > 7 × 3k

® ÈËU�#U� sOBdÞ t� rOMOÐÅv# ‰UŠ s¹« UÐ¥∫t� œ—«œ «— v²O+Uš sOMÇ ©

®µ©7 × 3k > 3 × 3k = 3k+1

∫fÄ

®∂©  7 × 3k > 3k+1

® o³Þ t−O²�—œ¥® Ë ©∂∫©

®∑©  (k +1)k! > 3k+1

∫n¹dFð o³Þ U#«

®∏©  (k +1)k! = (k +1)!

® —œ «—ÅÊ¬ ‰œUF# t�∑ ©∫t−O²�—œ rO¼œÅv# —«d:

®π©  (k +1)! > 3k+1



±¥

 È«dÐ VOðdð s¹bÐ  k ≥ 7dÖ« t� r¹œ«œ ÊUA� ̈  k! > 3k
 ÁU~�¬ ̈  (k +1)! > 3k+1

ÊUMOLÞ« UÐ ‰UŠÆ

 d¼ È«dÐ t� rO¹u~Ð rO�«uðÅv#  n ≥ 7 r¹—«œ   n! > 3n
Æ

 bý Áb¼UA# ‰U¦# s¹« —œm VÝUM# ∑Ær¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ «—ÅÊ¬ u−²�ł ‘Ë— tÐ t� XÝ« 

ÁuOý sOMÇÏ «— v�ôb²Ý«  t²6U¹ÅrOLFð È«dI²Ý« ‘Ë—ÆbM¹uÖÅv#

t²
U¹ÅrOLFð È«dI²Ý« q�«

 bOM" ÷dNP(n)Á—UÐ—œ vLJŠ Ï vFO³Þ œbŽ  n dÖ« ÆbýUÐ P(m) È«dÐ   m >1XÝ—œ 

 v²Ý—œ “« Ë býUÐP(k) v?FO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ k ≥ m v²Ý—œ   P(k +1)¨œuý t−O²� 

ÁU~�¬P(n) d¼ È«dÐ  v?FO³Þ œbŽn ≥ m ÆXÝ« XÝ—œ ®:œÅÒÈ«Åt?DQ��d¼ —œ t" bOM" X

b¹UÐ m©ÅÆœd" «bOÄ «— VÝUM� 

∫r¹—«œÅv#dÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÂUÖ ¨t²BU¹ rOLFð È«dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« È«dÐ

 ÂUÖ± ∫m¨r¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— VÝUM# 

 ÂUÖ≤∫ È«dÐ «— rJŠ v²Ý—œ n = m¨rO¼œÅv# ÊUA� 

 ÂUÖ≥∫ È«dÐ rJŠ dÖ« t� rOM�Åv# XÐUŁ n = k ≥ m È«dÐ rJŠ ÁU~�¬ ̈ býUÐ XÝ—œ   n = k +1

ÆXÝ« XÝ—œ eO�

 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ rJŠ t� œuýÅv# t−O²� ÁU~�¬n ≥ mÆXÝ« XÝ—œ 

s�dL�

± vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ ‡‡Ån∫bOM� XÐUŁ 

©n�«12 +22 + 32 +  ...  + n2 =
n(n +1)(2n +1)

6

©»  2+6 +10+  ...  + (4n −2) = 2n2

©Û  1+ 3 + 5 +  ...  + (2n −1) = n2

© 

  
1+2+ 3 +  ...  + n <

1

8
(2n +1)2

©À1×2+2× 3 + 3 × 4+  ...  + n(n +1) = n(n +1)(n +2)
3



±µ

≤ dÖ« ‡‡Å  r ≠1 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ ¨n∫bOM� XÐUŁ 

  
1+ r + r2 +  ...  + rn = 1− rn+1

1− r
≥ V?ÝUM# vFO³Þ œbŽ «b²Ð« d¹“ ÈU¼bMÐ “« p¹ d¼ —œ ‡‡Åmd¼ È«dÐ «— rJŠ fáÝ Ë bOÐUOÐ «— 

 vFO³Þ œbŽ(n ≥ m)nÆbOM� XÐUŁ 

©n�«  2n > n2

©»  2
n < n!

©Û

  
1+ 1

3
+ 1

7
+  ...  + 1

2n −1
< n

2
¥∫bOM� XÐUŁ v{U¹— È«dI²Ý« UÐ «— œuš ÈUŽœ« Ë bO�eÐ ”bŠ «— d¹“  öLł ŸuL−# ‡‡Å

  

1
1×2

+ 1
2× 3

+ 1
3 × 4

+  ...  + 1
n(n +1)

µ∫bOM� XÐUŁ «dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅ

 d¼ ÈU¼dD: œ«bFð ©n�«nb×# vFK{ Ò UÐ  XÝ« dÐ«dÐ »

n(n − 3)
2

Æ

  d¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ŸuL−# ©»n×# vFK{ bÒ  UÐ  XÝ« dÐ«dÐ »
    (2n − 4) ×90

Æ

∂ vFO³Þ œbŽ d¼ È«“« tÐ bOM� XÐUŁ ‡‡Ån ¨  8n −1 dÐ ∑ÆXÝ« d¹cÄÅg0Ð 

∑ dÖ« ‡‡Å  a ≥ −1Ë   n ∈NtDÐ«— v²Ý—œ v{U¹— È«dI²Ý« pL� tÐ ÁU~�¬ ¨Ï∫bOM� XÐUŁ «— d¹“ 

  (1+ a)n ≥1+ na

∏ v?I?O?IŠ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ YK¦# ÈËU�#U� ‡‡ÅÅa Ë b  —u+ÅtÐ a + b ≤  a  +  b   —«d:dÐ

t� bOM� XÐUŁ «dI²Ý« “« ÁœUH²Ý« ÅUÐ ÆXÝ« d¼ È«dÐ n vIOIŠ œbŽ    x1 ¨  x2¨ÆÆÆ¨xn∫r¹—«œ 

  x1 + x2 +  ...  + xn ≤ x1 + x2 +  ...  + xn

tK−�Ïv{U¹— 

s?¹« U?Ð ÆX?Ý« ÁbýÅv� ÁœUH²Ý« Ê¬ “« ¨t²ý«œ œułË «dI²Ý« ÈU¼ÅÁb¹« ¨r¹b: ÈU¼ÅÊU�“ “«

jÝuð Ë  XÝ« Ábý ‰Ë«b²� ÈœöO� r¼œe�Uý Êd: q¹«Ë« “« «dI²Ý« pL" tÐ  U³Ł« ¨‰UŠ

 r?¼b?H?¼ Êd?: —œ ÆX?Ý« t?²?Nd?Ö —«d: ÁœUH²Ý« œ—u� v¹UÄË—« ÊU�«bO{U¹— “« vCFÐU?�d


Õö?DP« vDË ÆXšUÝ ÕdD� Èd²AOÐ ŸuMð UÐ «— «dI²Ý« “« ÁœUH²Ý«¨—uNA� Ê«bO{U¹—

 jÝuð r¼œ“u� Êd: q¹«Ë« —œ åÅv{U¹— È«dI²Ý«ÅòœÔÊUÖd�¨—U?" tÐ ¨v�OK~�« Ê«bO{U¹— 

ÆXNdÖ —«d: ÁœUH²Ý« œ—u� ÊËb� —uÞÅtÐ v{U¹— ÈU¼Å U³Ł« —œ «dI²Ý« ‘Ë— Ë XN—



±∂

s?¹« “« v?C?F?Ð Æb?�«ÅÁœd?� ÁœU?H?²?Ý« œ«b?Ž« g?¹UL� È«dÐ vHK²Z� ÈU¼Åt�UA� Ë U¼ÅX�öŽ “« Âœd� ¨a¹—Uð ‰uÞ —œ

ÆbM�uGA� œ«bŽ« œ—u� —œ d²AOÐ ÈdOÖœU¹ Ë tF�UD� tÐ “uM¼ U¼ÅÊ«bO{U¹— Æb�uýÅv� Áb¹œ bM¹«— ”ËdOÄUÄ —œ U¼Åt�UA�



±∑

±Å‡‡Å∑vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡Å
±

t�bI� —œÏÅ® b?ýU?Ð v{U¹— œułu� a¹—Uð s¹dðÅvL¹b: b¹Uý t" bM¹«— ”ËdOÄUÄ ±∂µ∞‰UÝ 

∫XÝ« Áb�¬ sOMÇ ©ÅœöO� “« q³:

g?A� s¹dð“—UÐ t" XHÖ Ê«uðÅv�  √dłÅtÐÅòÒtBÏÁb?M¼œÅÊUA� t" ÊU��« —uFý Ïtł—œ ÏÊbLð 

K?� d¼ÒK?" —u?ÞÅt?Ð Ë X?Ý« Êœd" ‰ôb²Ý«  —b: ÊUL¼ ¨XÝ« XÒs?¹d?²?NÐ tÐ  —b: s¹« v

K� Ê¬ œ«dN« v{U¹— ÈU¼Å —UN� —œ b�«uðÅv� vNłËÒåÆœuý t²ý«cÖ g¹UL� tÐ X

v?#d?Öd?Ý p?¹ XÝ« œułu# ‡‡ b‡M¹«— ”Ëd‡OÄUÄ ‡‡ dB# v{U¹— a¹—Uð —œ t� vK¹U�# “«  vJ¹

łu?ð UÐ ÆXÝ« œ«bŽ« UÐ È“UÐ  —u+ÅtÐÒf?á?Ý Ë œuýÅv# »U0²�« ÈœbŽ ¨t�Q�# ÈU¼ÅqLF�«—u²Ýœ tÐ t

t?A?O?L?¼ t?−?O?²?� ¨vÐU0²�« œbŽ s²BdÖ dE�—œ ÊËbÐ ÊU¹UÄ —œ ÆœuýÅv# ÂU−�« Ê¬ ÈË— d~¹œ —U� s¹bMÇ

°XÝ« ÊU�J¹

 ‰U¦�±∫ Ë X?Ý«— X?LÝ —œ È“UÐ s¹« “« tKŠd# d¼ ÆXÝ« œ«bŽ« UÐ v#dÖdÝ Ÿu� “« ‰U¦# s¹«

 È«dÐ tKŠd# d¼ Z¹U²�¥ÆXÝ«ÅÁbý Áœ«œ ÊUA� d¹“ ‰Ëbł éÇ XLÝ —œ vBœUBð Ë vÐU0²�« œbŽ 

bOM� »UZ²�« œbŽ p¹         ¥∑±≤≥µ

 Ê¬ tÐµbOM� tBU{« «— π±≤±∑¥∞

bOM� dÐ«dÐËœ «— t−O²�±∏≤¥≥¥∏∞

 Ê¬ “«¥bOM� r� «— ±¥≤∞≥∞∑∂

 dÐ «— q+UŠ≤bOM� rO�Ið ∑±∞±µ≥∏

»U0²�« «b²Ð«“« t� «— ÈœbŽ

≥≥≥≥

t−O²� s¹« “« b¹œuÐ Áœd�ÏbOM� r� rO�Ið 

 UÐ dÐ«dÐ tAOL¼ t−O²� t� œ“UÝÅv# s¾LD# «— U# ôUÐ vÝ—dÐ≥ÆXÝ« 

 t−O²� s¹« t� œd� ‰ôb²Ý« Ê«uðÅv# v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« UÐ tÇdÖ«b¹UýtL¼ È«dÐ ÏXÝ—œ œ«bŽ« 

#« ¨býUÐÒK?�  U?³Ł« È«dÐ ‰UŠ d¼ tÐ UÒ ¨v?MF¹ ¨VKD# s¹« vb?¹UÐ tÐ b¹Uý q¹b³ðv?łU²M²Ý« ‰ôb²Ý« tÐ ¨

Ær¹bM#“UO�

 ‰U¦�≤∫  ‰U¦# ÊUL¼ vK³:œb?Ž bMÇ U¹ p¹ »U0²�« ÈUł tÐ Ë rOM�Åv# vÝ—dÐ dOOGð v�b�« UÐ «—

±‡‡ Deductive reasoning



±∏

Ðd?# ¨È“UÐ ‰uÞ —œ ÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« È—«c~²#öŽ “« ŸËdý l:u# —œ h0A#ÒdF# pÇu� lÒœbŽ ·

Ë« vÐU0²�«ÒÁd¹«œ p¹ “«¨b¹bł œ«bŽ« s²ÝU� U¹ ÊœËeB« —UÐ d¼ È«dÐ Ë XÝ« tO�ÏÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« pÇu� 

vÐUZ²�« œbŽ                              

tBU{«ÅtÐ vÐU0²�« œbŽÏ µÅÅ

t−O²� dÐ«dÐËœÏq³: 





 Êœd� r�¥bŠ«Ë 

       



q³: t−O²� nB�       

O�Ë« œbŽ Êœd� r�Òt      

 tAOL¼ t−O²� t� r¹œd� XÐUŁ VOðdð s¹« tÐ≥Ë« vÐU0²�« œbŽ t� rOMOÐÅv# Õu{Ë tÐ ‰UŠ ÆXÝ« ÒtO�

 t−O²� r¼ “UÐ ¨býUÐ t� tÇd¼≥°XÝ« 

ÁœUH²Ý« È«dÐ v³�Uł ÈU¼œUL� U¼ÅÁd¹«œ Ë U¼ÅlÐd# b¹UýÏO{U¹— —œ ÆbMýU³�  v~AOL¼ ÒôuLF#  UÎ“« 

 ·ËdŠÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« Á«u0�œ œ«bŽ« Êœ«œ ÊUA� È«dÐ

 ‰U¦�≥∫ “« ÁœU?H?²?Ý« UÐ vMF¹ ¨Èd³ł œUL� UÐ «— vK³: ‰U¦# ‰UŠ ·dŠË« v?ÐU0²�« œbŽ È«dÐ Ò¨tO�

∫rOM�Åv# vÝ—dÐ Á—UÐËœ

v²Ý—œ t� vð«—U³Ž ÈUM³# dÐ «— v−¹U²� t� XÝ« s¹« œ—ušÅv# rAÇ tÐ ‰U¦# tÝ d¼ —œ t� È«Åt²J�

 «— U¼ÅÊ¬ ‰u³:Ær¹œd� ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« vMF¹ Ær¹œ—Ë¬ XÝœÅtÐ r¹«ÅÁœd�

vÐUZ²�« œbŽ     n

 tBU{«ÅtÐ vÐU0²�« œbŽµ  n + 5

q³: t−O²� dÐ«dÐ Ëœ  2n +10

 Êœd� r� ¥bŠ«Ë  2n + 6

q³: t−O²� nB�  n + 3

tO�Ë« œbŽ Êœd� r�  3



±π

«— U?¼ÅÊ¬ v?²?Ý—œ t" XÝ« vI¹UIŠ “« ÁœUH²Ý« UÐ  ÈdOÖÅt−O²� ‘Ë— vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«

Ær¹«Åt²Nd¹cÄ

ÁbM¼œÅÊUA� t� b�—«œ œułË U# ·«dÞ« ÈUO�œ “« v�«Ë«dB ÈU¼Å‰U¦#ÏvłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« 

d#“Ë— vÖb�“ —œÒÆbM²�¼ Á

 ‰U¦�¥∫ÈU?¼ÅX?ŽUÝ sOÐ t� XÝ« Áœd� ÂöŽ« ¨d²AOÐ ‘ËdB Ë Èd²A# VKł È«dÐ v�«—u²Ý— 

±≤ Uð dNþ ≤ “« g?O?Ð «cž Êbý ÁœU#¬ Ë œ«œ ‘—UHÝ v¹«cž Ê«—u²Ý— Ê¬ —œ v�� dÖ« dNþ“«bFÐ ±∞

Áœ«u??�U??š t??� v??�U??#“ Æb??¼b??Ð Èd?²?A?# t?Ð v?�U?−?# «— «c?ž ¨b?O?#U?−?�« ‰u?Þ t?Ð t?I?O?:œÏÏs??¹« t?Ð u?�—U?N?Ð 

∫b�œuÐ XÝ—œ d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ¨bM²B— Ê«—u²Ý—

 ©n�« sOÐ XŽUÝ±≤Ë dNþ ≤ÆœuÐ dNþ“«bFÐ 

©» “« g???O???Ð «c???ž Êb???ý ÁœU???#¬ ±∞Æb???O???#U???−???�« ‰u???ÞÅt???Ð t???I???O??:œ 

Áœ«u�UšÏ°œuÐ v²Ý—œ ÈdOÖÅt−O²� t� œuÐ b¼«uš v�U−# ÊUA¹«cž t� bM²BdÖ t−O²� u�—UNÐ 

ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« È«Åt�uL� eO� ‰U¦# s¹«

 ‰U¦�µ∫U¼ÅÊ¬ ŸuL−# «dÇ t� bO¼œ `O{uð ÆrOM�Åv# lLł r¼ UÐ «— œdB œbŽ Ëœ t� bOM� ÷dB 

øXÝ« ÃË“ tAOL¼

∫qŠ b?O?M� ÷dB   2m +1 Ë   2n +1Áb?M¼œÅÊUA� Ï t?� b?MýUÐ œdB œbŽ Ëœ  m Ënv?F?O³Þ œ«bŽ« 

∫XÝ« sOMÇ U¼ÅÊ¬ ŸuL−# t−O²�—œ ÆbM²�¼

  (2m +1) + (2n +1) = 2m +2n +2 = 2(m + n +1)

 V¹d{ œułË qO�œ tÐ≤ t� r¹dOÖÅv# t−O²� ¨ŸuL−# s¹« —œ ÆXÝ« ÃË“ tAOL¼ œd6 œbŽËœ ŸuL−�

²Š ̈ XÝ« ÃË“ œbŽ p¹ tAOL¼ œdB œbŽ Ëœ ŸuL−# t� r¹œd� XÐUŁÒ«— U¼ÅÊ¬ t� Èœ«bŽ« È«dÐ v

ÁbM¼œÅÊUA� d#« s¹« °r¹«ÅÁœdJ� lLłÏ   —b:ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«

ÆXÝ« XÝ—œ tAOL¼ t−O²� t" rO²�¼ s¾LD� ̈ rOM"Åv� ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« v²:Ë

ÆœuÐ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ÂuNH# UÐ v¹UMý¬ È«dÐ VÝUM# È«ÅtMO#“ œU−¹« ¨‚uB ÈU¼Å‰U¦# “« ·b¼

 “« v¹U¼Åt�uL� U¼Å‰U¦# s¹« d²AOÐK� ÈU¹UC(ÒvÆbM²�¼ 

K! ÈU¹UC#ÒvÆbMýUÐÅv� —«d:dÐ tAOL¼ t" bM²�¼ v�UJŠ« 



≤∞

 d¦�« ÈU¼ÅtOC:r?N#Ò v{U¹—  ÈU¹UC:K�ÒO?L¼« ¨‰U¦# Ê«uMŽ tÐ ÆbM²�¼ vÒ XtOC:Ï —œ À—užU¦OB

—œ t� X�O� s¹«p¹  YK¦#  t¹Ë«e�«ÅrzU: s¹« tJKÐ ¨bM�Åv# ‚b+ tOC: È«dÐtL¼Ï ÈU¼ÅYK¦# t¹Ë«e�«ÅrzU:

OL¼« U¹ Ë ¨XÝ« `O×+Òð« XÒ œU×sin2 x + cos2 x =1 t?� XÝ« s¹« —œ   xd¼Ås¹« ¨býUÐ t� È«Åt¹Ë«“ 

ÆXÝ« —«d:dÐ ÈËU�ð

±ÅÅ‡‡Å∏iI� ‰U¦� ‡‡ÅÅÅÅ

t−O²� t� b¼œÅv# ÊUMOLÞ« U# tÐ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ÏUL²Š Áb#¬ XÝœÅtÐ ÎOF#Uł s¹« ÆXÝ« XÝ—œ Ò¨X

ð« v?¼UÖ ÆXÝ« ‰ôb²Ý« Ÿu� s¹« v¹U³¹“ Ë —«b²:« ÈU¼Åt�UA� “« vJ¹ÒO?#u?LŽ ¨v�U¦# UÐ t� b²B«Åv# ‚UHÒX

ÆœuýÅv# iI� rO�“Åv# ”bŠ t� È«Åt−O²�

  ‰U¦�∂∫ÆX?ýu?� v?�«u²# œ«bŽ« lLł q+UŠ  —u+ÅtÐ Ê«uðÅv# «— vFO³Þ œ«bŽ« “« È—UO�Ð 

łuð d¹“ ÈU¼Åt�uL�ÅtÐÒ∫bOM� t

  9 = 2+ 3 + 4

  15 =1+2+ 3 + 4+ 5

  22 = 4+ 5 +6 + 7

  39 =12 +13 +14

                                       74 =17 +18 +19 +20

v�«u²# œ«bŽ« ŸuL−#  —u+ tÐ Ê«uðÅv# «— vFO³Þ œbŽ d¼ U¹¬ t� œuýÅv# ÕdD# ‰«RÝ s¹« ‰UŠ

øXýu�

∫qŠË« Ær?O?¹uÖ aÝUÄ vÝUÝ« ‰«RÝ Ëœ tÐ b¹UÐ ¨t�Q�# ÊbOLNB XÝ—œ È«dÐ ÒU¼Å‰U¦# U¹¬ t�ÅÊ¬ ‰

Ëœ Ë øbM²�¼ vBU� t�Q�# qŠ È«dÐÒvÝ—dÐ È«dÐ «— vFO³Þ œ«bŽ« ÂULð t� œ—«œ ÊUJ#« U¹¬ t�Ås¹« Âs²ý«œ 

OHO� sOMÇÒøœd� ‰d²M� v²

OHO� sOMÇ t� rOÐUOÐ vFO³Þ œbŽ p¹ rOM� vFÝ t� XÝ« Ê¬ »uš ÈU¼ÅÁ«— “« vJ¹Òt²ý«b� «— v²

ÆrO¼œÅv# t#«œ« u−²�ł tÐ Ë rOM�Åv# ŸËdý rO¼«u0Ð t� ÈœbŽ d¼ “« ÆbýUÐ

  100=18 +19 +20+21+22 ®Ã   12 = 3 + 4+ 5 ®n�«

  130= 31+ 32 + 33 + 34 ®ı   17 = 8 +9 ®»

  6 =1+2+ 3 ®Õ   26 = 5 +6 + 7 + 8 ®Û

  7 = 3 + 4 ®Œ   30= 9+10+11 ® 

  8 = ? ®œ   40= 6 + 7 + 8 +9+10 ®À



≤±

 œb?Ž t� rOMOÐÅv#∏«b?Ž« ŸuL−#  —u+ÅtÐ Ê«uðÅvL� «— œ


 œbŽ ÆXýu� v�«u²#  ∏ ‰U¦� v?CI�

ÆXýu� v�«u²# œ«bŽ«  —u+ tÐ Ê«uðÅvL� «— vFO³Þ œbŽ d¼ b¼œÅv# ÊUA� t� XÝ«

 ‰U¦�∑∫ tDI� Ëœ dÖ«ÏtKOÝËÅtÐ «— Ád¹«œ Êu#«dOÄ ÈË— dÐ È—UO²š« Ï¨rOM� q+Ë r¼ tÐ jšÅÁ—UÄ p¹ 

ð« U?Ð ÆœuýÅv# rO�Ið tOŠU� Ëœ tÐ Ád¹«œÒt?DI� tÝ ‰UBÏ t?Ð Ád¹«œ ¨Ád¹«œ ÈË— dÐ È—UO²š« ¥r?O�Ið tOŠU� 

 È«d‡Ð «— Ÿu{u‡# s¹« d‡¹“ qJý ÆœuýÅv#≤ ̈ Å≥ ̈ Å¥ Ë µtDI� Ï∫b¼œÅv# ÊUA� Ád‡¹«œ ÈË— d‡Ð È—UO²š« 

U¼ÅtDI� œ«bFð≤≥¥µ

U¼ÅtOŠU� œ«bFð≤¥∏±∂

∫v�UL²Š« t−O²� ◊UI� œ«bFð dÖ« ∂ U¼ÅtOŠU� œ«bFð ¨býUÐ ≥≤ÆXÝ« 

∫qŠ ∂U¼ÅÊ¬ Ë rOM�Åv# —UO²š« È«ÅÁd¹«œ ÈË— dÐ tDI� 

t?KOÝË tÐ «—Ïłu?ð U?Ð ÆrOM�Åv# q+Ë r¼ tÐ v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ Òt?Ð t

  —u+ÅtÐ U¼ÅtOŠU� œ«bFð t� rOMOÐÅv# ̈ ËdÐË— qJý≤ ̈ Å¥ ̈ Å∏¨Å

±∂d?E?� t?Ð ¨v?¹«d?I?²?Ý« ‰ôb²Ý« UÐ ÆbMÐU¹Åv# g¹«eB« ÆÆÆ ¨

 t� v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ t� bÝ—Åv#∂²# r¼ tÐ «— tDI� Ò¨bMM�Åv# qB

 tÐ «— Ád¹«œ≥≤#« Æb?M?M?�Åv# rO�Ið tOŠU� Òłuð UÐ UÒq?Jý tÐ t

 s?¹« t?� œu?ýÅv?# Áb¼UA# ËdÐË—t?−?O²�Ïv?�U?L²Š« X?Ý—œU� 

 U¼ÅÊ¬ œ«bFð t� rOMOÐÅv# ¨U¼ÅtOŠU� œ«bFð ÊœdLý UÐ ÆXÝ«≥∞

ÆXÝ«

dF# ̈ ‰U¦# s¹«ÒÁbM¼œÅÊUA�  t� XÝ« vKŠ«d# ·Ï²ŠdÖ« ÆXÝ« U# ”bŠ v²Ý—œU�  Ò«bOÄ ‰U¦# p¹ v

 UÐ t� rO¹uÖ ¨bM� XÝ—œU� «— U# ”bŠ t� œuý iI� ‰U¦�ÆXÝ« Ábý XÐUŁ ”bŠ v²Ý—œU�

K" ÈdOÖÅt−O²� b¼œ ÊUA� t" vDU¦� tÐÒ ¨XÝ« jKž viI½ ‰U¦�ÆbM¹uÖÅv� 



≤≤

 ‰U¦�∏∫ @MÖ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ x Ë y U¹¬ rOMO³Ð rO¼«ušÅv# x + yødOš U¹ XÝ« @MÖeO� 

∫qŠ t� rO¼œ ÊUA� XÝ«ÅvBU� x Ë y#« bMýUÐ  @MÖ t� b�uýÅv# «bOÄ È«ÅÅÒvMF¹ ¨U¼ÅÊ¬ ŸuL−# U

x + y @?MÖ œbŽ Ëœ dÖ« —U� s¹« È«dÐÆbýU³� @MÖ ¨  x = 2+ 2Ë   y = 2− 2¨rOM� »U0²�« «— 

rOMOÐÅv#

  x + y = (2+ 2) + (2− 2)

Å  = 2+2 = 4

K?� Èd?O?ÖÅt−O²� ¨‰U¦# s¹« fÄ ÆXÝ« U¹uÖ œbŽ p¹ t�Ò@?M?Ö œbŽ Ëœ ŸuL−# vMF¹ Æœd� iI� «— v

ÆX�O� @MÖ œbŽ p¹ tAOL¼

±Å‡‡ÅπvÞdý ÈU¹UC( ‡‡Å

ôuLF# t� vÝ—UB ÈU¼Åq¦L�« »d{ UÐ ULý d²AOÐÎÈU¼—U� ÈU¼b#UOÄ “« Âœd# Êœd� ÁUÖÅ¬ ÊUABb¼  

�?O?# Z?M?Ö Z?�— Áœd?ÐU�Åò ÆbO²�¼ UMý¬ XÝ« v+uB0Ðd
Ò

#« œu?ý u?J?O� U¼—U�Åò ¨åÅœuýÅvL� ÒË åÅd?³+ÅÅtÐ U

Z?�—Åò ◊d?ý V?O?ðd?ðÅt?Ð d?Ö« v?M?F?¹ ¨b?M²�¼ U¼Åq¦L�« »d{ Ÿu� s¹« “« åÅvýUÐ «Ëd#U� Uð ‘UÐ eOšd×ÝÅò

Ë åÅU¼—U� —œ v¹uJO�Åò ̈ å ZMÖ tÐ ÊbOÝ—Åò ÁU~�¬ ̈ býUÐ t²ý«œ œułË åÅÈeOšd×ÝÅò Ë åÅÈ—u³+Åò  ̈ åÅÊœdÐ

�O# åÅv¹«Ëd#U�Åòd
Ò

ÆœuýÅv# 

:œ t� —uÞÅÊUL¼Ò öLł UÐ  UFBœ tÐ ¨b¹«Åt²BdÖ œU¹ ‰UŠ tÐ Uð  t� v{U¹— dÝUðdÝ —œ ¨b¹«ÅÁœd� X

 d?Ö«Åò qO³: “« vÞdý  x > 5 ÁU?~�¬   2x >10 È«“« tÐ t� åÂU?Lð v?IOIŠ d¹œUI# xËd?ÐË— b?M²�¼ —«d:dÐ

 «—  öLł Ÿu� s¹« Æb¹«ÅÁbý vÞdý ÈU¹UC(ÆbM#U�Åv#

 ôUÐ ‰U¦# —œÅ® v¹U¼ÅtKLł sOMÇ vÞdý XL�:  x > 5© «—  tOC( ÷d6t−O²� ËÏ‰U¦# —œÅ® «— tKLł 

 ôUÐ  2x >10©  tOC( rJŠÆbM#U�Åv#

 ‰U?¦�π∫t?DI� d¼Åò ÏB?M?# œu?LŽ ÈË— Á«u0�œ Òp?¹ t?Ð j?šÅÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« ¨jšÅÁ—UÄ p¹ n

tOC: p¹ “« v�U¦# åÅXÝ« tK+UBÏ Ê¬ —œ t� XÝ« vÞdý MdF#Ò ·tDI�Ï BM#ÅœuLŽ dÐ Á«u0�œÒjšÅÁ—UÄ n

ABË XÝ« 

∫÷d6tDI�Ï  MBM#ÅœuLŽ dÐÒ jšÅÁ—UÄ nABÆXÝ« 

 ∫rJŠMA = MB

łuð Ê¬ vÖó¹Ë Ë d¹“ ‰U¦# tÐ ‰UŠÒ∫bOM� t

 ‰U¦�±∞∫tDI� dÖ« Ï M jšÅÁ—UÄ dÝ Ëœ “« AB ∫vMF¹ býUÐ tK+UB p¹ tÐ MA=MB ÁU~�¬ ̈M

BM#ÅœuLŽ dÐÒ jšÅÁ—UÄ nAB  —«d:Æœ—«œ



≤≥

ÆXÝ« Ábý ÷uŽ ôUÐ ‰U¦# rJŠ Ë ÷dB  UÐ ̈ ‰U¦# s¹« —œ rJŠ Ë ÷dB ÈUł t�  œuýÅv# Áb¹œ

tOC: fJŽ —œ rJŠ Ë ÷dN ÈUłÏÆb�uýÅv� ÷uŽ r¼ UÐ vÞdý 

∫t²J�łuð b¹UÐÒ fJŽ tAOL¼ t� Xý«œ ttOC: p¹ ¨ tOC:ÆX�O�

 ‰U¦�±±∫ dÖ«   x >0 ÁU~�¬ ¨  x2 >0

 p¹ ‰U¦# s¹« tOC:∫Ê¬ —œ t� XÝ«

 ∫÷d6  x >0

∫rJŠ  x2 >0

 s¹« fJŽ ‰UŠ tOC:b¹dO~Ð dE� —œ «—

 dÖ«Åò  x2 >0 ÁU~�¬ ¨  x >0U−M¹« —œ t� åÅ

 ∫÷d6  x2 >0

 ∫rJŠ  x >0

#«Ò p¹ s¹« UtOC:Ï  È«“«Åt?Ð «d¹“ ¨X�O� vK�x‡‡ XÝ« XÝ—œ ÷dB t� v�UŠ —œ ‡‡ vHM# ÈU¼Å

ö¦#ÆX�O� XÝ—œ rJŠÎ    x
2 = (−1)2 =1>0#«  Ò   U  x = −1<0Æ

±Å‡‡Å±∞v²AÖ“UÐ  U³Ł« ‡‡Å

 t� œuÐ Ábý t²Ý«uš vÝö� Ê«“u#¬Åg�«œ “«tOC:Ï ∫bMM�  U³Ł« «— d¹“

t?OC( ∫ X?³?¦?# Ë v?IOIŠ œbŽ Ëœ d¼ È«“«ÅtÐ t� bOM� XÐUŁx Ë y t?A?O?L¼ d¹“ ÈdÐ«dÐÅU�¨—«d:dÐ

ÆXÝ«

®±©

  

1
2

(x + y) ≥ xy

Áu×�Ï∫œuÐ sOMÇ Ê«“u#¬Åg�«œ “« vJ¹ ‰ôb²Ý« 

® sOBdÞ Ë«± Ê«uð tÐ «— ©≤∫b�UÝ— 

®≤©  x
2 +2xy + y2 ≥ 4xy

 fáÝ  4xy sOBdÞ “« «— ®Å≤∫Xýu�  —u+Ås¹bÐ «—ÅÊ¬ Ë œd� r� ©

®≥©  x
2 −2xy + y2 ≥0

®¥©  (x − y)2 ≥0



≤¥

 tAOL¼ ÊuÇ t� XBdÖ t−O²� Ë  (x − y)2 fÄ ¨XÝ« dH+ U¹ X³¦# ®Å¥ © —«d:dÐÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë

Áó¹Ë ‰ôb²Ý« t�uÖÅs¹«ÏÂuÝd# gOÐ Ë r� eO� Ê«“u#¬Åg�«œ d¹UÝ sOÐ —œ Ë X�O� “u#¬Åg�«œ s¹« 

t−O²� p¹ tÐ Ë Áœd� ÷dB XÝ—œ «— rJŠ Ê¬ ¨rJŠ  U³Ł« ÈUł tÐ U¼ÅÊ¬ ÆXÝ«ÏÁbý t²��«œ U¹ vN¹bÐ 

Áb¹« tJKÐ X�O�  U³Ł«¨ÁuOý s¹« ÆbMÝ—Åv# ‡‡ ÷dB tÐ rJŠ “« vMF¹ ‡‡ÏÊ«“u#¬Åg�«œ tÐ  U³Ł« È«dÐ vÐuš 

È«d?Ð Èœu?N?ý ÈU?¼Å‘Ë— s?O?MÇ “« ÁœUH²Ý« ¨bý t²HÖ eO� qBB s¹« È«b²Ð« —œ t�ÅÊUMâL¼ Ë b¼œÅv#

 ‰ôb²Ý« ÊbOLNB vF:«Ë b¹UÐ ‰UŠ s¹« UÐ ÆXÝ« bOH#:œÒ XbMÇd¼ ‡‡ ÈœuNý ‰ôb²Ý« t� rOýUÐ t²ý«œ

#« b?M?� Èd?³?¼«— v?{U?¹—  U?³?Ł« ·d?ÞÅt?Ð «—U# b�«uðÅv# tÇdÖ« ‡‡ bOH# Ë vFO³ÞÒ p?¹ Uv?{U¹—  U³Ł«

ÆX�O�

t?O?C: fJŽ “u#¬Åg�«œ s¹« l:«ËÅÅ—œ t� rOMOÐÅv# Ær¹“«œdÄÅv# ‚uB  U³Ł« œb−# vÝ—dÐ tÐ ‰UŠÏ

v²Ý—œ ÷dB UÐ vMF¹ ¨œuÐ Áœd� XÐUŁ «— ‚uB

®±©

  

1
2

(x + y) ≥ xy

Å® v?²Ý—œÅtÐ¥ v?MF¹ ¨©Å  (x − y)2 ≥0 ÷d?B t� v�UŠ—œ ÆœuÐ ÁbOÝ— ¨ t?OC:  t?� œuÐ s¹«x Ë y

 œ«bŽ« v?IOIŠ® U?¼ÅÊ¬ œ—u?# —œ fÄ ¨bM²�¼ X³¦# Ë¥ © —«d:dÐ U?³?Ł« vMF¹ rJŠ  U³Ł« ¨·b¼ Ë XÝ«

® ÈËU�#U� v²Ý—œ±∫XÝ« ©

1
2

(x + y) ≥ xy

 s¹« v{U¹—  U³Ł« tÐ Á—UÐËœ ¨ U×O{uð s¹« UÐ tOC:Ær¹“«œdÄÅv#

 ∫ U?³?Ł« Êu?Ç   (x − y)2 ÈËU??�?#U?� ¨ X?Ý« d?H?+ ÈËU?�?# U?¹ Ë d?²?Ö—e?Ð t?A?O?L?¼ ®Å≥v?M?F?¹ ©

  x
2 −2xy + y2 ≥0ÆœuýÅv# t−O²� Ê¬ “« 

 ÊœËeB« UÐ  4xy ÈËU�#U� sOBdÞ tÐ ®Å≥® ÈËU�#U� ¨©≤∫vMF¹ ¨b¹¬Åv# XÝœÅtÐ ©

®≤©  x
2 +2xy + y2 ≥ 4xy

® ÈËU�#U�≤∫Xýu� d¹“  —u+ÅtÐ Ê«uðÅv# «— ©

  (x + y)2 ≥ 4xy

 ÊuÇx Ë y∫t−O²�—œ ¨bM²�¼ X³¦# Ëœ d¼  

  (x + y)2 ≥ 4xy

∫U¹ Ë

  (x + y) ≥ 2 xy



≤µ

 dÐ sOBdÞ rO�Ið UÐ t�≤∫r¹—«œ 

  

1
2

(x + y) ≥ xy

Ë U?¼ÅÈËU?��U� ¨U¼ÅÈËU�ð œ—u� —œ ’uBš tÐ ‡‡  U¼ÅtOC: “« vCFÐ  U³Ł« È«dÐ v¼UÖ

tDÐ«— p¹ tÐ rJŠ v²Ý—œ “« ÁœUH²Ý« UÐ  ‡‡ U¼ÅtŽuL−�  ÈËU�ðÏtOC: ÷dN U¹ Ë vN¹bÐ 

q?Š«d?� ÂU?L?ð t?" r?O¼œ ÊUA� v²�¹UÐÅv�  U³Ł« qOLJð È«dÐ ¨v²DUŠ sOMÇ —œ ÆrOÝ—Åv�

Ábý ÂU−�« d¹cÄÅXAÖ“UÐ ÆœuýÅvL� bO¹Qð  U³Ł« v²Ý—œ t�dÖË bM²�¼

 Ë  ËU�– vÐU¹“—« È«dÐ v¼UÖ X:œÈU¼ÅÈËU�ð v²Ý—œ U¼ÅÊ¬ —œ t� œuýÅv# tz«—« v¹U¼Å U³Ł« ̈ œ«dB«

 —œ °ø b�uýÅv# U¹uł «— XKŽ U¼ÅÊ¬ “« fáÝ Ë °bM¼œÅv# ÊUA� œdB —œ tN³ý œU−¹« UÐ «— vMJL# dOžl:«Ë¨

«d?¼U?þ Ë Áœ«œ ÂU−�« vðUOKLŽ Ê¬ ÈË— ¨t²BdÖ dE� —œ ÷dB «— rJŠ ¨U¼Å U³Ł« t�uÖÅs¹« —œÎd?¦�«® v¼UÖ 

  U?³Ł« —œ © U¼U³²ý« U?¼ÅtOC: U?O?K?L?Ž Ê¬ ÈË— ¨ t²BdÖ dE� —œ ÷dB «— rJŠ v{U¹— qzU�# qŠ Ë

«d¼Uþ ¨Áœ«œ ÂU−�«Î∫bOM� tłuð d¹“ ‰U¦# tÐ °rOÝ—Åv# t−O²� tÐ 

 ‰U¦�±≤∫  bOM� XÐUŁ ∂ Ω ≤°

∫ U³Ł«

®±©≤=∂

ÈËU�ð v¹UłÅtÐÅUł XO+Uš tÐ tłuð UÐ

®≤© ∂=≤

tDÐ«— Ëœ lLł “« fáÝÏ® ±® Ë ©≤°Xý«œ rO¼«uš ©‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡

®≥©∏ = ∏

#«Òłu?ð UÐ UÒt?� X?Ý« X?Ý—œ  U?³?Ł« s?¹« v?ð—u+—œ UNMð t� rO�«œÅv# ¨rO²BdÖ œU¹ t� v³�UD# tÐ t

® “« rO�«u²Ð vMF¹ ¨býUÐ d¹cÄÅXAÖdÐ≥® tÐ ©≤® tÐ fáÝ Ë ©±rOÐU¹Åv#—œ ÁU~� p¹ UÐ t� v�UŠ—œ ÆrOÝdÐ ©

® “« vMF¹ XÝ« ‰U×# Èd#« sOMÇ t�≥ t� ©∏=∏® ÈËU?�ð tÐ rO�«uðÅvL� XÝ« ≤  t� ©Å∂=≤tÐ fáÝ Ë 

® ÈËU�ð±  t� ©≤= ∂œ« Èd?¹c?ÄÅXAÖdÐ ÂbŽ t−O²�—œ ÆrOÝdÐ XÝ« Ò U?³Ł« t� b¼œÅv# ÊUA� ‚uB ÈUŽ

 —œ °XÝ« ÁœuÐ tN³ý œU−¹« jIB Ë  XÝ—œU� —u�c# l:«Ë  U³Ł« —œ‚uB¨t²BdÖ dE� —œ ÷dB «— rJŠ ¨

«d¼Uþ Ë Áœ«œ ÂU−�« vðUOKLŽ Ê¬ ÈË—ÎÆr¹bOÝ— t−O²� tÐ 

∫s¹dLð ‰U?¦#  U³Ł« ±≤ g?0Ð —œ “u#¬Åg�«œ  U³‡Ł« UÐ «— ±‡‡±∞È«Åt?−?O²� tÇ ÆbO‡M� t�¹UI# 

øb¹dOÖÅv#



≤∂

LF� »«uł v�" dÖ« t" bM�«œÅv� tL¼ÅòÒU
±

qŠ ̈ býUÐ t²HÖ ULý tÐ «— ÒÆœuÐ b¼«uš ÁœUÝ Ê¬  

u�“¬ p¹ qLŽ s¹« t" XHÖ Ê«uðÅv� vÖœUÝ tÐÊbO�«uðÅv� vð—uP—œ jIN ÆXÝ« tENUŠ 

œ«ÒL?F?� t?" b?O?²�¼ Ê«bO{U¹— p¹ bOM" UŽÒö?³: t" «— v¹U¼UÎq?Š b?¹«ÅÁœd?J� tFDUD� eÖd¼ 

Êu�“¬ p¹ s¹« ÆbOM"åÅÆXÝ« Êœd" ‰ôb²Ý« 

d¹UÝ
≤

s�dL�

±ÆbOM� q#U� «— d¹“ Z¹U²� ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å

Æœ—UÐÅv# Ê«—UÐ Êü« ÆœuýÅv# »uÞd# sO#“ ¨œ—U³Ð Ê«—UÐ dÖ« ©n�«

∫t−O²�  sO#“                ÆXÝ« 

 «— d~¹bJ¹ ÁU~âO¼ È“«u# ◊uDš ©» lD: ◊uDš ÆbMM�ÅvL�  L1 Ë   L2ÆbM²�¼ È“«u# 

∫t−O²�   L1 Ë   L2                 

≤ÆbO¼œ `O{uð «— œuš »«uł øb�uýÅv# q+UŠ Ábý Áœ«œ  «—U³Ž “« d¹“ Z¹U²� U¹¬ ‡‡Å

ÆbMM� t³ÝU×# bM�«uðÅv# b�dOÖÅv# œU¹ v{U¹— t� v�«“u#¬Åg�«œ ÂULð ©n�«

ÆœdOÖÅv# œU¹ v{U¹— t� XÝ« È“u#¬Åg�«œ bOLŠ

∫t−O²�ÆbM� t³ÝU×# b�«uðÅv# bOLŠ 

ÆbM²�¼ UMý¬ dðuOá#U� —U� “dÞ UÐ Ê«“u#¬Åg�«œ “« vCFÐ ©»

ÆXÝ« “u#¬Åg�«œ fÖd�

∫t−O²�ÆXÝ« UMý¬ dðuOá#U� —U� “dÞ UÐ fÖd� 

ÅÈËU�²# YK¦# ©Û sO:U��« È«—«œ q:«bŠÆXÝ« ÈËU�# lK{ Ëœ

ÆXÝ« ÈËU�# lK{ tÝ È«—«œ Ÿö{ô«ÅÈËU�²# YK¦#

∫t−O²� YK¦# p¹ ¨Ÿö{ô«ÅÈËU�²# YK¦# d¼  sO:U��«ÅÈËU�²#ÆXÝ«

≥øXÝ« ÃË“ tAOL¼ ÃË“ œbŽ Ëœ ŸuL−# «dÇ t� bO¼œ ÊUA� ‡‡Å

¥tÝ—b# ‰U³²J�Ð rOð uCŽ rO¼«dÐ« Ë œËË«œ ¨Ê«d#U� ¨bLŠ« ¨vKŽ ‡‡ÅÏÆbM²�¼ œuš 

±‡‡ Puzzle ≤‡‡ W.W. Sawyer: Mathematician’s Delight



≤∑

łuð UÐÒðd# b: g¹«eB« V�ŠdÐ «— U¼ÅÊ¬ ¨d¹“ j¹«dý tÐ tÒ∫bOM� V

¨bMýUÐÅv# d²¼Uðu� vKŽ “« U¼ÅÊ¬ “« dH� Ëœ q:«bŠ ©n�«

¨XÝ« d²¼Uðu� Ê«d#U� “« œËË«œ ©»

¨X�O� d�Ä s¹d²¼Uðu� bLŠ« ©Û

ÆXÝ«dðbMKÐ vKŽ “« œËË«œ © 

µÊœuÐ jKž  —u+ —œ ÆXÝ« ©ÅXÝ—œU� ® jKž p¹ÅÂ«b� Ë XÝ—œ d¹“  «—U³Ž “« p¹ÅÂ«b� ‡‡ÅÅ

ÆbOM� «bOÄ iI� ‰U¦# p¹

 dÖ« ©n�«±ÆXÝ« ÃË“ œbŽ p¹ tAOL¼ t−O²� ¨œuý lLł ÈœdB œbŽ d¼ UÐ 

ÆXÝ« d²Ö—eÐ Ê¬ “« tAOL¼ œbŽ p¹ ÂËœ Ê«uð ©»

t¹Ë«“ Ëœ ŸuL−# ©ÛÏœUŠ Ò “« d²L� Á
    180

ÆXÝ« 

 Ê¬ qš«œ YK¦# p¹ ŸUHð—« tAOL¼ ©  —«d:ÆœdOÖÅv#

ÆXÝ« lÐd# p¹ vKOD²�# d¼ ©À

ÆXÝ« qOD²�# p¹ vFÐd# d¼ ©Ã

∂∫b¹dO~Ð dE�—œ «— d¹“ ÈU¼Åt�uL� ‡‡Å

  6 =12 +12 +22

  14 =12 +22 + 32

  24 = 22 +22 + 42

  59 =12 + 32 + 72

  61= 32 + 42 +62

  89 = 22 +22 +92

t?−?O²�Ïq?#U?� l?Ðd?# t?Ý Ÿu?L?−?#  —u?+ t?Ð Ê«uðÅv# «— vFO³Þ œbŽ d¼ ∫t� XÝ« Ê¬ v�UL²Š« 

ÆXÝ« jKž ‚uB ÈdOÖÅt−O²� t� bO¼œ ÊUA� iI� ‰U¦# p¹ tz«—« UÐ ÆXýu�

∑øbM²�¼ XÝ—œ d¹“ ÂUJŠ« “« p¹ÅÂ«b� ‡‡Å

 dÖ« ©n�«x Ë @MÖ y Å® ÁU~�¬ ¨býUÐ U¹uÖ x+yÆXÝ« U¹uÖ ©Å

 dÖ« ©»xË y ÁU~�¬ ¨bMýUÐ U¹uÖ Ëœ d¼ x+yÆXÝ« U¹uÖ 

Æb¹—ËUOÐ iI� ÈU¼Å‰U¦# XÝ—œU� ÂUJŠ« œ— È«dÐ Ë bOM�  U³Ł« «— XÝ—œ ÂUJŠ«

∏ d?¹“ ÂUJŠ« “« vCFÐ ‡‡ÅÅÅ ÈU¹UC:K?�Ò ÆbM²�¼ v ÈU?¹UC:K�Òv?²Ý—œU� È«dÐ Ë Áœd�  U³Ł« «— v

 v:UÐ∫b¹—ËUOÐ iI� ‰U¦# ÂUJŠ«



≤∏

ÆXÝU¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅlÐd# ŸuL−# nB� ÈËU�# U¹ d²JÇu� vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ »dCK+UŠ ©n�«

ÆX�O� dH+ `O×+ œbŽ êO¼ lÐd# ©»

t¹Ë«“ Ëœ d¼ ©ÛÏÆbM²�¼ ”√—ÅtÐ qÐUI²# ¨ÈËU�# 

 dÖ« ©   x >1  ÁU~�¬ ¨  x > 2Æ

 dÖ« ©À  x > 2 ÁU~�¬ ¨  x >1Æ

 dÖ« ©ÅÃ  (x −1)2 =0 ÁU~�¬ ¨x=±Æ

 dÖ« ©Åıab=∞ ÁU~�¬ ¨a=∞ Ë .b=∞

±Å‡‡Å±±©ÅrOI²<�dOž  U³Ł«Å® nKš ÊU¼dÐ ‡‡Å

 v¼UÖ  U:Ë« p¹  U³Ł« È«dÐtOC: rJŠ t� rOM�Åv# ÷dB «b²Ð« ¨ tOC:UÐ ÁU~�¬ ÆbýU³� XÝ—œ

 p¹ tÐ  ÃU²M²Ý« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« i:UMðÆrOÝ—Åv#

 ‰U¦�±∫  ÊœuÐ `O×+ ÷dB UÐ t� bO¼œ ÊUA�n dÖ« ¨  n2
 ¨býUÐ ÃË“ nÆXÝ« ÃË“ eO� 

∫qŠ  ÊœuÐ ÃË“  U³Ł« ÈUłÅtÐn t� rO¼œ ÊUA� rO�«uðÅv# ¨nÆbýUÐ œdB b�«uðÅvL� 

 rOM�Åv# ÷dB «b²Ð«n vMF¹ býUÐ œdB   n = 2k +1 U−M¹«—œ t� kt−O²�—œÆXÝ« ̀ O×+ œbŽ p¹

∫r¹—«œ

  n
2 = (2k +1)2 = 4k2 + 4k +1= 4(k2 + k) +1

ÁbM¼œÅÊUA� s¹« ËÏ t� XÝ« Ê¬   n2
ÆXÝ« œdB 

 p?¹ s¹« t� rOMOÐÅv# i?:UMð t?� œu?Ð s¹« dÐ t�Q�# ÷dB «d¹“ ÆXÝ«  n2
 v?MF¹ ÆbýUÐ ÃË“   n2

s?¹«d?ÐU?M?Ð ¨býUÐ ©År¹«ÅÁœ—Ë¬ XÝœÅtÐ t� È«Åt−O²� o³ÞÅ® œdB r¼ Ë ©Åt�Q�# ÷dB o³ÞÅ® ÃË“ r¼ b�«uðÅvL�

 p¹ÅtÐ i:UMð s¹« tOłuð UNMð ÆrOÝ—Åv# i:UMð ÊœuÐ œdB ÷dB t� XÝ« Ê¬ n  fÄ ¨XÝ« XÝ—œU�n

ÆbýUÐ ÃË“ b¹UÐ

 ‰U¦�≤∫  bOM� ÷dBAD t¹Ë«“ “U�LO� A YK¦# —œ ABC dÖ« ÆbýUÐ BD ≠ CDbOM� XÐUŁ 

AB ≠ ACÆ

A

B
D

C



≤π

∫qŠ vMF¹ »uKD# t−O²� bOM� ÷dB ÆrO¼œÅv# ÂU−�« nKš ÊU¼dÐ o¹dÞ “« «—  U³Ł« AB ≠ AC

 v?M?F?¹ býU³� XÝ—œ.AB=AC  Y?K?¦?# s¹«dÐUMÐ ABC  s?O?:U?��«ÅÈËU�²#Y?K?¦?# —œ rO�«œÅv# ÆXÝ«

 s?O?:U?��«ÅÈËU�²# “U?�?LO�AD s?¹«d?ÐU?M?Ð ÆX?�¼ eO� t�UO# BD = DCv?M?F?¹ t?�Q�# ÷dB UÐ s¹« t� 

BD ≠ CD Êœu³� XÝ—œ ÷dB s‡¹«dÐUMÐ ÆXÝ« œUCð —œ AB ≠ AC vMF¹ ÆœuýÅv# œ— AB ≠ ACÆ

 «— q³: ‰U¦# Ëœ —œ ÁœUH²Ý« œ—u# v�ôb²Ý« ‘Ë— nKš ÊU¼dÐt� bM#U�Åv# rOI²�#dOž  U³Ł« U¹

O{U¹— ÂULð —œÒÆœ—«œ œdÐ—U�  U

nKš ÊU¼dÐ

d?E?‡?� —œ «— d?‡?¹“ ÈU?¼ÅÂU?‡?Ö ©År?O?I?²?��dO‡ž  U‡³‡Ł«Å® n‡K‡š ÊU‡¼d‡Ð “« ÁœU‡H²Ý« È«d‡Ð

∫r‡¹d‡OÖÅv�

 ÂUÖ±∫t−O²� rOM"Åv� ÷dN ÏÆbýU³� XÝ—œ »uKD� 

 ÂUÖ≤∫«— Ábý t²��«œ o¹UIŠ t" b¼œÅv� XÝœÅtÐ È«Åt−O²� ÷dN s¹« t" rO¼œÅv� ÊUA� 

ÆbM"Åv� iI�

 ÂUÖ≥∫Ë« ÂUÖ —œ t" v{dN t" œuýÅv� ÂuKF� ¨r¹«ÅÁbOÝ— i:UMð p¹ tÐ t" ‰UŠ ÒÅÁœd" ‰

t−O²� s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« XÝ—œU� r¹œuÐÏÆbýUÐ XÝ—œ b¹UÐ »uKD� 

 ‰U¦�≥∫  t� bO¼œ ÊUA�  2ÆXÝ« @MÖ 

 ∫ U³Ł«t−O²� rOM� ÷dBÏ vMF¹ býU³� XÝ—œ »uKD#   2 býUÐÅ U¹uÖ ̈ Áœu³� @MÖ ® ÂUÖÅ±‰UŠ Æ©Å

łuð UÐÒ ¨œb?Ž p¹ ÊœuÐ U¹uÖ n¹dFð tÐ t  2 d��  —u+ tÐ «— 

p
q

 Ê¬ —œ t� rO�¹u�Åv# p Ëqœ«bŽ«

KF²#Å® `O×+Ò tÐ o   d�� Ë ©Å

p
q

 vMF¹ ÆXÝ« œuš  —u+ s¹dðÅÁœUÝ tÐ p ËqË« r¼ tÐ X³��ÒbM²�¼ ‰

 vMF¹  (p,q) =1Ë 

®±©

  
2 = p

q
® sOBdÞ±∫rO�UÝ—Åv# Ëœ Ê«uð tÐ «— ©

®≤©

  
2 = p2

q2

® sOBdÞ »d{ UÐ fáÝ≤ —œ ©  q
2

∫Xý«œ rO¼«uš 

®≥©  2q2 = p2

Z



≥∞

® “«≥ t� œuýÅv# t−O²� ©Å  p
2

 ‰U¦# o³Þ ‰UŠ ÆXÝ« ÃË“ ÈœbŽ ±ÊœuÐ `O×+ ÷dB UÐ t� rO�«œÅv# ¨

p dÖ« ¨  p
2

 ¨býUÐ ÃË“p∫vMF¹ XÝ« ÃË“ eO� 

®¥©  p = 2k

∫t−O²�—œ

®µ©  p
2 = 4k2

Å® —œµ ÈUłÅtÐ ©Å  p
2

 “« «— Ê¬ ‰œUF# ¨®Å≥ ÊUL¼ t� ©Å  2q2
∫rOM�Åv# s¹e~¹Uł býUÐ 

®∂©  2q2 = 4k2

 dÐ sOBdÞ rO�Ið “« fÄ≤∫r¹—«œ 

®∑©  q
2 = 2k2

® “«∑ t?� r?¹d?‡OÖÅv# t−O²� ©  q
2

‰U?¦?# o?‡³Þ “U‡Ð ¨Áœu‡Ð ÃË“ ± ¨q÷d?B ·ö?š s‡¹« Ë XÝ« ÃË“ eO� 

   —u+ s¹« —œ «d‡¹“ ÆXÝ«p Ëq »—UC# Ëœ d¼ ≤Ë« r‡¼ tÐ X³�� b‡M�«u‡ðÅvL� Ë bM²�¼ ÒbMýU‡Ð ‰

 ÂUÖÅ®≤ Êœu‡Ð U‡¹u‡Ö ÷d‡B t−O‡²�—œ Æ©Å  2 fÄ ÁœuÐ XÝ—œU‡�   2Æ býU‡Ð @‡MÖ v²�¹U‡ÐÅv# 

s�dL�

∫bOM� XÐUŁ «— d¹“ ÂUJŠ« ¨nKš ÊU¼dÐ v�ôb²Ý« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ

± dÖ« ‡‡Ån Ë `O×+ ÈœbŽ   n2
 bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ œdB nÆXÝ« œdB eO� 

≤ dÖ« ‡‡Å  n2
 “« vÐdC# ≥ t� bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ n “« vÐdC# eO� ≥ÆXÝ« 

≥ dÖ« ‡‡Å  n2
 “« vÐdC# ±∞ t� bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ n “« vÐdC# eO� ±∞ÆXÝ« 

¥Æœd� œuLŽ Ê¬ dÐ jš p¹ “« gOÐ Ê«uðÅvL� jš p¹ Ã—Uš tDI� p¹ “« ‡‡Å

µ  bOM� XÐUŁ ‡‡ÅÅ  3ÆXÝ« @MÖ 

∂ XÝ«— jš tÝ dÖ« ‡‡Åd ¨′d Ë ′′d Ë bMýUÐ e¹UL²# ËœÅtÐÅËœ d|| ′d ® bO�«u0ÐÅd È“«u# ′dÅ©

 Ë′d || ′′d ÁU~�¬ ¨d|| ′′dÆ

∑  bOM� XÐUŁ ‡‡Å  ( 2 − 3 )ÆXÝ« @MÖ 

∏ dÖ« bOM� XÐUŁ ‡‡Åx Ë U¹uÖ y ÁU~�¬ ¨býUÐ @MÖ x+y )ÆXÝ« @MÖ ©Å

πÅ‡‡ d?Ö«   P  ,...,5, 3,2Ë« œ«b?‡?Ž« ÂU‡L‡ð Ò ÈËU?�?# U?‡¹ d²JÇu� ‰Pt?‡?� b?O?M?‡� XÐU‡Ł ¨bMýUÐ 

  N = (2× 3 × 5 ×  ....×P) +1Ë« U¹ ÒË« q#UŽ U¹ Ë XÝ« ‰Ò“« d²Ö—eÐ ‰P Æœ—«œ 



≥±

UÐ ÆœuýÅv� ÁbMM"ÅZOÖ ”—œ Ê¬ ¨bMM" iI� «— d~¹bJ¹ vÝ—œ Ÿu{u� p¹ VDUD� dÖ«

i?:U?M?ð tÐ t�«b�UŽ Ë rOM" vFÝ dÖ« U¼ÅX:Ë v¼UÖ ÆÆÆ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« —œ ‰UŠ s¹«

°œuÐ b¼«uš bOH� rOÝdÐ

             ¨eÐu"«˛ bDË—U¼±π∑¥
Å±

±Å‡‡Å±≤dðu³� t�ô q@« ‡‡Å

d?#“Ë— v?Öb?�“ Ë ·«d?Þ« ÈU?O?�œ  UON¹bÐ “« È—UO�ÐÒÁÏ ¨U#  Èb?M?L�u�U:s?O?Ž—œ Ë b�—«œ v{U¹—

u?M?²# Ë ÊuÖU�uÖ ÈU¼œdÐ—U� È«—«œ ¨XB«dþ Ë vÖœUÝÒd?Ö« t� XÝ« `{«Ë ¨‰U¦# Ê«uMŽ tÐ ÆbM²�¼ Ÿ

µ ·d?Þ tÐ dðu³�ÅÅ¥ ¨b?�u?AÐ U¼Åt�ô qš«œ bM¼«u0Ð Ë bMM� “«ËdÄ t�ô  q?:«bŠËœ q?#Uý U¼Åt�ô “« vJ¹

 dÖ« sOMâL¼ °œuÐ b¼«uš dðu³�π¨bMýUÐ t²ý«œ —uCŠ v�ULNO# p¹ —œ dH�  q:«bŠU¹ Ë Ëœ b�uð “Ë—

 s¹« “« v¹U¼Å‰U¦# ÆbýUÐÅv# t²H¼ “Ë— p¹ —œ U¼ÅÊ¬ “« dH� bMÇ qO³:tL¼ È«dÐÏ ÆXÝUMý¬ U# t�ô q@«

 dðu³�ÁbMM�ÅtOłuðÏÁbOâOÄ q¹U�# “« vCFÐ ‰UŠ s¹« UÐ t� XÝ«  UON¹bÐ sOL¼ “« vJ¹ Ë ôUÐ ‰U¦# Ëœ Ï

 «— v{U¹— qÐU: —œ ’uB0Ð ¨q+« s¹« ÆbM�Åv# qŠ vF:«u# œ«bš— rO¼«ušÅv# t�OF:u#Ò X+UšÒv

 ÁœUH²Ý« œ—u# ¨rOM� vÝ—dÐ «— —«d:ÆœdOÖÅv#

dðu³! t½ô q�«

 dÖ«m ¨dðu³" nU?¼d?ðu?³" t�ô œ«bFð “« gOÐ U¼dðu³" œ«bFð Ë bMM" ‰UGý« «— dðu³" t�ô 

Å® b?ýUÐm > n  ÁU?~�¬¨©Åd?ðu?³?! t½ô q�« o³Þb?¼«u?š œu?łË d?ðu?³" t�ô p¹ q:«bŠ 

ÆbMýUÐ t²ý«œ —«d: Ê¬ —œ dðu³" Ëœ “« d²AOÐ U¹ Ë Ëœ r" XÝœ t" Xý«œ

‰U¦�±∫ St?ŽuL−#d¹“ p¹ Ï ≥∑ ÈU?C?Ž« dÖ« ÆXÝ« vFO³Þ œ«bŽ« “« ÈuCŽ S œb?Ž dÐ «— ≥∂

Áb�ULO:UÐ È«—«œ tŽuL−# s¹« “« uCŽ Ëœ q:«bŠ ¨rOM� rO�IðÏ dÐ v�U�J¹ ≥∂ÆbM²�¼ 

∫qŠ  vFO³Þ œbŽ d¼ rO�Ið t� rO�«œÅv#n dÐ ≥∂  —u+ÅtÐ   n = 36q + r t� XÝ« qÅÃ—Uš XL�:¨

r Ë Áb�ULO:UÐ   0≤ r < 36tŽuL−# s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« Ï ÅÁb�ULO:UÐ vMF¹ ̈ U¼  0,1,2,..., 35{ } È«—«œ¨≥∂uCŽ 

t�ô UÐ ‰U¦# s¹« XNÐUA# ÆXÝ«Ï ÈUCŽ« dÖ« t� XÝ« sOMÇ dðu³� SÅ® ≥∑Ë U¼dðu³� œ«bFð  «— ©ÅuCŽ 

 œ«bFð U?¼ÅÁb�ULO:UÐÅ®≥∂ ¨r?¹d?O~Ð dE� —œ U¼dðu³� t�ô «— ©Å X:ËÅÊ¬ t?� rOÐU¹Åv#—œ q:«bŠU?¼Åt�ô “« vJ¹

±‡‡ H. Jacobs



≥≤

∫vMF¹ °býUÐÅv# dðu³� Èd²AOÐ œ«bFð U¹ Ë Ëœ È«d¹cÄ

 tŽuL−� “« uCŽ Ëœ q(«bŠÏ SÁb�ULO(UÐ È«—«œ Ïv�U<J¹  dÐ ≥∂ÆœuÐ bM¼«uš 

 ∫s¹dLðStŽuL−#d¹“ p¹ Ï ∑∞ ÈUCŽ« dÖ«ÆXÝ« vFO³Þ œ«bŽ« “« ÈuCŽ S dÐ «— ≤µrO�Ið 

 uCŽ tÝ r� XÝœ t� bO¼œ ÊUA� ¨rOM�S  p¹ È«—«œb�«ÅÁb�ULO:UÐÆ

 ‰U¦�≤∫ lK{ tÐ vFÐd# qš«œ tDI� ZMÄ ±tK+UB q:«bŠ ÅbOM� ÅXÐUŁÅ Æb�«Å÷ËdH# Ïs¹« “« tDI� ÅËœ Å

 “« d²L� tDI� ZMÄ

  

2
2

ÆXÝ« 

∫qŠ tÐ «— lÐd# `DÝ ¨bM²�¼ Ÿö{«ÅÈ“«u# t� v�—UIð ÈU¼—u×# rÝ— UÐ

¥Æ©ÅqJý oÐUD#Å® rOM�Åv# rO�Ið ÈËU�# lÐd# 

¥ «— d²JÇu� lÐd# ¥ Ë dðu³� t�ô µtDI� Ï «— ÷ËdH# µtÐ bM¼«ušÅv# t� r¹dOÖÅv# dE�ÅÅ—œ dðu³� 

KF²# «— “d# ÈË— ◊UI�Å¨sL{ —œ b�œdÖdÐ U¼Åt�ô qš«œÒ¨dðu³� t�ô q+«dÐUMÐ ÆÅr¹dOÖÅv# lÐd# Ëœ d¼ tÐ o

KFð pÇu� ÈU¼ÅlÐd# “« vJ¹ tÐ U¼ÅtDI� “« UðËœ q:«bŠÒtÐ ¨dðu³� Ëœ q:«bŠ t� È—uÞÅÊUL¼  ‡‡ b�—«œ o

t�ôÏt?O?‡‡C: “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë ‡‡ b�Ë—Åv# „d²A#  Ït?K+UB t� rOÐU¹Åv#—œ ”—užU¦OB Ï“« d?²L� tDI� Ëœ Ê¬ 

  

2
2

łuð UÐ ÆXÝ« Ò×+ ¨ qJý tÐ tÒœ« s¹« XÒrO¼œÅv# ÊUA� «— UŽ

A

B
H

1

2

∫t³ÝU×�łuð UÐ Ò ¯—eÐ lÐd# lK{ ‰uÞ tJM¹« tÐ t±pÇu� ÈU¼ÅlÐd# lK{ ‰uÞ t−O²�—œ ¨XÝ« 

  

1
2

tK+UB Ë ÏtDI� Ëœ Ï A Ë BtOC: “« ÁœUH²Ý« UÐ Ï∫b¹¬Åv# XÝœÅtÐ ”—užU¦OB 

  (AB)2 = (AH)2 + (BH)2

#«Ò ÈU?¼Å‰u?Þ t� bM�Åv# ÂuKF# qJý UAH Ë BH  “« 

  

1
2

d?²?L� XÝ« pÇu� ÈU¼ÅlÐd# lK{ ‰uÞ t� 

∫t−O²�—œ ÆbM²�¼

  
(AB)2 < 1

2






2

+ 1
2







2



≥≥

       (AB)2 < 2
4

∫vMF¹

  
AB < 2

2
ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë

s�dL�

±‡‡Å±≥ q?:«b?Š b?O?¼œ ÊU?A� Æb‡�—«œ —uCŠ v�U‡LNO# p¹ —œ dH‡� ≤ÁU?# p¹ —œ U¼ÅÊ¬ “« dH� 

�u²#ÒÆb�«ÅÁbý b

≤ “« gOÐ œ«dB« dÝ Èu# ÈU¼—Uð œ«bFð t� b¼œÅv# ÊUA� —U#¬ ‡‡Å≥∞∞∞∞∞—œ bOM� XÐUŁÆX�O� 

 t?� ÈdNý≥∞∞∞∞≤O?F?L?ł dH� Òr?¼ U?Ð ÊU?A?¹u?# ÈU?¼—U?ð œ«b?Fð Ê«b�ËdNý “« dH� Ëœ q:«bŠ ¨œ—«œ X

ÆXÝ« ÈËU�#

≥ Ÿö{ô«ÅÈËU�²# YK¦# ‡‡ÅABC lK{ tÐ  ±dE�—œ YK¦# qš«œ —œ «— tDI� ZMÄ ÆXÝ« ÷ËdH# 

tK+UB t� b�—«œ œułË tDI� Ëœ q:«bŠ bO¼œ ÊUA� Ær¹dOÖÅv#Ï “« d²L� U¼ÅÊ¬ 

  

1
2

ÆXÝ« 

¥t?Žu?L?−# “« È«ÅtŽuL−#d¹“ d¼ bO¼œ ÊUA� ‡‡ÅÏ  S = 1,2, 3,...,9{ } È«—«œ t?� ∂b?ýUÐ uCŽ 

 dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ ŸuL−# t� œ—«œ uCŽ Ëœ q:«bŠ±∞ÆXÝ« 

µ“« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅnKš ÊU¼dÐ Áœd� ÷dB vN¹bÐ ÈœuNý —uÞÅtÐ ‰UŠ Uð t�  «— dðu³� t�ô q+« ̈

ÆbOM�  U³Ł« r¹œuÐ

tK−�Ïv{U¹— 

t¹dE½ÏU¼ÅtŽuL−� “« fÄ Ë bý ÕdD� ÈœöO� r²�OÐ Êd: q¹«Ë« Ë r¼œ“u� Êd: dš«Ë« “« 

Æœd" «bOÄ È«ÅÁó¹Ë ÁU~¹Uł  UO{U¹— v�U³� Ê«uMŽÅtÐ vðb�

v?�U?L?D¬ Ê«b?O?{U?¹— v?DË b?�«Åt?²?ý«œ X?O?DU?FN t¹dE� s¹« rOJ×ð —œ v�uÖU�uÖ ÊU�«bO{U¹—

—u²½U!Æ¯bDu²� ©tOÝË—® ̄ —uÐ“d²ÄÅsÝ —œ —u²�U" ÆXý«œ vÝUÝ« vAI� œ—u� s¹« —œ 

 ÈU?¼Å‰U?Ý —œ Ë œd?"  d?łU?N?� ÊU?L?D¬ t?Ð ÈË X?ODuHÞ —œ ‘«ÅÁœ«u�Uš ¨bý±∏∑≤vD« 

±π±≥ ÁU~A�«œ œU²Ý«  b?AU¼t?¹dE� —œ «— œuš oOLŽ —UŁ¬ Ê«—Ëœ s¹« —œ Ë œuÐ ÊULD¬ —œ

Æœd" nODQð U¼ÅtŽuL−�



≥¥

≤‡‡Å±tŽuL−
 ‡‡

tŽuL−� ÂuNH� œuš “« ÈdðÅÁœUÝ ÈU¼ÅÂuNH� pL� tÐ «— tŽuL−� ÂuNH� rO�«uðÅv� bOM�Åv� dJ$

°ørOM� n¹dFð

Æb?�d?ÐÅv?� —U?�Åt?Ð «— Ê¬ Ë bM²0¼ UMý¬ ÂuNH� s¹« UÐ œ«d$« VKž« v6Ë °X0O� d¹cÄÅÊUJ�« —U� s¹«

 UN�¬ ‰bF� t� v�«“u�¬Åg�«œò ÈU¼Å —U³Ž ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ±∂tDI� Ëœ “« t� UC$ —œ v¹U¼ÅtDI�ò ¨åXÝ« Ï

 ÈU¼œbŽò ¨åb�«ÅtKHU$ p¹ tÐ ÷ËdH�≤ ¨Å≥ ¨Åµ Ë ∑tL¼ò Ë åÏt�UMO¼«uÖ t� v�U0� Ïd¼ åb�—«œ vÖbM�«— 

ö?�U?� ÈU?O?ý« “« È«Åt?²?Ýœ Ê«u?MŽÅtÐ tŽuL−� lP«Ë—œ ÆbM²0¼ tŽuL−� p¹ Â«b�Ît?²?$dÖ dE�—œ sOF� 

 UÐ t� œuýÅv� ÈUCŽ« ÊœdÐ ÂU� U¹ Ê¬„d²A
 XO�Uš v�dF
ÆœuýÅv� hTA� Ê¬ ÈUCŽ« 

œb?F?²?� Ë v?F?O?³Þ ÈU¼Å‘Ë— vÝ—dÐ tÐ U¼ÅtŽuL−� XFO³Þ UÐ d²AOÐ v¹UMý¬ sL{ qB$ s¹« —œ

—«ËÅÂUE� vÝ—dÐ t�Å—uÞÅÊUL¼ Ær¹“«œdÄÅv� d~¹œ ÈU¼ÅtŽuL−� qOJAð È«dÐ ̈ U¼ÅtŽuL−� g¹«dOÄ Ë VO�dð

t?F?6UD� ªb�U−�«Åv� œ«bŽ« d³ł tÐ rO0Ið Ë »d{ ¨o¹dHð ¨lLł ‰ULŽ« UÐ Á«dL¼ œ«bŽ« vK� ÈU¼ÅvÖó¹ËÏ

ÆœuýÅv� d−M� U¼ÅtŽuL−� åd³łò vŽu� tÐ eO� U¼Å‘Ë— s¹« —«ËÅÂUE�

ôuLF�Î ¯—eÐ ·ËdŠ “« vJ¹ UÐ «— tŽuL−� vK� X6UŠ —œ A ¨B ¨CÆrO¼œÅv� ÊUA� ì¨

tŽuL−� r¼ UÐ t� v¹UOý«Ï ̈ bM¼œÅv� qOJAð «— v{ËdH�  U¼uCŽ U¹ ÈU¼dBMŽÁbO�U� tŽuL−� Ê¬

 ÊuÇ ÈuCŽ oKFð t�ÅÊ¬ È«dÐ Æb�uýÅv�x ÊuÇ È«ÅtŽuL−� tÐ ArO0¹u�Åv� ̈ rOM� ÊUOÐ ÈœUL� —uÞÅtÐ «— 

x ∈A

 dÖ« ËxtŽuL−� uCŽ Ï A d~¹œ  —U³Ž tÐ U¹ Ë býU³� x tÐ oKF²� ArO0¹u�Åv� ¨býU³� 

x , A

UIOPœ rO�«bÐ b¹UÐ tŽuL−� p¹ s²šUMý È«dÐ XÝ« vN¹bÐÎÆbM²0¼ Ê¬ uCŽ v¹U¼eOÇ tÇ 

h?T?A?� Ê¬ ÈU?C?Ž« „d?²A� XOHUš v$dF� U¹ Ê¬ ÈUCŽ« ÊœdÐ ÂU� UÐ tŽuL−� p¹ rO²HÖ

۲فصل

مجموعه ــ ضرب دكارتى و رابطه



≥µ

ö¦� ÆœuýÅv�Î —uHÅtÐ Ê¬ ÈUCŽ« ÊœdÐ ÂU� UÐ «— vLP— p¹ ‰Ë« œ«bŽ« tŽuL−� 

  2, 3,5,7{ }
 —uHÅtÐ Ê¬ ÈUCŽ« „d²A� XOHUš ÊUOÐ UÐ U¹ Ë

x}    XÝ« vLP— p¹ ‰Ë« œbŽ x{
ò œUL� ÊœdÐ —U�ÅtÐ UÐ «— Ê¬ t� rO¼œÅv� ÊUA�  x <10ò ÈUłÅtÐ åxò Ë åXÝ« vLP— p¹ x ∈PÈUłÅtÐ å

òx —uHÅtÐ åXÝ« ‰Ë« ÈœbŽ 

  x x <10, x ∈P{ }
ÆrO0¹u�Åv�

t?K?HU?$ t?Ð t� t×HH p¹ “« v¹U¼ÅtDI� tŽuL−� rO�«œÅv� ªd~¹œ v6U¦� Ê«uMŽÅtÐÏt?DI� “« vMOF� Ï

◊dý p¹ pL� tÐ «— tŽuL−� ‰U¦� s¹« —œ ÆbM¼œÅv� qOJAð Ád¹«œ p¹ bMýUÐ t×HH Ê¬ —œ v{ËdH�

s?O?F?� «— v?²OHUš ¨XHÖ Ê«uðÅv� U¹ Ë bMýUÐ —UÖ“UÝ Ê¬ UÐ tŽuL−� ÈU¼uCŽ b¹UÐ t� r¹«ÅÁœd� n¹dFð

◊d?ý s?¹« U?Ð ¨Ád?¹«œ j?O×� dÐ lP«Ë ÈU¼ÅtDI� ÆbMýUÐ t²ý«œ «— Ê¬ b¹UÐ tŽuL−� ÈU¼uCŽ t� r¹«ÅÁœd�

t?L?¼ ¨t?� b?M?²?0?¼ XOHUš s¹« È«—«œ U¹ Ë b�—UÖ“UÝÏt?D?I?� “« Ë b?�«Åt?²?$dÖ —«dP t×HH p¹ —œ U¼ÅÊ¬ 

® v{ËdH�O® tKHU$ p¹ tÐ ©Ád¹«œ e�d� rÁ“«b�« ÏÆbM²0¼ ©Ád¹«œ ŸUFý 

X?Ýd?N?$ t?� b?ýU?³� d¹cÄÅÊUJ�« v²Š U¹ ¨VÝUM� XÝ« sJL� ¨tŽuL−� p¹ Êœd� hTA� —œ

tŽuL−� ÆrO0¹uMÐ «— g¹UCŽ« “« vK�U�Ï e�d� tÐ Ád¹«œ ÈË— ◊UI� O ŸUFý Ë rU¹ ªbM²0¼ tKLł Ê¬ “« 

tŽuL−� bM�U�ÏtL¼ s²ýu� ÊUJ�« ‰Ë« œ«bŽ« Ï¨býU³� Ê¬ ÈU¼uCŽ 

P = 2, 3,5,7,11,13,17,19,...{ }
d?¼ v?K?� —u?ÞÅt?Ð Æb?�—«œ åt?Žu?L−�ò ÂuNH� UÐ Èbł Èb�uOÄ åXOHUšò Ë å◊dýò ÈU¼ÅÂuNH�

Ÿu� “« n¹dFð

} œ—u� —œ vÞdý S = x{   x

 t?� X?Ý« vMF� s¹« tÐSt?Žu?L−� ÏtL¼ Ï x‚œU?H v?{Ëd?H?� ◊dý U¼ÅÊ¬ œ—u� —œ t� XÝ« v¹U¼

 dÖ« ‰U¦� —uÞÅtÐ ÆbýUÐAtŽuL−� «— Ït6œUF� ÈU¼Å»«uł ÏÂËœ tł—œ 

  x2 − 4x − 5 =0

 —uHÅtÐ t6œUF� qŠ “« bFÐ «— Ê¬ Ê«uðÅv� r¹dO~Ð dE�ÅÅ—œ

  A = −1,5{ }
 —uHÅtÐ «— Ê¬ Áœd� »UM²ł« t6œUF� qŠ “« U¹ ¨œ«œ ÊUA�

  
A = x x2 − 4x − 5 =0{ }



≥∂

 vH¹dFð eO� o¹dÞ s¹« tÐ ÆrO0¹uMÐ oOPœ È«dÐ ÂUNÐ« ÊËbÐ ËAÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

tŽuL−� d~¹œ v6U¦� Ê«uMŽÅtÐ ‰UŠÏ Bb¹dO~Ð dE�—œ d¹“  —uHÅtÐ «— 

  B = x −2 ≤ x ≤ 3{ }
 vL� UÐ XPœ dÖ« «d¹“ Ær¹uýÅv� tŽuL−� s¹« n¹dFð —œ v�UNÐ« tłu²� jI$œ—u� ̀ O×H œ«bŽ«

tŽuL−� ̈ bMýUÐ dE�Ï B œ«bŽ« q�Uý ≤Å− ̈±Å− ̈∞ ̈ Å± ̈ Å≤ Ë ≥dE� œ—u� vIOIŠ œ«bŽ« dÖ« v6Ë œuýÅv� 

tL¼ ÁU~�¬ bMýUÐÏ sOÐ d~¹œ vIOIŠ œ«bŽ« ≤Å− Ë ≥ÆœuýÅv� q�Uý eO� «— 

 ÊuÇ È«ÅtŽuL−� ¨v�UNÐ« sOMÇ p¹ l$— È«dÐUtŽuL−� ÈUCŽ« t� «— ÏÊ¬ “« b¹UÐ dE�œ—u� 

 —uHÅtÐ n¹dFð d¼ vK�Å—uÞÅtÐ ÆrOM�Åv� hTA� ¨b�uý »UT²�«

} œ—u� —œ vÞdýX = x ∈U{   x

 t� XÝ« vMF� s¹« tÐXtŽuL−� Ï bM�U� v¹UCŽ« ÂULð xtŽuL−� —œ œułu� Ï UÈ«“«ÅtÐ t� XÝ« 

 œ—u� —œ ÷ËdH� ◊dý U¼ÅÊ¬x‰œUF�  —uH t²³6« ÆœuýÅv� Áœ—Ë¬dÐ 

x ∈U} œ—u� —œ vÞdý Ë X = x{   x

 gI� dÐ ÊuÇ rO¼œÅv� `Ołdð «— ‰Ë« g¹UL� U� v6Ë œ—«œ «— UMF� ÊUL¼ eO�UÆœ—«œ Èd²AOÐ bO�Qð 

 t?ŽuL−�U ÈU?CŽ« t� Xt?Žu?L?−?� ¨b�uýÅv� »UT²�« Ê¬ “« Ábý sOOFð ◊dý o³Þ ÏU?¹ lłd� 

tŽuL−�Ïv�UNł 
±

ÆœuýÅv� Áb�«uš 

 dÖ« ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐAtŽuL−� Ï »dC� œ«bŽ« ≥tŽuL−� ÁU~�¬ ¨býUÐ Ïœ«bŽ« tŽuL−� «— v�UNł 

 —uHÅtÐ «— Ê¬ Ë r¹dOÖÅv� å   ò `O×H

  A = x ∈ x = 3k  ,  k ∈{ }
ÆrO¼œÅv� ÊUA�

ôu?LF�Î U?Ð «— t?Žu?L?−� p¹ ÈUCŽ« „d²A� XOHUš P(x) U?‡¹ q(x)«— Ê¬ Ë r?O¼œÅv� ÊUA� 

 dOG²� U‡Ð UL�ÅÁ—«eÖxtŽuL−� Êœ«œ ÊUA� È«dÐ s¹«dÐUMÐ Ær‡O�«ušÅv� Ï X∫rO0¹u‡�Åv� vK� X6UŠ—œ 

X = x ∈U P(x){ }
 t�UtŽuL−� Ï Ë v�UNł P(x)ò vMF� tÐ x XOHUš PÆ©UL�ÅÁ—«eÖ® býUÐÅv� åœ—«œ 

tŽuL−� —œÏ

    A = x ∈R  1< x <2{ }
 vIOIŠ œ«bŽ«  RtŽuL−� ¨Ï Ë v�UNł   1< x < 2 ÊUL¼ P(x)ÆXÝ« 

±‡‡ Universal Set

Z

ZZ



≥∑

vK�Å—uÞÅtÐ

 bM�U� ÈœUL� q�Uý XÝ« vð—U³Ž UL� Á—«eÖx bM�U� uCŽ d¼ ÁUÖd¼ t� a ∈UÈUłÅtÐ «— 

xtKLł rO¼œ —«d# ÏÆXÝ—œU� Õu{Ë tÐ U¹ býUÐ XÝ—œ Õu{Ë tÐ U¹ q*UŠ 

tŽuL−� È«dÐ UL�ÅÁ—«eÖ s¹« t� rO¹uÖÅv� býUÐ sOMÇ dÖ«Ï UÆXÝ« d³²F� 

ö¦�Î  —U?³Ž   −2 ≤ x ≤ 3t?Žu?L−� È«dÐ t� XÝUL�ÅÁ—«eÖ p¹ ÏtŽuL−� È«dÐ Ë     Ï   Rd?³²F� 

 UÐ vMF¹ ÆXÝ« —«dP ÈUłÅtÐ vIOIŠ U¹ ̀ O×H œbŽ d¼ Êœ«œxXÝ« XÝ—œ U¹ t� b¹¬Åv� XÝœÅtÐ È«ÅtKLł 

ö¦� ÆXÝ—œU� U¹ÎtKLł Ï   −2 ≤1≤ 3 v6Ë XÝ« XÝ—œ   −2 ≤ 6 ≤ 3ÆXÝ« XÝ—œU� 

ÈU?¼Åt?Žu?L−� —œ UL�ÅÁ—«eÖ t� œd� tłuð b¹UÐv?�UNł ö?¦?� ÆœuýÅv� n¹dFð  ËUH²� Î d?Ö« M«— 

tŽuL−�Ï »b×� ÈU¼ÅvFK{—UNÇ  lP«Ëò  —U³Ž ÁU~�¬ r¹dO~Ð dE�—œ t×HH —œxv¹UL�ÅÁ—«eÖ åXÝ« lÐd� 

tŽuL−� È«dÐ d³²F� XÝ«Ï MtŽuL−� Ë Ï

x} XÝ« lÐd� x ∈M{
 jI$tŽuL−�Ï ÈU¼ÅlÐd�  lP«ËÆXÝ« t×HH —œ

 dÖ« U¹St?ŽuL−� ÏÁd?¹«œ ¨býUÐ t×HH ◊UI� Ï e�d� tÐ O ŸUFý Ë r“« t?ŽuL−� p¹ Ê«uMŽÅtÐ «— 

 —uHÅtÐ ◊UI�

}tKHU$Ï x “« O dÐ«dÐ r XÝ« x ∈S{
ÆrO0¹u�Åv�

ö?¦?� Æœu?ý n?O?Hu?ð n?K²T� ÈU¼Å‘Ë— tÐ XÝ« sJL� tŽuL−� p¹ rO²HÖÎ dÖ« At?ŽuL−� 

t6œUF� ÈU¼Å»«ułÏ

  x2 −6x + 8 =0

 Ë býUÐBtŽuL−� Ï sOÐ ÃË“ `O×H œ«bŽ« ± Ë µ ÁU~�¬ ¨A Ë B Ëœ d¼ UIOPœÎ  uCŽ Ëœ È«—«œ≤ Ë ¥

X?Ý« v?F?O?³?Þ s?¹«dÐUMÐ Æb�dÐ«dÐ tŽuL−� Ëœ s¹« t� œuýÅv� Áb¼UA� ¡UCŽ« Êbý hTA� UÐ ÆbM²0¼

rO¹u~Ð

tŽuL−� ËœÏ A Ë BrO-¹u�Åv� Ë býUÐ vJ¹ ÊUA¹UCŽ« dÖ« jI3 Ë dÖ« b�dÐ«dÐ 

A=B

Z



≥∏

 dÖ«A Ë B rO0¹u�Åv� bMýU³� dÐ«dÐ A ≠ BÆ

 ÈU¼ÅtŽuL−� t� œuýÅv� Áb¼UA� ôUÐ n¹dFð tÐ tłuð UÐ  A = 5,15,25{ } Ë   B = 15,25,5{ }
 uCŽ d¼ «d¹“ ¨b�dÐ«dÐA uCŽ B uCŽ d¼ Ë X0¼ eO� B uCŽ eO� AÆXÝ« 

Æb¼œÅvL� dOOGð «— tŽuL−� Ê¬ ¨tŽuL−� p¹ ÈU¼uCŽ VOðdð dOOGð

 ÈU¼ÅtŽuL−� sOMâL¼  C = 1, 3,1,6{ } Ë   D = 3,1, 3,6{ } uCŽ d¼ «d¹“ b�dÐ«dÐ eO� CoKF²� 

 tÐD uCŽ d¼ Ë X0¼ eO� D tÐ eO� CÆœ—«œ oKFð 

Æb¼œÅvL� dOOGð «— tŽuL−� Ê¬ ¨tŽuL−� p¹ —œ U¼uCŽ —«dJð

tŽuL−�Ï

A = x ∈R x2 + x +1=0{ }
 v?L?� U?Ð ¨b¹dO~Ð dE�—œ «— XPœ‚b?H t?Žu?L?−?� s?¹« ◊d?ý —œ vIOIŠ œbŽ êO¼ t� bOM�Åv� tEŠö�

ÆXÝ« uCŽ “« v6Uš tŽuL−� s¹« t−O²�—œ ¨bM�ÅvL�

t?ŽuL−� býUÐ t²ý«b� ÈuCŽ êO¼ t� È«ÅtŽuL−�Ï œU?L� UÐ Ë œuýÅv� ÁbO�U� vNð .U¹ 

{ }ÆœuýÅv� Áœ«œ ÊUA� 

 ÈU¼ÅtŽuL−�  ËUHð bO�«uðÅv� U¹¬ ôUÐ n¹dFð tÐ tłuð UÐ ‰UŠ. ¨  0{ } Ë .{ }øbOM� ÊUOÐ «— 

≤‡‡≤tŽuL−
d¹“ ‡‡

t?ŽuL−� ÈUCŽ« “« všdÐ ·cŠ UÐÏ v?NðdOž As?¹« t� bM¹¬Åv� XÝœÅtÐ Èd~¹œ ÈU¼ÅtŽuL−� ¨

 ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ «— U¼ÅtŽuL−�Aö¦� ÆrO�U�Åv� ÎtŽuL−� “« dÖ« Ï

  A = 1,2, 3,4{ }
 ÈUCŽ«± Ë ≤tŽuL−� rOM� ·cŠ «— Ï

  B = 3,4{ }
tL¼ t� b¹¬Åv� XÝœÅtÐÏ —œ Ê¬ ÈUCŽ« A rO¹uÖÅv� X6UŠ s¹« —œ ÆbM²0¼ eO� BtŽuL−�d¹“ Ï AU¹ XÝ« 



≥π

A q�Uý BÆXÝ« 

B “« t?Žu?L−�d¹“ p¹ A u?CŽ d¼ dÖ« XÝ« B “« Èu?CŽ Ar?O?-?¹u�Åv� Ë býUÐ eO� 

B . AÆ

 d~¹œ  —U³Ž tÐB . A d¼ È«dÐ dÖ« x ∈U “« x ∈B t� œuý t−O²� x ∈As¹« tÐ tłuð UÐ Æ

tŽuL−� Ëœ È«dÐ XHÖ Ê«uðÅv� n¹dFðÏ A Ë B —œ ÈuCŽ dÖ« B—œ uCŽ s¹« t� býUÐ t²ý«œ œułË 

A  —uHÅs¹« —œ býU³� BtŽuL−�d¹“ Ï A  —uHÅtÐ «— Ê¬ Ë X0O� B+ AÆrO¼œÅv� ÊUA� 

∫XHÖ Ê«uðÅv� s¹«dÐUMÐ

tŽuL−�d¹“ È«ÅtŽuL−� d¼ÏÆXÝ« ‘œuš 

tŽuL−� d¼ È«dÐ vMF¹Ï A r¹—«œ A . A t� XÝ« vN¹bÐ sOMâL¼ ÆA . UÆ

 ‰U¦
±∫t?Žu?L−� bO¼œ ÊUA� Ï   A = 2, 3,4,5{ }t?ŽuL−�d¹“ Ï x} b?ýUÐ ÃË“ B = x ∈{
ÆX0O�

∫qŠ uCŽ p¹ qP«bŠ rO¼œ ÊUA� b¹UÐ A —œ BÆX0O� 

 ÊuÇ  3 ∈A Ë   3 , B s¹«dÐUMÐ A+ BÆ

 d~¹œ ÈU¼uCŽ U¹¬ t� rO�«bÐ X0O� Â“ô t� bOM� tłuðA uCŽ BÆdOš U¹ bM²0¼ 

 dÖ«B . A v>Ë B ≠ A ÁU~�¬ ¨BtŽuL−�d¹“ Ï ÁdÝÏ AÆœuýÅv� ÁbO�U� 

 ‰U¦
≤∫tŽuL−� t� bO¼œ ÊUA� Ï A = a,b{ }tŽuL−�d¹“ ÏÁdÝ Ï B = a,b,c{ }ÆXÝ« 

∫qŠ A . B «d¹“ XÝ« a Ë b t?Ð oKF²� r¼ A tÐ oKF²� r¼ Ë B ÊuÇ U�« ÆXÝ« c ∈Bv6Ë 

c , A t−O²�—œ A ≠ B s¹«dÐUMÐ ÆAtŽuL−�d¹“ p¹ ÏÁdÝ Ï BÆXÝ« 

 ‰U¦
≥∫dÖ« 

  A = x ∈ −20≤ x ≤ 20{ }
       

  
B = n ∈ n2 ≤ 49{ }

              C = A,B,−3,4,6{ }
                     D = −3,4,6,7{ }

Z

Z

Z



¥∞

∫ÁU~�¬

                                     B . A ®©ø«dÇ

C+ A «d¹“ A ∈C v6Ë A , A

                                    D . A ®©ø«dÇ

D+ C «d¹“   7 ∈D v6Ë   7 , C

D+ B «d¹“   3 ∈D v6Ë   −3 , B

 ‰U¦
¥∫ bOM� XÐUŁ .tŽuL−�d¹“ ÏÆXÝ« tŽuL−� d¼ 

∫q?Š . . A d?Ö« «d¹“ .+ A b?M?�U?� Èu?C?Ž b?¹UÐ x —œ . —œ t?� b?ýUÐ As?¹« Ë ¨b?ýU?³� 

 ÊuÇ XÝ« sJL�dOž.Æœ—«b� ÈuCŽ 

t?O?C?P  —u?HÅt?Ð «— t?Žu?L?−?� Ëœ ÈËU?0?ð n?¹dFð Ê«uðÅv� tŽuL−�d¹“ n¹dFð tÐ tłuð UÐÏd¹“ 

Æœd� v0¹u�“UÐ

 tOC-±∫tŽuL−� Ëœ Ï A Ë B vMF¹ ̈ bM²0¼ ÈËU0� A=B dÖ« UNMð Ë dÖ« ̈A . B Ë B . A

∫ÊU¼dÐ dÖ« A=B t� U−�¬ “« ÁU~�¬ A . A t� r¹dOÖÅv� t−O²� ¨A . B Ë B . AÆ

 rOM�Åv� ÷d$ ̈ fJŽdÐA . B Ë B . A uCŽ d¼ ÁU~�¬ A “« ÈuCŽ ̈BuCŽ d¼ Ë XÝ« 

B “« ÈuCŽ ¨A ÈUCŽ« Ë—Ås¹« “« ÆA Ë B «c6 Ë bM²0¼ vJ¹ A=BÆ

 t?OC-≤∫t?Žu?L?−� tÝ È«dÐ Ï A ¨B Ë C r?O?ýU?Ð t²ý«œ dÖ« A . B Ë B . Cr?¹—«œ ÁU?~�¬ 

A . CÆ

∫ÊU¼dÐ ÊuÇ A . B uCŽ d¼ fÄ A —œ B ÊuÇ Ë XÝ« B . C uCŽ d¼ fÄ B —œ CÆXÝ« 

 uCŽ d¼ s¹«dÐUMÐA uCŽ ¨C t−O²�—œ X0¼ eO� A . CÆ

Âu?N?H?� Ëœ s¹« t� «d¹“ X$dÖ ÁU³²ý« tŽuL−� ÈUCŽ« UÐ b¹U³� «— U¼ÅtŽuL−�d¹“ t� bOM� tłuð

ö�U�ÎÆbM²0¼  ËUH²� 

 ‰U¦
µ∫ d?Ö« M = r,s, t{ }—œ øX?Ý« X?Ý—œU� p¹ÅÂ«b� Ë XÝ—œ d¹“ ÂUJŠ« “« p¹ÅÂ«b� ¨

ÆbOM� ÊUOÐ «— Ê¬ qO6œ v²Ý—œU�  —uH

    ©n6«r ∈M    ©»r . M

      ©Ûr{ } ∈M    ©    r{ } . M

∫qŠÆXÝ—œ ©n6« 

 X�öŽ ¨XÝ—œU� ©». UłÅs¹« —œ v6Ë bM� ◊uÐd� r¼ tÐ «— tŽuL−� Ëœ v²0¹UÐ rtŽuL−�d¹“ Ï



¥±

M uCŽ tJKÐ X0O� MÆXÝ« 

 X�öŽ ̈ XÝ—œU� ©Û∈Åvý p¹ v²0¹UÐ 
Ï

 v6Ë ̈ bM� ◊uÐd� tŽuL−� p¹ tÐ «— r{ }tŽuL−�d¹“ Ï

M uCŽ t� XÝ« MÆ

ÆXÝ—œ © 

 ‰U¦
∂∫ dÖ«     A = x ∈R 2x = 6{ } U¹¬ A=≥ø

∫qŠ A dBMŽ p¹ UNMð È«—«œ t� XÝ« tŽuL−� p¹ ≥ vMF¹ ¨XÝ«   A = 3{ } œbŽ fÄ Æ≥

 tÐ oKF²�A ÈËU0� t� XÝ« AÆ

 uCŽ t� rOýUÐ t²ý«œ tłuð b¹UÐ t−O²�—œatŽuL−� Ë Ï a{ }Ær¹dO~� vJ¹ «— U¼ÅÊ¬ Ë bM²0¼  ËUH²� 

 ‰U¦
∑∫tŽuL−�d¹“ È«—«œ È«ÅtŽuL−� d¼ U¹¬ ÏøXÝ« ÁdÝ 

∫qŠtŽuL−� ÏtŽuL−�d¹“ È«—«œ vNð Ï U¼ÅtŽuL−� tOIÐ v6Ë X0O� ÁdÝ .tŽuL−�d¹“ Ê«uMŽÅtÐ «— Ï

tŽuL−� dÖ« Æb�—«œ œuš ÁdÝÏtŽuL−�d¹“ È«—«œ ÈuCŽÅpð ÈU¼ÅtŽuL−� ̈ býUÐ dE�œ—u� vNðdOž ÁdÝ Ï

ÁdÝÏt?O?IÐ v6Ë bM²0O� vNðdOž Ït?Žu?L−�d¹“ È«—«œ b�—«œ uCŽ p¹ “« gOÐ t� U¼ÅtŽuL−� ÏÁdÝ Ïv?NðU� 

ÆbMýUÐÅv�

≤‡‡≥tŽuL−
 ‡‡Ïv�«uð 

tŽuL−�Ï   A = 1,2, 3{ }tL¼ Ë r¹dOÖÅv� dE�—œ «— Ï ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ AbMð—U³Ž t� rO0¹u�Åv� «— 

∫“«

                                                  A = 1,2, 3{ }
             .

      A1 = 1{ }
     A2 = 2{ }
    A3 = 3{ }
   A4 = 1,2{ }

  A5 = 1, 3{ }

  A6 = 2, 3{ }
tŽuL−� dÖ« ‰UŠÏUÐ «— U¼ÅtŽuL−�d¹“ s¹« 

  P(A) = A, . ,A1,A2,A3 ,A4 ,A5 ,A6{ }



¥≤

 ¨rO¼œ ÊUA�P(A)tŽuL−� Ï v�«uð AfÄ ÆœuýÅv� Áb�«uš 

t?ŽuL−�ÏtOK� Ï ÈU?¼ÅtŽuL−�d¹“ Xt?ŽuL−� ¨Ï v?�«uð X U?Ð Ë œuýÅv� ÁbO�U� P(X)ÊUA� 

ÆœuýÅv� Áœ«œ

 ‰U¦
∏∫tŽuL−� Ï v�«uð B = a,b{ }ÆbO0¹uMÐ «— 

 ∫qŠtOK�Ï ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ B∫“« bMð—U³Ž 

B = a,b{ }
            .

    B1 = a{ }
    B2 = b{ }

s¹«dÐUMÐ

ÆP(B) = a,b{ }, . , a{ }, b{ }{ }
tŽuL−� bý tEŠö� tJ�UMÇÏ B t� ≤tŽuL−� ̈ Xý«œ uCŽ Ï È«—«œ Ê¬ v�«uð   4 = 22

œuÐ uCŽ 

 t?ŽuL−� ËA t� ≥t?ŽuL−� ¨Xý«œ uCŽ Ï Ê¬ v�«uð   8 = 23
Áb?¼UA� UÐ eO� ULý b¹Uý Æbý ÈuCŽ Ï

ÆbOýUÐ ÁbOÝ— d¹“ ”bŠ tÐ ôUÐ ÈU¼Å‰U¦�

 tOC-≥∫t?ŽuL−� dÖ« Ï A È«—«œ nt?ŽuL−� ¨býUÐ uCŽ Ï È«—«œ Ê¬ v�«uð   2n
b¼«uš uCŽ 

ÆœuÐ

∫ÊU¼dÐÆrOM�Åv�  U³Ł« v{U¹— È«dI²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— tOCP s¹« 

 dÖ«n=±ö¦� ¨Î A = a{ }∫ÁU~�¬ 

P(A) = A, .{ }
 X6UŠ s¹« —œ t� rOMOÐÅv�P(A) È«—«œ   21

dÖ« ÆXÝ« —«dPdÐ tOCP rJŠ t−O²�—œ Ë XÝ« uCŽ 

n=≤ö¦� ¨Î A = a,b{ }ÁU~�¬ 

P(A) = A, . , a{ }, b{ }{ }
 È«—«œ t�  22

ÆXÝ« —«dPdÐ eO� X6UŠ s¹« —œ tOCP rJŠ t−O²�—œ Ë XÝ« uCŽ 

 È«d?Ð «— r?J?Š v²Ý—œ ‰UŠn=kd?Ö« r?O?M?�Åv?� ÷d?$ v?M?F?¹ ¨©¡«d?I²Ý« ÷d$® rOM�Åv� ÷d$ 

tŽuL−�Ï A È«—«œ ktŽuL−� ¨býUÐ uCŽ Ï ¨Ê¬ v�«uð P(A) È«—«œ ¨  2k
ÆXÝ« uCŽ 



¥≥

tŽuL−� tÐ dÖ«Ï A tŽuL−� vMF¹ ¨rOM� t$U{« uCŽ p¹ A ¨k+± œuý ÈuCŽ   (n = k +1)¨

 UÐ uCŽ s¹« ÁU~�¬  2k
tŽuL−� d~¹œ uCŽ Ï ̈ v�«uð   2k

tŽuL−� ÏtŽuL−� È«dÐ b¹bł Ïb¼«uš b¹bÄ v�«uð 

Æœ—Ë¬

tŽuL−� ÈU¼uCŽ œ«bFð vMF¹Ï v�«uð A ̈ b¹bł   2(2k ) vMF¹   2k+1
t−O²� VOðdð s¹« tÐ Ë býUÐÅv� 

 ¨vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ tOCP rJŠ t� œuýÅv�nÆXÝ« —«dPdÐ    

t?Žu?L?−� býUÐ vÐU0Š œbŽ p¹ dÐ«dÐ Ê¬ ÈUCŽ« œ«bFð t� «— È«ÅtŽuL−�Ï  v¼UM²
Ë r?O�U�Åv�

t?ŽuL−� ¨býU³� v¼UM²� t� «— È«ÅtŽuL−�Ïö¦� ÆrO�U�Åv� v¼UM²�U� ÎtŽuL−� Ïv?LP— p¹ `O×H œ«bŽ« 

tŽuL−� v6Ë XÝ« v¼UM²�Ï ̀ O×H œ«bŽ«   tŽuL−� sOMâL¼ XÝ« v¼UM²�U�  Ï      œ«bFð ÆXÝ« v¼UM²�U�

tŽuL−� p¹ ÈU¼uCŽÏ «— v¼UM²� vK�« œbŽö¦� ÆrO�U�Åv� tŽuL−� Ê¬ ÎtŽuL−� vKH« œbŽ Ï

A = 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20{ }
±∞ Ê¬ ÈU¼uCŽ œ«bFð ÊuÇ ¨XÝ« ±∞ bM�U� È«ÅtŽuL−� vKH« œbŽ ÆXÝUð A UÐ «— A U¹ n(A)

t?Žu?L?−� p¹ ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ œ«bFð Ê«uðÅv� Á—«uL¼ t� Xý«œ tłuð b¹UÐ ÆrO¼œÅv� ÊUA�Ï«— v?¼UM²� 

tŽuL−� p¹ ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ œ«bFð v6Ë œ—Ë¬ XÝœÅtÐ tŽuL−� ÊUL¼ ÈUCŽ« œ«bFð V0ŠdÐÏv¼UM²�U� 

ÆXÝ« ÁbA� n¹dFð

6cðÒ∫dtŽuL−� Ï     A = x ∈R 0< x <1{ }ÆXÝ« v¼UM²�U� ÈU¼ÅtŽuL−� “« È«Åt�uL� eO� 

≤‡‡¥U¼ÅtŽuL−
 vÝbM¼ g¹UL� ‡‡

“« ÁœUH²Ý« U¼ÅtŽuL−� d²NÐ rN$ È«dÐ v¹«dI²Ý« Ë ÈœuNý ÈU¼Å‰ôb²Ý« rN� ÈU¼—«eÐ« “« vJ¹

Ë« —U?Ð È«d?Ð —U�Ås¹« ÆXÝ« vÝbM¼ qO¦LðÒ ÂU?�Åt?Ð v�«bO{U¹— jÝuð ‰ËÊ
±

 Ë bý ÂU−�« ÊË —«œu?L�ÂU� 

U?¹ Ád?¹«œ b?M?�U� t×HH —œ t²0Ð rš p¹ ÊË—œ tŽuL−� ÈUCŽ« vK� X6UŠ —œ ÊË —«œuL� —œ ÆX$dÖ

œË—Åv?� —U?�Åt?Ð t?Žu?L?−?� g?¹U?L� È«dÐ t� «— vKJý vKš«œ tOŠU� v¼UÖ ÆœuýÅv� Áœ«œ ÊUA� qOD²0�

 ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ —œ ÆbM�“Åv� —uýU¼A ¨B Ë CÆb�«ÅÁbý Áœ«œ ÊUA� ÊË —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐ 

A

B
C

±‡‡ Venn

ZN



¥¥

 dÖ« ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐA . B Ë A ≠ B ÁU~�¬ ̈A Ë BÈU¼—«œuL� “« p¹ d¼  —uHÅtÐ Ê«uðÅv� «— 

Æœ«œ ÊUA� d¹“

B
A

A

B

d???Ö« ¨d???~???¹œ v??6U??¦??� Ê«u??M??ŽÅt??Ð

A = a,b,c,d{ } Ë B = c,d,e, f{ }¨

“« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— U?¼Åt?Žu?L?−� s¹« ÁU~�¬

ÊUA� Ê«uðÅv� qÐUI�  —uHÅtÐ ÊË —«œuL�

Æœ«œ

ÊË —«œu?L?� t?� X?ý«œ t?łuð b¹UÐ

tKOÝËÅtÐ Ë XÝ« vÝbM¼ Ë ÈœuNý qO¦Lð Ÿu� p¹ œušÏÆœd� XÐUŁ «— v{U¹— tOCP p¹ Ê«uðÅvL� Ê¬ 

ÆX$dÖ Áb¹« U¼ÅÊ¬ “« Ê«uðÅv�  U³Ł« È«dÐ tJKÐ

s�dL�

±ÆbO¼œ ÊUA� UL�ÅÁ—«eÖ UÐ b�«ÅÁbý hTA� ¨sOF� v²OHUš ÊUOÐ UÐ t� «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� ‡‡

tŽuL−� ©n6«ÏX³¦� vIOIŠ œ«bŽ« 

tŽuL−� ©»Ï “« d²Ö—eÐ ÊUAFÐd� t� `O×H œ«bŽ« ≤µÆbýU³� 

tŽuL−� ©ÛÏ sOÐ vIOIŠ œ«bŽ« ≤Å− Ë ≤

≤∫bO¼œ ÊUA� UCŽ« s²ýu� UÐ b�«ÅÁbý t²ýu� UL�ÅÁ—«eÖ UÐ t� «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� ‡‡

©n6«     A = x ∈N x < 5{ }
©»

  
B = x ∈ x2 ≤ 25{ }

©Û

  
C = x ∈Q 10x2 + 3x −1=0{ }

A a

b d

c
f

e

B

Z



¥µ

© 

    
D = x ∈R x3 +1=0{ }

©À

    
E = x ∈N x3 +1=0{ }

≥ÆbO0¹uMÐ UL�ÅÁ—«eÖ p¹ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹d¼ ‡‡

©n6«A = 1,4,9,16,25,...{ }
©»B = 2,4,6,8,10,...{ }

©Û

  
C = 0, 1

2
, 2

3
, 3

4
,....

.

.
.
.
.

© D = 1− 3,1+ 3{ }
¥t?Žu?L?−?� U?Ð åsOÐUMOÐò Êœd� v−¼ È«dÐ Â“ô ·ËdŠ tŽuL−� t� bO¼œ ÊUA� ‡‡ÏÂ“ô ·ËdŠ 

ÆXÝ« ÈËU0� åÊUOÐò Êœd� v−¼ È«dÐ

µ sOÐ vD¹«dý tÇ ‡‡Åd,c,b,aøbýUÐ —«dPdÐ d¹“ ÈËU0ð Uð býUÐ t²ý«œ œułË 

{a},{a,b}{ } = {c},{c,d}{ }
∂ dÖ« ©n6« ∫bO¼œ ÊUA� ‡‡ÅÅA . . ÁU~�¬ A = .

 dÖ« ©»U . A ÁU~�¬ A=U

∑tŽuL−� ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ ÂULð ‡‡Ï   −1,0,1{ }ÆbO0¹uMÐ «— 

∏ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ ÂULð ‡‡ÅÅtŽuL−� Ï   S = 3,{1,4}{ }ÆbO0¹uMÐ «— 

πÆXÝ« XÝ—œU� p¹ÅÂ«b� Ë XÝ—œ p¹ÅÂ«b� d¹“ ÈU¼ÅÁ—«eÖ “« ‡‡

©n6«= . . { }
©»∈ . .{ }
©Û. . . { }
©À. ,{. }{ } ∈ . ,{. },{. ,{. }}{ }
±∞ÆbM¹ËU0� r¼ UÐ d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹ÅÂ«b� ‡‡

ÅÅ      A = m ∈  m < 2{ }

  
B = m ∈  m3 = m{ }
  
C = m ∈  m2 ≤ 2m{ }

ÅÅ 

  
D = m ∈  m2 ≤1{ }
  E = 0,1,2{ }

Z

Z

Z

Z



¥∂

±±tŽuL−�d¹“ ¨tŽuL−� Â«b� ¨d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� —œ t� bOM� sOOFð ‡‡ÏÆXÝ« Èd~¹œ 

    
A = x ∈R x2 − 8x +12 =0{ }

ÅÅÅ      B = 2,4,6{ }
C = 2,4,6,8,...{ }

  D = 6{ }
±≤ÆXÝ« XÝ—œU� p¹ÅÂ«b� Ë XÝ—œ d¹“ ÈU¼ÅÁ—«eÖ “« p¹ÅÂ«b� bOM� sOOFð ‡‡

©n6«x ∈ {x},{x,y}{ }
©»x{ } . {x},{x,y}{ }
©Û1, x,2{ } . 1,2, x{ }
© a,b{ } . b,a{ }
©Àx{ } ∈ x{ }
±≥ Á«uT6œ ÈU¼ÅtŽuL−� “« v¹U¼Å‰U¦� ‡‡A Ë B Ë CX?Ý—œ d¹“ ÂUJŠ« U¼ÅÊ¬ È«dÐ t� b¹—ËUOÐ 

ÆbMýUÐ

©n6«A ∈B Ë B ∈C Ë A , C

©»A ∈B Ë B ∈C Ë A ∈C

©ÛA ∈B Ë A . B

≤ÅÅÅ‡‡µU¼ÅtŽuL−
 d³ł ‡‡ÅÅÅ

tŽuL−� —œ rO0Ið Ë »d{ Ë o¹dHð Ë lLł ‰ULŽ« UÐ t�Å—uÞÅÊUL¼ÏqHUŠ Èb¹bł œ«bŽ« ̈ œ«bŽ« 

t¹dE� —œ ¨œuýÅv�ÏpL� tÐ t� œuýÅv� n¹dFð q{UHð ¨„«d²ý« ¨ŸUL²ł« bM�U� v6ULŽ« eO� U¼ÅtŽuL−� 

tŽuL−� Ëœ “« Ê«uðÅv� U¼ÅÊ¬ÏtŽuL−� ¨Ábý Áœ«œ ÏÆXšUÝ Èb¹bł 

tŽuL−
 Ëœ ŸUL²ł«

 ÈU¼ÅtŽuL−� ŸUL²ł«A Ë BtL¼ ̈ g¹UCŽ« t� XÝ« È«ÅtŽuL−�¨Ï ÈUCŽ« AtL¼ Ë Ï ÈUCŽ« B

dÖ« ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ ÆœuýÅv� q�Uý «—

  B = 3,4,5{ } ,     A = 1,2, 3{ }
tŽuL−� U¼ÅÊ¬ ŸUL²ł« ÁU~�¬Ï   1,2, 3,4,5{ }vMF¹ ÆXÝ« 



¥∑

 ÈU¼ÅtŽuL−� ŸUL²ł«A Ë B tÐ oKF²� g¹UCŽ« t� XÝ« È«ÅtŽuL−� A tÐ oKF²� U¹ B

tŽuL−� Ëœ d¼ tÐ oKF²� U¹Ï A Ë BÆbýUÐ 

 ŸUL²ł«A Ë B  —uHÅtÐ «— 
  

AB∫r¹—«œ «c6 ÆrO¼œÅv� g¹UL� 

x ∈A} U¹ x ∈B U¹ xtŽuL−� Ëœ d¼ tÐ oKF²� Ï A Ë B XÝ« 
  

AB = x{
Æœ«œ g¹UL� d¹“  —uHÅtÐ Ê«uðÅv� «— tŽuL−� Ëœ ŸUL²ł« ¨ÊË —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐ

U
A B

∫ÁdB³ðtŽuL−� Ëœ t� X$dÖ t−O²� Ê«uðÅv� tŽuL−� Ëœ ŸUL²ł« n¹dFð tÐ tłuð UÐ Ï 
  

ABË 

  

BA∫vMF¹ bM²0¼ vJ¹ 

  

AB = BA

tŽuL−� Ëœ “« p¹d¼ sOMâL¼Ï A Ë BtŽuL−�d¹“ Ï 
  

ABvMF¹ ¨bM²0¼ 

  

B . AB Ë        
  

A . AB

 ‰U¦
±∫ dÖ«   A = 1,2, 3{ } ̈  B = 2,4,6,8{ } Ë   C = 3,4,5,6{ }ŸUL²ł« n¹dFð o³Þ ÁU~�¬ 

∫r¹—«œ

 AB = 1,2, 3,4,6,8{ }
CB = 2, 3,4,5,6,8{ }

ÅÅ      BB = 2,4,6,8{ }
   t� œuýÅv� Áb¼UA� ‰U¦� s¹« —œ

  

BB = BÆ

 ‰U¦
≤∫ bOM� ÷d$ A ¨B Ë C ‰U¦� ÈU¼ÅtŽuL−� ±œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� ÆbMýUÐ 

(AB)C = A(BC)

 «b²Ð« —uEM� s¹« È«dÐ
  

ABrOM�Åv� sOOFð «— 

AB = 1,2, 3,4,6,8{ }
 ŸUL²ł« fáÝ

  

AB UÐ «— Cr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ 

    (AB)C = 1,2, 3,4,6,8,5{ }

  

AB



¥∏

t³ÝU×� È«dÐ VOðdð sOL¼ tÐÏ 
  

A(BC) «b²Ð« 
  

BC∫rOM�Åv� sOOFð «— 

    BC = 2,4,6,8, 3,5{ }
 ŸUL²ł« bFÐ ËA Ë 

  

BCr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— 

A(BC) = 1,2,4,6,8, 3,5{ }
t� œuýÅv� Áb¼UA� Õu{ËÅtÐ

(AB)C = A(BC)

 ‰U¦
≥∫ ÈU‡¼ÅtŽuL−� È«d‡Ð   A = 1,2{ } ̈  B = 2, 3{ } Ë   C = 1,2, 3,4{ }∫œuýÅv� t‡EŠö� 

B . C Ë A . C

tŽuL−� È«dÐ X6UŠ s¹« —œÏ

    AB = 1,2, 3{ }
r¹—«œ eO�

  

AB . C

Áb¼UA�ÏtOCP  —uHÅtÐ Ê«uðÅv� «— VKD� s¹« ÆXÝ« —«dPdÐ vK� X6UŠ —œ ôUÐ ÏÆœd� ÊUOÐ d¹“ 

 tOC-±∫ dÖ« A . C Ë B . C ÁU~�¬ 
  

AB . CÆ

∫ÊU¼dÐ rOM�Åv� ÷d$ 
  

x ∈AB ̈ ŸUL²ł« n¹dFð o³Þ ÁU~�¬ x ∈A U¹ x ∈B dÖ« Æx ∈A¨

 r¹—«œ tOCP ÷d$ o³Þ ÊuÇA . C s¹«dÐUMÐ ̈x ∈C dÖ« ªx ∈B tOCP ÷d$ o³Þ ÊuÇ ̈B . C¨

 s¹«dÐUMÐx ∈C “«  —uH d¼ —œ vMF¹ ª
  

x ∈AB œuýÅv� t−O²� x ∈Cs¹«dÐUMÐ Æ

  

AB . C

tOCPÏÆbM�Åv� ÊUOÐ «— ŸUL²ł« vðU�bI� ’«uš d¹“ 

 tOC-≤∫tŽuL−� tÝ d¼ È«dÐ Ï A ¨B Ë C∫r¹—«œ 

      ©n6«         
  

A= . A

        ©»         
  

AA = A

 ©Û  
  

(AB)C = A(BC)

∫ÊU¼dÐ U?³?Ł« t?Ð j?I?$ U−M¹« —œ ÆœuýÅv�  U³Ł« vÖœUÝÅtÐ n¹dFð tÐ tłuð UÐ » Ë n6« ÈU¼bMÐ 

Ær¹“«œdÄÅv� Û XL0P

 ÊuÇ
  

B . BC Ë 
  

BC . A(BC)s¹«dÐUMÐ 

  

B . A(BC)



¥π

�«Ò U
  

A . A(BC)tOCP o³Þ s¹«dÐUMÐ Ï ±

®±©AB . A(BC)

�«Ò U
  

C . BC Ë BC . A(BC)s¹«dÐUMÐ 

®≤©
  

C . A(BC)

tOCP ”UÝ«dÐÏ ±® “« ¨Å±® Ë ©≤∫œuýÅv� t−O²� ©

(AB)C . A(BC)

œd� XÐUŁ Ê«uðÅv� tÐUA� v6ôb²Ý« UÐ

A(BC) . (AB)C

s¹«dÐUMÐ

  

A(BC) = (AB)C

Xýu� Ë Xý«œdÐ «— U¼e²�«dÄ Ê«uðÅv� Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈdÐ«dÐ tÐ tłuð UÐ

  

ABC

 tOC-≥∫ dÖ« A . B ÁU~�¬ 
  

AB = BÆ

∫ÊU¼dÐ dÖ« A . B ÊuÇ B . BtOCP o³Þ Ï ±∫Xý«œ rO¼«uš 

  

AB . B

rO�«œÅv� d~¹œ ·dÞ “« U�«

  

B . AB

tDÐ«— Ëœ “« VOðdð s¹« tÐÏ∫œuýÅv� t−O²� dOš« 

  

AB = B

Ë —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐÊÚt−O²� eO� ÏÆœd� Áb¼UA� Ê«uðÅv� «— tOCP s¹« 

B

A

B

A

tOCP fJŽÏ ≥ÆXÝ« —«dPdÐ eO� 

A . B
  

AB = B



µ∞

 tOC-¥∫tŽuL−� Ëœ d¼ È«dÐ Ï A Ë B dÖ« ¨
  

AB = B ÁU~�¬ A . BÆ

∫ÊU¼dÐ rO�«œÅv� 
  

A . AB r¹—«œ tOCP ÷d$ o³Þ Ë 
  

AB = B fÄ ÆA . BÆ

tŽuL−
 Ëœ „«d²ý«

t?ŽuL−� Ëœ —œÏ   A = 1,2, 3{ } Ë   B = 3,4,5{ } œbŽ ¨≥t?Žu?L−� «c6 ¨XÝ« „d²A� Ï   3{ }
tŽuL−� Ëœ „«d²ý«Ï A Ë BÆœuýÅv� Áb�«uš 

tŽuL−� Ëœ „«d²ý«Ï A Ë BtŽuL−� Ëœ d¼ tÐ g¹UCŽ« t� XÝ« È«ÅtŽuL−� Ï A Ë B

ÆbýUÐ t²ý«œ oKFð

tŽuL−� Ëœ „«d²ý«Ï A Ë B UÐ «— 
  

ABfÄ ¨rO¼œÅv� g¹UL� 

  

AB = x x ∈B ,  x ∈A{ }
Æœ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� d¹“  —uHÅtÐ «— tŽuL−� Ëœ „«d²ý« ¨ÊË —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐ

A B

U

∫ÁdB³ðt� œuýÅv� t−O²� tŽuL−� Ëœ „«d²ý« n¹dFð “« 

  

AB = BA

 ÈU¼uCŽ ÊuÇ sOMâL¼
  

AB —œ r¼ A —œ r¼ Ë Bs¹«dÐUMÐ b�—«œ —«dP 

  

AB . A

  

AB . B

tŽuL−� Ëœ dÖ«Ï vNðdOž A Ë BÁU~�¬ bMýUÐ t²ý«b� „d²A� uCŽ 

  

AB = .

tŽuL−� Ëœ X6UŠ s¹« —œÏ A Ë B «— r¼ “« «bł U¹  «e−
ÆrO�U�Åv�

  

AB



µ±

ÆXÝ« —«dPdÐ r¼ „«d²ý« È«dÐ ¨œuÐ —«dPdÐ tŽuL−� Ëœ ŸUL²ł« È«dÐ t� v¹U¼ÅvÖó¹Ë tÐUA�

 tOC-µ∫tŽuL−� tÝ d¼ È«dÐ Ï A ¨B Ë C∫r¹—«œ 

          ©n6«
  

A= ..

            ©»
  

AA = A

            ©Û(AB)C = A(BC)

ÆœuýÅv� U¼— s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ tOCP s¹«  U³Ł«

 tOC-∂∫tŽuL−� Ëœ d¼ È«dÐ Ï A Ë B dÖ« ¨A . B ÁU~�¬ 
  

AB = AÆ

∫ÊU¼dÐ ÊuÇ 
  

AB . A rOM� XÐUŁ XÝ« v$U� s¹«dÐUMÐ 
  

A . ABÆ

 dÖ«x ∈A ÊuÇ A . B fÄ x ∈B t�Ås¹« tÐ tłuð UÐ ‰UŠ Æx ∈A Ë x ∈Bt−O²� Ê«uðÅv� 

 t?� X$dÖ
  

x ∈AB vMF¹ Æ
  

A . ABt?DÐ«— Ëœ “« ‰UŠ ÆÏ 
  

AB . A Ë 
  

A . ABt−O²� 

 œuýÅv�
  

AB = AÆ

—œ «— VKD� s¹« U� Æb�eO�¬Åv� r¼—œ «— „«d²ý« Ë ŸUL²ł« t� b�—«œ œułË ÈËU0ð Ëœ ÊU¹UÄ —œ

tOCPÏÆrOM�Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ d¹“ 

 tOC-∑∫©Èd¹cÄÅgTÄ sO�«uP® 

tŽuL−� tÝ d¼ È«dÐÏ A ¨B Ë C∫r¹—«œ 

©n6«A(BC) = (AB)(AC)

©„«d²ý« tÐ X³0� ŸUL²ł« Èd¹cÄÅgTÄ®

©»A(BC) = (AB)(AC)

©ŸUL²ł« tÐ X³0� „«d²ý« Èd¹cÄÅgTÄ®

—u?Bð Á«— p¹t?O?C?P —œ t� v¹U¼ÅÈËU0ð ÏÈ«d?Ð ÆX?Ý« ÊË —«œu?L?� “« ÁœUH²Ý«¨bý ÕdD� ôUÐ 

ÈËU0ð oOI×ð

A(BC) = (AB)(AC)

Ád¹«œ tÝÏ ÈU¼ÅtŽuL−� g¹UL� È«dÐ lÞUI²� Ëœ tÐ Ëœ A ¨B Ë CÆr¹dOÖÅv� dE�—œ 

A

CB



µ≤

 ‰UŠ
  

BCtOŠU� Ê¬ ŸUL²ł« fáÝ Ë rO�“Åv� t¹UÝ «— 

 UÐ «—AtOŠU� VOðdð s¹« tÐ ÆrOM�Åv� hTA� ÏtŽuL−� —«œÅt¹UÝ Ï

  

A(BC)Æb¼œÅv� g¹UL� «— 

t?ŽuL−� Ëœ dÖ« d~¹œ ÈuÝ “«Ï 
  

AB Ë 
  

AC«— 

rOM� hTA� qJý ÈË—

CB

A

∫vMF¹ tOŠU� Ëœ s¹« „«d²ý«

                                  (AB)(AC)

ÆXý«œ rO¼«uš qÐUI�  —uHÅtÐ «—

Æb�¬ XÝœÅtÐ v�U0J¹ ÈU¼ÅtOŠU� bOM�Åv� tEŠö� t� —uÞÅsOL¼

tŽuL−
 Ëœ q{UHð

 rOM� ÷d$A Ë BbMýUÐ tŽuL−� Ëœ 

 È«ÅtŽuL−� q{UHðA − BtŽuL−� “« XÝ«  —U³Ž Ï “« v¹UCŽ« ÂULð A tÐ t� BoKFð 

Æb�—«b�

tŽuL−� Ëœ q{UHðÅ v{U¹— œUL� “« ÁœUH²Ý« UÐ

œuýÅv� ÊUOÐ sOMÇ

A − B = x ∈A x , B{ }
tŽuL−� Ëœ q{UHð ÊË —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë

ÆœuýÅv� Áœ«œ ÊUA� qÐUI�  —uHÅtÐ

CB

A

CB

A

U

A
B

CB

A

  

AB
  

AC

A −B



µ≥

 dÖ«B “« È«ÅtŽuL−�d¹“ A ÁU~�¬ ̈ býUÐ A − B

 «— rL²
B tÐ X³0� AÆrO�U�Åv� 

U
A

B

U

B

 dÖ«A d?Ð«dÐ «— Ut?Žu?L−�® Ïr?¹d?O?~Ð ©v�UNł 

 ÁU~�¬U − B UÐ «— ′B «— Ê¬ Ë r?O¼œÅv� ÊUA� rL²


tŽuL−�Ï BtŽuL−� tÐ X³0� ÏfÄ ÆrO�U�Åv� v�UNł 

U − B = ′B

t?O?CP —œ U¼ÅÊ¬ “« všdÐ t� bM�Åv� ÈËdOÄ È«ÅÁœUÝ sO�«uP “« ÈdOÖÅrL²� qLŽÏÁb?ý ÕdD� d¹“ 

ÆXÝ«

 tOC-∏∫ dÖ« A Ë BtŽuL−� “« tŽuL−�d¹“ Ëœ Ï v�UNł UÁU~�¬ ¨bMýUÐ 

     ©n6«′= . U

       ©»′U = .

       ©Û( ′A ′) = A

      © 
  

A − B = A ′B

dÖ«  ©ÀA . B ÁU~�¬ ′B . ′A

        ©Ã
  

A ′A = .

      ©ı
  

A ′A = U

ÆœuýÅv� ÂU−�« vÖœUÝ tÐ U¼Ån¹dFð pL� tÐ tOCP  U³Ł«

 d?Ö« ‰U?¦� Ê«uMŽÅtÐ  Rt?ŽuL−� Ï Ë v?IOIŠ œ«bŽ« Qt?ŽuL−� Ï ÁU?~?�¬ býUÐ U¹uÖ œ«bŽ«   R − Q

tŽuL−�ÏÆXÝ« @MÖ œ«bŽ« 

 ÂU�ÅtÐ d~¹œ Êu�UP Ëœ “« b�bý n¹dFð U−M¹« Uð t� v6ULŽ« ÊUÖd
œ sO�«u-ÆbMM�Åv� XOF³ð

 tOC-π ∫ dÖ«A Ë BtŽuL−� “« v¹U¼ÅtŽuL−�d¹“ Ï v�UNł U∫ÁU~�¬ ¨bMýUÐ 

©n6«(AB ′) = ′A  ′B

A −B

′B



µ¥

©»
  

(AB ′) = ′A  ′B

∫ÊU¼dÐ r?OM� ÷d$ ©n6« 
  

x ∈(AB ′) ÁU?~�¬ 
  

x , AB fÄ ¨x , A Ë x , Bt?−O²�—œ 

x ∈ ′A Ë x ∈ ′B s¹«dÐUMÐ 
  

x ∈ ′A  ′BX$dÖ t−O²� Ê«uðÅv� VOðdð s¹« tÐ 

  

(AB ′) . ′A  ′B

Xý«œ rO¼«uš rOM� t�Ë—«Ë «— ôUÐ ‰ôb²Ý« qŠ«d� dÖ« Ë

′A  ′B . (AB ′)

ÈËU0ð Ê«uðÅv� Áb�¬ XÝœÅtÐ jÐ«Ë— “«

(AB ′) = ′A  ′B

ÆX$dÖ t−O²� «—

ÁbNŽ tÐ s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ ©»® XL0P  U³Ł«ÏÆXÝ« “u�¬Åg�«œ 

tOCP ©Û® bMÐ Ë ÊUÖd�œ sO�«uP “«Ï ∏U¹ ŸUL²ł« ÁU~�¬ rO�«bÐ «— ÈdOÖÅrL²� dÖ« t� œuýÅv� t−O²� 

Æœd� ÊUOÐ Èd~¹œ V0ŠdÐ d¹“  —uHÅtÐ Ê«uðÅv� «— „«d²ý«

AB = ( ′A  ′B ′)

AB = ( ′A  ′B ′)

tŽuL−� Ëœ È«dÐ dÖ« rO²HÖÏ A Ë B rOýUÐ t²ý«œ 
  

AB = .r¼ “« «bł «— tŽuL−� Ëœ ÁU~�¬ 

tŽuL−� Ëœ È«dÐ «— d¹“ vÖó¹Ë Ê«uðÅv� ¨tŽuL−� p¹ rL²� n¹dFð tÐ tłuð UÐ ‰UŠ ÆrO�U�Åv�Ï“« «bł 

 r¼A ËÅÅÅÅBÆX$dÖ t−O²� 

∫t−O²� dÖ« 
  

AB = . ÁU~�¬ A . ′B Ë B . ′AÆ

“« d²FOÝË v¹UMF� tŽuL−� tÝ ÊœuÐ «e−� ÂuNH� t� bOM� tłuð

  

ABC = .

 tŽuL−� tÝ lP«ËÅÅ—œ Æœ—«œA ¨B Ë CdÖ« bM²0¼ «e−� 

  

BC = . Ë 
  

AC = . Ë 
  

AB = .

A

C

B
A

C

B

  

ABC = .
vIËA  ¨B Ë C bM²JO� «e−


A ¨B Ë C bM²J¼ «e−




µµ

Ê—UI²
 q{UHð

t?Žu?L−�Ït?Žu?L?−?� Ëœ Ê—U?I²� q{UHð Ï A Ë BU?I?O?Pœ t?� X?Ý« v¹UCŽ« q�Uý ÎËœ “« v?J¹ tÐ 

 tŽuL−�A U¹ B U?Ð ÈœUL� —uÞÅtÐ tŽuL−� s¹« Æb�—«œ oKFð A . B —uHÅtÐ Ë œuýÅv� Áœ«œ g¹UL� 

∫œuýÅv� n¹dFð d¹“

A . B = (A − B)(B − A)

Æœ«œ g¹UL� Ê«uðÅv� d¹“  —uHÅtÐ ÊË —«œuL� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— tŽuL−� Ëœ Ê—UI²� q{UHð

U

A B

œuýÅv� Áb¼UA� ÊË —«œuL� ÈË— “« t�ÅÅ—uÞÅÊUL¼

A . B = (AB) − (AB)

tŽuL−� Ëœ s¹«dÐUMÐÏ A . B Ë 
  

ABtŽuL−� tÝ sOMâL¼ ÆbM²0¼ «e−� Ï A − B ¨
  

AB

 ËB − AÆbM²0¼ «e−� eO� 

ÆrO�UÝ—Åv� ÊU¹UÄ tÐ U¼ÅtŽuL−� d³ł o¹dÞ “« œU×ð« Ëœ  U³Ł« UÐ «— qB$ s¹«

 ‰U¦
±∫rOM� XÐUŁ rO¼«ušÅv� 

  

A(B − C) = (AB) − (AC)

p¹ “« œuýÅv� Áb�«uš U¼ÅtŽuL−� d³ł t� U¼ÅtŽuL−� sO�«uP pL� tÐ ÈËU0ð s¹«  U³Ł« È«dÐ

U?ð r?O?M?� ÁœUÝ «— ·dÞ Ëœ rO�«uðÅv� U¹® rOÝ—Åv� ÈËU0ð d~¹œ ·dÞ tÐ Ë rOM�Åv� ŸËdý ÈËU0ð ·dÞ

tDÐ«— XÝ«— XLÝ ÊuM�« Æ©rOÝdÐ t−O²� p¹ÅtÐÏ∫r¹dOÖÅv� dE�—œ «— ôUÐ 

L²� sO�«uP “«   o³ÞÒr           Å                    
  

(AB) − (AC) = (AB)(AC ′)

ÊUÖd�œ Êu�UP = (AB)( ′A  ′C )

ŸUL²ł« tÐ X³0� „«d²ý« Èd¹cÄÅgTÄ

  

= (AB) ′A[ ](AB) ′C[ ]
Èd¹cÄÅX�dý Ë v¹UłÅtÐUł sO�«uP

  

= (A ′A )B[ ]A(B ′C )[ ]
rL²� sO�«uP “« Ã o³Þ

  

= (. B)A(B ′C )[ ]

A . B



µ∂

 tOCP “« n6« o³Þµ
  

= . A(B ′C )[ ]
 tOCP “« n6« o³Þ≤

  

= A(B ′C )

rL²� sO�«uP “«   o³Þ
  

= A(B − C)

 ‰U¦
≤∫rOM� XÐUŁ rO¼«ušÅv� 

  

A(AB) = A

rOM�Åv� ŸËdý ÈËU0ð éÇ ·dÞ “«

  

A(AB) = (A. )(AB)

           
  

= A(. B)

      
  

= A.

               = A

s�dL�

± d???Ö« ‡??‡  A = 1,2, 3, 1,2, 3{ }{ } Ë B = 1,2, 1,2{ }{ }X???Ý« »u???K??D??� 
  

AB ¨
  

AB¨

A − B Ë B − AÆ

≤    Åd?Ö« ‡‡U = 1,2, 3,4,5,6,7,8,9{ } Å   ¨    A = 1,2, 3,4{ }  Å¨      B = 2,4,6,8{ }   Ë Å

  C = 3,4,5,6{ }∫XÝ« »uKD� 

 ©n6«′A ©»
  

(AC ′)

 ©ÛB − C © 
  

(AB ′)

≥ dÖ« ‡‡  n ∈N Ë 

  
An = m ∈ − n ≤ m,2m ≤ n{ } ¨  A1 Ë   A2 Ë   A3 Ë   A4sOOFð «— 

 sOÐ È«ÅtDÐ«— tÇ bOM�  A1 Ë   A2 Ë   A3 Ë   A4øœ—«œ œułË 

 „«d²ý«  A1 Uð   A4 øX0OÇ 
    (i=1

4 Ai = ?) ŸUL²ł«   A1 Uð   A4 øX0OÇ 
    (i=1

4 Ai = ?)¨

 ∫`O{uð®
    (i=1

n Ai = A1A2 ...An

¥ dÖ« ‡‡  n ∈N Ë 

  

2n −1
n


 Ë An = − 1

n

 XÝ« »uKD� ¨  A1 Ë   A2 Ë   A3ŸUL²ł« fáÝ 

 „«d²ý« Ë  A1 Ë   A2 Ë   A3ÆbOM� hTA� «— 

µ  dÖ« ‡‡ÅÅÅ  i ∈ 1 ,2  ,...  ,10{ }   Ë   Ai = −i,10− i[ ] ¨   A1 Ë   A2 Ë ì Ë    A10»U0Š «—  

Z



µ∑

 fáÝ ÆbOM�

    


i=1

10
Ai Ë 

    


i=1

10
AiÆbOM� hTA� «— 

∂ ‰U¦� d�– UÐ ‡‡ÅÅÅ
  

n(AB) U¹¬ ÆbOM� »U0Š «— n(AB) = n(A) + n(B)ø

∑ dÖ« bOM� XÐUŁ U¼ÅtŽuL−� d³ł pL� tÐ ‡‡A  Ë B∫r¹—«œ ÆbMýUÐ tŽuL−� 

©n6« AB = (A − B)(AB)(B − A)

©» (A − B)(B − A) = .

©ÃdÖ«A & C Ë B & C ÁU~�¬ 
  

AB & C

©œ dÖ«A & B Ë A & C ÁU~�¬ 
  

A & BC
©‡¼ dÖ«

  

AB = AB ÁU~�¬ A = B

©Ë dÖ«A & B ÁU~�¬ ′B & ′A

∏tŽuL−� Ëœ d¼ È«dÐ ‡‡ÅÅÅÅÏ  A  Ë B∫bOM� XÐUŁ 

©n6« A. B = B. A

©»
  

A. B = (AB) − (AB)

©Ã  dÖ« 
  

AB = .   ÁU~�¬   
  

A. B = AB

©œ
  

A(B. C) = (AB). (AC)

πtKOÝËÅtÐ ‡‡Ït� bO¼œ ÊUA� ÊË —«œuL� 

′A − ′B = B − A

±∞ dÖ« bOM� XÐUŁ U¼ÅtŽuL−� d³ł pL� tÐ ‡‡A Ë B∫r¹—«œ ÁU~�¬ bMýUÐ tŽuL−� Ëœ 

©n6«
  

(A − B)B = .

©»
  

B − A = B ′A

©Û
  

A − B = A − (AB)

© (A. B)(AB) = AB

±± ÈUłÅtÐ d¹“ œ—«u� “« p¹d¼ —œ ‡‡S U¹      ¨    ¨ÈU¼ÅtŽuL−� “« vJ¹   Rs¹e~¹Uł ÊUMÇ «— 

Æœuý qHUŠ v²Ý—œ ÈËU0ð Uð bOM�

©n6«

  
x ∈S x3 = 5{ } = .

©»  x ∈S −1≤ x ≤1{ } = 1{ }

©Û

  
x ∈S 2 < x2 < 5{ } − x ∈S x >0{ } = −2{ }

© 

    
x ∈S 1< x ≤ 4{ } = x ∈S x2 = 4{ } 3,4{ }

Z N



µ∏

≤‡‡Å∂tŽuL−
 Ëœ vð—U6œ »dCK�UŠ ‡‡ÅÅ

Èb¹bł ÈU¼ÅtŽuL−� ̈ ÷ËdH� ÈU¼ÅtŽuL−� q{UHð Ë ÈdOÖÅrL²�Ë „«d²ý«Ë ŸUL²ł« UÐ t� b¹b¹œ

tŽuL−� p¹ s²šUÝ È«dÐ Èd~¹œ ‘Ë— tŽuL−� Ëœ vð—U�œ »dCKHUŠ Æb�uýÅv� qHUŠÏ“« b¹bł 

 ÂuNH� “« ÁœUH²Ý« UÐ —U� s¹« v6Ë ¨XÝ« ÷ËdH� ÈU¼ÅtŽuL−� Vðd
 ÃË“—uÞ ÊUL¼ ÆœuýÅv� ÂU−�«

p¹ UÐ t×HH “« tDI� d¼ r¹dO~Ð dE� —œ «— t×HH —œ  UB²T� ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ dÖ« b¹«ÅÁb�«uš t�

 bM�U� Èœd$ tÐ dB×M� Vðd� ÃË“(x,y)t� œuýÅv� hTA� x

 Ë y Ë b�«ÅvIOIŠ œ«bŽ«x 6R� U¹ h²T� «—ÒtHÏË« ÒË ‰y h²T� «— 

6R� U¹ÒtHÏôuLF� ÆrO�U�Åv� ÂËœ Ît×HH —œ Ï  UB²T� xË ‰uÞ «— 

y tDI� ÷dŽ «— Ï—«œuL� t� ËdÐË— qJý tÐ ÆbM¹uÖÅv� ÷ËdH� 

 jš  y = −x + 3łuð¨XÝ« Ò◊UI� t� bOM�Åv� tEŠö� ÆbOM� t

A  Ë B  UB²T� tÐ VOðdð tÐ   (1,2) Ë   (2,1) tÐ oKF²� t�Ås¹« UÐ

 ÃË“ Ëœ s¹«dÐUMÐ bMðËUH²� r¼ UÐ v6Ë bM²0¼ jš —«œuL�(x,y)Ë 

(y,x)ÆbM²0O� dÐ«dÐ r¼ UÐ vK� X6UŠ —œ 

 Vðd� ÃË“ Ëœ fÄ(a, b) Ë (c,d)Ë« ÈU?¼ÅtH6R� t� bM¹ËU0� v�U�“ Ò6R?� Ë r¼ UÐ UN�¬ ‰ÒÈU¼ÅtH

ËœÒÆbMýUÐ ÈËU0� r¼ UÐ eO� UN�¬ Â(c = a) Ë (b = d)

 ‰U¦
±∫ xË   y  Vðd� ÈU¼ÅÃË“ t� bOM� sOOFð È—uÞ «—  (x + y,6) Ë   (−5, xy)ÈËU0� r¼ UÐ 

ÆbMýUÐ

∫qŠ  b?¹UÐ Vðd� ÃË“ Ëœ ÈËU0ð ◊dý o³Þ

  

x + y = −5

xy = 6
.
.
.

 ÁU~²Ýœ qŠ “« fÄ t�   x = −2Ë 

  y = −3Æb¹¬Åv� XÝbÐ 

łuð d¹“ ‰U¦� tÐ ÊuM�«ÒÆbOM� t

o¹dÞ gý tÐ býUÐ t²ý«œ vÝuÞ Ë bOHÝ ̈ vÐ¬ s¼«dOÄ tÝ Ë vÐ¬ Ë vÝuÞ —«uKý Ëœ vBTý dÖ«

∫bM� »UT²�« «— s¼«dOÄ p¹ Ë —«uKý p¹ b�«uðÅv�

tEŠö�ÅÆ©vÝuÞÅ̈ vÐ¬®ÅËÅ©vÝuÞÅ̈ bOHÝ®ÅËÅ©vÝuÞÅ̈ vÝuÞ®ÅËÅ©ÅvÐ¬Å̈ vÐ¬®ÅËÅ©vÐ¬ ̈ bOHÝ® Ë ©vÐ¬ ̈ vÝuÞ®

 dÖ« ÆXÝ« Ábý qOJAð Vðd� ÃË“ p¹ »UT²�« d¼ È«dÐ bOM�Åv�}vÐ¬ —«uKý ¨vÝuÞ —«uKý P = {
 Ë}vÝuÞ s¼«dOÄ ̈ bOHÝ s¼«dOÄ ̈ vÐ¬ s¼«dOÄS = { tŽuL−� ÁU~�¬ÏtL¼ Ïðd� ÈU¼ÅÃË“ Ò«— Ábý qOJAð V

  —uH tÐP × SvMF¹ rO¼œÅv� ÊUA� 

}®©vÐ¬ ̈ vÝuÞ® ̈  ©vÐ¬ ̈ bOHÝ® ̈  ©vÐ¬ ̈ vÐ¬® ̈  ©vÝuÞ ̈ vÝuÞ® ̈  ©vÝuÞ ̈ bOHÝ® ̈  ©vÝuÞ ̈ vÐ¬ P × S = {

O

A(1,2)

B(2,1)



µπ

∫XÝ« d¹“  —uHÅtÐ Ê¬ v²š—œ —«œuL� Ë

dÖ« vð—U³ŽÅtÐx  Ë —«uKý @�— «— yrO�UMÐ s¼«dOÄ @�— «— 

P × S = (x,y)  x ∈P  ,  y ∈S{ }
P × StŽuL−� vð—U�œ »dCKHUŠ «— Ï P tŽuL−�—œ Ï  S Pœ ÆrO�U�Åv�ÒÈU¼ÅtH6R� ÊuÇ t� bOM� X

Ë«ÒÁbM¹UL� U¼ÅÃË“ ‰Ï6R� Ë —«uKý ÒËœ ÈU¼ÅtHÒOL¼« U¼ÅÊ¬ VOðdð XÝ« s¼«dOÄ ÁbM¹UL� U¼ÅÃË“ ÂÒÆœ—«œ X

∫n¹dFðtŽuL−� vð—U�œ »dCK*UŠ Ï AtŽuL−� —œ Ï B UÐ t� A × B¨rO¼œÅv� ÊUA� 

tŽuL−�ÏtL¼ Ï Vðd� ÈU¼ÅÃË“ (a, b) t� XÝ« a “« ÈuCŽ A Ë b “« ÈuCŽ BXÝ« 

∫vMF¹

A × B = (a, b)  a ∈A  ,  b ∈B{ }

 dÖ«A = B býUÐ A × A U?Ð «—   A2
 Ë rO¼œÅv� ÊUA�   R × R v?MF¹   R2

t×HH «—Ï U?B²T� 

ÆrO�U�Åv�

Å ‰U?¦?
≤∫ d?Ö«  A = −1,0,1,−2{ }   Ë  B = 1,4,0{ }  ¨A × B  —«œu??L?� Ë b?O?M?� h?T?A?� «—

 vðUB²T�A × BÆbOM� rÝ— «— 

©—«uKý ¨s¼«dOÄ®s¼«dOÄ—«uKý

©vÐ¬¨vÝuÞ®vÝuÞ

©vÐ¬ ¨bOHÝ®bOHÝvÐ¬    

©vÐ¬ ¨vÐ¬®vÐ¬P×S =

©vÝuÞ ¨vÝuÞ®vÝuÞ

©vÝuÞ ¨bOHÝ®bOHÝvÝuÞ                        

©vÝuÞ ¨vÐ¬ ®vÐ¬



∂∞

∫qŠ  vð—U�œ »dCKHUŠA—œ B ∫XÝ« d¹“  —uHÅtÐ 

A × B = (−1,1),(−1,4),(−1,0),(0,1),(0,4),(0,0),{ (1,1),(1,4),(1,0),

              (−2,1),(−2,4),(−2,0)}
 vðUB²T� —«œuL� rÝ— È«dÐ A × BtDI� p¹  UB²T� Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ uCŽ d¼ XÝ« v$U� 

t×HH —œ Ë r¹dO~Ð dE�Å—œÏÆqJý bM�U� ÆrOM� rÝ—  UB²T� 

4

3

2

1

0 1 2 3 4(−2,0)

−1

(−1,0)

−2

Å ‰U¦
≥∫  dÖ«    A = x ∈R  1≤ x ≤ 3{ } Ë     B = x ∈R 2 < x < 4{ } —«œuL� A × B—œ «— 

ÆbO¼œ g¹UL� t×HH

∫qŠ    2 < y < 4}  Ë  A × B = (x,y)  1≤ x ≤ 3{

A×BB

A

2

1

4

31



∂±

s�dL�

± ‡‡Å xË  y ðd� ÈU¼ÅÃË“ t� bOM� sOOFð È—uÞ «—ÒÆbMýUÐ ÈËU0� r¼ UÐ d¹“ V

‡‡ n6«        (0, 3)   Ë       ((x −1)2 + (y −1)2  , 3)

‡‡ »          (13, xy) Ë   (x2 + y2,6)

≤tŽuL−� dÖ« ‡‡Ï A È«—«œ mtŽuL−� Ë uCŽ ÏB È«—«œ n tŽuL−� ̈ býUÐ uCŽ Ï A × BbMÇ 

 ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ œ«bFð øœ—«œ uCŽA × BøXÝUð bMÇ 

≥ dÖ« ‡‡  A = 2k +1 k ∈  ,  −2 ≤ k ≤0{ } Ë 

  
B = y y ∈  ,  y2 ≤ 9{ }

  ‡‡ n6«A × Bðd� ÈU¼ÅÃË“  —uH tÐ «— ÒÆbO0¹uMÐ V

 ÈU¼ÅtŽuL−� ÈUCŽ« œ«bFð ‡‡ »(A × B)(B × A) Ë (A × B)(B × A)ÆbO0¹uMÐ «— 

 ‡‡ Ã  A2 − B2
øœ—«œ tŽuL−�d¹“ bMÇ 

¥dÖ« ‡‡A  Ë BtŽuL−� Ëœ Ï vD¹«dý tÇ—œ bMýUÐ vNðdOž A × B = B × AvD¹«dý tÇ —œ Ë ø 

(A × B)(B × A)øXÝ« vNð 

µ dNý dÖ« ‡‡ÅBdNý Ëœ sOÐ A Ë C  dNý “« s²$— È«dÐ Ë býUÐ A dNý tÐ Bs²$— È«dÐ Ë Á«— tÝ 

 “«B tÐ C dNý “« b�«uðÅv� d$U0� p¹ o¹dÞ bMÇ tÐ býUÐ œułu� Á«— —UNÇ A dNý tÐ C bMÇ tÐ øœËdÐ 

øXÝ« vJ¹ XAÖdÐ Ë X$— ÈU¼ÅÁ«— U¹¬ øœœdÖdÐ b�«uðÅv� o¹dÞ

∂tJÝ Ëœ »UðdÄ —œ ‡‡ÅÅÏ ≤ Ë v6U¹— µqHUŠ U¼ÅtJÝ ÈË— Ë XAÄ “« Vðd� ÃË“ bMÇ ̈ r¼ UÐ v6U¹— 

øœuýÅv�

∑t×HH —œ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹d¼ ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL�  UB²T� 

© n6«  (x,y) ∈R × R  x = y{ }
© »   (x,y) ∈R × R x > y{ }
© Ã    (x,y) ∈R × R  x + y ≤1{ }

∏ÆbOM� rÝ—  UB²T� ÁU~²Ýœ —œ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹ d¼ vð—U�œ »dCKHUŠ ‡‡ÅÅÅ

© n6«  A = −3,2[ ]                 ¨           B = (−2,0]
© »   A = (3, . )            ¨           B = (−. ,−2)

© Ã   A = −2,2[ ]                   ¨           B = 1,2[ ]

ZN



∂≤

πÆbOM� XÐUŁ «— d¹“ jÐ«Ë— ‡‡Å

© n6« B = .     U¹       A × B = ./ A = .

© »  A × C = B × C % A = B Ë  C ≠ .

≤‡‡Å∑tDÐ«— Å‡‡Å

ÂU?L?ð —œ U?N?M?ð t?‡?� t?� X?Ý« t?D?‡?Ð«— Âu‡NH� ¨U¼Åt‡ŽuL−� t‡¹dE� —œ r‡O¼UH� s¹d²LN� “« vJ¹

d?‡?²?J?Çu?�ò ¨å“« X?Ý« d²Ö—eÐò  «—U‡³Ž Æœ—«œ œd‡Ð—U� eO�  UO{U‡¹— “« Ã—Uš —œ tJKÐ  U‡O{U‡¹—

KF²�ò ¨å“« XÝ« È«ÅtŽuL‡−�d¹“ò Ë œ«bŽ« —œ åUÐ XÝ« d‡Ð«d‡Ðò ¨åbM�Åv� œUŽò ¨å“« XÝ«Ò¨åtÐ XÝ« o

ò Ë U‡¼ÅtŽuL−�—œ x—œ«dÐy  ò ̈  åXÝ« xb�“d‡$  y tŽuL−� —œ åXÝ«ÏtDÐ«— “« v6U¦� p¹ d¼ ̈ U¼ÅÊU0�« 

tL¼ t� XÝ« s¹« XÝ« „d²A� U¼Å‰U¦� s¹« ÂULð —œ tâ�¬ XÝ«ÏvMF¹ bMM�Åv� Á—Uý« Tý Ëœ tÐ  «—U³Ž 

 b?M?�U� ÃË“ p¹(x,y)Ë« T?ý X?6UŠ d¼ —œ t�Ås¹« Ë Òö?¦?� ÆX?0?O?� U¹ X0¼ tDÐ«— —œ ÂËœ Tý UÐ ‰Î

x > y t� xË  y ® XÝ—œU� U¹ XÝ« XÝ—œ U¹ ¨bMýUÐ vIOIŠ œ«bŽ«  3 > 2 v6Ë XÝ« XÝ—œ   2 > 3

Æ©XÝ—œU�

 s¹«dÐUMÐx > yö�U� Î U?Ð y > x vMF¹ XÝ«  ËUH²� (x,y) ≠ (y,x) ®ðd� ÃË“ ÂuNH�Òf?Ä ©V

ðd?� ÈU?¼ÅÃË“ “« È«Åt?Žu?L−� Ê«uðÅv� «— tDÐ«— d¼Ò—œ j?Ð«Ë— “« Â«b?�d?¼ v?$dÞ “« ÆX$dÖ dE� —œ V

tŽuL−�ÏtŽuL−� bM�U� b�«ÅÁbý n¹dFð vBTA� ÏtŽuL−� ̈ œ«bŽ« ÏUL²Š ì Ë U¼ÅÊU0�« Ît� b¹«ÅÁœd� XPœ 

ö¦�Î x > ytŽuL−� —œ UL�ÅÁ—«eÖ p¹ ÏÆXÝ« œ«bŽ« 

t?DÐ«— Ê«uðÅv� fÄÏò x“« XÝ«d²Ö—eÐ y ðd?� ÈU?¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−� «— vIOIŠ œ«bŽ« —œ åÒV

  —uHÅtÐ(x,y) x > y{ }ÆX$dÖ dE� —œ 

Å‰U¦
±∫tŽuL−� rOM� ÷d$ ÏtŽuL−� ÂUŽ Ï ÈUL�ÅÁ—«eÖ Ë U¼ÅÊU0�« p(x,y)ò vMF� tÐ x —bÄ  y

tDÐ«— s¹«dÐUMÐ býUÐ åXÝ«ÏtŽuL−� —œ È—bÄ Ï∫XÝ« sOMÇ U¼ÅÊU0�« 

x} —bÄ y XÝ« = (x,y){  tDÐ«— ÏÈ—bÄ 

U¹      = (x,y)   p(x,y){ }tDÐ«— ÏÈ—bÄ 

 s?¹«d?ÐUMÐ ◊d?ýK?F?²?� ©s?0?Š ¨ v?I?ð® V?ðd?� ÃË“ t?� XÝ« Ê¬ býUÐ vIð —bÄ s0Š t�Ås¹«Òt?Ð o

tŽuL−�ÏtDÐ«— ÏÆbýUÐ È—bÄ 

ðd?� ÈU?¼ÅÃË“ “« È«Åt?Žu?L−� pL� tÐ «— tDÐ«— Ê«uðÅv� fÄÒs?²?šU?Ý Á«— p¹ ¨œd� n¹dFð V

ðd� ÈU¼ÅÃË“ÒÆXÝU¼ÅtŽuL−� vð—U�œ »d{ pL� tÐ V



∂≥

∫n¹dFð rOM� ÷d3 A Ë Bvð—U�œ »dCK*UŠ “« tŽuL−�d¹“ d¼ bMýUÐ tŽuL−� Ëœ 

A × B  “« È«ÅtDÐ«— A —œ BUÐ «— tDÐ«— dÖ« ÆXÝ« 
±R ¨rO¼œÅ ÊUA� R & A × B

tKLłÏ “«ò A —œ BË« v?MF¹ åÒ6R� sO6Òðd?� ÈU¼ÅÃË“ ÈU¼ÅtHÒ ÈU¼uCŽ ¨VA6R?� sO�Ëœ Ë ÒÈU¼ÅtH

ðd� ÈU¼ÅÃË“ÒÈU¼uCŽ VB ÆbMýUÐÅv� 

 dÖ«A = B rO¹uÖ ¨RÈË— È«ÅtDÐ«—  A ÆXÝ«

 dÖ«a ∈A Ë b ∈BrO¹uÖ  a  UÐb jÝuð R ÁUÖd¼ bM²0¼ tDÐ«— —œ (a, b) ∈RXÝ« d²6Ë«b²� ̈

 œUL� t�aRb vMF� tÐ «— (a, b) ∈R t� vð—uH —œ Ær¹d³Ð —U� tÐ (a, b) , R rO0¹u�Åv� a 0Rb

Å ‰U¦
≤∫ ¨rOM� ÷d$   tŽuL−� ÏtDÐ«— v{U¹— ÈU¼ÅtDÐ«— s¹d²LN� “« vJ¹ býUÐ ÂUŽ Ï Êœd6œUŽ

 —œ   ∫rO0¹uMÐ dÖ« œuýÅv� Áœ«œ g¹UL� å¸ò X�öŽ UÐ t� XÝ« a b bM�U� v×O×H œbŽ vMF¹  cX0¼

 t�b = acÆ

ö?¦�Î   −36 ¨   26 ¨  3 −6 t�   −36 ‰œU?F�   −3R6 ‰œU?F� U¹   (−3,6) ∈R f?Ä XÝ« a b

 ‰œUF�aRb  —uH tÐ t� XÝ« aRb / a bU¹ R = (a, b) a, b ∈ ,a b{ }ÆrO¼œÅv� ÊUA� 

 ‰U?¦
≥∫Å  r?OM� ÷d$A = 1,2, 3,4,5,6,7{ } t?DÐ«—Ïò > ÈË— «— åAv?M?F?¹ r¹dOÖÅv� dE�ÅÅ—œ 

(a, b) ∈R UÐ XÝ« ‰œUF� a > b vð—U�œ »dCKHUŠ «b²Ð« tDÐ«— s¹« g¹UL� È«dÐ A × AXÝœÅtÐ «— 

ÆrOM�Åv� hTA� vð—U�œ  UB²T� ÈË— Ë Ær¹—Ë¬Åv�

A × A = (1,1),(1,2),...,(1,7),(2,1),...,(2,7),...,(7,7){ }

±‡‡ Relation

7

6

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6

tŽuL−�d¹“ ̈ qJý ÈË—Ï  A × AtDÐ«— —«œuL� ̈ b�«ÅÁbý hTA� @�—dÄ ◊UI� UÐ t� Ï RbýUÐÅÅv�  

 t�  R = (2,1),(3,1),...,(7,1),(3,2),(4,2),(4, 3)...,(7,6){ }

Z

Z

Z



∂¥

 ‰U¦
¥∫ tDÐ«— rOM� ÷d$ÏÈË— ÈËU0ð   R  ÆbýUÐ Ábý n¹dFð d¹“  —uH tÐ 

    
R = (x,y) ∈R2  y = x{ }

 X?Ý«— j?š t?D?Ð«— s?¹« v?ðU?B²T� —«œuL�y = xË« l?Ð— “U?0?LO� t� XÝ« ÒÁU?~?²?Ýœ ÂuÝ Ë ‰

ÆXÝ«  UB²T�

y = x

 ∫d6cð dÖ«  A = NtDÐ«— Ï j?š “« vÞUI� jI$ ÈËU0ð y = x6R� t� bMýUÐÅv� Ò`?O×H ÈU¼ÅtH

ÆqJý bM�U� bMýUÐ t²ý«œ X³¦�

1

1 2 3 4

2

3

4

Å ‰U¦
µ ∫ t×HH —œxoy tDÐ«— Rt� rOM�Åv� n¹dFð sOMÇ «—  x UÐy  dÖ« XÝ« tDÐ«— —œ (x,y)

Ád¹«œ ÈË— U¹ qš«œ —œ È«ÅtDI�Ï vMF¹ býUÐ bŠ«Ë   x
2 + y2 ≤1vð—U³Ž tÐ 

  xRy /    x2 + y2 ≤1

 tDÐ«— s¹« —«œuL� s¹«dÐUMÐ vHdPÆXÝ« d¹“ qJýÅtÐ

o

1

−1

1−1



∂µ

OK� t� b¹«ÅÁbý tłu²� ÊuM�Uð ̈ U¼Å‰U¦� tÐ tłuð UÐÒtÏOG²� Ëœ ©U¼ÅÈËU0�U�®  ôœUF�U� Ë  ôœUF� ÒÈ«ÅÁd

 t�ö³PÎ Æb�uý t²$dÖ dE� —œ tDÐ«— Ê«uMŽ tÐ bM�«uðÅv� b¹«ÅÁb�«uš

Å ‰U?¦
∂∫ t?DÐ«— —«œuL�Ï 

    
R = (x,y) ∈R2  x2 + y2 =1 { } ŸU?Fý tÐ Ád¹«œ p¹ ±t?� XÝ« 

 Ê¬ e�d�  O(0,0)ÆbýUÐÅv� 

O

−1

1
−1

1

Å‰U?¦?
∑∫Å t?D?Ð«— —«œu?L�Ï R = (x,y) ∈R2  y ≥ x2{ } v?L?N?Ý q?š«œ Ë “d?� ◊U?I�   y = x2

qJý bM�U� ÆbýUÐÅv�

y

x



∂∂

Å ‰U¦
∏ ∫ÅÅt?DÐ«—Å—«œuL�ÏòÅ≤t?D?Ð«— v?MF¹ vIOIŠÅœ«bŽ«Å—œ åÏ 

    
R = (x,y) ∈R2  x ≤ y{ }`DÝ 

©d¹“ qJý —œ —«œÅt¹UÝ tOŠU�® ÆXÝ« t×HH rO� p¹

y = x

s�dL�

±tDÐ«— ‡‡ÅÏ R = (1, . ),(0,2),(. ,1),(2,2){ } —œ   A = 0,1, . ,2,4{ }Æ XÝ« Ábý n¹dFð 

øXÝ« XÝ—œ d¹“ œ—«u� “« p¹ Â«b� bOM� oOI×ð ‡‡ n6«

  1R2     ¨       . R1       ¨       1R.      ¨       2R0       ¨       4R1

tŽuL−� ‡‡ »Ï“« v¹UCŽ« A  UÐ t� ≤ÆbOM� hTA� «— b�—«œ tDÐ«— 

≤tŽuL−� —œ tDÐ«— bMÇ ‡‡Ï A s¹dLð “« ±øXýu� Ê«uðÅv� 

≥ U¹¬ ‡‡Å.øXÝ« tDÐ«— p¹ 

¥tŽuL−� —œ ‡‡Ï A = 0,1,2,...  ,9{ }tDÐ«— Ï  R = (x,y)  x,y ∈A,x y{ }XÝ« Ábý n¹dFð 

RœdÐ Ë tM�«œ ¨bO0¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−�  —uH tÐ «— R ÆbOM� sOOFð «— 

µtDÐ«— ÈUCŽ« ‡‡ÅÅÏ 

  
R = (x,y)  x2 + y2 = 4{ }—œ «—     ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−�  —uH tÐ 

ÆbOM� rÝ— «— Ê¬ —«œuL� Ë bOM� hTA� Vðd�

∂  dÖ« ‡‡ÅA = 1 ,2  , 3  ,4  { } Æ bOM� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— —«œuL�

©n6«  a,b ∈A     aRb / a + b ≤ 4

©»   aRb /     a(b +1) ≤ 6

©Ã  aRb /     −10≤ a + 5b ≤10

©œ   xRy /    x2 + y2 ≤ 4

Z



∂∑

∑t?DÐ«— ‡‡Ï f “«  R  t?K?HU$ —œ Ït?²0Ð Ï   0,1[ ]  —u?H tÐ 

  
xfy / y = 1

x2 +1
X?Ý« Áb?ý n¹dFð 

tDÐ«— —«œuL�Ï  fÆbOM� rÝ— «— 

∏tŽuL−� ÈË— d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— ‡‡ÅÅÅÏ    A = 1,2, 3,6{ } ôË« b�«ÅÁbý n¹dFðÎ —uH tÐ «— tDÐ«— d¼ 

ðd� ÈU¼ÅÃË“ÒUO�UŁ bO¼œ ÊUA� VÎÆbOM� rÝ— «— U¼ÅtDÐ«— —«œuL� 

                R1 = (x,y)  x y{ }          ,         R2 = (x,y)  x < y{ }
                R3 = (x,y)  x = y{ }      ,         R4 = (x,y)  x ≠ y{ }

 x + y} XÝ« œd$  

  
R5 = (x,y)  x2 ≤ y{ }     ,        R6 = (x,y){

πtŽuL−� ÈË— d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— ‡‡ÅÏ  R  ÆbOM� rÝ— «— U¼ÅÊ¬ —«œuL� b�«ÅÁbý n¹dFð 

           

  
R1 = (x,y)   x2 + y2 ≤ 4{ }

  
R2 = (x,y)   x2 + y2 ≤1 ,  y ≥ x{ }

                    R3 = (x,y)   x = y{ }
                   R4 = (x,y)   y = −x{ }

≤ÅÅÅ‡‡Å∏tŽuL−
 p¹ “«d�«Å‡‡ÅÅÅÅ

tŽuL−�Ï`O×H œ«bŽ«       —uH tÐ «—  = ..., −3,−2,−1,0,1,2, 3,...{ }Ær¹dOÖÅv� dE� —œ 

tŽuL−�d¹“ Ëœ tÐ Ê«uðÅv� «— tŽuL−� s¹«ÏULK0� Æœd� rO0Ið ÃË“ œ«bŽ« Ë œd$ œ«bŽ« Î 
  

O  E= .

Ë b?ýU?Ð œd?$ r¼ Ë ÃË“ r¼ b�«uðÅvL� ÈœbŽ êO¼ «d¹“
  

O E= ¨“«d?$« «— rO0Ið s¹«     Ëœ t?Ð

tŽuL−�Ï
E

 ËOtŽuL−�d¼ sOMâL¼ rO�U�Åv�Ï A  vMF¹ œuš rL²� UÐ ′AtŽuL−� È«dÐ “«d$« p¹ Ï

 ÂUŽU∫ «d¹“ bMýUÐÅv� 

  

A ′A = U   Ë  
  

A ′A = .

tŽuL−� d¹“ qJý —œ Æœ«œ rOLFð «— Áb¹« s¹« Ê«uðÅv�Ï AtŽuL−� —UNÇ tÐ Ï   A1 Ë   A2Ë   A3Ë 

  A4ÆXÝ« Ábý “«d$« 

A

A1A2

A3

A4

ZZ

Z

ZZ ZZ

ZZ

Z



∂∏

∫n¹dFðrOM� ÷d3 A tŽuL−� p¹ Ï r?O¹uÖ býUÐ vNð dOž AtÐ n tŽuL−�d¹“ Ï   A1Ë 

  A2 Ë ì Ë An∫dÖ« XÝ« Ábý “«d3« 

 d¼ È«dÐ ‡‡ n>«Ai ≠ .      ,        1≤ i ≤ n

 d¼ È«dÐ ‡‡ »
    (1≤ j ≤ n)      Ai A j = .        i ≠ j

 ‡‡ Ã
    A1A2 ...An = i=1

n Ai = A

 ∫‰U¦
dÖ«  A = 1,2, 3{ }  ÁU~�¬A È«—«œ µ∫XÝ« d¹“  —uH tÐ “«d$« 

®±©  {1} ,{2} ,{3}

®≤©      {1} ,{2, 3}

®≥©       {2} ,{1, 3}

®¥©       {3} ,{1,2}

®µ©          {1,2, 3}

≤‡‡ÅπtDÐ«—Å ‡‡ÏÈ“—«År¼ 

∫‰U¦
 t?Žu?L−� t� rOM� ÷d$Ï Ab?ýU?Ð Áb?ý “«d?$« ¨qJý bM�U� d~¹bJ¹ “« È«e−�  UFDP tÐ 

tDÐ«— rO�«uðÅv�Ïò ~ÆrOM� n¹dFð sOMÇ «— å

                            xËy  p¹ —œ Ëœ d¼  tFDPbM²0¼ x ~ y /

A4

A3

A5

A2A

A1

 bOM� ÷d$ d²NÐ ÈœuNý s²ý«œ È«dÐAtAI� Ï ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ Ë býUÐ —uA� p¹   A1 Ë   A2Ë

  A3 Ë   A4 Ë   A5XÝ« —«dPdÐ —uA� s¹« b�ËdNý Ëœ d¼ sOÐ t� È«ÅtDÐ«— bMýUÐ —uA� s¹« ÈU¼ÅÊU²Ý« 

tDÐ«—ÏvMF¹ ÆXÝ« ÊœuÐ v�U²Ý«År¼ 

xË y  bM²0¼ ÊU²Ý« p¹ —œ x ~ y /

dÖ« s¹«dÐUMÐ x  ÊU²Ý« tÐ oKF²�  A1Ë XÝ«  y  ÊU²Ý« tÐ oKF²�   A2 ̈x Ë y Æb�—«b� r¼UÐ È«ÅtDÐ«— 



∂π

dÖ« t� XÝ« ’«uš s¹« È«—«œ tDÐ«— s¹«x  Ë yË  z ∫bMýUÐ —uA� s¹« “« Èœ«d$«

±  ‡‡x ÆXÝ« ÊU²Ý«År¼ ‘œuš UÐ

≤ dÖ« ‡‡ x UÐybýUÐ ÊU²Ý«År¼  y UÐ eO� xÆXÝ« ÊU²Ý«År¼ 

≥dÖ« ‡‡ x  UÐy Ë  y  UÐ z ¨bMýUÐ ÊU²Ý«År¼ xUÐ eO� z ÆXÝ« ÊU²Ý«År¼

t?D?Ð«— U?Ð «— U¼ÅtOŠU� rO�«uðÅv� fJŽdÐÏò ~ t?� È«ÅtOŠU� ÆrOM� È“UÝ“UÐ å xX?Ý« Ê¬ tÐ oKF²�

 t� v�U²Ý«® x UÐ ©bM�Åv� vÖb�“ Ê¬ —œEx∫“« XÝ«  —U³Ž t� ÆrO¼œÅv� g¹UL� 

Ex = y ∈A  x ~ y{ }
 t?� v�U²Ý« vMF¹x t?ŽuL−� XÝ« Ê¬ tÐ oKF²� Ï —u?A� Ê«b�ËdNý ÂULð  A UÐ t� XÝ«xÊU?²Ý« p¹ —œ 

t?Žu?L?−� vMF¹ ÆbMM�Åv� vÖb�“Ï Exd?E?� œ—u?� ÈU¼ÅtOŠU� “« vJ¹ U¹ XÝ« —uA� ÈU¼ÅÊU²Ý« “« vJ¹ 

 dÖ« s¹«dÐUMÐ ÆXÝ«  x ∈A2 ÁU~�¬ býUÐ   Ex = A2 dÖ« Ë   x ∈A5 ÁU~�¬   Ex = A5UIOPœ fÄ ÎtDÐ«— Ï

K� —uÞ tÐ ÆbM�Åv� rO0Ið U¼ÅÊU²Ý« tÐ «— —uA� ¨ÊœuÐ v�U²Ý«År¼ÒÈ«—«œ t� È«ÅtDÐ«— ∫XHÖ Ê«uðÅv� v

® ’«uš±® Ë ©≤® Ë ©≥ÆXÝ« È“—«År¼Å tDÐ«— p¹ býUÐ ©

∫n¹dFð ò ÊuÇ È«ÅtDÐ«—~tŽuL−� ÈË— åÏ A tDÐ«— p¹Ïd¼ È«“« tÐ dÖ« XÝ« È“—«År¼ 

xË y Ë  z “«A ∫býUÐ —«d#dÐ d¹“ XO*Uš tÝ 

 ‡‡ n>«x ~ x ÆbýUÐ t²ý«œ tDÐ«— ‘œuš UÐ uCŽ d¼ vMF¹ ®©vÝUJF�« U¹ vÐUð“UÐ

 dÖ« ‡‡ »x ~ y ÁU~�¬ y ~ x ®©v�—UIð

 dÖ« ‡‡ Ãx ~ y Ë y ~ z ÁU~�¬ x ~ z ®©È—cÖ«dð U¹ ÈbFð

∫ ‰U¦
 tDÐ«—ÏtDÐ«— Ë t×HH —œ ◊uDš È“«uð ÏÈË— È“—«År?¼ ÈU¼ÅtDÐ«— YK¦� Ëœ v²ANML¼ 

ÆbM²0¼ t×HH

tŽuL−� ÁUÖd¼ t� b¹œd� tEŠö�Ï A tDÐ«— ¨rOM� rO0Ið «e−�  UFDP tÐ «— Ï ® xXÝ« ÊU²Ý«År¼  

 UÐy s¹«dÐUMÐ ÆfJŽdÐ Ë XÝ« È“—«År¼ È«ÅtDÐ«— p¹ ©

tDÐ«— d¼Ïd?¼ t?� «e−� ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ tÐ «— tŽuL−� Ê¬ tŽuL−� p¹ ÈË— È“—« r¼ 

ÆbM�Åv� rO-Ið œuýÅv� ÁbO�U� È“—«År¼ ”ö� U¹ t²Ýœ UN�¬ “« p¹

t?²ÝœÏ È“—«År¼ a X?�öŽ UÐ «— a[ ]Ær?O¼œÅv� ÊUA� a Áb?M?¹UL� «— Ï —u?H t?Ð Ë rO¹uÖÅv� t²Ýœ 

a[ ] = x  xRa{ }ÆrOM�Åv� n¹dFð 



∑∞

∫‰U¦
`DÝ   bŠ«Ë lÐd�  D = 0,1[ ]× 0,1[ ]tDÐ«— UÐ «— lÐd� s¹« “« tDI� Ëœ d¼ b¹dO~Ð dE� —œ «— Ï

6R� t�Ås¹«ÒË« ÈU¼ÅtHÒ∫vMF¹ rOM�Åv� n¹dFð b�dÐ«dÐ r¼ UÐ U¼ÅÊ¬ ‰

(x,y)R(a,b) / x = a

t?D?Ð«— p?¹ t?DÐ«— s¹«ÏÈË— È“—«År?¼ D t?Žu?L?−?� Ë ÆXÝ« ÏD t?×?HH® Ï DÈU?¼Åt?²?Ýœ tÐ «— ©

—u×� dÐ œuLŽ ◊uDš È“—«År¼ ÈU¼Åt²Ýœ ¨bM�Åv� “«d$« È“—«År¼x ö¦� «d¹“ bMýUÐÅv� U¼Ît²Ýœ Ï   (0,0)

∫“« XÝ«  —U³Ž

       (0,0)[ ] = (x,y)  (x,y)R(0,0){ }
       = (x,y)  x =0{ }

 jš Ê¬ —«œuL� t�  x =0Æ XÝ« 

(1,1)1

10

s�dL�

±tDÐ«— ‡‡Ï R —œ     —uHÅtÐ

  xRy  /  3 x − y

ôË« ÆXÝ« Ábý n¹dFðÎ b?OM� XÐUŁ RtDÐ«— p¹ ÏUO�UŁ ÆXÝ« È“—«År¼ Ît?DÐ«— Ï RtŽuL−� Ï   bMÇ tÐ «— 

ÆbOM� hTA� «— È“—«År¼ ÈU¼Å”ö� s¹« ªbM�Åv� “«d$« È“—«År¼ ”ö�

≤tDÐ«— bOM� XÐUŁ ‡‡ÏtDÐ«— p¹ ¨YK¦� Ëœ tÐUAð ÏÆXÝ« È“—«År¼ 

≥ ÈË— t� d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« ‡‡    R2
øXÝ« È“—«År¼ p¹ÅÂ«b� b�«ÅÁbý n¹dFð 

©n6«(a, b)R(c,d)  /  a + d = b + c

©»  (a, b)R(c,d)  /  (a − c)(b − d) =0

©Û(a, b)R(c,d)  /  ab = cd

Z

Z



∑±

 ¨œd?�Åv?� Èd?á?Ý «— œu?š X?O�uHÞ Ê«—Ëœ “uM¼  ôUL²Š« rKŽ t� v�U~M¼ ”öÄôÊ«b?O{U¹—

f,Uý ÈU¼ÅÈ“UÐ vÝ—dÐ È«dÐ t�  ôUL²Š« rKŽÅò ∫XHÖ ‡‡Åt3,«d4 sðuO, tÐ —uNA� ‡‡ÅÈu3,«d4 ·ËdF�

s?¹d?²?LN� ¨vÖb,“ rEŽ« g=Ð —œ ìÆœœdÖ q¹b³ð ÈdAÐ g,«œ ·b¼ s¹d²LN� tÐ v²3¹UÐ ¨Ábý ÕdD�

Ýu
Ï

ÆåÅbM²3¼  ôUL²Š« qzU3� jI4 lK«Ë —œ b,uýÅv� ÕdD� t� vðô«]”«—
±

¨ ±π∑∂’¨[ ∑bMÇ d¼

Ê«b?O?{U?¹— t?� —uÞÅÊUL¼ «d¹“ XÝ« v²IOIŠ œuš v�Ë ¨bÝdÐ dE, tÐ eO�¬Å‚«dž« XÝ« sJL� ‚u4 ÊUOÐ

t?²?3?łd?ÐÏ r?²?3?O?Ð Êd?K e?²?	 „—U?
≤

t?¹d?E?,Åò∫b?¹u?ÖÅv� ÏÁœd?L?ý Âu?K?Ž ÂU?L?ð ÈU?M?Ð @?M?Ý  ôU?L?²?Š« 

ÅåÅÆœuýÅv�]»uJOł “« qI,ÅÅÅtÐ
≥

ÅÅ¨Å±π∏≤’¨[ ¥≤¥U³¹dIð Î¨vLOý ̈ p¹eO4 “« ÈdAÐ g,«œ ÈU¼ÅtšUý ÂULð 

«—  ôU?L?²?Š« ì Ë ¨œU?B?²?K« ¨v?ÝU?M?ý t?F�Uł ¨ ËUCK Uð t²4dÖ vJýeÄ Ë vÝbMN� ¨vÝUMýÅX3¹“

q?¹U3� —œ VKD� p¹ v²Ý—œ vÝ—dÐ ÊuÇ Æb,dOÖÅv� dE,—œ œuš vÝUÝ« ÈU¼—«eÐ« “« vJ¹ Ê«uMŽÅÅÅÅtÐ

¨dBŽ s¹« dÖu−²3ł Ë dJH²� ÊU3,« È«dÐ t−O²,ÅÅ—œ X3O, d¹cÄÅÊUJ�« tAOL¼ nK²=�v²Ý—œ ‰UL²Š« 

Å “« g?O?Ð VKD� p¹v²Ý—œt?â?=?¹—U?ð Æb?ÐU¹Åv� XOL¼« VKD� œuš Ïr?¼œe?,U?ý ÊdK tÐ  ôUL²Š« rKŽ 

 v?¹U?O?�U?²?¹« p?ýe?Ä Ë Ê«b?O?{U¹— t� v,U�“ vMF¹ ¨œœdÖÅv� “UÐ ÈœöO�u?�«œ—U	
¥

 Å®±µ∑∂ ‡‡Å±µ∞±t?Ð ©Å

t?²4U¹ ÊU�“UÝ qOK×ð q�Uý t� œuš ÊU�“ v{U¹— ·—UF� vÝ—dÐÏtK¾3� Ïœu?Ð f,Uý dÐ vM²³� ÈU¼ÅÈ“UÐ 

 ‰UÝ—œ ÆXš«œdÄ±∂µ¥tK¾3� tÐ Èu3,«d4 ·ËdF� Ê«bO{U¹— ‰UJÝUÄ ¨Ïbý bMLKöŽ U¼ÅÈ“UÐ Ë f,Uý 

t−O², ËÏ d~¹œ —uNA� Ê«bO{U¹— UÐ «— œuš  UF�UD� Ud�
µ

 Å® ±∂∂µ ‡‡Å±∂∞±—œ Æ X?ý«cÖ ÊUO� —œ ©Å

tF�UD� t−O²,Ï  v{U¹—  ôUL²Š«s¹« rždOKŽ Æbý b�u²� v3,Uý ÈU¼ÅÈ“UÐ tÐ ◊uÐd� qzU3� vÝ—dÐ UÐ

t²ý— p¹ tÐ  ôUL²Š« ÁbÝ bMÇ XýcÖ “« fÄ ÊuM�« ̈ sMHð dÐ vM²³� b�uðÏö�U� Î“UO, œ—u� Ë È—Ëd{ 

t¹dE, ÆXÝ« Ábý q¹b³ðÏ tÐ  ôUL²Š«  XOFD# ÂbŽ rKŽ“« —uEM� ÆXÝ« —uNA� eO, XOFD# ÂbŽs¹«

tDOŠ —œ t� XÝ«Ï‰d?²M� —œ «— v¹U¼ÅÁb¹bÄ ŸuKË lDK —uÞ tÐ t� ÁbMM� vMOÐÅgOÄ sO,«uK “«  ôUL²Š« 

XAÄ U¹ Ë— rO¹u~Ð lDK —uÞÅÅÅÅtÐ rO,«uðÅvL, tJÝ  »UðdÄ —œ ‰U¦� Ê«uMŽÅÅÅtÐ ÆrO¹uÖÅvL,  s=Ý  býUÐ  t²ý«œ

Áb¼UA�  UF4œ X³3, ¨rOM� —«dJð U¼—UÐ «— »UðdÄ s¹« dÖ« ‰UŠ s¹« UÐ bý b¼«uš ÊU¹UL, tJÝÏU¹ Ë XAÄ 

±‡‡ Ross ≤‡‡ Mark Katz ≥‡‡ Jacob ¥‡‡ Cardano µÅÅ‡‡ Fermat

 qB�≥

v�œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ Ë ‰UL²Š«



∑≤

U³¹dIð  b� “«—œ —œ g¹U�“¬  UF4œ q� tÐ tJÝ ÈË—Î—œ U¼ÅX³3, s¹« tÐ s²š«œdÄ ÆXÝ« vMOÐÅgOÄ qÐUK 

tDOŠÏ t¹dE�Ï‰UL²Š« ÆXÝ« 

≥‡‡±v�œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ  ‡‡

Áb?¼U?A?� U?Ð sðuO,Ïłu?²?� X?š—œ “« VOÝ ÊœU²4« ÒË Áb?¹b?Ä s?¹« —«d?J?ð «d?¹“ Æb?ý tÐ–Uł Êu,UK t

U?L?²?Š t?� œd� X¹uIð Ë« —œ «— —ËUÐ s¹« ¨t−O², ÊœuÐÅÅÅÅvFDKÎÊ«u?²?Ð U?ð býUÐ t²ý«œ œułË È«ÅtÐ–Uł b¹UÐ 

Ád?šôUÐ rOM� U¼— ÈbMKÐ p¹ “« «— È«ÅÁe¹d~MÝ dÖ« sOMâL¼ Æœd� tOłuð lDK —uÞ tÐ «— VOÝ ÊœU²4«

b� “« fÄÒÁb?¼U?A?� q?O³K “« v¹U¼Å‰U¦� Æœd� b¼«uš XÐUu« sO�“ tÐ vðÏ  X?š—œ “« VOÝ ÊœU²�«U¹ Ë

 g¹U�“¬ Áe¹d~MÝ Êœd	 U¼—ÆbM²3¼ vFDK ÈU¼ÅÁb¹bÄ “« v¹U¼Åt,uL,

t−O²� ¨vFD� ÈU¼ÅÁb¹bÄ —œ ¨j¹«dý ÊœuÐ ÊU�J¹ ÷d  UÐÏ“« q³� «— Áb¼UA&U¹ Ë g¹U&“¬ 

 Ÿu�Ë Ê«uðÅv�+A& lD� —uÞ tÐÒÆœd0 h

Áb?¼U?A?� t?� b?,—«œ œułË eO, Èd~¹œ ÈU¼ÅÁb¹bÄÏ=?A?� j?¹«dý X×ð U¼ÅÊ¬ È—«dJð Òt?A?OL¼ h

t−O²,ÅÅÅÅtÐÏJÝ »UðdÄ œ—u� s¹« —œ UMý¬ ‰U¦� p¹ ÆœuýÅvL, r²š v,U3J¹ ÒJÝ p¹ dÖ« ÆXÝ« tÒ «— t±∞∞

JÝ ÊœU²4« rOM� »UðdÄ —UÐÒX3O, vMOÐÅgOÄ qÐUK q³K “« XAÄ tÐ U¹ Ë— tÐ t
±

ö¦� rO¹u~Ð rO,«uðÅvL, vMF¹ ¨Î

JÝ —UÐ sOL¼U−MÄÅÅÅÅ—œÒ «— U¼ÅÊ¬ t� U¼ÅÁb¹bÄ Ÿu, s¹« ÆXAÄ tÐ U¹ b²4«Åv� Ë— tÐ t v�œUBðs¹« —œ rO�U,Åv�

Æb,dOÖÅv� —«dK tF�UD� œ—u� qB4

O¼U� È«—«œ b,—«œ œułË U� ·«dÞ« ÊUNł —œ t� v¹U¼ÅÁb¹bÄ “« vFOÝË nOÞ
Ò

ÆbM²3¼ v4œUBð X

O?¼U?� UÐ È—ULAOÐ ÈU¼ÅÁb¹bÄ dþU, œuš vý“u�¬ jO×� —œ eO, ULýÒ‰U?¦?� Ê«uMŽ tÐ ÆbO²3¼ v4œUBð X

=A� ÈU¼ÅXŽUÝ —œ t� v¹U¼ÅqO³�uð«ÒtÝ—b� qÐUI� “« vBÏÊ«“u�¬Åg,«œ dLŽ ‰uÞ sO~,UO� ̈ b,—cÖÅv� ULý 

sOOFð ¨XÝ« Ábý t²ýu, U¼ÅÊ¬ dÐ ”ö� Ê«“u�¬Åg,«œ ÂU, t� v¹U¼Å —U� sOÐ “« tŽdK ÊbOA� ¨”ö� d¼

OFKu�
Ò

U?š “u�¬Åg,«œ p¹ v,UJ� X’
Ò

œ«b?F?ð ¨”ö� d¼ —œ XÝœ éÇ œ«d4« œ«bFð ¨‰U³ðu4 sO�“ —œ 

  «dL, œ«bFð ¨b,—ušÅv� sO�“ `¹dHð @,“ d¼ —œ t� v,«“u�¬Åg,«œ≤∞Ë ‰UÝ d¼ —œ p¹eO4 ”—œ —œ 

Ê«“u�¬Åg,«œ bK sO~,UO�ÆbM²3¼ v4œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ “« v¹U¼Åt,uL, ”ö� d¼ 

 bM,U� U¼ÅÁb¹bÄ “« vCFÐ ŸuKË t� bOM�Åv� tEŠö�;A XŽUÝ —œ t	 v¹U¼ÅqO³uð« œ«bFðÒvB

ÅÅÅ

±JÝ p¹ s²3A, —œ ‡‡Ò «— XÝ« Ábý t²ýu, œbŽ t� v4dÞ tXAÄ «— d~¹œ ·dÞ Ë Ë—åÛò UÐ VOðdð tÐ «— U¼ÅÊ¬ Ë ÁbO�U, 

ÆrO¼œÅv� ÊUA, å—ò Ë



∑≥

 b�—cÖ v tÝ—b qÐUI “« o¹dÞ “« «— Áb¼UA bM,U� d~¹œ vCFÐ ŸuKË ËJÝ »UðdÄÒ t  U¹ ËÊbOA	

tŽd#Ï Ê«“u¬Åg�«œ ÂU�  o¹dÞ “« «— g¹U“¬ÆrOM�Åv� Á—UE,

t−O²� ̈ v œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ —œ ̈ j¹«dý ÊœuÐ ÊU�J¹ ÷d  UÐÏq³� «— Áb¼UA& U¹ Ë g¹U&“¬ 

 Ÿu�Ë “« Ê«uðÅvL½+A& lD� —uÞ tÐÒÆœd0 h

d?¹“ ‰U?¦?� t?Ð ¨v?4œU?B?ð ÈU?¼ÅÁb?¹bÄ UÐ Êbý UMý¬ d²NÐ È«dÐ

łuðÒÆbOM� t

 ‰U¦± ∫Ád¹«œ Èœ«bFð È«Åt×Hu ÈË— dÐÏoÐUD� e�dL�«b×²� 

∫rOM�Åv� rÝ— ËdÐË— qJý

t×Hu ÊË—œ e�dL�«b×²� ÈU¼ÅÁd¹«œ ̀ DÝÏÊ«uMŽÅtÐ «— —u�c� 

—bKÅÅd¼ t�ÅÈ—uÞÅtÐ rO¼œÅv� —«dK ÁœUH²Ý« œ—u� È“«b,«dOð ÈU¼Å·b¼

Ád¹«œ tÐ dOðÏ“«b,«dOð VOB, Èd²AOÐ “UO²�« ¨býUÐ d²J¹œe, d²JÇu� 

 «— Ád¹«œ s¹d²Ö—eÐ  `DÝ sOMâL¼ ÆœuýÅv�t×HMÏ ·b¼ rOM� ÷d4 dÖ« ¨vD¹«dý sOMÇ —œ ÆrO�U,Åv�

UL²Š XÝ« Ábý »UðdÄ ·b¼ XLÝ tÐ t� ÈdOðÎt×Hu tÐ Ï“« q³K ‰UŠ s¹« UÐ ¨œd� b¼«uš œ—ušdÐ ·b¼ 

ÆX3O, sJL� œd� b¼«uš œ—ušdÐ Ád¹«œ Â«b� tÐ dOð t�Ås¹« hO=Að ¨·b¼ tÐ dOð XÐUu«

s�dL�

± ‡‡Å«— b?¹«ÅÁb?ý ÅU?M?ý¬ U?¼ÅÊ¬ UÐ vLOý Ë p¹eO4 ÈU¼Å”—œ —œ t� vFDK ÈU¼ÅÁb¹bÄ “« t,uL, bMÇ

ÆbO3¹uMÐ

≤‡‡ v4œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ “« t,uL, bMÇÆbOM� uÖ“UÐ «— ÊU²4«dÞ« jO×� 

≥ ‡‡Å≤È«Åt�uL� ÈU¼UC� ‡‡Å

“« d¹eÖU, v{U¹— rO¼UH� “« d~¹œ È—UO3Ð bM,UL¼ ̈ v4œUBð ÈU¼Åg¹U�“¬ ŸuKË f,Uý vÝ—dÐ —œ

tKŠd� tÝ V�UK —œ —U� s¹« ÂU−,« ÆrO²3¼ È“U3�b�Ï∫œdOÖÅv�  —uu d¹“ 



∑¥

± È«Åt,uL, ÈUC4 sOOFð ‡‡ÅVÝUMª

≤ªvÝ—dÐ œ—u� b�UAOÄ Êœd� h=A� ‡‡Å

≥ È«Åt,uL, ÈUC4 —œ b�UAOÄ ŸuKË f,Uý ÈdOÖÅÁ“«b,« ‡‡ÅtÞuÐdÆ©‰UL²Š«®

 È«Åt,uL, ÈUC4 sOOFð tKŠd� sO²3=, ¨œuýÅv� Áb¼UA� tJ,UMÇ VÝUMtKŠd�Å® ÆXÝ« ÏË  ÂËœ 

t?KŠd�ÏÂu?N?H?� n?¹d?F?ð tÐ X3=, —uEM� s¹bÐ ©ÅÆX4dÖ bM¼«uš —«dK Y×Ð œ—u� ÁbM¹¬ qB4 —œ ÂuÝ 

Æ r¹“«œdÄÅv� v4œUBð ÈU¼Åg¹U�“¬ —œ È«Åt,uL, ÈUC4

 ‰U¦≤ ∫b¹¬Åv� åÅ—Åò Ë— U¹ sO�“ ÈË— dÐ Êb�¬ œËd4 —œ tJÝ s¹« ÆœuýÅv� »UðdÄ «u¼ tÐ tJÝ p¹

tŽuL−� s‡¹«dÐU‡MÐ ÆåÅÛÅò XAÄ U‡¹ ËÏtŽuL−� ¨tJÝ »U‡ðd‡Ä g¹U�“¬ sJL� ©ÅÈU¼b�¬d‡ÐÅ® Z‡¹U², ÂU‡Lð Ï

 ÈuCŽ Ëœ} —,Û {Æb¼œÅv� qOJAð ‰U¦� s¹« —œ «— U� È«Åt,uL, ÈUC4 t�¨XÝ«

 ‰U?¦≥ ∫”U?ð p¹
±

 œ«b?Ž«“« v?J?¹ ”U?ð s?¹« s?²?3?A, “« bFÐ ÆœuýÅv� t²=¹— ± Uð ∂X?ÝœÅtÐ 

Ê«u?ðÅv?� «— ‰U?¦?� s?¹« È«Åt?,u?L, ÈUC4 vMF¹ g¹U�“¬ s¹« sJL� ÈU¼b�¬dÐ ÂULð ¨s¹«dÐUMÐ Æb�¬ b¼«uš

tŽuL−�  —uuÅtÐÏ ∂ÈuCŽ 

  1,2, 3,4,5,6{ }
Æœ«œ ÊUA,

tŽuL−&ÏÁb¹bÄ p¹ sJL& ©ÅÈU¼b&¬dÐÅ® Z¹U²� ÂULð Ï «— v œUBð ÈUC�  È«Åt½uL½Ê¬ Áb¹bÄ

ôuLF& Ë ÁbO&U�Î  UÐ «—ÅÊ¬SÆrO¼œÅv& ÊUA� 

V?OðdðÅtÐ È«Åt,uL, ÈU¼UC4 ‚u4 ÈU¼Å‰U¦�ÅÅ—œ   Û, —

  S1 = {  ËS2 = 1,2, 3,4,5,6{ }b?M²3¼ 

 tÐ Æb,«Åv¼UM²� v¹U¼ÅÅÅtŽuL−� t� ̈ v¹U¼UC4 sOMÇt²QQÖ È«Åt�uL� ÈUC�
≤

ÈU¼Å‰U¦�ÅÅÅÅtÐ ‰UŠ ÆœuýÅv� t²HÖ 

Á—UÐ—œ øœ—«œ œułË U¼Å‰U¦� s¹« UÐ ‚u4 ÈU¼Å‰U¦� È«Åt,uL, ÈU¼UC4 sOÐ vKd4 U¹¬ bOMO³Ð Ë bOM� tłuð d¹“Ï

ÆbOM� dJ4 U¼ÅÊ¬

 ‰U¦¥∫ tłuð UÐ ÆrOM� ÈdOÖÅÁ“«b,« XŽUÝ V3ŠdÐ «— —u²3¹e,«dð p¹ dLŽ ‰uÞ rO¼«ušÅv�

«c� býUÐ dHu ÊœuÐ »«dš  —uuÅÅÅ—œ Ë X³¦� vIOIŠ œbŽ d¼ b,«uðÅv� —u²3¹e,«dð dLŽ ‰uÞ t�Ås¹«ÅÅÅÅtÐ

 —uuÅÅÅtÐ Ê«uðÅÅv� «— UC4 s¹« fÄ ÆœuÐ b¼«uš dHu U¹ X³¦� vIOIŠ œ«bŽ« sJL� ÈU¼b�¬dÐ

± œ«bŽ« VOðdð tÐ Ê¬ ÁułË ÈË— t� XÝ« v³FJ� ¨”Uð ‡‡± Uð ∂ÆXÝ« Ábý t²ýu, 

≤ d?¹c?ÄÅ‘—U?L?ý v¼UM²�U, U¹ v¼UM²� ÈU¼ÅtŽuL−� tÐ t²33Ö ÈU¼UC4 ‡‡(countable)s?¹« —œ ‰UŠ s¹« UÐ ÆœuýÅv� t²HÖ 

ÆœuýÅv� ‚öÞ« v¼UM²� È«Åt,uL, ÈUC4 tÐ jI4 t²33Ö È«Åt,uL, ÈUC4 »U²�

}



∑µ

    S = x ∈R : x ≥0{ }
 Ê¬ —œ t�xÁbM¼œÅÊUA, ÏÆXýu, XÝ« —u²3¹e,«dð dLŽ ‰uÞ 

v¼UM²�U, vK³K ÈU¼Å‰U¦� ·öšdÐ tK¾3� s¹« tÐ ◊uÐd� È«Åt,uL, ÈUC4 ̈ œuýÅv� Áb¼UA� t�ÅÊUMÇ

ÆœuýÅv� q�Uý «— X³¦� vIOIŠ œ«bŽ« ÂULð «d¹“ XÝ«

 ‰U¦µ ∫vMF¹ e�dL�«b×²� ÈU¼ÅÁd¹«œ tÐ dOð œ—ušdÐ q×� Æb¹dO~Ð dE,ÅÅ—œ «— ·b¼ tÐ È“«b,«dOð

s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 t−O²,—œ ÆbýUÐ U¼ÅÁd¹«œ `DÝ dÐ lK«Ë ◊UI, ÂULð ÊUO�“« È«ÅtDI, XÝ« sJL� ·b¼

t?×?H?u ÊUL¼ v4œUBð g¹U�“¬Ï —u?uÅÅÅt?Ð «—ÅÅÅÊ¬  Ê«u?ðÅv?� t?� XÝ« Ád¹«œ s¹d²Ö—eÐ  `DÝ vMF¹ ·b¼ 

t?×?Hu dÐ lK«Ë Ád¹«œ s¹d²Ö—eÐ ŸUFý Ë  UB²=� √b³� e�d� tÐ qJý È«ÅÁd¹«œ È«Åt×HuÏ—uBð ·b¼ 

Æœd�

t�œUF� tÐ tłuð UÐÏ∫Xýu, d¹“  —uu tÐ Ê«uðÅv� «— È«Åt,uL, ÈUC4 ¨Ád¹«œ 

    
S = (x,y) ∈R2 x2 + y2 ≤ r2{ }

Ê¬ —œ t� x Ë yË t×Hu dÐ lK«Ë ◊UI,  UB²=� r Ád¹«œ ŸUFý ÏÆ©d¹“ qJý® bMýUÐÅv� —u�c� 

 ÈU¼Å‰U¦� È«Åt,uL, ÈU¼UC4¥ Ë µvÖó¹Ë “« 

 ‰U¦� È«Åt,uL, ÈUC4 Æb,—«œ—ušdÐ vuUš¥vMF¹ 

  S = x : 0≤ x < .{ }vIOIŠ œ«bŽ« “« È«ÅÁ“UÐ 

 ‰U?????¦?????� È«Åt?????,u?????L?????, ÈU?????C????4 Ëµv?????M?????F?????¹ 

S = (x,y) ∈R2 x2 + y2 ≤ r2{ }q???J??ý Åp??¹ 

s?¹«ÆbýUÐÅv� ‡‡ Áœ—uš —uýU¼  XL3KÅ ‡‡ vÝbM¼

 «— È«Åt,uL, ÈU¼UC4 Ÿu,t²ÝuOÄÆrO�U,Åv� 

t²ÝuOÄ È«Åt½uL½ ÈUC� tŽuL−& p¹ÏU¹ Ë vIOIŠ œ«bŽ«“« v¹U¼ÅÁ“UÐ  —uBÅtÐ v¼UM²&U� 

ÆbMýUÐÅv& vÝbM¼ ÂU−Š« Ë ‰UJý«

È«Åt,uL, ÈU¼UC4 Ÿu, Å“« —UA4 Ë »U²ý ̈ U�œ qO³K “« vJ¹eO4 ÈU¼ÅÈdOÖÅÁ“«b,« È«Åt,uL, ÈU¼UC4

ÆbM²3¼ t²ÝuOÄ

y

x



∑∂

s�dL�

±øX3OÇ g¹U�“¬ s¹« t,uL, ÈUC4 ¨r¹“«b,«Åv� «u¼ tÐ —UÐËœ «— tJÝ p¹ ‡‡Å

≤ÆbO3¹uMÐ «— g¹U�“¬ s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 ¨r¹“«b,«Åv� «u¼ tÐ r¼ UÐ «— tJÝ p¹ Ë ”Uð p¹ ‡‡Å

≥‡‡Å≥v�œUBð ÈU¼bUAOÄ ‡‡Å

t?Žu?L−� È«Åt,uL, ÈUC4 ¨”Uð s²=¹— —œÏ S = 1,2, 3,4,5,6{ } —œ ‰U?¦?� Ê«uMŽÅÅÅtÐ dÖ« XÝ«

t?Žu?L?−?� ¨b?ýU?Ð d?E?,ÅÅÅœ—u� œd4 œbŽ p¹ Êbý Ë— ¨g¹U�“¬ s¹«Ï   A = 1, 3,5{ } ÈU?¼Åt?−?O?²?, ÂULð t�

 p?¹ ¨b?¼œÅv� ÊUA, «— g¹U�“¬ s¹« —œ »uKD�v?�œUBð bUAOÄÁb?O?�U, Y×Ð œ—u� È«Åt,uL, ÈUC4 

 È«Åt,uL, ÈUC4 “« Èd~¹œ tŽuL−�d¹“ d¼ ̈ XIOIŠ —œ ÆœuýÅv�SÆbýUÐÅv� XOuUš sOL¼ È«—«œ eO, 

XÝ« v4œUBð b�UAOÄ p¹ t²33Ö È«Åt,uL, ÈUC4 “« tŽuL−�d¹“ d¼ ̈ vMF¹
±

tŽuL−�d¹“ d¼ »U²� s¹« —œ ÆÏ

b�UAOÄ Ær¹dOÖÅv� dE,Å—œ b�UAOÄ p¹ «— È«Åt,uL, ÈUC4A ÈuCŽ g¹U�“¬ b�¬dÐ t� b¼œÅv� Œ— v,U�“ 

ÆbýUÐ Ê¬ “«

tŽuL−&d¹“ d¼Ï p¹ «— È«Åt�uL� ÈUC   b�UAOÄÆrO&U�Åv&

 ‰U?¦∂ ∫b?�U?A?O?Ä ¨”U?ð s?²?=?¹— È«Åt,uL, ÈUC4 —œ A  d?Ð t?� r?¹d?O?ÖÅv� ÈœbŽ ÊbýË— «—≥

 fÄ ¨býUÐ d¹cÄÅg=Ð  A = 3,6{ }Æ

 ‰U¦∑ ∫ôË« Ær¹e¹—Åv� r¼ UÐ «— e³Ý ”Uð p¹ Ë e�dK ”Uð p¹Îg¹U�“¬ s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 

UO,UŁ ¨bOM� «bOÄ «—Îb�UAOÄ dÖ« B  ŸuL−� UÐ œbŽ Ëœ Êbý d¼Uþ ∑«— b�UAOÄ s¹« ¨býUÐ U¼Å”Uð ÈË— dÐ 

ÆbO¹UL, nOuuð

 ∫qŠv?ð—U�œ »dCKuUŠ g¹U�“¬ s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 S ©Å”U?ð p¹ s²=¹— È«Åt,uL, ÈUC4Å®

∫vMF¹ ¨XÝ« ‘œuš —œ

  S1 = S × S = {(x,y) x =1,2, 3,... ,6, y =1,2, 3, .... ,6}

t?Žu?L?−�d¹“ “« ÈuCŽ t�Q3� ÂËœ XL3K »«ułÏÈ«Åt?,uL, ÈUC4 “« d¹“   S1∫XÝ«

  (6,1)} Ë   (5,2)Ë   (4, 3) Ë  (3,4)Ë   (2,5) Ë  B = {(1,6)

±Æb,uýÅvL, »u3×� b�UAOÄ t� b,—«œ œułË t²ÝuOÄ È«Åt,uL, ÈU¼UC4 —œ È«ÅÁbOâOÄ ÈU¼ÅX�UŠ ¨s¹« œułË UÐ ‡‡



∑∑

 ‰U¦∏ ∫«— »U?ðd?Ä Ëœ s?¹« t?Ð ◊u?Ðd� È«Åt,uL, ÈUC4 ÆœuýÅv� »UðdÄ «u¼ tÐ —UÐ Ëœ tJÝ p¹

 Êbý d¼Uþ v4œUBð b�UAOÄ Ë Áœd� nOuuð Ë— U¹ »UðdÄ Ëœ d¼ —œ ©—®XAÄ«— »UðdÄ Ëœ d¼ —œ ©Û® 

ÆbOM� h=A�

 ∫qŠ t?J?Ý p?¹ »U?ðdÄ È«Åt,uL, ÈUC4} ÛÅ,—  S1 = {—U?Ð Ëœ È«Åt?,u?L, ÈUC4 fÄ ¨býUÐÅv� 

 tŽuL−� vð—U�œ »dCKuUŠ dÐ«dÐ »UðdÄ  S1ÆXÝ« ‘œuš —œ 

∫vMF¹

6

654321

5

4

3

2

1

ÆsOÇÅtDI, qš«œ ◊UI, tŽuL−� “« XÝ«  —U³Ž Y×Ð œ—u� b�UAOÄ ¨qJý —œ

ed# ”Uð

e³Ý ”Uð

∫“« XÝ«  —U³Ž È«Åt,uL, ÈUC4 s¹«dÐUMÐ

}® ©Û¨Û, ©Û¨—® , ©—¨Û® ,©—¨—®   S = S1 × S1 = {
v4œUBð b�UAOÄ ¨g¹U�“¬ s¹« —œ A ¨—UÐ Ëœ d¼ —œ ©Û® U¹ Ë —UÐ Ëœ d¼ —œ ©—® Êbý d¼Uþ vMF¹

∫œuýÅv� Áœ«œ g¹UL, sOMÇ

}® ©Û¨Û,©—¨—® A = {

ÂËœ —UÐ

Ë« —UÐ Ò‰

 —® ,©ÅÛ —® ,©—

 ÛÅ® ,©ÅÛ ÛÅ® ,©Å—

ÛÅ—

—

ÛÅ



∑∏

 ‰U¦π ∫h?=?A?� «— v4œUBð g¹U�“¬ s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 ÆœuýÅv� »UðdÄ —UÐ tÝ tJÝ p¹

b�UAOÄ Ë Áœd�A b�UAOÄ Ë b¹UOÐ XAÄ —UÐ tÝ d¼ Ê¬ —œ t� B OF� «— b¹UOÐ XAÄ —UÐ p¹ jI4 Ê¬ —œ t� 
Ò

s

ÆbOM�

 ∫qŠ∫b,uýÅv� h=A� d¹“  —uu tÐ È«Åt,uL, ÈUC4 ÈU¼uCŽ ¨g¹U�“¬ s¹« —œ

sJL ÈU¼b¬dÐÂuÝ —UÐ                                  ‰Ë« —UÐ                   ÂËœ —UÐ                         

—Å®, —, Å©——

ÛÅ®, —, ©Å—Û— 

—Å®,Û,©Å——Û—     

ÛÅ®,Û,©Å—Û

—Å®,—,©ÅÛ——    

Û

ÛÅ®,—,©ÅÛÛÛ

—Å®,Û,©ÅÛ—

ÛÅ®,Û,©ÅÛÛ

∫XÝ« d¹“ —«dK tÐ v4œUBð g¹U�“¬ s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 fÄ

Û® Ë,Û, ©—,—® ,Û, ©—,Û® ,—, ©—,—® ,—,©—

     

.

.
1

.1
                                                        S =

.

.
1

.1 Û®,Û, ©Û,—® ,Û, ©Û,Û® ,—, ©Û,—® ,—,©Û

ÈU¼b�UAOÄ ¨È«Åt,uL, ÈUC4 s¹« —œ A ËB ∫“« bMð—U³Ž 

}®—,—, ©Û,—® ,Û, ©—,Û® ,—,©—B = {ª}®Û,Û,©ÛA = {
XOK� ¨bý Áœ«œ Õdý v4œUBð ÈU¼Åg¹U�“¬ È“U3�b� È«dÐ t� È«ÅtKŠd� tÝ œuý tłuð v²3¹UÐ

Êœd?�ÅÅÅÅh?=?A� tÐ bFÐ Ë œd� «bOÄ «— VÝUM� È«Åt,uL, ÈUC4 ‰Ë« tAOL¼ t� X3O, Â“ô vMF¹ ªœ—«b,

ôË« «d¹“ ªXš«œdÄ vÝ—dÐ œ—u� b�UAOÄÎv~²3Ð Ë X3O, t,U~¹ v4œUBð g¹U�“¬ p¹ È«Åt,uL, ÈUC4 

U?O?,UŁ Ær¹“UÝÅv� Áb¹bÄ Ê¬ “« U� t� œ—«œ v�b� tÐÎË v?KOš Kt?Ð Êœ«œ »«u?ł ‰U³,œ tÐ t�Ås¹« qO�œ tÐ U¼ÅX

U�uLŽ Ë rO²3¼ vB=A� ‰«RÝÎsJL� «c� ÆrO¹uÖÅv� aÝUÄ »uKD� b�UAOÄ qOJAð UÐ «—  ô«RÝ s¹« 

ö?¦?�Æb?ýU?Ð v?4œUBð b�UAOÄ “« dŁQ²� U� È«Åt,uL, ÈUC4 È“U3�b� XÝ«Î ‰U?¦?� v4œUBð g¹U�“¬ π«— 

Æœd� È“U3�b� Èd~¹œ  —uu tÐ Ê«uðÅv�



∑π

 ‰U?¦±∞∫ ‰U?¦?� —œ dÖ« π«— È«Åt?,u?L?, ÈU?C?4 Ê«u?ðÅv?� b?ýU?Ð d?E?,Åœ—u� U¼ÅÊb�¬ åË—ò œ«bFð 

  S = {0,1,2, 3} t?� X?4dÖ dE,—œ ∞ÅÁb?M?¼œ g¹UL, ÏË b?ýU?Ð Áb?�U?O, åË—ò êO¼ Ê¬ —œ t� XÝ« Èb�¬dÐ 

 VOðdð sOL¼ÅÅÅÅtÐ≤ÅÁbM¼œ g¹UL, Ï Ê¬ —œ t� XÝ« Èb�¬dÐ ≤ÆÁdOž Ë XÝ« Áb�¬ Ë— 

 b?�U?A?OÄ VOðdð s¹« tÐA ‰U¦� πt?Žu?L−� Ï ÈuCŽÅpð   {0} b?�U?AOÄ Ë B ‰U¦� —œ πt?Žu?L−� Ï

 ÈuCŽÅpð  {2}ÆXÝ« 

ÆrOM�Åv� tłuð t²ÝuOÄ v4œUBð ÈU¼b�UAOÄ “« ‰U¦� bMÇ tÐ ‰UŠ

 ‰U¦±±∫ b�UAOÄ Ë Áœd� ÊUOÐ «— v¹UMýË— é�ô p¹ dLŽ ‰uÞ tÐ ◊uÐd� È«Åt,uL, ÈUC4 A

 “« q³K é�ô ÊœU²4« —U� “« È«dÐ∂∞ÆbOM� h=A� «— XŽUÝ 

∫qŠ dÖ« t —uuÅÅtÐ Ê«uðÅv� «— È«Åt,uL, ÈUC4 ¨býUÐ XŽUÝ V3Š dÐ é�ô bOH� dLŽ ‰uÞ 

  S = t t ≥0{ }ÆXýu,   A = t 0≤ t < 60{ }X?ŽU?Ý “« q³K é�ô s²šuÝ t� XÝ« Èb�UAOÄ 

Æb¼œÅv� ÊUA, «— ÁœUH²Ý« r²Bý

 ‰U¦±≤∫Ád¹«œ s¹d²Ö—eÐ ŸUFý ̈ qJý È«ÅÁd¹«œ ·b¼ tÐ È“«b,«dOð ‰U¦� —œ Ï «— ·b¼ ¥ŸUFý Ë 

 VOðdð tÐ «— U¼ÅÁd¹«œ d¹UÝ≥ ¨Å≤ Ë ±Ær¹dOÖÅv� d²LO²,UÝ 

A ¨B Ë CÈU¼ÅÁd¹«œÅÅÅtÐ dOð XÐUu« “« bMýUÐ  —U³Ž t� r¹dOÖÅv� dE,Å—œ v¹U¼b�UAOÄ VOðdð tÐ «— 

 ŸUFý È«—«œ± ¨Å≤ Ë ≥ È«Åt,uL, ÈUC4 Æd²LO²,UÝ A ¨B Ë CÆbOM� h=A� «— 

∫qŠ

 

  
S = (x,y) x2 + y2 ≤16{ }

    

  
A = (x,y) x2 + y2 ≤1{ }

   

  
B = (x,y) x2 + y2 ≤ 4{ }

   

  
C = (x,y) x2 + y2 ≤ 9{ }

 ‰U¦±≥∫ s?O?Ð v?IOIŠ œbŽ Ëœ rOM� ÷d4 ∞ Ë ± —u?u s?¹« —œ b?,uý »U=²,« ·œUBð tÐ 

∫œuÐ b¼«uš sOMÇ È«Åt,uL, ÈUC4

  S = (x,y){ 0< x <1 ,  0< y<1}
Sœb?Ž Ëœ »U?=?²?,« d?E?,ÅÅœ—u?� b?�U?A?O?Ä dÖ« ÆXÝ« p¹ lK{ tÐ vFÐd� ÁbMM�Åh=A� lK«ËÅÅ—œ 

 “« d²JÇu� ŸuL−� UÐ vIOIŠµ[± “« d²Ö—eÐ Ë µ[∞∫œd� ÊUOÐ d¹“  —uuÅtÐ «— Ê¬ Ê«uðÅv� ¨býUÐ 

  
A = (x,y){ 1

2
< x + y < 3

2
, 0< x <1 ,0< y<1}



∏∞

 ‰U¦±¥∫ ŸUFý tÐ È«ÅtJÝ ±∞t×Hu p¹ ÈË— dÐ «— Ï lK{ ‰uÞ tÐ vFÐd� ≤µÆrOM�Åv� »UðdÄ 

UL²Š Êb�¬ œËd4 “« fÄ tJÝ e�d� t� rOM�Åv� ÷d4Î÷d4 ÆœdOÖ —«dK lÐd� jO×� ÈË— U¹ lÐd� qš«œ 

ö?�U?� t?J?Ý `DÝ ¨»UðdÄ dŁ«dÐ dÖ« t� rOM�Åv�Îl?Ðd?� j?O×� UÐ dÖ« Ë Áb,dÐ ªœuý lK«Ë lÐd� qš«œ —œ 

X?Ý« »u?K?D?� v?D?¹«dý sOMÇ —œ Ær¹uý »u3×� Áb,“UÐ ¨b²HOÐ lÐd� Ã—Uš —œ U¹ ¨býUÐ t²ý«œ ”ULð

ÆÊbý Áb,dÐ vMF¹ »uKD� b�UAOÄ Ë VÝUM� È«Åt,uL, ÈUC4 sOOFð

∫qŠtJÝ ÷d4 o³Þ Ï a ÈU¼ÅtJÝ Ë Áb,dÐ d¹“ qJý —œ b Ë cÆœuÐ bM¼«uš Áb,“UÐ 

x + y = 3
2

x + y = 1
2

A

y

x

c

a

b

XÝ« È«ÅÁd¹«œ tJÝ ÆrOM� È“U3�b� t,u~Ç «— tJÝ Êb�¬ÅœËd4 t� XÝ« Ê¬ t�Q3� s¹« qŠ bOK�

 ŸUFý tÐ±∞X?ÐU?Ł t?J?Ý ŸUFý ÊuÇ ¨s¹«dÐUMÐ ©Æb¹¬ œËd4 U−� t� œ—«œ s¹« tÐ v~²3Ð® ÆdOG²� e�d� Ë 

tŽuL−� ÆœuL, h=A� Ê¬ e�d� UÐ UNMð «— tJÝ ÊUJ� Ê«uðÅv� XÝ«ÏtŽuL−� ̈ sJL� ÈU¼b�¬dÐ ÏtL¼ ÏÊ¬ 

UL²Š ÷d4 o³Þ ̈ b¹¬Åv� œËd4 Ê¬ —œ tJÝ e�d� t� XÝ« vÞUI,ÎœËd4 Ê¬ “d� ÈË— U¹ lÐd� qš«œ —œ tJÝ 

 ‰uÞ tÐ vFÐd� “d� Ë qš«œ U� È«Åt,uL, ÈUC4 s¹«dÐUMÐ Æb¹¬Åv�≤µÆXÝ«ÅÅÅ

t?K?uU?4 tÐ tJÝ e�d� dÖ«Ï “« d?²AOÐ ±∞ö?�U?� t?JÝ ¨œdOÖ —«dK lÐd� Ÿö{« “« ÎlÐd� qš«œ —œ 

tKuU4 t� vð—uu —œ Ë Æbý b¼«uš lK«ËÏ ÈËU?3� U¹ d²L� lÐd� Ÿö{« “« tJÝ e�d� ±∞tJÝ ¨býUÐ 



∏±

d¹“ ÈU¼ÅqJý tÐ ÆœuÐ rO¼«uš Áb,“UÐ vMF¹ ¨bM�Åv� lDK «— lÐd� Ÿö{« U¹ Ë XÝ« ”UL� lÐd� jO×�ÅÅÅÅdÐ

ÆbOM� tłuð

25

10

25

10

tKuU4 tÐ tJÝ e�d� b¹UÐ œdÐ È«dÐ s¹«dÐUMÐÏ “« d²AOÐ ±∞vMF¹ ªbýUÐ t²ý«œ —«dK lÐd� Ÿö{« “« 

 lK{ tÐ d¹“ qJý —œ Áœ—uš —uýU¼ lÐd� qš«œÅÅÅ—œ  25 −10−10= 5Æb²HOÐ 

Q

′Q

25 5

≥‡‡Å¥U¼bUAOÄ ÈË— dÐ  UOKLŽ ‡‡Å

¨ŸU?L?²?ł« “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð b?¹b?ł ÈU?¼b�UAOÄ tÐ s²4U¹ XÝœ Ë U¼b�UAOÄ ÈË— dÐ  UOKLŽ ÂU−,«

ÆœuýÅv� ÂU−,« b�UAOÄ p¹ U¹ Ëœ “« ÈdOÖÅrL²� Ë ¨„«d²ý«

 bUAOÄ ‡‡ n\«
  

AB ŸUL²ł« ∫ÈU¼b�UAOÄA Ë B Ëœ “« vJ¹ t� b¹¬Åv� XÝœ tÐ v²KË UNMð 

 b�UAOÄ A  U¹ B Æb²HOÐ ‚UHð« Ëœ d¼ U¹ Ë

 bUAOÄ ‡‡Å»
  

AB „«d²ý« ∫ÈU¼b�UAOÄA  Ë BÈU¼b�UAOÄ t� œuýÅv� quUŠ v²KË UNMð 

A  Ë BÆb,uý lK«Ë Ëœ d¼ 

 bUAOÄ ‡‡ÅÃ′A rL² ∫ b�UAOÄAb�UAOÄ t� b²4«Åv� ‚UHð« v²KË UNMð ¨A Æb²HO, ‚UHð« 

 È«Åt,uL, ÈUC4 p¹ œ—u� —œ rOM� XKœ XÝ« Â“ôS ÊuÇ ¨ S  Ë. tŽuL−�d¹“ eO, Ëœ d¼ S

Ë rOM� vIKð b�UAOÄ rO,«uðÅv� r¼ «— Ëœ s¹« ̈ bM²3¼S  b�UAOÄ «—  vL²Š Ë. b�UAOÄ «—  v�bA�rO�U,Åv�

Æb,d~¹bJ¹ rL²� v,bA, Ë vL²Š ÈU¼b�UAOÄ t� XÝ« vN¹bÐ Ë



∏≤

ÆbOM� tłuð U¼b�UAOÄ ÈË—  UOKLŽ œ—u� —œ ‰U¦� bMÇ tÐ ‰UŠ

 ‰U?¦±µ ∫d?Ö« A ËB ÈU?¼Å —U?³?Ž  —u?u t?Ð «— d?¹“ ÈU?¼b?�U?A?O?Ä ¨b?M?ýUÐ sOF� b�UAOÄ Ëœ 

Ë —«œuL, “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë bOM� ÊUOÐ È«ÅtŽuL−�ÆbO¼œ ÊUA, «— U¼ÅÊ¬ Ê

©Ån�« A v�Ë b²HOÐ ‚UHð« B Æb²HO, ‚UHð«

b�UAOÄ Ëœ “« vJ¹ UNMð ©Å» A  U¹BÆb²HOÐ ‚UHð« 

 ∫qŠ ÊuÇ ‡‡Å n�« A �« b²4«Åv� ‚UHð«ÒUB b²4«ÅvL, ‚UHð« 

t?Žu?L?−?� t?Ð o?K?F²� U� ÈU¼b�¬dÐ fÄÏ  A t?Ð o?K?F?²� Ë bM²3¼

t?Žu?L−�ÏB q?š«œ v?M?F?¹ b?M?²3O, A  Ã—Uš Ë BË b?M?ýU?ÐÅv� 

 “« XÝ«  —U³Ž »uKD� b�UAOÄ t−O²,Å—œA − BÆ

Êu?Ç ‡‡ Å» A U?¹B r?¼ U?Ð Ëœ d?¼ v?�Ë b?²?4«Åv?� ‚UHð« 

 t?Ð o?K?F?²?� s?JL� ÈU¼b�¬dÐ s¹«dÐUMÐ bM²4«ÅvL, ‚UHð«
  

AB

 v?MF¹ Ëœ d¼ tÐ oKF²� Ë býUÐÅv�
  

ABtÐ oKF²� fÄ X3O, 

  

(AB) − (AB)  X?L?3?K t?Ð t?łu?ð UÐ ÆbýUÐÅv�®© n�«Å

 b�UAOÄ s¹« b�UAOÄ Ëœ ŸUL²ł« ÈËU3�
  

A ′B Ë 
  

B ′A∫t−O²,—œ XÝ« 

(AB) − (AB) = (A ′B )(B ′A )

Ê—UI²� q{UHð «— tŽuL−� s¹« Ë XÝ« »uKD� b�UAOÄ ÊUL¼ t�A Ë B ÆbM�U,Åv� 

s�dL�

± b?OM� ÷d4 ‡‡ÅA¨B Ë C  —U?³?Ž p?¹ d?¹“ ÈU?¼b?�UAOÄ “« Â«b�d¼ È«dÐ ÆbMýUÐ b�UAOÄ tÝ 

Ë —«œuL, “« ÁœUH²Ý« UÐ «—ÅÊ¬ Ë Áœd� «bOÄ È«ÅtŽuL−�∫bO¼œ ÊUA, Ê

b�UAOÄ ‡‡Ån�«A b�UAOÄ Ë B b�UAOÄ U�« bM²HOÐ ‚UHð«  C Æb²HO, ‚UHð«

b�UAOÄ jI4 ‡‡Å»A Æb²HOÐ ‚UHð« 

≤ÈU?¼d?N?ý “« v?J?¹ —œ Ë ÊU?²?Ý“u?š —œ «— v?ðU?I?OI×ð ÁU~A¹U�“¬ p¹ œ—«œ dE,Å—œ v²�dý ‡‡Å

dÖ« ÆbM� fOÝQð d²ýuý U¹ ¨dNA�dš ¨‰u4“œ ¨Ê«œUÐ¬ ¨“«u¼«A ¨d²ýuý U¹ dNA�dš »U=²,« b�UAOÄ 

BË Ê«œUÐ¬ U¹ dNA�dš »U=²,« b�UAOÄ C ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹ d¼ ̈ bMýUÐ d²ýuý U¹ “«u¼« »U=²,« b�UAOÄ 

S
A B

A B

S



∏≥

ÆbOM� h=A� «— d¹“

 ‡‡Å n�«′A ‡‡ Å»′C ‡‡ ÅÛ
  

BC ‡‡ Å 
  

BC

 ‡‡ ÅÀ
  

AB ‡‡ ÅÃ
  

(BC ′) ‡‡Å ı
  

′B  ′C

≥ ÂUK—« “« p¹ d¼ ‡‡Å± Uð π«— vJ¹ U¼Å —U� Êœd� ◊uK=� “« fÄ Ë t²ýu,  —U� p¹ ÈË— «— 

∫sOOFð XÝ« »uKD� Ær¹—«œÅv�dÐ tŽdK —uÞÅÅtÐ

ÆÈ«Åt,uL, ÈUC4 ‡‡ n�«

b�UAOÄ ‡‡Å»A  “« d²JÇu�  —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t� ∂ÆbýUÐ 

 b�UAOÄ ‡‡ÅÛ BÆbýUÐ ‰Ë« ÈœbŽ ¨ —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t�

 b�UAOÄ ‡‡ÅÀC “« d²Ö—eÐ  —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t� ∂ÆbýUÐ 

¥‡‡ÅöK« tJÝ t� Ê¬ b�UAOÄ Ë g¹U�“¬ s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 ÆrOM�Åv� »UðdÄ —UÐ Ëœ «— tJÝ p¹ Î

ÆbO3¹uMÐ «— b¹UOÐ XAÄ —UÐ p¹

µ¹ ‡‡Åö?K« t� Ê¬ b�UAOÄ Ë tÐd−ð s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 r¹“«b,«Åv� —UÐ tÝ «— tJÝ pÎÐ p¹ Ë— —U

ÆbO3¹uMÐ «— b¹UOÐ

∂t� Ê¬ b�UAOÄ Ë tÐd−ð s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 r¹“«b,«Åv� «u¼ tÐ r¼ UÐ «— tJÝ p¹ Ë ”Uð p¹ ‡‡Å

 ”Uð U¹ Ë— tJÝ∂ÆbO3¹uMÐ «— b¹UOÐ 

∑ Èu²×� t3O� p¹ ‡‡Å±µÁdN� Ï Ë e�dK ±∞ÁdN� Ï“« v4œUBð —uÞ tÐ «— ÁdN� p¹ ÆXÝ« bOHÝ 

œULK3� ÁdN� s¹« ¨r¹—Ë¬ v� ÊËdOÐ t3O� qš«ÎtŽuL−� U¹¬ ÆœuÐ b¼«uš ©‚® e�dK U¹ ©Å”Å® bOHÝ Ï } ”Å,‚ {
ÆbO¼œ `O{uð øbýUÐ tÐd−ð s¹« È«Åt,uL, ÈUC4 g¹UL, b,«uðÅv�

∏¨b?¹U?OÐ XAÄ dÖ« Ë r¹e¹—Åv� «— ”Uð ÁU~,¬ b¹UOÐ Ë— dÖ« ¨rOM�Åv� »UðdÄ —UÐ p¹ «— È«ÅtJÝ ‡‡ÅÅÅÅ

ö¦� ÆrOM�Åv� »UðdÄ d~¹œ —UÐ Ëœ «— tJÝÎ® ≤ Å,ÁbM¼œÅÊUA, ©— Ï Ë tJÝ »UðdÄ —œ Ë— Êb�¬ ≤s²š«b,« —œ 

Û® Ë XÝ« ”Uð,  Û,¨b¼œÅv� ÊUA, «— XAÄ v�«u²� —UÐ tÝ ©Û 

È«Åt,uL, ÈUC4 “« uCŽ Áœ ‡‡ Ån�« S ÆbO3¹uMÐ «—

dÖ« ‡‡Å »A UIOKœ Ê¬ —œ t� býUÐ Èb�UAOÄ Î«— b�UAOÄ s¹« duUMŽ ¨b¹UOÐ XAÄ tÐ  tJÝ —UÐ p¹ 

ÆbO3¹uMÐ

d?Ö« ‡‡ ÅÛB ¨b?¼œ ÊU?A?, «— t?J?Ý »UðdÄ —œ XAÄ Êbý d¼Uþ —UÐ Ëœ qK«bŠ t� býUÐ Èb�UAOÄ 

“« ÈduUMŽ S ÆbO3¹uMÐ  bM²3¼ dþUM²� b�UAOÄ s¹« UÐ t� «—

πjO×� dÐ lK«Ë ◊UI, ÂULð “« V�d� È«Åt,uL, ÈUC4 ¨È«ÅtŽuL−� ÈU¼Å —U³Ž ÈdOÖ—U� tÐ UÐ ‡‡Å

 ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œ qš«œ Ë≥® e�d� tÐ   −3 Ë ≤ÆbOM� h=A� «— ©Å



∏¥

łuð UÐÒv?�œU?B?ð ÈU?¼b�UAOÄ Ë È«Åt�uL� ÈU¼UC� ¨v�œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ rO¼UH� UÐ t" v¹UMý¬ ÅtÐ t

Ë ‰UL²Š« rO�«uðÅv� ÊuM"« ¨r¹œd" «bOÄ+ tF-UD� œ—u� «— v�œUBð b�UAOÄ p¹ Ÿu+ —U³ŽÅtÐ ÆrO¼œ —«d

Ë f?�Uý rO¼«ušÅv� ¨d~¹œ+‰U?L?²?Š« —u?EM� s¹« È«dÐ ÆrOM" ÈdOÖÅÁ“«b�« «— v�œUBð b�UAOÄ p¹ Ÿu

Ë+ vÝ—dÐ œ—u� «— v¹U¼b�UAOÄ Ÿu+t²�dÖ dE�ÅÅ—œ ÊU>J¹ —uÞÅtÐ È«Åt�uL� ÈUC� ÂULð —œ t" rO¼œÅv� —«d

ÆXÝ« ÊU>J¹ Ë— U¹ XAÄ Êb�¬ ‰UL²Š« Ê¬ —œ t" tJÝ »UðdÄ bM�U� b�uýÅv�

¥‡‡±t²��Ö ÈU¼UC —œ f�UýÅr¼ ‰UL²Š« ‡‡

tŽuL−�d¹“ d¼ s¹«dÐUMÐ Ë ¨bMýUÐ  v¼UM²� Ê¬ dEUMŽ œ«bFð  t" rO²�dÖ v¹UC�  «—  t²>>Ö ÈUC�Ï

 t?" X?Ý« u?C?Ž v?MOF� œ«bFð È«—«œ Ê¬+ÈU?C?� p?¹ t?Žu?L?−?�d?¹“ d?¼ Êu?Ç Ë býUÐÅv� ‘—ULý qÐU

ð Ë ’Uš b�UAOÄ d¼ UÐ dþUM²� ÈUCŽ« œ«bFð sOOFð UÐ ¨s¹«dÐUMÐ ¨býUÐÅv� b�UAOÄ p¹ ¨È«Åt�uL�IÊ¬ rO>

Ë f?�U?ý Ê«u?ðÅv?� ¨È«Åt�uL� ÈUC� dEUMŽ q" œ«bFð dÐ+Ë ‰U?L?²Š« U¹ b�UAOÄ Ê¬ Ÿu+Á“«b?�« «— Ê¬ Ÿu

 Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ È«dÐ v{U¹— ÊUÐ“ÅtÐ ÆX�dÖP(A)Ë ‰UL²Š« ̈+ b�UAOÄ ŸuAtDÐ«— ̈ÏÆr¹dÐÅv� —U"ÅtÐ «— d¹“ 

P(A) = n(A)
n(S)

 t"n(A) ÈU¼uCŽ œ«bFð A Ë n(S) È«Åt�uL� ÈUC� ÈU¼uCŽ œ«bFð SÈU?¼UC�ÅÅ—œ ‰UL²Š« ÆXÝ« 

t²>>ÖÏ ‰UL²Š« ¨f�UýÅr¼  pOÝö�ÆœuýÅv� ÁbO�U� eO�

 ‰U¦�± ∫r-UÝ ”Uð p¹ s²P¹— —œ
±

 œbŽ Êb�¬ ‰UL²Š« ¨¥Ç IøXÝ« —b

 ∫qŠ∫“« XÝ«  —U³Ž Y×Ð œ—u� g¹U�“¬ t�uL� ÈUC�

  S = 1,2, 3,4,5,6{ }
±ÆbýUÐ ÊU>J¹ Ê¬ tłË d¼ Êb�¬ f�Uý Ë ÁœuÐ Ê—UI²� t" XÝ« vÝUð r-UÝ ”Uð ‡‡

 qB�¥

f½Uý ÈdOÖÅÁ“«b½« ∫‰UL²Š«



∏µ

 œbŽ Êbý d¼Uþ ‰UL²Š«¥Ë ‰UL²Š« d~¹œ  —U³ŽÅtÐ U¹ + b�UAOÄ Ÿu  A = 4{ }“« XÝ«  —U³Ž ∫

P(A) = n(A)
n(S) = 1

6

 ‰U¦�≤ ∫Ë ‰UL²Š« ÆrOM"Åv� »UðdÄ r¼ UÐ «— r-UÝ tJÝ Ëœ+ÆbOM" t³ÝU×� «— d¹“ ÈU¼ÅÁb¹bÄ Ÿu

Æb²HOÐ XAÄÅtÐ tJÝ Ëœ d¼ ‡‡ n-«

Æb²HOÐ Ë—ÅtÐ Èd~¹œ Ë ¨XAÄÅtÐ tJÝ Ëœ “« vJ¹ ‡‡ »

«bŠ ‡‡ Û+Æb²HOÐ XAÄÅtÐ U¼ÅtJÝ “« vJ¹ q

 ∫qŠÅtÐ v²š—œÅ—«œuL�Å “«Å ÁœUH²Ý«ÅUÐ Y×Ð œ—u� g¹U�“¬ È«Åt�uL� ÈUC�+∫XÝ« d¹“ —«d

ÅÅ“«Å X?Ý«Å  —U?³?ŽÅÈ«Åt?�u?L?�ÅÈU?C� d~¹œ  —U³ŽÅtÐ}®—,©— , Û® ,©— , —® ,©Û, Û®,Å©ÛS = {b?�U?AOÄ

Ë+ tŽuL−�d¹“ XAÄÅ tÐ tJÝ Ëœ Ÿu}® Û,©Û    A1 = {«“ S ∫fÄ ¨XÝ«

P(A1) = n(A1)
n(S) = 1

4

tŽuL−�d¹“Å b²HOÐ Ë— tÐ Èd~¹œ Ë XAÄ tÐ tJÝ Ëœ “« vJ¹ t"Ås¹« b�UAOÄÏ

}®—, ©Û ,Û®,ÅÅÅ©—ÅÅ  A2 = { “« S∫t−O²� —œ ¨býUÐÅv� 

P(A2) = n(A2)
n(S) = 2

4 = 1
2

«bŠ t"Ås¹« b‡�UAOÄ ÁdšôU‡Ð Ë +t‡ŽuL−�d‡¹“ b‡²HOÐ XAÄÅtÐ t‡JÝ p‡¹ qÏ   A3 “« St" XÝ« 

}®—,©Û , Û® ,©— , Û® ,Å©Û   A3 = {tJÝ Ëœ d¼ U¹ b²HOÐ XAÄÅtÐ U¼ÅtJÝ “« vJ¹ XÝ« v�U" «d¹“ ¨

∫fÄ ¨bM²HOÐ XAÄÅtÐ

  
P(A3 ) = n(A3 )

n(S) = 3
4

 ‰U¦�≥ ∫ ”Uð XHł p¹ s²P¹— —œ+—« ŸuL−� t"Ås¹« ‰UL²Š« ¨e³Ý Ë e�d+ dÐ«dÐ Ábý d¼Uþ ÂU∑

tJÝ Ëœ »UðdÄ t−O²�     ÂËœ tJÝ       ‰Ë« tJÝ        

 Û®,©Û Û

 —®,©Û —

Û 

Û®,©—  Û

 —®,©— —

—



∏∂

ÆbOM" t³ÝU×� «— býUÐ

 ∫qŠ“« XÝ«  —U³Ž È«Åt�uL� ÈUC� ¨g¹U�“¬ s¹« —œ

S = (a, b)   a, b ∈K{ } = K × K

t"  K = 1,2, 3,4,5,6{ } fÄ¨S È«—«œ ≥∂∫“« XÝ«  —U³Ž dE�ÅÅÅœ—u� b�UAOÄÆbýUÐÅv� uCŽ 

}  (6,1)¨  (5,2) ¨  (4, 3) ¨  (3,4)¨  (2,5)¨  (1,6)A = {
∫fÄ

P(A) = n(A)
n(S) = 6

36 = 1
6

 ‰U¦�¥ ∫— Ëœ  U?³?O"dð ÂULð+t?ŽuL−� vLÏ œ«b?Ž«   1,2, 3{ }t?²?ýu� nK²P� ÈU¼Å —U" ÈË— «— 

r?¹—«œÅv�dÐ v�œUBð —uÞÅtÐ «—  —U" p¹ ¨U¼Å —U" Êœd" ◊uKP� “« fÄ Ë © —U" p¹ ÈË— VO"dðd¼®

 œbŽ  —U" s¹« ÈË— t" Ê¬ ‰UL²Š«≤øX>OÇ býUÐ 

 ∫qŠ∫“« XÝ«  —U³Ž dE� œ—u� g¹U�“¬ t�uL� ÈUC�

  S = 12,13 ,21,23 , 31, 32{ }
tŽuL−�d¹“ »uKD� b�UAOÄ ËÏA ∫XÝ« t�uL� ÈUC� “« 

  A = 12,21,23 , 32{ }
∫ UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ ‰UL²Š« t−O²� —œ

  P(A) = n(A)
n(S) = 4

6 = 2
3

 ‰U¦�µ ∫ÅtŽuL−� “«Ï     1,2, 3,,1000{ }t"Ås¹« ‰UL²Š« ÆrOM"Åv� »UP²�« ·œUBð tÐ ÈœbŽ ¨

 dÐ Ábý »UP²�« œbŽ≥Ç býUÐ d¹cÄÅgPÐ IøXÝ« —b

 ∫q?Š f?Ä ÆX?Ý« u?C?Ž —«e?¼ q?�U?ý v?�œU?Bð g¹U�“¬ s¹« È«Åt�uL� ÈUC�  n(S) =1000Æ

 rOM"Åv� ÷d�AtŽuL−� ÏtL¼ Ï sOÐ t" býUÐ Èœ«bŽ« ± Uð ±∞∞∞ dÐ Ë bM²>¼ ≥∫fÄ ¨b�d¹cÄÅgPÐ eO� 

  A = 3m: 1≤ m ≤ 333{ }
 Ë  n(A) = 333 dÐ vÐUP²�« œbŽ t"Ås¹« ‰UL²Š« t−O²� —œ Æ≥ dÐ«dÐ býUÐ d¹cÄÅgPÐ 

  
333

1000 ÆXÝ«

 ‰U¦�∂ ∫tŽuL−� “«Ï vFO³Þ œ«bŽ«     1,2, 3, ,N{ }‰UL²Š« ̈ rOM"Åv� »UP²�« ·œUBð tÐ ÈœbŽ 

 œbŽ dÐ vÐUP²�« œbŽ t"Ås¹«k ¨  (1≤ k ≤ N)Ç býUÐ d¹cÄÅgPÐ IøXÝ« —b

ÅÅÅ ∫qŠ q�Uý v�œUBð g¹U�“¬ s¹« È«Åt�uL� ÈUC�N bOM" ÷d� ÆXÝ« uCŽ Ad¹cÄÅgPÐ b�UAOÄ 

 œbŽ dÐ vÐUP²�« œbŽ ÊœuÐk∫ —uEÅs¹« —œ ¨býUÐ 



∏∑

  
A = km: 1≤ m ≤ N

k






.

.

.
.
.
.

 ¨Ê¬ —œ t"x[ ] UÐ ÈËU>� U¹ d²JÇu" `O×E œbŽ s¹d²Ö—eÐ xfÄ ÆXÝ« 

n(A) = N
k







P(A) =

N
k







N

 ‰U¦�∑ ∫ Èu?²?×� b³Ý p¹ “«¥ Ë r-UÝ VOÝ µ ¨b?ÝU� VOÝ ≤ÊËd?O?Ð v�œUBð —uÞÅtÐ VOÝ 

ÆbMýUÐ r-UÝ VOÝ Ëœ d¼ t"ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� Ær¹—Ë¬Åv�

 ∫qŠôu?E« œ—«u?� “« È—UO>Ð —œÎ —u?EÅt?Ð  È«Åt?�u?L?� ÈUC� Ë »uKD� ÈU¼b�UAOÄ s²ýu� 

Ë È—U" ¨—«ËÅXÝdN�+‘—U?Lý «— “UO� œ—u� dEUMŽ œ«bFð Èd~¹œ Á«— “« b¹UÐ Ë XÝ« —«uýœ Ë dOÖÅX

tL¼ “« XÝ«  —U³Ž t�uL� ÈUC� ‰U¦� s¹« —œ ÆrOM"Ï“« «— U¼ÅÊ¬ Ê«uðÅv� t" U¼ÅVOÝ “« v¹UðËœ  U³O"dð 

 Èu²×� b³Ý p¹π “« ÁœUH²Ý« UÐ Æœd" Ã—Uš VOÝ  v³O�dð eO6U�¬® v{U¹— “«≤s¹« œ«bFð t" rO�«œÅv� ©

∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ sOMÇ  U³O"dð

n(S) = 2
9 ! = 9!

2! 7! = 36

 »uKD� b�UAOÄA ̈ bMýUÐ r-UÝ r¹«ÅÁœd" Ã—Uš t" v³OÝ Ëœ d¼ t" XÝ« Ê¬ ̈¥¨r¹—«œ r-UÝ VOÝ 

UL²Š b¹UÐ vłËdš ÈU¼ÅVOÝ t"Ås¹«ÅtÐ tłuð UÐÎ s¹« “« XHł p¹ ¥∫r¹—«œ ¨bMýUÐ VOÝ 

  
n(A) = 2

4 ! = 4!
2! 2! = 6

∫fÄ

P(A) = n(A)
n(S) = 6

36 = 1
6

 ‰U¦�∏ ∫ s?OÐ “«≤≤ “u�¬Åg�«œ + v?�œU?Bð —uÞÅtÐ XÝ« —«d∏Èœ—u?M?¼u" rOð qOJAð È«dÐ dH� 

 dÖ« Æb�uý »UP²�« ÊU²ÝdOÐœ±∞ Ë ‰Ë« ‰UÝ —œ Ê«“u�¬Åg�«œ s¹« “« dH� ±≤‰uGA� ÂËœ ‰UÝ —œ d~¹œ dH� 

 t"ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ¨bMýUÐ qOB×ðÅtÐ¥ Ë ‰Ë« ‰UÝ “« dH� ¥Æb�uý »UP²�« ÂËœ ‰UÝ “« dH� 

 ∫qŠ »U?P²�« È«dÐ sJL�  ôUŠ ÂULð “« XÝ«  —U³Ž È«Åt�uL� ÈUC� U−M¹« —œ∏ “« dH� ≤≤



∏∏

 vMF¹ ¨dH�

   8
22 ! t" XÝ« v¹U¼ÅX-UŠ »uKD� b�UAOÄ Æ¥U¼ÅÊ¬ œ«bFð t"® ‰Ë« ‰UÝ Ê«“u�¬Åg�«œ “« dH� 

±∞ Ë ©XÝ« dH� ¥ U?¼ÅÊ¬ œ«bFð t"® ÂËœ ‰UÝ Ê«“u�¬Åg�«œ “« dH� ±≤œ«b?Fð Æb�uý »UP²�« ©XÝ« dH� 

 »UP²�« ÈU¼ÅX-UŠ¥ “« dH� ±∞ “« XÝ«  —U³Ž dH� 

   4
10 ! sJL� ÈU¼Å»UP²�« œ«bFð Ë ¥ “« dH� ±≤dH� 

 UÐ XÝ« ÈËU>�

   4
12 !³?Þ Æo ‘—ULý vÝUÝ« qE« ®® v?{U¹— —œ t" »d{ qE« U¹ ≤¨©b¹«ÅÁb�«uš ©

 œbŽ Ëœ s¹« »dCKEUŠ UÐ ÈËU>� b�UAOÄ s¹« ÈU¼ÅX-UŠ ÂULð œ«bFð

   4
12 ! Ë 

   4
10 !∫fÄ ÆbýUÐÅv� 

  
n(A) =  4

10 !  4
12 !

P(A) = n(A)
n(S) =  4

10 ! ×  4
12 !

 8
22 ! = 210

323

 ‰U¦�π ∫nbýU³� “Ë— p¹ U¼ÅÊ¬ “« ÈdH� Ëœ êO¼ b-uð “Ë— t"Ås¹« ‰UL²Š« r¹dOÖÅv� dE� —œ «— dH� 

Ë ‰UL²Š« “« ̈ —U" vÖœUÝ È«dÐ® bOM" hPA� «—+dE�Å·dE t>O³" ÈU¼Å‰UÝ dš¬ “Ë— —œ œ«d�« b-uð Ÿu

Æ©rOM"Åv�

 ∫qŠ vÝ—dÐ œ—u� œ«d�« œ«bFð ÊuÇn —œ XÝ« sJL� U¼ÅÊ¬ “« p¹d¼ Ë XÝ« ≥∂µnK²P� “Ë— 

È«Åt?�u?L?� ÈUC� p¹ UÐ t-Q>� s¹« —œ s¹«dÐUMÐ ¨býUÐ Áb�¬ UO�œÅtÐ ‰UÝ  365n
¨r?O²>¼ Ë—ÅtÐË— ÈuCŽ 

Ë tÐUA� v-ôb²Ý«ÅÅÅÅUÐ®+ U� È«Åt�uL� ÈUC� Ë r¹“«b�«Åv� r¼ UÐ «— ”Uð Ëœ t" v²  62
œ—«œ uCŽ ©r¹—«œ fÄ 

  n(S) = 365n
 ÊUO� “« ¨n “« v?J?¹ —œ t" œ—«œ ‰UL²Š« ‰Ë« dH� ¨dE� œ—u� dH� ≥∂µUO�œÅtÐ ‰UÝ “Ë— 

 “« vJ¹ —œ XÝ« sJL� ÂËœ dH� fÄ XÝ« œ«d�« b-uð “Ë— Êœu³� ÊU>J¹ÅÅÅdÐ ÷d� ÊuÇ ÆbýUÐ Áb�¬≥∂¥

UÐ “Ë—+ “« vJ¹ —œ ÂuÝ dH� VOðdð sOL¼ÅtÐ Ë býUÐ Ábý b-u²� ‰UÝ Áb�ULO≥∂≥UÐ “Ë— +ÁdšôUÐ Ë Áb�ULO

 d?H�n “« vJ¹ —œ Â«  365 − n +1q?E«Åt?Ð t?łu?ð U?Ð ¨V?O?ðdð s¹bÐ ÆbýUÐ Ábý b-u²� XÝ« sJL� “Ë— 

 ¨‘—U?L?ý vÝUÝ«n  X?Ý« s?JL� dH�365 × 364× ...× (365 − n +1)t?²?ý«œ  ËU?H²� b-uð “Ë— 

 dÖ« s¹«dÐUMÐ ÆbMýUÐA∫r¹—«œ býUÐ dE� œ—u� b�UAOÄ 

               n(A) = 365 × 364×...×(365 − n +1)

∫fÄ

  
P(A) = n(A)

n(S) = 365 × 364×...×(365 − n +1)
365n

œ+ d?Ö« t?" bOM" X  n > 365³?Þ ÁU~�¬ o?t�ô qE« ÏU?L?²?Š Èdðu³" Îb?-u?²� “Ë— p¹ —œ dH� Ëœ 

 X-UŠ s¹« —œ t" ¨b�«ÅÁbý  P(A) =0Æ



∏π

¥‡‡≤È«ÅtKLł Ëœ ‰UL²Š« ‡‡

tJÝ p¹ dÖ«Ï ‰UL²Š« È«—«œ U¼b�¬dÐ “« Â«b"d¼  œuý »UðdÄ —UÐ p¹ r-UÝ 
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 »UðdÄ È«dÐ «— d¹“ ‰Ëbł VOðdð s¹bÐ± ¨Å≤ ¨Å≥ Ë ¥Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ tJÝ 

u� ‰Ëbł —œ ‰UL²Š« ÈU¼d>"  —uE ‰UŠ‚∫r¹—Ë¬Åv�—œ d¹“ —«œuL�  —uEÅtÐ «— 
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π±

p¹ —œ œbŽ d¼ ÆXÝ« ÂuÝu� ‰UJÝUÄ ‡‡ ÂUOš YK¦�ÅtÐ t" bM¼œÅv� qOJAð YK¦� p¹ œ«bŽ« s¹«

«— YK¦� s¹« Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ v¹ôUÐ dDÝ —œ Ê¬ XÝ«— Ë éÇ œ«bŽ« XHł Êœd" lLł “« YK¦� dDÝ

 È«ÅtKLłËœ vFO³Þ ÈU¼ÅÊ«uð j>Ð “« qEUŠ V¹«d{ÅtÐ dÖ« Æœ«œ t�«œ« Ê«uðÅv� X¹UN�ÅvÐ Uða + bÁU~� 

u� YK¦� —œ œułu� œ«bŽ« sOL¼ ¨rOM"‚∫rOÐU¹Åv� «— 

  (a + b)1 =1a +1b

  (a + b)2 =1a2 +2ab +1b2

  (a + b)3 =1a3 + 3a2b + 3ab2 +1b3

  (a + b)4 =1a4 + 4a3b +6a2b2 + 4ab3 +1b3

® v{U¹— —œ v³O"dð eO-U�¬ “« vK" X-UŠ —œ Ë≤∫t" rO�«œÅv� ©

(a + b)n = 0
n !an + 1

n !an−1b + 2
n !an−2b2+...+ n−1

 n !abn−1 + n
n !bn

∫s¹«dÐUMÐ

  
= k

n !
2n ® Êb�¬k ©Ë—P

 ‰U¦�±∞ ∫ «— vL-UÝ ”Uð±µ t"Ås¹« ‰UL²Š« Ær¹e¹—Åv� —UÐ ∂¨býUÐ œd� œbŽ p¹ ”Uð b�¬dÐ —UÐ 

 t"Ås¹« ‰UL²Š« øX>OÇ±∞Ç ¨býUÐ ÃË“ œbŽ p¹ ”Uð b�¬dÐ —UÐ IøXÝ« —b

 ∫qŠÊ«uðÅv� s¹«ÅÅdÐUMÐ ̈ œd� U¹ Ë XÝ« ÃË“ U¹ Ábý Áb¼UA� b�¬dÐ ̈ r-UÝ ”Uð p¹ s²P¹— —œ ÊuÇ

 XHÖ}ÃË“ Ë œd�S = { Ë 

  
= 1

2 ®©”Uð Êb�¬ œd�= P ®©”Uð Êb�¬ ÃË“PtJÝ »UðdÄ ‰U¦� bM�U� Ë Ï

Xý«œ rO¼«uš ¨r-UÝ

  
=

15
6


.


#

215 =0/15 ®Å∂Áb¼UA� —UÐÏ©œd� œbŽ P

    

  
=

15
10


.


#

215 =0/09 ®Å±∞Áb¼UA� —UÐ Ï©ÃË“ œbŽ P



π≤

s�dL�

±bMýUÐ d²šœ Ëœd¼ U¹Ë n-UP� fMł Ëœ “« U¼ÅtâÐ t"Ås¹« ‰UL²Š«  b�“d� Ëœ UÐ Áœ«u�Uš p¹ —œ ‡‡

ÆbOM" «bOÄ «—

≤ p¹ e�— ‡‡+— t?Ý ÈœbŽ ¨qH+— t?Ý rOEMð UÐ UNMð t" XÝ« vL+Ê«u?ðÅv� `O×E —uÞÅtÐ Ê¬ r

+—« Êœu³� È—«dJðÅtÐ rKŽ UÐ Æœd" “UÐ «— qH+ e�— v�œUBð Êœd" nA" ‰UL²Š« ¨e�— ÂU+� qHIp¹ UÐ j

—« rOEMð —UÐ+ÆbOM" «bOÄ «— ÂU

≥t-Q>� ‡‡Ïu� ‚— ZMÄ e�— p¹ œułË ÷d� UÐ «— +ÆbOM" qŠ vL

¥ œbŽ p¹ dÖ« ‡‡¥— + “« d²L" vLµ∞∞∞—« VO"dð UÐ v�œUBð —uÞ tÐ + ÂU±\≥\µ\∑\πœułËÅtÐ 

 dÐ Ábý t²šUÝ œbŽ t"Ås¹« ‰UL²Š« ¨b¹¬µÆbOM" «bOÄ «— býUÐ d¹cÄÅgPÐ 

µtLK" ·ËdŠ “« ÁœUH²Ý« UÐ v�œUBð —uÞÅtÐ v�dŠ —UNÇ tLK" p¹ ‡‡ Ï  åv�“—«ušòÁbý t²šUÝ

� ·d?Š È«—«œ t?LK" s¹« t"Ås¹« ‰UL²Š« ÆXÝ«IÈ—«d?J?ð ÷d� UÐ «— t-Q>�ÆbOM" «bOÄ «— býU³� —«œÅtD

ÆbOM" qŠ ÷d� s¹« ÊËbÐ eO� Ë ·ËdŠ ÊœuÐ

∂—« ÈUłÅtÐ U¼ÅÊ¬ “« Â«b"d¼ —œ t" r¹—«œ ’uBP� ”Uð XHł p¹ ‡‡ + ÂU± Uð ∂ œbŽ Ëœ ±Ëœ ̈

 œbŽ≤ œbŽ Ëœ Ë ≥Ë ‰UL²Š« Ær¹“«b�«Åv� r¼ UÐ «— ”Uð Ëœ s¹« ÆXÝ« Ábý Áœ«œ g¹UL� +ÈU¼ÅŸuL−� Ÿu

∫bOM" «bOÄ «— d¹“

 ©n-«µœd� ÈœbŽ ©»

∑ ‡‡µ Ë Ê“ dH� ∂ð vKGý È«dÐ œd� dH� IÈ«d?Ð UNMð Â«bP²Ý« ÊUJ�« ¨‰UŠ s¹« UÐ Æb�«ÅÁœd" U{U

µ »UP²�« ‰UL²Š« œ—«œ œułË U¼ÅÊ¬ “« dH�ÅÅÅÅµ∫bOM" «bOÄ d¹“ ÈU¼ÅX-UŠ —œ «— dH� 

 ©n-«≥ Ë Ê“ ≤Æb�uý »UP²�« œd� 

 ©»µÆb�uý »UP²�« Ê“ 

«bŠ ©Û+ q¥Æb�uý »UP²�« œd� 

∏∫XÝ« »uKD� ¨b�uýÅv� t²š«b�« r¼ UÐ tJÝ p¹ Ë ”Uð p¹ ‡‡ 

Æb¹UOÐ Ë— tJÝ Ë ÃË“ œbŽ ”Uð t" Ê¬ ‰UL²Š« © n-«

Æb¹UOÐ Ë— tJÝ U¹ ÃË“ œbŽ ”Uð t" Ê¬ ‰UL²Š« © »

π Èu?²?×� t>O" p¹ ‡‡ ≤∞ ÁdN� + ¨e?�d±∞ Ë b?OHÝ ÁdN� ±µ«— Ád?N?� p¹ ÆXÝ« e³Ý ÁdN� 

∫XÝ« »uKD� Ær¹—Ë¬Åv� ÊËdOÐ t>O" “« v�œUBð —uÞÅÅÅtÐ



π≥

ÆbýUÐ bOHÝ ÁdN� s¹« t" Ê¬ ‰UL²Š« © n-«

 Áb�«œdÖdÐ t>O"ÅtÐ «— ÁdN� s¹«≤Ær¹—Ë¬Åv� ÊËdOÐ v�œUBð —uÞ tÐ «— ÁdN� 

 ÁdN� p¹ t" Ê¬ ‰UL²Š« © »+ÆbýUÐ bOHÝ ÁdN� p¹Ë e�d

±∞‡‡ XÝ—œ® È«ÅtM¹eÖ Ëœ Êu�“¬ p¹ —œ ‰«RÝ tÝÅtÐ Êœ«œ aÝUÄ ÈU¼ÅÁ«— d¹“ v²š—œ —«œuL� ‡‡

»UP²�« ·œUBð tÐ UN-«RÝ dÖ« ÆjKž vMF¹ å⁄ò ·dŠ Ë XÝ—œ vMF¹ åœò ·dŠ Æb¼œÅv� ÊUA� «— ©jKž

∫‰UL²Š« XÝ« »uKD� ¨b�uý

ªbMýUÐ Ábý Áœ«œ »«uł `O×E ‰«RÝ tÝ d¼ t"Ås¹« ©n-«

ªbMýUÐ ÁbA� Áœ«œ »«uł `O×E  ô«RÝ “« p¹ êO¼ ©»

ÆbMýUÐ d²AOÐ Ábý Áœ«œ aÝUÄ `O×E  ô«RÝ œ«bFð ©Û

±±Áœ«u�Uš p¹ —œ «— d²šœ Ë d>Ä b-uð sJL�  ôUŠ d¹“ v²š—œ —«œuL� ‡‡ÏÊUA� Èb�“d� Ëœ 

 b�“d� ÊœuÐ d>Ä ‰UL²Š« rOM"Åv� ÷d� Æb¼œÅv�
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π¥

∫bOM" q�U" «— d¹“ ‰Ëbł v²š—œ —«œuL�ÅtÐ tłuð UÐ ©n-«

U¼d>Ä œ«bFð∞    ±   ≤

 ôUŠ œ«bFð±

‰UL²Š«

  
1
4

‰UL²Š« bE—œ  0/ 25

øX>OÇ bMýUÐ fMł r¼ b�“d� Ëœ t"Ås¹« ‰UL²Š« ©»

øX>OÇ býUÐ d>Ä b�“d� p¹ r" XÝœ t"Ås¹« ‰UL²Š« ©Û

±≤t?Þu?×?� p?¹ —œ v?-«u?²� “Ë— —UNÇ vÞ «— ·dÐ Êb¹—UÐ ÈU¼Å‰UL²Š« d¹“ v²š—œ —«œuL� ‡‡Ï

Êb?�¬ ‰U?L?²?Š« rOM"Åv� ÷d� ©·dÐ Êb¹—UÐ vMF¹ å»ò Ë ·dÐ Êb¹—U³� vMF¹ åÊò® Æb¼œÅv� ÊUA� vJÝ«

 ÷ËdH� “Ë— p¹ —œ ·dÐ

  
1
2ÆbýUÐ 

∫bOM" q�U" «— d¹“ ‰Ëbł v²š—œ —«œuL�ÅtÐ tłuð UÐ ©n-«

·dÐ Êb¹—UÐ ÈU¼“Ë— œ«bFð¥   ≥   ≤   ±    ∞

nK²P� ÈU¼ÅÊUJ�« œ«bFð ±

‰UL²Š«

  
1

16

‰UL²Š« bE—œ∂/≤µ•

 øX>OÇ œ—U³Ð ·dÐ “Ë— Ëœ r" XÝœ v-«u²� “Ë— —UNÇ vÞ t"Ås¹« ‰UL²Š« bE—œ ©»- 50=
8

16

œ øXÝ« d²KL²×� Â«b" ©Û+OIUÎœ U¹ œ—U³Ð ·dÐ “Ë— p¹ +OIUÎÆ“Ë— tÝ 
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π∂

t×HE —«œuL�ÅtÐÏ∫bO¼œ aÝUÄ  ô«RÝ s¹«ÅtÐ Ë bOM" Ÿuł— q³+ 

øXÝ« d²KL²×� åË—ò bMÇ Êb�¬ b�uý »UðdÄ tJÝ X>OÐ d¼ dÖ« ©n-«

Ç b¹UOÐ åË—ò œ«bFð Ê¬ t"ÅÊ¬ ‰UL²Š« n-« ÷d� tÐ tłuð UÐ ©»Ið —«œuL� pL"ÅtÐ® øXÝ« —bIV¹d

©bO�eÐ

 »UðdÄ —œ t"Ås¹« øXÝ« d²³O−Ž pO�«b" ©Û±∞býUÐ ÈËU>� U¼ÅåXAÄò Ë U¼ÅåË—ò œ«bFð tJÝ 

 »UðdÄ —œ U¹≤∞øtJÝ 

Ë å—ò œ«bFð ÊœuÐ ÈËU>� ‰UL²Š«¨rO¼œ g¹«e�« «— œuý v� »UðdÄ t" v¹U¼ÅtJÝ œ«bFð dÖ« © 

øbM"Åv� ÈdOOGð tÇ U¼ÅåÛò

¥‡‡≥t²��Ö ÈU¼UC —œ f�UýÅr¼ dOž ‰UL²Š« ‡‡

 gPÐ —œ+Ë ‰U?L²Š« r¹œuÐ Áœd" ÷d� q³+� ÂU?Lð —œ vÝ—dÐ œ—u� ÈU¼b�UAOÄ ŸuIÈUC� ◊U

ö¦� ÆbýUÐ ÊU>J¹ È«Åt�uL�Î Ëœ d¼ åË—ò U¹ åXAÄò Êb�¬ ‰UL²Š« ̈ tJÝ »UðdÄ —œ 

  

1
2

÷d� s¹« U�« ÆœuÐ  

«Ë ÷d?� p¹ tAOL¼+ ÈU?¼b?MÐ —œ VKD� vÖœUÝ È«dÐ Ë X>O� t�UMOÐÅl+“« v?J¹ ÆœuÐ Ábý t²ý«cÖ q³

t³ÝU×� “« Êœd" ÁœUH²Ý« ¨‰UL²Š« t³ÝU×� ÈU¼ÅÁ«—ÏÆXÝ« v�«Ë«d� 

 ‰U¦�± ∫ «— tJÝ p¹ dÖ« ôUÐ ‰U¦� œ—u� —œ±∞∞ s¹« —œ Ë rOM" »UðdÄ —UÐ ±∞∞ ̈ —UÐ ¥µåË—ò —UÐ 

 d>" t" XÝ« vFO³Þ ¨b¹UOÐ

  

45
100

 U¹ Ë     - 45 U¹ Ë   0/ 45 Ær¹dO~Ð dE� —œ åË—ò Êb�¬ ‰UL²Š« «— `{«Ë

 XAÄ Êb�¬ ‰UL²Š« ‰ôb²Ý« s¹« UÐ XÝ«    - 55 ÈUC� —œ s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐÅv� } Û,— S = {r¹—«œ ¨

  }! =0/ 55ÛP {     Ë      }! =0/ 45—P { 
 ÈuCŽ pð ÈU¼ÅtŽuL−�}Û{ Ë }—{tŽuL−� d¼ ‰UL²Š« Ë ÆrO¹uÖÅv� ÁœUÝ ÈU¼ÅtŽuL−� «— Ï

 ÈdBMŽ pðx{ } UÐ «— (x)P U¹ P( x{ })ÆrO¼œÅv� ÊUA�

tŽuL−�d¹“Åd¼Ï Åp¹ «—ÅÈ«Åt�uL�ÅÈUC�Å“«ÅÈuCŽÅpð  ÅÁœUÝÅb�UAOÄÆrO¹uÖ

∫t" rOMOÐÅv�

  ) =0/ 45 +0/ 55 =1Û) + P(—P(



π∑

Ë b?ýU?ÐÅv?� p?¹ ÈËU?>?� U?¹ d²JÇu" Ë dHE ÈËU>� U¹ d²Ö—eÐ ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄ ‰UL²Š« vMF¹

 ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄ ÈU¼Å‰UL²Š« ŸuL−�±ÆbýUÐÅv� 

 ‰U¦�≤ ∫t-Q>� —œÏ gPÐ tJÝ tÝ »UðdÄ + «— È«Åt�uL� ÈUC� dÖ« ¨q³  0,1,2, 3{ }—œ t" r¹dO~Ð

È«Åt?K?L?łÅËœ ‰U?L?²Š« “« ÁœUH²Ý« UÐ ÁUÖ Ê¬ ¨býUÐ tJÝ tÝ ÈU¼ÅÊb�¬ åË—ò œ«bFð UC� s¹« uCŽd¼ Ê¬

∫t" rO�«œÅv�

         

  
}! = 1

8 b¹UO� Ë— êO¼   P(0) = P { 

  
}! = 3

8býUÐ Áb�¬ Ë— —UÐ p¹  P(1) = P { 

  

  
}! = 3

8býUÐ Áb�¬ Ë— —UÐ Ëœ  P(2) = P { 

  

  
}! = 1

8býUÐ Áb�¬ Ë— —UÐ tÝ  P(3) = P { 

∫t" rOM"Åv� tEŠö�

P(0) + P(1) + P(2) + P(3) = 1
8

+ 3
8

+ 3
8

+ 1
8

=1

 U� È«Åt�uL� ÈUC� rOM" ÷d� vK" X-UŠ —œ  S = e1, e2,..., en{ } q�Uý nd¼ÅtÐ ÆbýUÐ uCŽ 

ÁœUÝ b�UAOÄek{ }Š œbŽ p¹ IOIvP ek{ } !b�UAOÄ ‰UL²Š« t" ek{ }s¹« ÆrO¼œÅv� X³>� «— XÝ«

∫œœdÖ »UP²�« d¹“ j¹«dý X×ð b¹UÐ œbŽ

± sOÐ ÈœbŽ ÁœUÝ b�UAOÄ p¹ ‰UL²Š« ©∞ Ë ±vMF¹ ªXÝ« 

  0≤ P(ek ) ≤1

≤ dÐ«dÐ È«Åt�uL� ÈUC� —œ ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄ ÂULð  ôUL²Š« ŸuL−� ©±∫vMF¹ ªXÝ« 

P(e1) + P(e2)+...+P(en ) =1

 œ«bŽ«  P(e1) ¨  P(e2) ¨ì¨P(en )b?E ôU?Ð ◊dý —œ t" «— ‚‰U?L?²?Š« h?OBPðò bMM"Åv� 

�IÆrO�U�Åv� å‰u³

� ‰U?L²Š« hOBPð p¹ rOM" ÷d�I È«Åt�uL� ÈUC� —œ ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄÅtÐ ‰u³SÁbý Áœ«œ 

 Á«uP-œ b�UAOÄ È«dÐ ‰UL²Š« p¹ Ê«uðÅv� t�u~Ç ÆbýUÐA —œ SøœuL� n¹dFð 



π∏

¥‡‡¥È—UO²š« b�UAOÄ p¹ ‰UL²Š« ‡‡

� ‰U?L?²Š« hOBPð p¹ dÖ«I È«Åt?�u?L� ÈUC� —œ ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄÅtÐ ‰u³S¨b?ýUÐ Ábý Áœ«œ 

 b�UAOÄÅtÐA UÐ t" «— v-UL²Š« P(A)∫rO¼œÅv� X³>� d¹“  —uEÅtÐ rO¼œÅv� ÊUA� 

 dÖ« ©n-«AtŽuL−� vMF¹® sJL�dOž b�UAOÄ Ï .©ÁU~�¬ býUÐ 

  P(A) =0

 dÖ« ©»A býUÐ ÁœUÝ b�UAOÄ p¹ P(A)ÆXÝ« Ábý n¹dFð œušÅtÐœuš 

 dÖ« ©ÃA v?M?F?¹ ¨b?ýU?Ð V"d� b�UAOÄ A ÁU?~?�¬ ¨b?ýU?Ð ÁœU?Ý ÈU?¼b�UAOÄ “« vŽUL²ł« P(A)

 —œ ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄ ÂULð  ôUL²Š« ŸuL−�AÆbýUÐÅv� 

 dÖ« ©œA È«Åt�uL� ÈUC� œušS∫ÁU~�¬ ¨býUÐ 

  P(A) = P(S) =1

«Ë —œ+ s¹« l+ÆXÝ« ©Ã® “« vEUš X-UŠ XL>

 gPÐ f�UýÅr¼ X-UŠ dÖ« ‰UŠ+∫vMF¹ ¨r¹dO~Ð dE� —œ«— q³

  P(e1) = P(e2) =  ...  = P(en )

 ÊuÇ ÁU~�¬  1= P(e1) + P(e2) +  ...  + P(en )∫r¹—«œ 

  
P(e1) = P(e2) =  ...  = P(en ) = 1

n

t???Žu???L???−??� d??Ö« ‰U??ŠÏ A È«—«œ m u???C???Ž   f1, f2,..., f m{ }³???Þ b??ýU??Ðo???u???� n???¹d??F??ð ‚

∫r¹—«œP f1, f2,..., f m{ } ! = P f1{ } +  ...  + P f m{ } = 1
n

+...+ 1
n

  

= m
n

 m           —UÐ

∫vMF¹

                             ÈUCŽ« œ«bFðA
P(A) =                           

                            «bFð  ÈUCŽ« œS

 gPÐ ‰u�d� ÊUL¼ t"+«Ë —œ gPÐ s¹« V-UD� t" rOM"Åv� tEŠö� vMF¹ ÆXÝ« q³+ gPÐ rOLFð l+q³

ÆXÝ«

 ‰U?¦?�≥ ∫ U??� È«Åt?�u?L?� ÈU?C?� r?O?M?" ÷d?�  S = 1,2, 3,4{ }d??¹“ X?-U?Š Ëœ d?¼ —œ Æb?ýU?Ð  

ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄÅtÐÏ ShOBPð «— U¼ÅÊ¬ t" U¼ÅX³>� s¹« U¹¬ t" bOM" vÝ—dÐ Ær¹«ÅÁœ«œ X³>� «— Èœ«bŽ« 



ππ

œÆbOM" ÊUOÐ «— œuš aÝUÄ qO-œ ¨t� U¹ Ë bM²>¼ “U−� rO�U�Åv� ‰UL²Š« Êœ«

    ©n-«  P(1) =0/12  ,  P(2) =0/ 63  ,  P(3) =0/ 45  ,  P(4) = −0/ 20

©»   ,  P(4) = 46
120

   ,  P(3) = 27
120

  ,  P(2) = 45
120

  P(1) = 9
120

 ∫q?Š Êu?Ç ©n?-«® œ—u� —œ  P(4) = −0/ 20U?� + ÷d?� i®Å±ÁœU?Ý ÈU?¼b?�U?A?O?Ä œ—u� —œ ©

r¹—«œ ©»® œ—u� —œ U�« ÆX>O� “U−� ‰UL²Š« hOBPð s¹«dÐUMÐ ¨býUÐ vHM�U� b¹UÐ ‰UL²Š« vMF¹ ¨XÝ«

  
P(1) + P(2) + P(3) + P(4) = 9

120 + 45
120 + 27

120 + 46
120 = 127

120 >1

® XOEUš s¹« Ë≤� «— ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄ œ—u� —œ ©I“U−� r¼ ‰UL²Š« hOBPð s¹« ̈ s¹«dÐUMÐ bM"Åv� i

ÆX>O�

 ‰U¦�¥ ∫Ë ‰UL²Š« t" XÝ« Ábý t²šUÝ È«Åt�uÖÅtÐ vÝUð+Ë ‰UL²Š« dÐ«dÐ Ëœ œd� œbŽ d¼ Ÿu+d¼ Ÿu

 ¨”Uð s¹« »UðdÄ p¹ —œ dÖ« ÆXÝ« ÃË“ œbŽAË b�UAOÄ + “« d²Ö—eÐ ÈœbŽ Ÿu≥ ¨býUÐ P(A)ÆbOÐUOÐ «— 

 ∫qŠ “« XÝ«  —U³Ž È«Åt�uL� ÈUC�  S = 1,2, 3,4,5,6{ }‰UL²Š« ÃË“ œbŽ d¼ÅtÐ dÖ« ‰UŠ Æ

w dÐ«dÐ œd� œbŽ ‰UL²Š« ÁU~�¬ ¨rO¼œ X³>� ≤w∫vMF¹ ªXÝ« 

   P(2) = P(4) = P(6) = WË  P(1) = P(3) = P(5) = 2w

 b¹UÐ ÁœUÝ ÈU¼b�UAOÄ s¹« ŸuL−� ÊuÇ Ë±∫s¹«dÐUMÐ ¨býUÐ 

  2w + w +2w + w +2w + w = 9w =1

 U−�¬ “« Ë

  
w = 1

9
 ‰UŠ ¨+ rO¼œÅv� —«d  A = 4,5,6{ }³Þ o XOEUš ®∫r¹—«œ ©Ã

  
P(A) = P(4) + P(5) + P(6) = 1

9 + 2
9 + 1

9 = 4
9

� ‰U¦µ ∫ VÝ« tÝa ¨ b ËcÐU>� r¼ UÐ I œdÐ ‰UL²Š« rOM" ÷d� ÆbM¼œÅv� ta‰UL²Š« dÐ«dÐ Ëœ 

 œdÐb œdÐ ‰UL²Š« Ë b ‰UL²Š« dÐ«dÐ Ëœ  c ÆXÝ«

ÆU¼ÅVÝ« “« Â«b" d¼ œdÐ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ©n-«

 t"Ås¹« ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ©»a U¹ bÆb�d³Ð 

 ∫qŠ r¹dOÖP(c) = p œd?Ð f�Uý ÊuÇ ¨b œdÐ f�Uý dÐ«dÐ Ëœ c ∫fÄ ÆXÝ«   P(b) = 2pË 

 œd?Ð  f�Uý  ÊuÇa œdÐ  f�Uý  dÐ«dÐ Ëœ  bf?Ä  XÝ« ∫  P(a) = 2(2p) = 4pŸuL−� ÊuÇ ‰UŠ Æ



±∞∞

u� ÈU¼Å‰UL²Š«‚ dÐ«dÐ b¹UÐ ±∫fÄ býUÐ 

  p +2p + 4p =1

 U¹  7p =1 t−O²� —œ Æ

  
p = 1

7∫r¹—«œ U−�¬ “« Ë 

  
P(a) = 4p = 4

7

  
P(b) = 2p =

2

7

 ÅÅ

  
P(c) = p =

1

7

 U¹ t"Ås¹« b�UAOÄa U¹ œd³Ð btŽuL−� ¨Ï  a,b{ }³Þ ÆXÝ« o∫n¹dFð 

                                 

  
P {a,b} ! = P(a) + P(b) = 4

7 + 2
7 = 6

7

 ‰U¦�∂ ∫ r¹dOÖ  S = a1,a2,a3 ,a4{ }t³ÝU×� XÝ« »uKD� ¨Ï

 ©n-«  P(a1)dÖ« ¨             

  
P(a2) = 1

3 ¨

  
P(a3 ) = 1

6 ¨

  
P(a4 ) = 1

9

©»  P(a1) Ë   P(a2)dÖ«  

  
P(a3 ) = P(a4 ) = 1

4 Ë   P(a1) = 2P(a2)

 ©Ã  P(a1)dÖ«        

  
P a2,a3{ } ! = 2

3 Ë

  
P a2,a4{ } ! = 1

2 Ë

  
P(a2) = 1

3

 ∫qŠ rOM" ÷d� ©n-«  p = P(a1) ÊuÇ ÁU~�¬ ÆP� ‰U?L²Š« hOBPð I ÈUC�ÅtÐ ‰u³SXÝ« 

∫s¹«dÐUMÐ

P(a1) + P(a2) + P(a3 ) + P(a4 ) =1

∫U−�¬ “« Ë

     

  
p + 1

3 + 1
6 + 1

9 =1 %  p = 7
18

 r¹dOÖ ©»  p = P(a2) ÁU~�¬ Æ  P(a1) = 2p∫U−�¬ “« Ë Æ

                       

  
2p + p + 1

4 + 1
4 =1

 U¹ Ë

  
p = 1

6 s¹«dÐUMÐ Æ

  
P(a2) = 1

6 Ë 

  
P(a1) = 1

3Æ

 r¹dOÖ ©Ã  P(a1) = pÊuÇ ÁU~�¬ Æ

  
P(a3 ) = P a2,a3{ } ! − P(a2) = 2

3 − 1
3 = 1

3



±∞±

Ë

  
P(a4 ) = P a2,a4{ } ! − P(a2) = 1

2 − 1
3 = 1

6

∫t−O²� —œ

  
p + 1

3 + 1
3 + 1

6 =1

 U¹ Ë

  
p = 1

6 vMF¹ Æ

  
P(a1) = 1

6Æ

s�dL�

± e³Ý @�— —UNÇÅtÐ «— Ád¹«œ d¹“ ÁU~²Ýœ—œ ‡‡(G) ̈+ e�d(R) vÐ¬ ̈(B) bOHÝ ̈(W)ÈeO�¬Å@�— 

Ž Ær¹«ÅÁœd"I?Ž ÊœU?²?>?¹« ÈU¼Å‰UL²Š« dÖ« Ær¹—Ë¬Åv�—œ gšdÇÅtÐ«— tÐdI?¨n?K?²P� ÈU¼Å@�— ÈË— tÐd

øb�“U−�dOž d¹“ ÈU¼Å‰UL²Š« hOBPð “« pO�«b" ¨bMýUÐ  ËUH²�

R

G B

W

©n-«     P(R) =0/ 32 Ë   P(G) =0/ 28  Ë    P(W) =0/ 24  Ë    P(B) =0/ 30

©»     P(R) =0/ 26 Ë   P(G) =0/14  Ë    P(W) =0/ 30  Ë    P(B) =0/ 30

≤t?JÝ p¹ ‡‡ÏÊb?�¬ f?�U?ý d?Ð«d?Ð Ëœ åË—ò Êb?�¬ f?�Uý rOM" ÷d� ÆrOM"Åv� »UðdÄ «— r-UÝU� 

t³ÝU×� XÝ« »uKD� ÆbýUÐ åXAÄòÏ©—® P©Û® Ë .P

≥ d?ÖUMý tÝ ‡‡ a ¨b Ë cÐU>� r¼ UÐ I ÆbM¼œÅv� ta Ë bË b?M²>¼ ÈËU>� ÊœdÐ ‰UL²Š« È«—«œ 

 dÐ«dÐ Ëœ U¼ÅÊÅ¬ “« Â«b"d¼ ÊœdÐ f�Uýc t"Ås¹« ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ÆXÝ« b U¹ cÆœd³Ð 





±∞≥

Å∫qŠt�uL� ÈUC�ÏÁ“UÐ Ï   S = 0, 3[ ]Á“UÐ »uKD� b�UAOÄ Ë Ï   A = 1,2[ ]∫fÄ¨XÝ« 

  
P(A) = lA

lS
= 1

3

1 2 30

 ‰U?¦�≥Å∫Š œb?Ž Ëœ r?OM"Åv� ÷d�I?OI s?O?Ð v∞ Ë ±X?Ý« »u?K?D?�Å¨b�uý »UP²�« ·œUBð tÐ 

 sOÐ œbŽ Ëœ s¹« ŸuL−� t" Ê¬ ‰UL²Š«µ[∞ Ë µ[±ÆbýUÐ 

Å∫qŠ∫“« XÝ«  —U³Ž VÝUM� È«Åt�uL� ÈUC�

  S = (x,y)   0< x <1,0< y <1{ }
tŽuL−� »uKD� b�UAOÄ ËÏ∫XÝ« d¹“ 

  
A = (x,y)   

1
2 < x + y < 3

2
...

...

A

y

x

(1
2
,1)

(1,1
2
)

(1
2
,0)

(0,1
2
)

x + y = 3
2

x + y = 1
2

∫s¹«dÐUMÐ

  
P(A) = aA

aS
=

3
4
1 = 3

4

 ‰U¦�¥Å∫ Ëœ rOM"Åv� ÷d�+ VOðdð tÐ U¼ÅÊ¬ ÈU¼Å‰uÞ t" r¹—«œ »uÇ tFD± Ë µ[∞ÆbýUÐÅv� d²� 

+« UÐ «— d²Ö—eÐ tFD—
Ò

 Ëœ Á+ tÝ t−O²� —œ t" rOM"Åv� XL>+t"Ås¹« ‰UL²Š« ¨œuýÅv� qEUŠ »uÇ tFD

 tÝ+Ç ¨bM¼bÐ «— YK¦� p¹ qOJAð »uÇ tFDIøÅXÝ« —b

Å∫qŠ r?O?M"Åv� ÷d�+� —œÅ¨Èd?²?� p¹ »uÇ tFDI t?DE t?K?EU� tÐ t" œuý Áb¹dÐ  xd?Ý p¹ “«

 »uÇ+Æœ—«œ —«d



±∞¥

 j?š Ê«uðÅv� «— È«Åt�uL� ÈUC� s¹«dÐUMÐAB ‰u?Þ tÐ ±b?�UAOÄ UłÅs¹« —œ ¨X�dÖ dE�ÅÅ—œ d²� 

 ÈU?¼Åj?šÅÁ—U?Ä t" XÝ« Ê¬ »uKD�AE Ë  EB «— Ê¬ t?" d?~?¹œ jšÅÁ—UÄ ËCD»u?Ç ÊU?L?¼® rO�U�Åv� 

 ‰uÞÅÅÅÅÅÅtÐµ[∞‰u?Þ b?¹U?Ð bM¼bÐ YK¦� qOJAð bM¼«uPÐ jš Á—UÄ tÝ dÖ« v-Ë ÆbM¼œ qOJAð v¦K¦�Å ©d²� 

∫vMF¹ býUÐ d²L" d~¹œ jšÅÁ—UÄ Ëœ ÈU¼Å‰uÞ ŸuL−� “« jšÅÅÁ—UÄÅÅÅd¼

AE + EB > CD

AE + CD > EB

EB + CD > AE

 ÊuÇ

  
CD = 1

2 Ë AE = x Ë   EB =1− x∫r¹—«œ fÄÅ¨

  
x + (1− x) > 1

2

  
x + 1

2 >1− x

  
(1− x) + 1

2 > x

∫ôUÐ ÈËU>�U� tÝ Êœd" ÁœUÝ UÐ

©ÅXÝ« XÝ—œ vN¹bÐ —uÞ tÐÅ®    

  
1> 1

2

  
x > 1

4

  
x < 3

4

 d¹“  —uE tÐ »uKD� b�UAOÄ t−O²� —œ+∫œuÐ b¼«uš ÊUOÐ qÐU

  
A = x

1
4

< x < 3
4

...
...

  
P(A) = lA

lS
=

1
2
1 = 1

2

 ‰U?¦�µ ∫ l?K?{ ‰u?Þ t?Ð v?K?J?ý l?Ðd?� sO�“ ÈË— dÐ ULOÄ«u¼ qš«œ “« “UÐd²Ç p¹≤d?²?�uKO" 

týuÖ—UNÇ —œÆœdÄÅv�ÏÞUM�¨sO�“ IlÐ—  —uEÅÅÅtÐ «— U¼ÅÊ¬ Ê«uðÅv� t" b�—«œ œułË Xš—œ “« ÁbOýuÄ v

 ŸU?F?ý t?Ð v¹U¼ÅÁd¹«œ

  
1

11 Æœd?" —u?B?ð l?Ðd?� ÈU?¼Å”√— e?"d� tÐ Ë d²�uKO" ®t?×?H?E qJý tÐÅÏÁU?~?� bFÐ 

ÞUM� “« vJ¹ —œ “UÐd²Ç dÖ«Å©ÆbOM"orOM" ÷d� dÖ«Æœd" b¼«uš dOÖ ÊU²š—œ tÐ Ë« d²Ç b¹UOÐ œËd� —uÐe� 

A E B
x 1− x



±∞µ

UL²Š “UÐd²Ç t"Î� —œ I “« È«ÅtD+œËd� ÊUJ�  UB²P� t"Ås¹« ÷d� UÐ Ë b¹¬ œËd� Y×Ð œ—u� sO�“ tFD

t?³?ÝU?×?� XÝ« »uKD�Å¨býUÐ v�œUBð eO�ÏÂU?−?�« U?¼ÅX?š—œ tÐ Êœd" dOÖ ÊËbÐ Ë« œËd� t"Ås¹« ‰UL²Š« 

ÆœdO~Ð

2

1

11

1

11

1

11

1

11

Å∫qŠ lK{ tÐ vFÐd� È«Åt�uL� ÈUC�≤tŽuL−� dE�œ—u� b�UAOÄ Ë œuýÅv� d²�uKO" ÏÁœ“ —uýU¼ 

∫ UÐ XÝ« dÐ«dÐ ‰UL²Š« s¹«dÐUMÐÆXÝ« Ábý

  

4− .
121
4 ( 0/ 99

Å®(ð X�öŽ I©ÆXÝ« V¹d

Å∫Xý«œœU¹� p¹ —œ “UÐd²Ç t"Ås¹« ‰UL²Š« t-Q>� s¹« —œI‰UL²Š« v²Š XÝ« dHE b¹¬ œËd� tD

ÆbýUÐÅv� dHE U¼ÅtŽuL−� Ÿu� s¹« `DÝ «d¹“Å¨XÝ« dHE b¹¬ œËd� jš p¹ ÈË— “UÐd²Ç t"Ås¹«

Ë ‰UL²Š« t� v¹U¼b�UAOÄ$ÈU¼b�UAOÄ «— XÝ« dH( U¼ÅÊ¬ ŸuU³¹dIð ÎsJL�ÅÅdOž  ÆrO�U�Åv�

 ‰U¦�∂Å ∫® ‰U¦� —œ±¥ qB� Å©+Ç Êbý Áb�dÐ ‰UL²Š« q³IøÅXÝ« —b

Å∫qŠ® ‰U?¦� —œ±¥ qB�Å©+ÈU?C?� Ær?¹œd?" h?P?A?� «— »uKD� b�UAOÄ Ë È«Åt�uL� ÈUC� q³

 ‰uÞ tÐ vFÐd� È«Åt�uL�≤µ ‰uÞ tÐ Ê¬ qš«œ —œ vJÇu" lÐd� »uKD� b�UAOÄ Ë µ dÖ«ÆœuÐ Ab�UAOÄ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ‰UL²Š«Å¨býUÐ dE�œ—u�

  
P(A) = aA

aS
= (5)2

(25)2
= 1

25



±∞∂

Å∫Xý«œœU¹q?J?ý v?−�dDý È«Åt×HE ÈË— dÐ t-Q>� —œ Ábý ÕdD� lÐd� ÈUł tÐ «— tJÝ dÖ«

Ëœ ê?O?¼ s?O?Ð „d?²?A?� “d� ÈË— dÐ tJÝ t"ÅÊ¬ ‰UL²Š« “UÐÅ¨rOM" »UðdÄ eO� —UO>Ð ÈU¼ÅlÐd� “« qJA²�

� UÐ dÐ«dÐ ¨b²HO� vFÐd�IÆr¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ t" œuÐ b¼«uš È—«b

ÆbÝ—Åv� dE� tÐ vN¹bÐ ‚u� qJý tÐ tłuð UÐ VKD� s¹« tOłuð

tJÝ e"d�Ï lÐd� UÐ Á“«b�« r¼ ÈU¼ÅlÐd� “« Â«b" d¼ qš«œ —œ XÝ« sJL� Ábý »UðdÄ  Q«Ë+œuý l

lÐd� U� b�UAOÄÅ¨b¹œd" Áb¼UA� t-Q>� —œ t" —uÞÅÊUL¼  —uE Ê¬ —œ Ë′Q œuÐ b¼«uš ®t×HE qJý

∏±Á“«b�« tÐ È«ÅtŽuL−� d²Ö—eÐ ÈU¼ÅlÐd� “« p¹ d¼ qš«œ —œ s¹«dÐUMÐ Æ© ÏÁœ—uš —uýU¼ lÐd� Ïqš«œ 

d?Ð t?JÝ t"ÅÊ¬ b�UAOÄ dÖ« t−O²� —œÆœdÐ rO¼«uš «— È“UÐÅ¨b²HOÐ Ê¬ qš«œ tJÝ dÖ« t" œ—«œ œułË Ê¬

 «— b²HO� U¼ÅlÐd� “« Â«b" êO¼ jO×� ÈË—A∫r¹—«œÅ¨rO�UMÐ 

Áœ—uš —uýU¼ ÈU¼ÅlÐd� XŠU>�     

    

  
P(A) =                                                

                    = 1
25

t×HE q" XŠU>�   

 ‰U¦�∑Å ∫ X?ŽUÝ “« bŠ«Ë X"dý ÈU¼Å”uÐuð«∑ d?¼ Ë b?MM"Åv� —U" tÐ ŸËdý `³E ±µœ +OIt

 X?ŽU?Ý s?OÐ È«ÅtE×- —œ vBPý dÖ« ÆbMÝ—Åv� ÁU~²>¹« tÐ —UÐÅp¹∑ Uð ≥∞∫∑œ—«Ë ÁU?~²>¹« p¹ tÐ 

 “« d²L" t"Ås¹« ‰UL²Š« ̈ œuýµœ +OIDF� tÒÇ b�ULÐ qI “« d²AOÐ t"Ås¹« ‰UL²Š« øXÝ« —b±∞œ +OIqDF� t

Ç bÝdÐ ”uÐuð« Uð b�ULÐIøXÝ« —b

∫qŠ s?OÐ È«ÅtE×- —œ hPý ÊuÇ ∑ U?ð ≥∞∫∑◊u?Ðd?� È«Åt�uL� ÈUC� ¨bÝ—Åv� ÁU~²>¹« tÐ 

tKEU� ”uÐuð« ÁU~²>¹« tÐ ÊbOÝ— v�œUBð g¹U�“¬ÅÅÅtÐÏ® ≥∞∫∑ Ë ∑“« d²L" hPý t"Ås¹« È«dÐ ÆXÝ« ©

µœ +OI sOÐ  UE×- “« vJ¹ —œ b¹UÐ œuý ”uÐuð« dE²M� t±∞∫∑ Uð ±µ∫∑ U¹ ≤µ∫∑ Uð ≥∞∫∑ÁU~²>¹« tÐ 

t?K?EU� Ëœ “« dE� œ—u� b�UAOÄ s¹«dÐUMÐ ÆbÝdÐÏ® v�U�“ ±µ∫∑ Ë ±∞∫∑® Ë ©≥∞∫∑ Ë ≤µ∫∑qOJAð ©



±∞∑

60

60O

y

x

 U?Ð X?Ý« dÐ«dÐ b�UAOÄ s¹« ‰UL²Š« «c- ÆXÝ« t²�U¹

  
5 + 5
30 = 10

30 = 1
3“« d?²AOÐ hPý t"Ås¹« È«dÐ Æ

±∞œ +OI s?OÐ  UE×- “« vJ¹ —œ b¹UÐ ¨b�ULÐ ”uÐuð« dE²M� t∑ Uð µ∫∑ U¹ ±µ∫∑ Uð ≤∞∫∑ÁU?~²>¹« tÐ 

t?K?EU?� Ëœ ŸUL²ł« “« XÝ«  —U³Ž »uKD� b�UAOÄ X-UŠ s¹« —œ «c- ¨bÝdÐÏ® µ∫∑ Ë ∑® Ë ©≤∞∫∑Ë 

±µ∫∑¨t−O²� —œ ¨© UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ ‰UL²Š« 

  
5 + 5
30 = 10

30 = 1
3d¼ ÈU¼Å‰UL²Š« t" bOM"Åv� tEŠö� Æ

 ÈËU>� b�UAOÄ ËœøX>O� VO−Ž VKD� s¹« ÆbM²>¼

 ‰U¦�∏∫XÝËœ Ëœ Êbý Ë—ÅtÐË— ÈÅtK¾�� ∫  bLŠ« Ë s>Š +“« b¹œ“UÐ ÂU~M¼ t" bM²ý«cÖ —«d

 XŽUÝ sOÐ «— d~¹bJ¹ »U²" ÁU~A¹UL�¥ Uð µ ÆbMMO³Ð lłd� ÈU¼Å»U²" gPÐ —œ dNþ “« bFÐ +U¼ÅÊ¬ —«d

 d?Ý dðœË“ Â«b" d¼ t" œuÐ  —uEÅÅs¹«ÅÅtÐ+ b?ý d{UŠ —«d±µœ +OI¨Ê¬ “« b?F?Ð Ë b�ULÐ Èd~¹œ dE²M� t

 dÝ ÊU�“ t"Ås¹« ÷d� UÐ Æb¼œ t�«œ« ÁU~A¹UL� “« b¹œ“UÐÅÅÅtÐ+ sOÐ v�œUBð —uÞÅÅtÐ p¹d¼ ÊbOÝ— —«d¥Uð 

µö� «— d~¹œ p¹ Ëœ s¹« t"Ås¹« ‰UL²Š« ¨XÝ« dNþÅÅÅ“«ÅÅbFÐ +Ç ¨bMM"  UIøXÝ« —b

∫qŠ s>Š rOM" ÷d� xœ +OI XŽUÝ “« bFÐ t¥ bLŠ« Ë dNþ “« bFÐ yœ +OI XŽUÝ “« bFÐ t¥

 d?Ý dNþ “«ÅÅÅÅÅbFÐ+V?ðd?� ÈU?¼ÅÃË“  —u?EÅÅt?Ð «— p¹d¼ ÊbOÝ— ÈU¼ÅÊU�“ rO�«uðÅv� Æb�uý d{UŠ —«d

y)ÅÅ,ÅÅ(x t?" È—u?ÞÅÅt?Ð r?¹d?O~Ð dE�ÅÅ—œ   0< x < 60 Ë   0< y < 60� ¨È«Åt?�u?L?� ÈU?C� ÈU¼ÅuCŽ ÆI?◊U

 lK{ tÐ vFÐd� qš«œ∂∞œ +OIÆ©d¹“ qJý® œuÐ bM¼«uš t

ö� «— d~¹œ p¹ bM�«u²Ð bLŠ« Ë s>Š t"ÅÅs¹« È«dÐ+u� b¹UÐ ¨bMM"  U+ dÝ l+—œ ÊUA�bOÝ— —«d

tKEU�Ï v�U�“ ±µœ +OI d~¹œÅp¹ “« t—
Ô

 «d¹“ Æb¼œ Œ+� t" b�œuÐ t²ý«cÖ —«dI j±µœ +OId~¹œÅp¹ È«dÐ t

 ÈËU>�U� UÐ Ê«uðÅv� «— ◊dý s¹« ÆbMM" d³E+KD�—bIv

  x − y <15



±∞∏

 bLŠ« dÖ« ¨‰U¦� È«dÐ Æœd" ÊUOÐ±¥œ +OIö� «— d~¹œÅr¼ bÝdÐ s>Š “« bFÐ t+vMF¹ ÆbMM"Åv�  U

  y − x =14

U¹

  x − y = −14

t−O²� —œ        x − y =14

dÐ ÈËU>�U� ¨s¹«dÐUMÐ+ÆXÝ« —«d

 —«œu?L�  x − y <15t?O?ŠU?� ¨X?Ý« —uB×� È«Åt�uL� ÈUC� qš«œ —œ t" Ï�u?� IÊU?A?� «— XO

Æb¼œÅv�

60

15

6015

x − y = −15

x − y =15

ÅtOŠU� dÖ«Ï�u� It?OŠU�® XOÏ UÐ «— ©Áœ—uš —uýU¼ r UÐ «— È«Åt�uL� ÈUC� Ë RÁU~�¬ ¨rO¼œ ÊUA� 

vMF¹ »uKD� ‰UL²Š«P(r)∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“  —uEÅtÐ 

                                                                                      

tOŠU� XŠU>�ÏÅ
     P(r) = r                        

                                                
lÐd� XŠU>�                                        

  YK¦� Ëœ+t¹Ë«e-«ÅrzUÏsO+U>-«ÅÈËU>²� lÐd� XŠU>�             

                 


#                                            


.   ≠   


#               


.  lK{ tÐ+ tLzU¥µ lK{ tÐ             ∂∞

      

  
=

                                                                                  

602ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

    

  
=

602 − 1
2 (45)2 + 1

2 (45)2





602

        ) 0/ 44



±∞π

s�dL�

±�Å ‡‡I b?M�U� È«ÅtDxÁ“U?Ð —œ v�œUBð —uÞ tÐ «— Ï   0, 3 !t?²?ý«œ t"Ås¹« ‰UL²Š«ÆrOM"Åv� »UP²�«Å

 rOýUÐ  1< x < 2 / 5ÆbOM" sOOFð «— 

≤ lÐd� ÈË— dÐÅ ‡‡Q  UBPA� UÐ   Q = (x,y)   0≤ x ≤1 ,  0≤ y ≤1{ }� p¹ I—uÞ tÐ «— tD

 rOýUÐ t²ý«œ t"Ås¹« ‰UL²Š«ÆrOM"Åv� »UP²�« v�œUBð  x ≤ y ≤1− xÆbOM" sOOFð «— 

≥� Ëœ ÅÅ‡‡IÁ“UÐ —œ v�œUBð —uÞ tÐ «— tDÏ   0,1 ! t"Ås¹« ‰UL²Š«ÅÆrOM"Åv� »UP²�«

  
x − y < 1

2«— 

ÆbOM" «bOÄ

¥Á“UÐ —œ Å‡‡Ï   0,1[ ]� Ëœ Ij?šÅÁ—U?Ä tÝ tÐ «— Á“UÐ t" b�uýÅv� »UP²�« È—uÞ v�œUBð —uÞ tÐ tD

ðIÆbM¼bÐ YK¦� p¹ qOJAð jšÅÁ—UÄ tÝ t" bOM" «bOÄ «— s¹« ‰UL²Š«ÆbMM" rO>

µ� p¹Å ‡‡ÅI tD(x,y) ÈUNÝ√— tÐ v¦K¦� ÈË— dÐ v�œUBð —uÞ tÐ «—   (0 ,0)Å¨  (4  ,0) Ë   (3  ,2)

ø X>OÇ d¹“ ÈU¼b�UAOÄ ‰UL²Š«ÆrOM"Åv� »UP²�«

Å©Ån-«  x < 2 ©Å»  x < 2y

Å©ÅÛ(x  , y) ÈU?¼Å”√— t?Ð q?OD²>� p¹ ÊË—œ   (1 ,0)Å¨  (1 ,2)Å¨  (2  ,2) Ë   (2  ,0) ¨+t?²ý«œ —«d

ÆbýUÐ

∂� p?¹ÅÅÅ‡‡ÅÅÅI?‡? l?K?{ t?‡?Ð Ÿö?{ô«ÅÈËU?>?²?� Y?K?¦?� p?¹ ÊË—œ v?�œUBð —uÞ tÐ tD≥»U?P?‡²�« 

� Ê¬ tKEU� t" Ê¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD�Å¨œuýÅv�I “« d²AOÐ ”√— d¼ “« tD±ÆbýUÐ 

∑Š œ«b?Ž« —u?×?� ÈË—ÅÅÅÅ‡‡I?O?I?Å¨v?  R� ¨ÅI?‡ ◊U?‡?a Ë bb?‡?�«ÅÁb?ý »U?P?²?�« v?‡?�œU?B?‡?ð —u?Þ t‡Ð 

Å∫t"ÅÅÅÅÈ—uÞÅtÐ  −2 ≤ b ≤0 Ë   0≤ a ≤ 3t³ÝU×� XÝ« »uKD�¨ÏtKEU� t" Ê¬ ‰UL²Š« Ï sOÐ a Ë bd²Ö—eÐ 

 “«≥ÆbýUÐ 

∏Š œbŽ Ëœ ‡‡ÅIOI sOÐ v�œUBð —uÞ tÐ v∞ Ë ≤∫t" Ê¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD�Æb�uýÅv� »UP²�« 

 “« d²L" œbŽ Ëœ ŸuL−� Å©n-«≤ÆbýUÐ 

 “« d²AOÐ œbŽ Ëœ ŸuL−�Å ©Å»±ÆbýUÐ 

 sOÐ œbŽ Ëœ ŸuL−�Å ©ÅÛ± Ë ≤ÆbýUÐ 

π sOÐ v�œUBð —uÞ tÐ œbŽ Ëœ ‡‡∞ Ë ≤Æb�uý v� »UP²�« 

 ÈËU>� œbŽ Ëœ X³>� t" Ê¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� Å©Ån-«±ÆbýUÐ 



±±∞

 “« d²L" œbŽ Ëœ X³>� t" Ê¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� Å©Å»±ÆbýUÐ 

 sOÐ œbŽ Ëœ X³>� t" Ê¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� Å©ÅÛ¥[∞ Ë µ[∞ÆbýUÐ 

±∞‡‡ ‰U¦� —œÅ ¥ d²Ö—eÐ jšÅÁ—UÄ rOM"Åv� ÷d� gPÐ s¹« AB dÐ«dÐ   2l d²JÇu" jšÅÁ—UÄ Ë CD

 ÈËU>�l�Æb?ýUÐ I tDE ÈË— v?�œUBð —uÞ tÐ «—  ABt?" Ê¬ ‰U?L?²Š« XÝ« »uKD�ÆrOM"Åv� »UP²�«

EBÅ¨ÅAE Ë ÅCDÆbM¼bÐ YK¦� p¹ qOJAð 

±± t-Q>�Å ‡‡±∞ÆbOM" qŠ d¹“  ôUŠ —œ «— 

 dÖ« Å© n-«  AB = 4l Ë CD = lÆ

 dÖ« Å©Å»AB = nl Ë CD = l Ê¬ —œ t"Å¨nÆXÝ« vFO³Þ œbŽ p¹ 

±≤  —U³Ž —œÅ‡‡  2p − q� I  V¹d{ —«bp sOÐ v�œUBð —uÞ tÐ «— ± Ë≤� Ë I V¹d{ —«bq«— 

 sOÐ v�œUBð —uÞ tÐ  −1 Ë ≥“« d²L" ôUÐ  —U³Ž qEUŠ t"Ås¹« ‰UL²Š« XÝ« »uKD�ÆrOM"Åv� »UP²�« 

  
1
2ÆbýUÐ 

±≥Å® ‰U¦� —œ ‡‡µt-Q>� Å©ÅÏ ŸUFý ÈUł tÐÅ¨“UÐd²Ç 

  
1

11 œbŽÅ¨

  
1
9 +—œÆbOM" qŠ «— t-Q>� Ë bO¼œ —«d

 lK{ tÐ vFÐd� È«dÐ «— t-Q>� vK" X-UŠl ŸUFý Ë RÆbOM" qŠ 

±¥ XŽUÝ “« bŠ«Ë X"dý ÈU¼Å”uÐuð« ‡‡∑ d¼ Ë bMM"Åv� —U" tÐ ŸËdý `³E ±µœ +OI—U³J¹ t

 X?ŽU?Ý s?O?Ð È«ÅtE×- —œ vBPý dÖ« ÆbMÝ—Åv� vEUš ÁU~²>¹« tÐ∏ Uð ≥∞∫∏œ—«Ë ÁU?~²>¹« s¹« tÐ 

 “« d²L" t"Ås¹« ‰UL²Š« ¨œuýµœ +OIÇ b�ULÐ qDF� tI “« d²AOÐ t"Ås¹« ‰UL²Š« øXÝ« —b±∞œ +OId³E t

Ç bÝdÐ ”uÐuð« Uð bM"IøXÝ« —b

±µ tÐd−ð ‡‡+ s?OÐ b�«uðÅv� vEUš dýU� “« b¹bł »U²" d¼ t" b¼œÅv� ÊUA� vK³¥ Uð ±≤bE—œ

d?ýU?� s?¹« Èb?F?Ð »U?²?" t?"Ås¹« ‰UL²Š« t³ÝU×� XÝ« »uKD� Æb¼œ ’UB²š« œuš tÐ «— »U²" —«“UÐ

 d¦"«bŠ≥µ[∂Æb¼œ ’UB²š« œuš tÐ «— »U²" —«“UÐ bE—œ 

±∂œ V?>?ŠdÐ v�œUBð ÊU�“ ‡‡+OIq?L?F?-«Åf?JŽ vEUš ÈË—«œ tÐ X³>� vEUš Ê«uOŠ t" t

 sOÐ b¼œ ÊUA�≤ Ë ≥[¥œ +OItÐ X³>� Ê«uOŠ s¹« qLF-«ÅfJŽ t"Ås¹« ‰UL²Š« XÝ« »uKD� býUÐÅv� t

 “« d²L" Ë—«œ Ê¬≤µ[≥œ +OIÆbAJÐ ‰uÞ t

±∑Åt?-Q?>� d~¹œ —UÐ ‡‡Ïö� +Êb?O?Ý— ÊU?�“ t?"Ås?¹« ‰U?L²Š« Æb¹dO~Ð dE�—œ «— bLŠ« Ë s>Š  U

 XŽUÝ “« d²J¹œe� s>Š ÊbOÝ— ÊU�“ tÐ bLŠ«¥øXÝ« —bIÇ ¨býUÐ dNþ “« bFÐ 



±±±

±∏t?-œUF� —œ ‡‡Ï   ax + b =0 V¹d{ ¨aÅÁ“U?Ð —œ ÈœbŽ v�œUBð —uÞÅtÐ Ï   1,2[ ] V¹d{ Ë beO� 

ÅÁ“U?Ð “« Èœb?Ž v�œUBð —uÞÅtÐÏ   −1,1[ ]“« d?²?Ö—e?Ð t?-œU?F� »«uł t"Ås¹« ‰UL²Š« ÆXÝ« Ábý »UP²�« 

≤µ[∞Ç býUÐ IøXÝ« —b

±πÅtKEU� —œ vKŽ t"Ås¹« ‰UL²Š« ÆXÝ« U{— Ë vKŽ “« vMHKð ”ULð Ëœ dE²M� dłUð p¹ ‡‡Ïv�U�“ 

 sOÐ≤ Uð ¥tKEU� —œ U{— vMHKð ”ULð ‰UL²Š« Á“«b�« tÐ œdO~Ð ”ULð Ë« UÐ dNþ “« bFÐ ÏXŽUÝ sOÐ v�U�“ 

  2:30 Uð   3:30∫bO¹UL� t³ÝU×� «— d¹“ ÈU¼ÅX-UŠ —œ ‰UL²Š« ÆXÝ« dNþ “« bFÐ 

 vKŽ ©n-«+ªb�eÐ sHKð U{— “« q³

ÅtKEU� ©»Ï “« d²L" vMHKð ”ULð Ëœ ±∞œ +ªbýUÐ tIO

Ë« vKŽ ©ÛÒÅtKEU� ¨œdO~Ð ”ULð ‰Ï “« d²L" U¼ÅsHKð ±∞œ + sHKð Ëœ d¼ Ë býUÐ tIO³+XŽUÝ “« q

≥ÆbýUÐ dNþ “« bFÐ 

¥‡‡∂‰UL²Š« sO�«uR ‡‡ÅÅÅ

ð “« t" rO�«œÅv� IÁ“«b�« Êœd" rO>ÏÁ“«b�« dÐ b�UAOÄ r−Š Ë `DÝ ¨‰uÞ vMF¹Åªb�UAOÄ ÏÈUC� 

 b?�U?A?O?Ä ÈU?C?� t?"Ås?¹« t?Ð t?łu?ð U?Ð Æb?¹¬ v� XÝœ tÐ ‰UL²Š«Å¨t²ÝuOÄ X-UŠ —œ È«Åt�uL�AÁ—«u?L¼ 

tŽuL−�Åd¹“Ï È«Åt�uL� ÈUC� S dÖ« fÄ¨XÝ« P(A)Ë ‰UL²Š« + b�UAOÄ ŸuA∫r¹—«œ tAOL¼ ¨býUÐ 

 qE«±           0≤ P(A) ≤1

S

A

«Ë —œ UłÅs¹« —œ+ ÊuÇ lAtŽuL−�d¹“ Ï SÁ“«b�«Åò X³>� fÄ XÝ« ÏÅåÅAÁ“«b�«Åò tÐ Ï åÅSd²JÇu" ¨

 ÈËU>� U¹±Ë t" XÝ« `{«Ë Ë býUÐÅv� + ÈËU>� v²± t" XÝ« A = S∫fÄÅ¨

qE«≤           P(S) =1

 dÖ« ‰UŠA Ë B È«Åt?�uL� ÈUC� —œ v¹U¼b�UAOÄ «— SU?Hð« r¼ UÐ Ëœ d¼ t" r¹dO~Ð  ‚bM²�«ÅvL� 



±±≤



±±≥

 tOCR≤Å∫Å rOýUÐ t²ý«œ dÖ«A . BÁU~�¬Å¨

 Å©Ån-«P(A) ≤ P(B)Æ

 Å© »P(B − A) = P(B) − P(A)Æ

Å∫ÊU¼dÐ t?" rO�«œÅv�
  

B = (B − A)AÆ®  s?OMâL¼ Å©ÆbOM" Ÿuł— d¹“ qJý tÐÅA Ë B − AÅÅÅÅÅ

 «d????¹“ Å¨b????M????²????>???¼ «b???ł  r???¼ÅÅÅÅÅ“«
  

A(B − A) = .³????Þ s????¹«d????ÐU???M???Ð Æo???? q????E« ≥‰U????L????²???Š«Å Å

P(B) = P(B − A) + P(A)‰UŠ Æ

Å©n6«  U³Ł« ÊuÇ  P(B − A) ≥0 s¹«dÐUMÐ P(A) ≤ P(B)ª

 ©Å»  U³Ł«P(A)-Åu� ÈËU>ð ·dÞ Ëœ tÐ «— ‚r¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ Ë rOM"Åv� t�U{« 

P(B − A) = P(B) − P(A)

A

BS

∫t?łuð —œ +t?OCÏ ≤ ◊dý ¨A . B Z?¹U²� Ê¬ ÊËbÐ Ë XÝ« Â“ô ®v?K?" X-UŠ —œ ©»® Ë ©n-«

dÐ+ö¦� ÆbM²>O� —«dÎÈU¼b�UAOÄ Ær¹e¹—Åv� «— vL-UÝ ”Uð 

 “« d²AOÐ ”Uð œbŽòµ åbýU³� A =

 åbýUÐ ÃË“ ”Uð œbŽòB =

  —uE s¹« —œ Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «—  A = 1,2, 3,4,5{ } Ë   B = 2,4,6{ }t" XÝ« sýË— ÆbýUÐÅv� 

A+B ¨  A − B = 1, 3,5{ }∫r¹—«œ Ë 

  
P(A − B) = 3

6 = 1
2   ,   

  
P(B) = 3

6 = 1
2 ,  

  
P(A) = 5

6

s¹«dÐUMÐ

  
P(A) − P(B) = 5

6 − 1
2 = 1

3 ≠ 1
2 = P(A − B)

dÐ ©»® Ë+dÐ X-UŠ s¹«ÅÅ—œ eO� ©n-«® ÈËU>�U� sOMâL¼ ÆX>O� —«d+œ—«b� vKO-œ vK"ÅÅ—uÞÅtÐ ÆX>O� —«d

Ábý Áœ«œ b�UAOÄ Ëœ È«dÐ t"Ï A Ë B Á—«uL¼ ¨P(A) ÈËU>� U¹ d²JÇu" P(B)ÆbýUÐ 



±±¥

 dÖ« ‰UŠA Ë B t" bMýUÐ Èb�UAOÄ Ëœ 
  

AB ≠ .

Ë ‰UL²Š« ¨bMýU³� d~¹bJ¹ “« «e−� vMF¹+ Ÿu
  

ABvMF¹ 

  

P(AB)� tÇ ItDÐ«— tÐ tłuð UÐÅø œuÐ b¼«uš È—«bÏd¹“ 

 AB = (A − AB)(B − AB)(AB)

Ë —«œuL�  pL" tÐ t"  Ê+d~¹œ ·dÞ “« ËÆXÝ« vÝ—dÐ qÐU

 ÊuÇ
  

(A − AB)Å¨
  

(B − AB) Ë 
  

(AB)∫t−O²� —œ b�d~¹bJ¹ “« «e−� 

 P(AB) = P(A − AB) + P(B − AB) + P(AB)

 ÊuÇ v-Ë
  

AB & A Ë 
  

AB & B∫fÄÅ¨

P(A − (AB)) = P(A) − P(AB)

P(B − (AB)) = P(B) − P(AB)

tDÐ«— Ëœ È—«c~¹Uł UÐ ‰UŠÏtDÐ«— —œ dOš« Ï +∫œuýÅv� t−O²� vK³

 tOCR≥Å∫Å dÖ«A Ë B È«Åt�uL� ÈUC� —œ b�UAOÄ Ëœ SÁU~�¬Å¨bMýUÐ 

  

P(AB) = P(A) + P(B) − P(AB)

∫rOM"Åv� tłuð ‰U¦� Ëœ tÐ ‰UŠ

 ‰U¦�±Å∫ t?�U?š p¹ —œ v~�— Êu¹e¹uKð œułË ‰UL²Š« dÖ«¥±• bOHÝ Ë ÁUOÝÅ¨∏µ•Ëœ d¼ “« Ë 

 Ÿu�≥≤•«ô t�Uš s¹« —œ t"Ås¹« ‰UL²Š« ̈ býUÐ +ÇÅ¨býUÐ œułu� Êu¹e¹uKð Ÿu� Ëœ “« vJ¹ qIøÅXÝ« —b

Å∫qŠ dÖ«AÅ¨v~�— Êu¹e¹uKð œułË b�UAOÄ B Ë bOHÝ Ë ÁUOÝ Êu¹e¹uKð œułË CŸu� Ëœ d¼ œułË 

³Þ Å¨býUÐ Êu¹e¹uKðo∫r¹—«œ ÷d� 

  P(A) =0/ 41 ,  P(B) =0/ 85  ,  P(C) =0/ 32

 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‰UŠ+tOCÏ® ≥∫rO>¹u�Åv�Å©

P(AB) =0/ 85 +0/ 41−0/ 32

                =1/ 26 −0/ 32 =0/ 94

 ‰U¦�≤Å∫Å¨býUÐ t²ý«œ tOK" v²Š«—U� vBPý t"Ås¹« ‰UL²Š« ≤≥[∞ v²Š«—U� ¨ +býUÐ t²ý«œ v³K

≤¥[∞ býUÐ t²ý«œ «— È—ULOÐ Ÿu� Ëœ s¹« “« vJ¹ r" XÝœ Ë ≥∏[∞Ÿu?� Ëœ d¼ t"Ås¹« ‰UL²Š«ÆXÝ« 

Ç býUÐ «—«œ «— È—ULOÐIø XÝ« —b

Å ∫qŠ dÖ«A Ë s²ý«œ ÈuOK" È—ULOÐ b�UAOÄ B È—ULOÐ b�UAOÄ +³Þ ¨býUÐ s²ý«œ v³Ko÷d?� 

S

A B



±±µ

∫r¹—«œ

  P(A) =0/ 23

  P(B) =0/ 24

         P(AB) =0/ 38

∫s¹«dÐUMÐ

P(AB) = P(A) + P(B) − P(AB) =0/09

 bOM" ÷d�A È«Åt�uL� ÈUC� —œ Èb�UAOÄ S vMF¹¨býUÐ A & S qLJ�Å¨A tÐ X³>� St" «— 

 UÐ′A rO¼œÅv� ÊUA�   qLJ� b�UAOÄA«Ë —œÆrO�U�Åv� +Êœ«œ Œ— l′A b�UAOÄ Êœ«b� Œ— ÈUMF� tÐ A

ÆXÝ«

 ŸUL²ł«AË ′A È«Åt�uL� ÈUC� dÐ«dÐ  Sv-Ë XÝ«

 d???~??¹œ ·d??Þ “«AË ′Av???M???F???¹ b??�d??~??¹b??J??¹ “« «e??−??� 

  

A ′A = .∫r¹—«œ fÄÅ¨

P(A) + P( ′A ) = P(A ′A ) = P(S) =1

∫t−O²� —œ

  P( ′A ) =1− P(A)

 ‰U¦�≥Å ∫+ö³Î t?"Ås¹« ‰UL²Š« nt?³ÝU×� «— bMýUÐ t²ý«œ vðËUH²� b-uð “Ë— v�ULNO� p¹ —œ dH� 

∫r¹«ÅÁœd"

  
P(A) = 365 × 364×...×(365 − n +1)

365n

 t"A È«dÐ  ËUH²� b-uð ÈU¼“Ë— b�UAOÄ ÊUL¼ n t"Ås¹« ‰UL²Š« rO¼«uPÐ dÖ« ‰UŠÆœuÐ dH� «bŠ+Ëœ q

«bŠ b-uð “Ë— ÊœuÐ ÊU>J¹ b�UAOÄ ÊuÇ rOM" «bOÄ «— bMýUÐ t²ý«œ v�U>J¹ b-uð “Ë— dH�+rL²� ̈ dH� Ëœ q

 b�UAOÄAfÄ¨XÝ« 

  
P( ′A ) =1− 365 × 364×...×(365 − n +1)

365n

«bŠ t"Ås¹« ÈU¼Å‰UL²Š«+eO� Ë býUÐ ÊU>J¹ ÊUýb-uð “Ë— t" bMýUÐ œułu� ÁËdÖ p¹ —œ dH� Ëœ q

t?×?H?E —œ b?M?ýUÐ t²ý«b� ÊU>J¹ b-uð “Ë— ÈdH� Ëœ êO¼ t"Ås¹«Ïs?¹« “« Â«b?" d¼ÆXÝ« Ábý Áœ—Ë¬ bFÐ 

ÆXÝ« Ábý œdÖ bE—œ s¹d²J¹œe�ÅÅÅÅtÐ U¼Å‰UL²Š«

S

A ′A



±±∂

dH� Ëœ œułË ‰UL²Š«ÊœuÐ  ËUH²� ‰UL²Š«

ÊU�J¹ b6uð “Ë— UÐtL¼ÏU¼b6uð “Ë— 

ÁËdÖ —œ œ«d« œ«bFð

∞•±∞∞•≤

≤•π∏•¥

¥•π∂•∂

∑•π≥•∏

±≤•∏∏•±∞

±∑•∏≥•±≤

≤≤•∑∏•±¥

≤∏•∑≤•±∂

≥µ•∂µ•±∏

¥±•µπ•≤∞

¥∏•µ≤•≤≤

µ¥•¥∂•≤¥

∂∞•¥∞•≤∂

∂µ•≥µ•≤∏

∑±•≤π•≥∞

∑µ•≤µ•≥≤

∏∞•≤∞•≥¥

∏≥•±∑•≥∂

∏∂•±¥•≥∏

∏π•±±•¥∞

π±•π•¥≤

π≥•∑•¥¥

πµ•µ•¥∂

π∂•¥•¥∏

π∑•≥•µ∞



±±∑

 —u?×?� t" È—«œuL� ÈË— «— ‰Ëbł s¹« dÖ« ‰UŠxÁb?M?¹UL� Ê¬ ÈU¼ÅÏ—œ œu?łu� ÈUCŽ« œ«bFð 

 —u×� Ë ÁËdÖytÐ «— d¹“ —«œuL� rOM" ÁœUOÄ¨býUÐ vBPA� VOðdð tÐ —uÐe� ÈU¼Å‰UL²Š« bE—œ Ê¬ ÈU¼Å

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœ

100

90

80

70

60

5040302010

50

10

20

30

40

 ‰U¦� tÐ tłuð UÐ t" XÝ« d"cð tÐ Â“ô∑ gPÐ π‡‡±Ë Æ+ v²  n > 365 XÝ«   P(A) =0b¼«uš 

ÆœuÐ

ÆXÝ« Ábý Áœ—Ë¬ U¼Ås¹dLð —œ s¹dLð p¹ ôUÐ —«œuL� Ë ‰Ëbł œ—u� —œ

 ‰U¦�¥∫ÅtŽuL−� “« Ï œ«bŽ« 
    1,2 , 3,,1000{ }‰UL²Š« ÆrOM"Åv� »UP²�« ·œUBð tÐ ÈœbŽ ̈

dÐ vÐUP²�« œbŽ t"Ås¹«≥ dÐ U¹ µøXÝ« —bIÇ býUÐ d¹cÄÅgPÐ Ëœ d¼U¹ 

∫qŠ s?O?Ð `?O×E œ«bŽ« œ«bFð ± Ë N dÐ t" k r?O?>?Ið “« b�d¹cÄÅgPÐ N dÐ k f?áÝ Ë 

N
k







 ‰U¦� tÐ® b¹¬Åv� XÝœÅÅtÐ∂ —œ + XL>¥‡‡± dÖ« s¹«dÐUMÐ Æ©bOM" tFł«d� AœbŽ ÊœuÐ d¹cÄÅgPÐ b�UAOÄ 

 dÐ vÐUP²�«≥ Ë B dÐ vÐUP²�« œbŽ ÊœuÐ d¹cÄÅgPÐ b�UAOÄ µÁU~�¬ ¨býUÐ 

  
P(A) = 333

1000

  
P(B) = 200

1000



±±∏

 Ë
  

AB œb?Ž Ëœ d?¼ d?Ð v?ÐU?P²�« œbŽ ÊœuÐ d¹cÄÅgPÐ b�UAOÄ ≥ Ë µÅt?³?ÝU×� È«dÐ ÆXÝ« Ï‰U?L²Š« 

 b�UAOÄ
  

AB ÊuÇ ¨≥ Ë µdÐ ÈœbŽ dÖ« fÄ bM²>¼ ‰Ë« r¼ tÐ X³>� ≥ Ë µ dÐ ¨býUÐ d¹cÄÅgPÐ ±µ

 d?Ð Èœb?Ž d?Ö« ¨fJŽdÐ ÆXÝ« d¹cÄÅgPÐ eO�±µd?Ð ÊU?�eL¼ ¨býUÐ d¹cÄÅgPÐ ≥ dÐ Ë µd?¹c?ÄÅgPÐ eO� 

ÆXÝ«

                       s¹«dÐUMÐ

    
P(AB) =

1000
15







1000 = 66
1000

 tÐ UMÐ t−O²� —œ+ÅtOCÏ ≥∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ »uKD� ‰UL²Š« ¨

         
  

P(AB) = P(A) + P(B) − P(AB)

  
= 333

1000 + 200
1000 − 66

1000

                       

  
= 467

1000

 ‰U¦�µ∫ ‰U¦� tÐ tłuð UÐ ¥ Ë +tOCÏ ≥t³ÝU×� È«dÐ ¨Ï vMF¹ b�UAOÄ tÝ ‰UL²Š« 
  

P(ABC)

ÆbOM" «bOÄ v-u�d�

∫qŠr¹—«œ U¼ÅtŽuL−� ’«uš ”UÝ« dÐ 

ABC = (AB)C

                 t−O²� —œ Ë
  

P(ABC) = P (AB)C[ ]
 dÖ«

  

AB“« ÁU~�¬ ¨rOM" ÷d� tŽuL−� p¹ «— + tOCÏ ≥∫Xý«œ rO¼«uš 

®±          ©
  

P (AB)C[ ] = P (AB)[ ] + P(C) − P (AB)C[ ]
«œb−� U�«Î “« +tOCÏ ≥r¹—Ë¬Åv� XÝœÅÅtÐ 

®≤                           ©
  

P (AB)[ ] = P(A) + P(B) − P(AB)

XOEUš o³Þ ËŸUL²ł« dÐ X³>� „«d²ý« Èd¹cÄÅgPÐ 

  

(AB)C = (AC)(BC)

 o³Þ U�«+tOCÏ ≥

                       
  

P (AB)C[ ] = P (AC)(BC)[ ]
           

  

= P(AC) + P(BC) − P (AC)(BC)[ ]
ÊuÇ            (AC)(BC) = ABC



±±π

fÄ

®≥         ©
  

P (AB)C[ ] = P(AC) + P(BC) − P(ABC)

® ÈU¼ÅtDÐ«— È—«c~¹Uł “«≤® Ë ©≥tDÐ«— —œ ©Ï® ±œuýÅv� t−O²� ©

P(ABC)= P(A) + P(B) + P(C)− P(AB)− P(AC)− P(BC)+ P(ABC).

 Ë ‰U¦� s¹« —œ+tOCÏ ≥ŸuL−� “« ̈ d~¹œ vCFÐ Ë b�uýÅv� lLł U¼Å‰UL²Š« “« vCFÐ t" bOMOÐÅv� 

o¹dHð Ë lLł Æb�uýÅv� r" ̈ U¼Å‰UL²Š« U¼Å‰UL²Š« ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý qJ««Ë —œ ÆœuýÅv� ÁbO�U� +¨l

r" t" XÝ« v¹U¼Å‰UL²Š« tÐ ◊uÐd� ‰uLý ÂbŽ Ë b�uýÅv� lLł t" XÝ« v¹U¼Å‰UL²Š« tÐ ◊uÐd� å‰uLýò

Æb�uýÅv�

t?O?C?+ “« ÁœUH²Ý« UÐÏ ≥ ‰U?¦� Ë µ‰u?L?ý Âb?Ž Ë ‰uLý qE« Ê«uðÅv� È«d?Ð® v?K" X-UŠ —œ «— 

n vMF¹ ©b�UAOÄÅÅÅÅP(A1A2 An )Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ 

tL¼ «b²Ð« ¨—U" s¹« È«dÐÏ ÈU?¼b�UAOÄ sJL� ÈU¼Å„«d²ý«   A1 ¨  A2 ¨ì ¨AnË Áœd" «bOÄ «— 

U¼b�UAOÄ “« Èœd� œ«bFð È«—«œ t" v¹U¼Å„«d²ý« ‰UL²Š« ̈ Ê¬ “« fÄ Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— U¼ÅÊ¬ ‰UL²Š«

U?Ð «— b?M?²?>?¼ U?¼b�UAOÄ “« vłË“ œ«bFð È«—«œ t" v¹U¼Å„«d²ý« ‰UL²Š« Ë X³¦� X�öŽ UÐ «— bM²>¼

ÆrO¹uÖÅv� ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý qE« ¨bM¹¬d� s¹« tÐ t" rOM"Åv� t�U{« U¼ÅÊ¬ tÐ vHM� X�öŽ

ÆbM"Åv� pL" u~-« s¹« Êœd" «bOÄ tÐ ¨d¹“ s¹dLð

∫s¹dLð È«dÐ «— ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý qE« ¥ÆbOM"  U³Ł« b�UAOÄ 

 ‰U¦�∂∫ b?OM" ÷d� ≤∞•t?�U?�“Ë— dNý p¹ Âœd� Ï ¨n-« ≤µ•t�U�“Ë— Ï ¨» ±≥¨Û t?�U�“Ë— •

±∞ ̈ » Ë n-« ÈU¼Åt�U�“Ë— •∏ ̈ Û Ë n-« ÈU¼Åt�U�“Ë— •µ ÁdšôUÐ Ë Û Ë » ÈU¼Åt�U�“Ë— •¥tÝÅÅÅÅÅÅd¼ •

ÆbM�«ušÅv� «— t�U�“Ë—

U¼Åt�U�“Ë— s¹« “« p¹ÅÅêO¼ t" œuý »UP²�« dNý s¹« v-U¼« “« ·œUBð tÐ vBPý t"Ås¹« ‰UL²Š«

øXÝ« —bIÇ ¨b�«uP� «—

∫qŠ d?Ö« E ¨F Ë Gb?�U?A?O?Ä ¨b?ýU?Ð Û Ë » ¨n-« ÈU¼Åt�U�“Ë— Êb�«uš ÈU¼b�UAOÄ VOðdð tÐ 

 ¨b?�«u?P?Ð «— Û Ë » ¨n-« ÈU¼Åt�U�“Ë— “« vJ¹ r"ÅXÝœ Ábý »UP²�« œd� t"ÅÅÅÅs¹«
  

EF GÆXÝ« 

 dÐ«dÐ ¨b�«uP� «— U¼Åt�U�“Ë— “« p¹ÅêO¼ Ábý »UP²�« œd� t"Ås¹« ‰UL²Š« t−O²�ÅÅÅÅ—œ
    1− P(EF G)

‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý qE« o³Þ fÄ ÆXÝ«



±≤∞

P(EFG) = P(E) + P(F) + P(G) − P(EF)

                    −P(EG) − P(F G) + P(EFG)

ÅÅ                                    =0/ 25 +0/ 20+0/13 −0/10

                                               −0/08 −0/05 +0/04

ÅÅÅ                                                                   =0/ 39

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ »uKD� ‰UL²Š« ¨s¹«dÐUMÐ

   1−0/ 39 =0/ 61

s�dL�

±dH� —UNÇ ¨ÊU²ÝdOÐœ p¹ tÝ—b� Ë t�Uš sL−�« —œ X¹uCŽ XNł dH� p¹ »UP²�« È«dÐ ‡‡ 

 Êb?ý »UP²�« ‰UL²Š« dÖ« Æb�«ÅÁbý b¹b�U"A Êbý »UP²�« ‰UL²Š« dÐ«dÐ Ëœ BË býUÐ  B Ë Cf?�Uý 

 Êb?ý »U?P?²?�« ‰U?L²Š« v-ËÅ¨bMýUÐ t²ý«œ Êbý »UP²�« —œ dÐ«dÐC Êb?ý »U?P?²�« ‰UL²Š« dÐ«dÐ Ëœ D

∫ XÝ« »uKD�¨býUÐ

 t"Ås¹« ‰UL²Š«Å©Ån-«C�u� oªœuý »UP²�« tÐ 

Å©Å»A�u� oÆœuA� »UP²�« tÐ 

≤vMOF�ÅÅÅÅÅr�Uš ̈ Èd³"« r�Uš ÊUO{UI²� sOÐ “« Æœ—«œ “UO� bM�—U" p¹ tÐ jI� v�UÖ—“UÐ X"dý p¹ ‡‡

«Åt�dŠ ÈU¼Å —UN� qO-œ tÐ ÆbM²>¼ j¹«dý bł«Ë È—bOŠ r�Uš ËÈÊUA¹« t" s¹« ‰UL²Š« ¨vMOF� r�Uš 

 b�uý Â«bP²Ý«≤∞ Ë Èd³"« r�Uš “« d²AOÐ •≤∞r�Uš t" s¹« ‰UL²Š« ÆXÝ« È—bOŠ r�Uš “« d²AOÐ •

Ç œuý Â«bP²Ý« vMOF�IøXÝ« —b

≥ ¨¯—eÐ ÈU¼dNý “« vJ¹ —œ t" b¼œÅv� ÊUA� —U�¬ ‡‡≤µ Ë “Ë— ‰uÞ —œ rz«dł •≤∞rz«dłÅÅÅÅ•

 U?N?M?ð dÖ« ÆœdOÖÅv�  —uE dNý ÊË—œ —œ≤∞t?�u?Š —œ rz«dł •Ï¨b?M?²?HOÐ ‚UHð« “Ë— ‰uÞ —œ Ë dNý 

—œ U?¼ÅÂd?ł b?E—œ b?M?Ç øbM¼œÅv� Œ— Vý ‰uÞ —œ Ë dNý ÊË—œ U¼ÅÂdł bE—œ bMÇ  —uE s¹«ÅÅÅ—œ

t�uŠÏøb²�«Åv� ‚UHð« Vý ‰uÞ —œ Ë dNý 

¥ÆbOM" XÐUŁ f�Uý r¼dOž ‰UL²Š« È«dÐ «—  ôUL²Š« XOEUš tÝ Å‡‡

µ b�UAOÄ Ëœ È«dÐ Å‡‡ A Ë B È«Åt�uL� ÈUC� “« S∫bOM" XÐUŁ 



±≤±

                  © n-«
  

P(A ′B ) = P(A) − P(AB)

    © »P( ′A  ′B ) =1− P(A) − P(B) + P(AB)

∂  b�UAOÄ Ëœ È«dÐÅ ‡‡ÅÅÅA Ë B È«Åt�uL� ÈUC� “« S ∫r¹—«œ   P(A) = P(B) =1∫bO¼œ ÊUA� ¨

    P(AB) =1Æ

∑Åv?-U?Ž “« t?"Ås?¹« ‰U?L?²?Š«Å¨b?M?" Êb¹œ ÊUNHE« dNý “« vBPý t" rOM" ÷d�Å ‡‡Å+b?¹œ“U?Ð uÄU

bM"∑¥[∞ bM" b¹œ“UÐ ÊUNHE« —«“UÐ “« t"Ås¹« ‰UL²Š«Å¨∑∞[∞bM" b¹œ“UÐ l�Uł b−>� “« t"Ås¹« ‰UL²Š«Å¨

∂¥[∞ v?-U?Ž “« t"Ås¹« ‰UL²Š«Å¨+ b?M?" Êb¹œ Ëœ d¼ —«“UÐ Ë uÄU¥∂[∞Ë ÊU?N?H?E« —«“UÐ t"Ås¹« ‰UL²Š«Å¨

 b?M?O?³Ð «— l�Uł b−>�¥¥[∞Åv?-U?Ž “« t"Ås¹« ‰UL²Š« Ë + b?M?" Êb?¹œ l?�Uł b−>� Ë uÄU∑≤[∞ÆXÝ« 

 œËdÐ ÊUJ� tÝ d¼ b¹œ“UÐ tÐ t"Ås¹« ‰UL²Š«≥¥[∞«ô hPý s¹« t"Ås¹« ‰UL²Š«ÆXÝ« +tÝ s¹« “« vJ¹ q

Ç bM" Êb¹œ «— ÊUJ�IøÅXÝ« —b

∏∫t" bO¼œ ÊUA�Å ‡‡ÅÅ 

©n-«
  

P(A) ≥ P(AB)

©»
  

P(A) ≤ P(AB)

π²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Å‡‡ÅI dÖ« bOM" XÐUŁ v{U¹— È«d  A1Å¨  A2Å¨ìÅ¨AnÅ¨n«e−�ËœÅtÐ Ëœ b�UAOÄ 

∫ÁU~�¬ ¨bMýUÐ

P(A1A2  ...  An ) = P(A1) + P(A2) +  ...  + P(An )

±∞ “« ÁœUH²Ý« UÐÅ ‡‡+Å tOC≥ Á«uP-œ b�UAOÄ Ëœ È«dÐ t" bOM" XÐUŁÅ ÅA Ë B

    P(AB) ≥ P(A) + P(B) −1

±±∫bO¼œ aÝUÄ d¹“  ô«RÝ tÐ Ë b¹—ËUOÐ œU¹ÅtÐ «— b-uð “Ë— tÐ ◊uÐd� —«œuL� Ë ‰ËbłÅ‡‡

� Å©n-«ItDÏø œ—«œ v²OL¼« tÇ sO¹UÄ Ë ôUÐ —«œuL� Ëœ œ—ušdÐ 

∫rO¼œ t�«œ« XÝ«— tÐ «— —«œuL� dÖ«

øbM"Åv� ÈdOOGð tÇ ÊU>J¹ b-uð “Ë— UÐ dH� Ëœ œułË tÐ ◊uÐd� —«œuL� Å©Å»

øÅbM"Åv� ÈdOOGð tÇ ÊU>J¹ b-uð “Ë— UÐ dH� Ëœ œułË ÂbŽ tÐ ◊uÐd� —«œuL� Å©ÅÛ

±≤ tŽuL−� “« ·œUBð tÐ ÈœbŽ ‡‡
    1,2, 3, ,1000{ }∫t" s¹« ‰UL²Š« ÆrOM"Åv� »UP²�« 

 dÐ vÐUP²�« œbŽ ©n-«≥�« ¨býUÐ d¹cÄÅgPÐ Ò dÐ UµÇ ¨býU³� d¹cÄÅgPÐ IøXÝ« —b

 dÐ t� vÐUP²�« œbŽ ©»≥ dÐ t� Ë µÇ ¨býUÐ d¹cÄÅgPÐ IøXÝ« —b



±≤≤

±≥tŽuL−� “« ‡‡Ï 
    1,2, 3, ,1000{ }œbŽ t"Ås¹« ‰UL²Š« ÆrOM"Åv� »UP²�« ·œUBð tÐ ÈœbŽ 

 dÐ vÐUP²�«¥ dÐ Ë d¹cÄÅgPÐ µ Ë ∑øXÝ« —bIÇ býU³� d¹cÄÅgPÐ 

±¥‰U?¦?� p?¹ X?-U?Š d?¼ È«dÐ ¨UŽœ« s¹«  U³Ł« È«dÐ ÆbM²>O� XÝ—œ tAOL¼ d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— ‡‡

bO�eÐ iI�Æ

©n-«P(AB) = P(A) + P(B)

©»   P(AB) = P(A)P(B)

±µ ÊU²Ý—ULOÐ p¹ Ê«—ULOÐ œ«bFð ‡‡∂≥ ¨œ«d�« s¹« “« t" XÝ« dH� ≥∑ Ë œd� dH� ≤∞È«dÐ dH� 

 d?Ö« Æb�«ÅÁbý Èd²>Ð vŠ«dł qLŽ±≤—œ ¨b?M?ýU?Ð œd� vŠ«dł qLŽ È«dÐ ÊUÖbý Èd²>Ð sOÐ “« dH� 

 “« dH� bMÇ  —uEÅÅÅÅs¹«∂≥Æb�«ÅÁbý Èd²>Ð vŠ«dł qLŽ È«dÐ t� Ë bM²>¼ œd� t� —ULOÐ 

±∂ ‡‡A , B Ë CtDÐ«— bOM" XÐUŁ ÆbM²>¼ b�UAOÄ tÝ Ï

P(ABC) = P(A) + P(B) + P(C)

 XÝ« XÝ—œUNMð Ë dÖ« dÖ«ÅtDÐ«— ÏªbýUÐ XÝ—œ d¹“ 

P(AB) = P(AC) = P(BC) =0

±∑bOM" XÐUŁ ‡‡

  

P(ABC) ≤ P(A) + P(B) + P(C)

±∏ s¹dLð ÈËU>�U� ¨v{U¹— È«dI²Ý« pL" tÐ ‡‡±∑ È«dÐ «— nÆbOM" XÐUŁ b�UAOÄ 



±≤≥

lÐUM�

± Æs?O?- @?M?� ‡‡ u¹Ë sO- ‡‡ vð @M¹Ëuý ‡‡t?¹dE�Ï¨Ê¬ ÈU?¼œd?Ð—U?� Ë U¼ÅtŽuL−� tLłdð® Ï∫

 ÛUÇ ¨Ê«dNð ¨v¼U~A�«œ dA� e"d� Æ©ÊUO-uÝ— bOLŠ±≥∂∏Æ

≤ Æ‰Uð b¹u¹œ ‡‡  —«uO²Ý« ÊU¹« ‡‡ UO{U¹— v�U³�tLłdð® ÏdA� e"d� ̈ ©vLO¼«dÐ« ÈbN�bL×� ∫

 ÛUÇ ¨Ê«dNð ¨v¼U~A�«œ±≥∂µÆ

≥Æs?O?>×�öž ¨VŠUB� ‡‡v?{U¹— eO6U�¬ Ë« bKł ¨Ò¨Ê«d?N?ð ¨s?OKJ�«d�  «—UA²�« t>ÝR� ¨‰

±≥¥∏Æ

¥ ª«d¼“ ¨U¹uÖ ªr¹d� ¨U¹uÖ ¨ÊóOÐ ¨tM~�“ È—uNþ ‡‡v¼UÖ—U� U¹ vKLŽ  b� ÁUðu� ÈU¼ÅÁ—Ëœ

¨v{U¹— ‘“u�¬ ¨Ê«dNð ¨X�bš sL{ ÈU¼Å‘“u�¬ q" Á—«œ« ±≥∑≤Æ

µ ÆÃ—u?ł ¨U?O-uÄ ‡‡ Ær?O?M?� q?Š «— t6Q�� t�u~Çt?Lłdð® Ï¨ÊU?N?O?"  «—UA²�« Æ©Â«—¬ bLŠ« ∫

 ¨ÂËœ ÛUÇ ¨Ê«dNð±≥∂πÆ

∂ ÆÈô ̈ ÈU" ̈ p�UÇ ‡‡ÅÅt¹dE�Ï¨vœUBð ÈU¼bM¹¬d Ë ‰UL²Š« vðU�bI� rÝUI-«uÐ« ∫tLłdð® 

 ¨v¼U~A�«œ dA� e"d� ¨©ÈbOŠË rÝU+ ¨v¾�UO�±≥∂µÆ

∑ Æb?-U?�Ë— ¨‰u?á-«Ë ÆË ÆÊUł ¨b�Ëd� ‡‡v?{U¹— —U�¬r?ÝU?+ b?L?×� Ë ÈbOLŽ vKŽ ∫tLłdð® ¨

 ¨Ê«dNð ¨v¼U~A�«œ dA� e"d� ©qE« bOŠË±≥∑±Æ

∏ Æ·« ÆÈ« ¨Êu>ðdÐ«— Æ”« Ævð ¨f¹öÐ ‡‡ ¨s¹dLð ‘Ë— tÐ d³ł©v²ÝËœ sO>Š ∫tLłdð® 

 ¨Ê«dNð ¨Ê«dJ²³� dýU�±≥∑∞Æ

π ̈ ÊU¼ sOý @�UO- ‡‡tÝbM¼ Ë jK²g� œ«bŽ«¨v¼U~A�«œ dA� e"d� ̈ ©È“ËdHNÐ bL×� ∫tLłdð® ̈

 ̈ Ê«dNð±≥∑∂Æ

±∞ ÆtK-«ÅÕË— ̈ —uÄ v�UNł ‡‡ ‰UL²Š«¨vLÞU�  «—UA²�« vŽu{u� ÈU¼Å»U²" ÈdÝ “« ̈ ©ÂËœ bKł®

 ̈ Ê«dNð±≥∑πÆ

±±Æb?O?FÝ ¨v�U�dN+ ‡‡‰U?L?²Š« v�U³� ¨©U?O?�Å¯—e?Ð r?ÝU?I-«uÐ« Ë —UJ¼Uý s>×�öž ∫tLłdð® 

 ¨n¹dý v²FME ÁU~A�«œ vLKŽ  «—UA²�« t>ÝR�±≥∑∑Æ

±≤ ¨ÊËb?Ký ¨”«— ‡‡‰U?L?²?Š« v�U³� «—U?A?²?�« ¨©ÊU?O?Ý—U?Ä b?L?Š« Ë v�«bL¼ vKŽ ∫tLłdð® ¨

 ¨v¹UNÐÅÅÅÅaOý±≥∑µÆ
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