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ÊU?H�« ‚öš dJHð Ë ⁄u³� q-UŠ Ë U¼œ—ËU²Ýœ s¹dðÅ¯—eÐ “« vJ¹ ‰«d~²�« Ë qOH�«dH¹œ »UHŠ

ÊUNł ÆXÝ«×ð Ë dOOGð ‰UŠ—œ uÒt²ýU³�« ‰«Ë“ Ë bý— ÈU¼ÅÁb¹bÄ Ë X�dŠ ‰UŠ —œ v�UHł« “« ¨vLz«œ ‰

»U?H?Š “« ÁœU?H?²?Ý« Ë v?{U?¹— È“U?ÝÅ‰b?� p?L?� tÐ X�dŠ Ë dOOGð tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅÁb¹bÄ XšUMý ÆXÝ«

® sðuO� „«e¹« ÊuÇ v�U�«œÅv{U¹— ÈU¼Ågýu� q-UŠ t� XÝ« dHO� ‰«d~²�« Ë qOH�«dH¹œ±∑≤∑‡‡±∂¥≤©

® f?²?O?M?³?¹ô rNK¹Ëb¹dHðuÖ Ë±∑±∂‡‡±∂¥∂—œ ¨Èd?A?Ð g?�«œ “« t?²ý— s¹« ÈÅÁœUF	«Å‚—Uš Ê«uð ÆXÝ« ©

XOFXu� “« v{U¹— ÂuKŽ ÈÅt-dŽ —œ Uð XÝ« Ábý YŽUÐ ̈ ÁœUÝ ÈU¼Å‘Ë— Ë sO�«uX tÐ ÁbOâOÄ q¹UH� q¹b³ð

Æœuý —«œ—ušdÐ È«ÅÁó¹Ë

U?N?M?ð  b?¹U³� U�« œuý tz«—« vHK²3� ÈU¼œdÐ—U� Ë  ËUH²� ÈU¼ÅÁUÖb¹œ UÐ b�«uðÅv� ”—œ s¹« tÇdÖ«

Ë v?{U?¹— ÈU?¼Å‘“—« t?Ð X?Ý« È—Ëd?{ Ë œu?ý ÕdD� U¼Å‘Ë— Ë sO�«uX “« È«ÅtŽuL−� vKdF� Ê«uMŽÅtÐ

rOM�Åv� tO-uð »U²� s¹« f¹—bð —œ Æœuý tłuð vKU� —bX tÐ t²HN� U¼ÅÊ¬ ‰u-« —œ t� vH¹UD	 Ë U¼Åv¹U³¹“

b� q-« Ëœ t�Ò∫býUÐ Âd²×� Ê«—UJL¼ dE�

±v?L?H?−ð ÈU¼Å‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ÊUJ�« bŠ Uð b¹UÐ v³KD� d¼ ‡‡Ë ¨Èœb?Ž  U³ÝU×� ¨vÝbM¼ 

ÆœœdÖ f¹—bð Èd³ł ’«uš

≤b¹UÐ Ë XÝ« vFX«Ë Ë vKLŽ ÈU¼œdÐ—U� ¨”—œ s¹« —œ U¼Å‘Ë— Ë sO�«uX Ë n¹—UFð ÊUOÐ ”UÝ« ‡‡

Æœuý t²KdÖ pL� rO¼UH� ‰UI²�« È«dÐ U¼ÅÊ¬ “«

bŠ Uð «— V	UD� r¹«ÅÁœd� vFÝ ̈ Ê«“u�¬Åg�«œ —œ v	u-« Ë vIDM� dJK œU−¹« È«dÐ Ë ”UÝ« s¹« dÐ

t?Ð «— U?¼ÅÊ¬ v{U¹— ÈU¼ÅtOCX Ë ‰u-« ÊUOÐ ÈÅtKOÝËÅtÐ ÁUÖÅÊ¬ Ë Áœd� “Už¬ ÈœuNý q¹UH� ÕdÞ “« ÊUJ�«

 —u?- ÊUOÐ tÐ UNMð Ë Ábý dE�Å·d- ÁbOâOÄ ÈU¹UCX vCFÐ  U³Ł« d�– “« sOMÇÅr¼ ÆrO�eÐ b�uOÄ U¼œdÐ—U�

ÆXÝ« Ábý UH²�« ÊUýœdÐ—U� v~�u~Ç Ë U¼ÅÊ¬

 U?Žu?{u?� Èd?O?Ö—U?�Åt?Ð Ë `?O×- f¹—bð tÐ “UO� ¨v{U¹— ÈU¼Å»U²� d¹UÝ bM�UL¼ »U²� s¹« —œ

Õd?D?� Ê«“u?�¬Åg?�«œ È«d?Ð e?O?� s?¹d?L?ð ÈœU?¹“ œ«bFð ÆXÝ« ”uH×� Ê¬ V	UD� ÈdOÖœU¹ È«dÐ ÈœdÐ—U�

Ê«“u�¬Åg�«œ tÐ Ë bMM� È—«œœuš q¹UH� ÂULð qŠ Ë ”ö� —œ È—«dJð œ—«u� ÕdÞ “« e¹eŽ Ê«—UJL¼ Æb�«ÅÁbý

Æb?�“«œd?á?Ð U?¼Ås?¹d?L?ð q?Š t?Ð v?¹ULM¼«— X×ð Ë œuš tÐ ¡UJð« UÐ Ë rONÝ ÈdOÖœU¹ —œ œuš t� bM¼œ Á“Uł«

Õd?Þ ”ö?� —œ v?KU?� X?-d?K  —u?- —œ U¹ Âdð ÊU¹UÄ —œ t� œ—«œ œułË »U²� ÈUN²�« —œ eO� v¹U¼Ås¹dLð

„—œ Ë s¹dLð È«dÐ ÁËöŽÅtÐ ÆœuL� ÁœUH²Ý« d~¹œ q¹UH� qŠ —œ Ê«uðÅv� Ê¬ Z¹U²� “« ‰UŠ d¼ —œ v	Ë b�œdÖ

ÆœuýÅv� tO-uð ”—œ s¹« —œ r¼ dðuOá�U� Ë »UHŠ sOýU� “« ÁœUH²Ý« ¨ÈœdÐ—U� q¹UH� d²NÐ

v?{U?¹— Áb?J?A?�«œ v?LKŽ  QO¼ ¡UCŽ«  U¹dE� “« »U²� ÛUÇ “« q³X b�«ÅÁœd� vFÝ ÊUH	R� ÁËdÖ

d?N?Çu?M?� d?²?�œ ÈU?X¬ »UMł tKLł “« ÁU~A�«œ bOðUÝ« všdÐ Ë v{U¹— Ê«dOÐœ Ë ÊUNH-« v²FM- ÁU~A�«œ

ÆbM�Åv� È—«e~ÝUáÝ ÊU�¬ tL¼ “« vÝ—œ V²� nO	Qð Ë Èe¹—Åt�U�dÐ d²Kœ ÆbMM� ÁœUH²Ý« ‰U-Ë

 UJ� Ë œ—«u� rOM�Åv� XÝ«uš—œ »U²� ÊUÖbM�«uš d¹UÝ Ë e¹eŽ Ê«“u�¬Åg�«œ ¨Âd²×� Ê«dOÐœ “«

 «d?E?� s?¹« “« Èb?F?Ð ÈU?¼ÅÛU?Ç —œ U?ð b?M¹U�dK ‰UÝ—« d²Kœ s¹« tÐ «— œuš  «dE� Ë U¼œUNMAOÄ ¨vý“u�¬

Æœuý ÁœUH²Ý«

vÝ—œ V²1 nO3Qð Ë Èe¹—Åt(U�dÐ d²6œ
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œbŽ p¹ —u×( “« tDI� d¼ fJŽdÐ Ë œuýÅv( h:A( —u×( “« tDI� p¹ UÐ vIOIŠ œbŽ d¼

œbŽ p¹ UÐ U¼ÅÊ¬ ‰uÞ tS b�—«œ œułË —u×( ÈË— vÞUI� tS rOMOÐÅv( ‰UŠ ÆbMSÅv( h:A( «— vIOIŠ

ö¦( ¨X%O� ÊUOÐ qÐU# U¹uÖÎ∫

0 1 2

1

 Ëœ d¼ Ê¬ tLzU# t¹Ë«“ Ÿö{« tS È«Åt¹Ë«eI«ÅrzU# YK¦(±‰uÞ Ær¹dOÖÅv( dE�—œ «— bM²%¼ bŠ«Ë 

 Ê¬ dðË  2 ‰uÞ tÐ È«ÅtDI� ÆXÝ«   2 œbŽ g¹UL� —u×( ÈË—   2 vIË ¨XÝ«   2tS —uÞÅÊUL¼ 

ö?³?#Î l?#«ËÅÅÅ—œ ©ø«d?Ç® ÆX?%?O?� U?¹u?Ö b?¹«ÅÁb¹œ   2Æœ—«œ »ËU?M?²?(d?O?ž ÊU?¹U?ÄÅv?Ð È—U?A?Ž« j?%?Ð p¹ 

  2 =1/ 41423562...

œb?Ž Ëœ X?L?%?#ÅÃ—U?š  —u?�Åt?Ð œ—«œ »ËU?M²(dOž ÊU¹UÄÅvÐ È—UAŽ« j%Ð tS vIOIŠ œbŽ d¼

 dOE� ¨rO(U�Åv( r�« œbŽ «— Ê¬ Ë X%O� ÊUOÐ qÐU# `O×�  2 U¹ π = 3 /141592653 ...s¹«dÐUMÐ Æ

 UÐ tS vIOIŠ œ«bŽ« tŽuL−(  RvÐËUMð ÊU¹UÄÅvÐ U¹ÅÅ¨ÅÅÊU¹UÄ UÐ È—UAŽ« j%Ð UÐ œ«bŽ« “« œuýÅv( Áœ«œ ÊUA� 

∫r¹—«œ Ë ¨XÝ« Ábý qOJAð r�« œ«bŽ« vMF¹ ¨vÐËUMðdOž ÊU¹UÄÅvÐ Ë U¹uÖ œ«bŽ« vMF¹

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

ÈU?¼ÅvÖó¹Ë ‰UŠ
±

ÊU?O?Ð ¨U?¼ÅÊ¬ ÊœuÐ d¹cÄÅt%¹UI( Ë ¨Èd³ł ÊUL²šUÝ ÿU×I “« «— vIOIŠ œ«bŽ« 

∫rOMSÅv(

 rOMS ÷d�  x,y,z ∈ R¨

 ©nI«  x + y ∈ RÆ

 ©»  x × y ∈ R Æ®Åx × y UÐ «— xy©ÆbM¼œÅv( g¹UL� eO� 

 ©Ãx + (y + z) = (x + y) + zÆ

 ©œx × (y × z) = (x × y) × zÆ

 ©‡¼x + y = y + xÆ

 ©Ëx × y = y × xÆ

±ÁœU?H?²?Ý« œu?š  U?³?ÝU×( —œ U¼ÅÊ¬ “« bM�«u²Ð b¹UÐ jI� Ê«“u(¬Åg�«œ Ë X%O� ”öS —œ U¼ÅvÖó¹Ë s¹«  U³Ł« tÐ È“UO� ‡‡

ÆbMMS



ÅÅÅÅÅÅÅ≥

ÅÅ ©“  x + 0= xÆ

 ©Õ  x × 1= xÆ

 dÖ« ©◊  x ∈ R¨ ÁUÖÅÊ¬   ( − x) ∈ R tS œ—«œ œułË   x + ( − x) =0 ®Å− x ÈÅtM¹d# «— xÆ©bM(U�Åv( 

 d??Ö« ©È    0 ≠ x ∈ R ÁU??ÖÅÊ¬ ¨x − 1 = 1
x

∈ R t???S œ—«œ œu??łË 

  
x × 1

x
=1 ®Å  x − 1

 ÊË—«Ë «— x

Æ©bM(U�Åv(

 ©„x × (y + z) = (x × y) + (x × z)Æ

∫n¹dFð rOMS ÷d�   x,y ∈ R ¨q{UHð y “« x∫“« XÝ«  —U³Ž 

x − y = x + ( − y)

 È«“«ÅtÐ  y ≠ 0 rO%Ið ¨x dÐ y∫XÝ« sOMÇ 

  
x y = x

y
= x × y − 1

 ÈË—  R ÈÅtDÐ«— <∫b?O�«u:Ð® ÈdðÅpÇu� ÈÅtDÐ«— d?¹“ ÈU¼ÅvÖó¹Ë È«—«œ tS œ—«œ œułË ©

∫XÝ«

 rOMS ÷d�  x,y,z ∈ R

∫XÝ« —«d#dÐ d¹“ ÈÅtDÐ«— tÝ “« vJ¹ jI� Ë vJ¹ ©nI«

x < y U¹ x = y U¹ y < x

 dÖ« ©»x < y Ë y < z ÁUÖÅÊ¬ ¨x < zÆ

 dÖ« ©Ãx < y ÁUÖÅÊ¬ ¨x + z < y + zÆ

 dÖ« ©œ  0 < x Ë   0 < y ÁUÖÅÊ¬ ¨  0 < x × yÆ

 ÈÅtDÐ«—≤ ® ÈË— ©ÈËU%( U¹ “« dðÅpÇuS ÈÅtDÐ«— ∫bO�«u:Ð  R∫œuýÅv( n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ 

x ≤ y vMF¹ x < y U¹ x = y

—«d?# ÁœU?H?²?Ý« œ—u?( Èœb?F²( œ—«u( —œ Ê¬ rLOMO( Ë rLO%SU( Ë —«b�«dS ÈU¼ÅtŽuL−( rO¼UH(

Ær¹“«œdÄÅv( U¼ÅÊ¬ oO#œ n¹dFð tÐ tS b�dOÖÅv(

∫n¹dFð ÈÅt?ŽuL−(   A ⊂ R “« «— —«b!«d� ôUÐ ÁUÖd¼ bM¹uÖ   x ∈ Rt?S býUÐ t²ý«œ œułË 

 d¼ È«“«ÅtÐa ∈ A ¨a ≤ x XIUŠ s¹« —œ Æx p¹ «— ÈôUÐ Ê«d� A —œ   RÆbM(U�Åv( 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ¥

∫n¹dFð ÈÅtŽuL−(   A ⊂ R “« «— —«b!«d� sO¹UÄ ÁUÖd¼ bM¹uÖ   x ∈ RtS býUÐ t²ý«œ œułË 

 d¼ È«dÐa ∈ A ¨x ≤ a XIUŠ s¹« —œ Æx p¹ «— sO¹UÄ Ê«d� A —œ   RÆbM(U�Åv( 

∫n¹dFð ÈÅtŽuL−(   A ⊂ R «— —«b!«d�ÆbýUÐ —«b�«dS sO¹UÄ “« r¼ Ë ôUÐ “« r¼ ÁUÖd¼ bM¹uÖ 

 «— Ê¬  —u� s¹« dOž —œÊ«d�ÅvÐÆbM(U�Åv( 

ö³# tS «— d~¹œ ÂuNH( Ëœ tDÐ«— s¹« —œÎ∫rOMSÅv( È—Ë¬œU¹ r¹«ÅÁb¹œ 

 ∫n¹dFð rOMS ÷d�  A ⊂ R œbŽ dÖ« ÆbýUÐ —«b�«dS ôUÐ “« M uCŽ AtS býUÐ t²ý«œ œułË 

 d?¼ È«dÐa ∈ A r?O?ýUÐ t²ý«œ a ≤ M ÁU?ÖÅÊ¬ ¨M «— ÈÅt?Žu?L?−?) rLO+�U) AU?Ð «— Ê¬ Ë b?M(U�Åv( 

maxAÆbM¼œÅv( ÊUA� 
±

 XIOIŠ —œ® M ÈôUÐ Ê«dS p¹ A©ÆXÝ« eO� Ê¬ uCŽ Ë 

∫n¹dFð rOMS ÷d�   A ⊂ R œbŽ dÖ« ÆbýUÐ —«b�«dS sO¹UÄ “« m uCŽ A¨býUÐ t²ý«œ œułË 

 d¼ È«dÐ tSa ∈ A rOýUÐ t²ý«œ m ≤ a ÁUÖÅÊ¬ ̈m ÈÅtŽuL−( rLOMO( «— A UÐ «— Ê¬ Ë bM(U�Åv( minA

ÆbM¼œÅv( ÊUA�
≤

 XIOIŠ —œ® mÊ«dS sO¹UÄ  A©ÆXÝ« eO� Ê¬ uCŽ Ë 

ÈU¼ÅvÖó¹Ë
≥

vIOIŠ œ«bŽ« d~¹œ 

tŽuL−( s¹« “« Èd~¹œ ’«uš ¨vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−( œ—u( —œ ‚u� ÈU¼ÅvÖó¹Ë ‘d¹cÄ UÐ

∫rOMSÅv( È—Ë¬œU¹ «— U¼ÅÊ¬ “« všdÐ UłÅs¹« —œ ¨œdS XÐUŁ Ê«uðÅv( «—

 rOMS ÷d�  a,b,c,d ∈ R¨

 ‡‡a + b = a + c dÖ« UNMð Ë dÖ« ¨b = cÆ

 ‡‡− ( − a) = aÆ

 ‡‡( − a)b = − (ab) Ë − (a + b) = − a − bÆ

 ‡‡a(b − c) = ab − acÆ

 ‡‡  a × 0=0Æ

 dÖ« ‡‡ab = ac Ë   a ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨b = cÆ

 dÖ« ‡‡  a ≠ 0 Ë   b ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨  (ab) − 1 = a − 1b − 1
 dÖ« Ë   a ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨  (a

− 1) − 1 = aÆ

 dÖ« ‡‡  ab =0 ÁUÖÅÊ¬ ¨  a =0 U¹   b =0Æ

± ‡‡M ÈUN²�« uCŽ «— AÆbM(U�Åv( r¼ 

≤ ‡‡m È«b²Ð« uCŽ «— AÆbM(U�Åv( r¼ 

≥ÆXÝ« È—Ë¬œU¹ XNł »U²S —œ U¼ÅÊ¬ ÊUOÐ ÆX%O� ”öS —œ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« “« p¹ÅêO¼  U³Ł« tÐ “UO� ‡‡



ÅÅÅÅÅÅÅµ

 ‡‡( − a)( − b) = abÆ

 dÖ« ‡‡  b ≠ 0 Ë   d ≠ 0∫ÁUÖÅÊ¬ ¨

± ‡‡

a
b

+ c
d

= ad + bc
bd

≤ ‡‡

a
b

× c
d

= ac
bd

≥ ‡‡(
d
b

) − 1 = b
d

Æ

 Ê¬ dÐ ÁËöŽ dÖ«  c ≠ 0∫ÁUÖÅÊ¬ ¨

¥ ‡‡(
a
b

) (
c
d

) = ad
bc

Æ

∫n?¹dFð œbŽ ÊuÇ ∞ d?~?¹œ v?I?OIŠ œbŽ d¼ È«dÐ XÝ« vIOIŠ œbŽ p¹ a ∫r¹—«œ   a > 0U¹ 

  a < 0 ‰Ë« XIUŠ —œ Æa œbŽ «— X³¦) «— Ê¬ ÂËœ XIUŠ —œ Ë vHM) ÆbM(U�Åv( R
+ = a ∈ R : a > 0{ }

vIOIŠ œbŽ È«dÐ dÖ« ÆXÝ« X³¦( vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−( a rOýUÐ t²ý«œ   a ≥ 0 ¨a «— vHM)dOžU¹ 

vHM)U! dÖ« Ë   a ≤ 0 ¨a «— X³¦)dOž U¹ X³¦)U!ÆbM(U�Åv( 

 dÖ« ‰UŠ  a ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ̈  a ∈ R
+

 U¹   ( − a) ∈ R
+

ÈÅtDÐ«— ’«uš “« d~¹œ všdÐ Ë VKD( s¹« Æ

∫rOMSÅv( ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— U¼ÅÊ¬ tS b�«ÅÁbý t�öš d¹“ —œ VOðdð

 rOMS ÷d� ‡‡  a,b,c ∈ R¨

 dÖ« ©nI«a < b Ë   c > 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨ac < bcÆ

 dÖ« ©»a < b ÁUÖÅÊ¬ ¨− a > − b dÖ« ¨’Uš XIUŠ —œ Æ  a < 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨  − a > 0Æ

 dÖ« ©Ã  a ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨  (a
2 = a × a)a2 > 0 t−O²�—œ Ë   1 > 0Æ

 dÖ« ©œa < b Ë   c < 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨ac > bcÆ

 dÖ« ©‡¼  ab > 0 œ«bŽ« ÁUÖÅÊ¬ ¨a Ë bÆb�«ÅvHM( Ëœ d¼ U¹ X³¦( Ëœ d¼ 

 dÖ« ©Ëa < b Ë c < d ÁUÖÅÊ¬ ¨a + c < b + dÆ

 dÖ« ©“  0 < a < b Ë   0 < c < d ÁUÖÅÊ¬ ¨ac < bdÆ

 d~¹œ vÖó¹Ë

ÊU?O?Ð d?¹“  —u?�Åt?Ð Ë X?Ý« ÂuÝu( vÝbOLý—« v‡Öó¹Ë t‡Ð vIOIŠ œ«b‡Ž« d~‡¹œ rN( v‡Öó¹Ë



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂

∫œuýÅv(

 vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐy vIOIŠ œbŽ d¼ Ë ¨  x > 0 vFO³Þ œbŽ ¨n tS œ—«œ œułË nx > y

«“ Ë¹óÖv (Nr �u‚ ̈œ— (u—œ «Žb«œ ŠIOIv �²U¹Z (HObÈ ŠU�q (vÅýuœ ̈«¹s �²O−tÅ¼U Ž³U—ðMb «“∫

 t−O²!±∫ vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ a vFO³Þ œbŽ p¹ ¨n tS œ—«œ œułË n > aÆ

 ∫ U³Ł« ”bOLý—« q�« —œy = a Ë   x =1ÆœuýÅv( q�UŠ t−O²� ¨rOMSÅv( ÷d� 

 t−O²!≤∫ vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ   a > 0 vFO³Þ œbŽ ¨n tS œ—«œ œułË 

  

1
n

< aÆ

∫ U³Ł« ”bOLý—« q�« —œ x = a Ë   y =1ÆœuýÅv( ÷d� 

 t−O²!≥∫ vIOIŠ œbŽ êO¼ r d¼ È«dÐ tS œ—«b� œułË È«  n ∈ N rOýUÐ t²ý«œ n < rÆ

∫ U³Ł« sOMÇ dÖ« r rOMSÅv( ÷d� ”bOLý—« q�« —œ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ œułË È«y = rË 

  x =1 ÷d� dÐ UMÐ ÊuÇ ÁUÖÅÊ¬ Ær vFO³Þ œ«bŽ« tL¼ “« n êO¼ «cI XÝ« dðÅ¯—eÐ ntS œ—«b� œułË È«

  n × 1 > r sOMÇ «cI ÆXÝ« i#UMð —œ ”bOLý—« q�« UÐ t−O²� s¹« tS ÆrÆœ—«b� œułË È«

 t−O²!¥∫ v?IOIŠ œbŽ Ëœ d¼ sOÐ x Ë y d?Ö« vMF¹ ¨œ—«œ œułË U¹uÖ œbŽ p¹ q#«ô x < y¨

 ÈU¹uÖ œbŽ p¹ ÁUÖÅÊ¬
m
n

 tS œ—«œ œułË x < m
n

< yÆ

∫ U³Ł« r?O?MSÅv( ÷d� tK¾%( XO(uLŽ Êœ«œ XÝœ “« ÊËbÐ   0 < x < y fÄ ¨  0 < y − x«cI ¨

 t?−?O²� dÐUMÐ≤ v?F?O³Þ œbŽ ¨n t?S œ—«œ œułË 

1
n

< y − x d?~¹œ  —U³Ž tÐ   ny − nx > 1Êu?Ç vIË ¨

 œbŽ Ëœ tK�U�ny Ë nx “« ±U(ËeI fÄ XÝ« d²AOÐ  Î ̀ O×� œbŽ p¹ m tS œ—«œ œułË nx < m < ny¨

 fÄx < m
n

< yÆœuýÅv( q(US  U³Ł« Ë 

 t−O²!µ∫ vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ sOÐ x Ë yÆXÝ« U¼ÅÊ¬ sOÐ tS ¨œ—«œ œułË r�« œbŽ p¹ 

∫ U³Ł« rOMSÅv(Å÷d� x < y fÄ ̈

  

x

2
< y

2
 t−O²� dÐ UMÐ ‰UŠ ª¥ sOÐ 

  
x

2
 Ë 

  
y

2
p¹ 

 ÈU?¹uÖ œbŽ

m
n

 v?M?F¹ œ—«œ œułË 

  

x

2
< m

n
< y

2
 f?Ä x < 2

m
n

< y vIË 

  
2

m
n

œb?Ž p¹ 

ÆXÝ« q(US  U³Ł« Ë ©ø«dÇ® XÝ« r�«
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`O×> ¡eł

—«d# vI«u²( ̀ O×� œbŽ Ëœ sOÐ vIOIŠ œbŽ d¼ tS r¹dOÖÅv( t−O²� vÝbM¼ Ë ÈœuNý vÝ—dÐ UÐ

∫œ—«œ

n+ 1n

X

 vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ d~¹œ  —U³Ž tÐx `O×� œbŽ p¹ ¨n tS œ—«œ œułË   n ≤ x < n + 1Ë ¨

 œbŽ s¹«n œbŽ ÆXÝ« U²J¹ n UÐ «— x[ ] ® XS«dÐx «— Ê¬ Ë rO¼œÅv( ÊUA� ©œbŽ ̀ O×> ¡eł x¨rO(U�Åv( 

r¹—«œ fÄ

  
x[ ] = max n ∈ Z n ≤ x{ }

ö¦(Î   2 / 7[ ] = 2 Ë   − 4 / 3[ ] = − 5Æ

 d¼ È«dÐx∫XÝ« ̀ O×� ¡eł lÐUð È«dÐ vLN( vÖó¹Ë p¹ Ë XÝ« —«d#dÐ d¹“ ÈËU%(U� ̈ vIOIŠ 

  x[ ] ≤ x < x[ ] + 1

vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtA¹— Ë Ê«uð

 vIOIŠ œbŽ ÈU¼ÅÊ«uða vFO³Þ œ«bŽ« È«“«ÅtÐ ± Ë   n > 1 —u�ÅtÐ ∫b�uýÅv( n¹dFð d¹“ 

  a
1 = a

  a
n = a n − 1 × a

Ê«uð È«dÐ v¹«dI²Ý« vH¹dFð s¹«œbŽ p¹ vFO³Þ ÆXÝ« vIOIŠ 

ŠU‰ Ðt? ðFd¹n ðu?«Ê �×O`? Ðd«È ¹p Žbœ ŠI?OIv �U?�Hd (v?ÅÄdœ«“¹rÆ �d÷ SM?Or a ¹p? Žbœ

ŠIOIv �U�Hd ÐUýbÆ ÐMU Ðd ðFd¹n ̈  a
0 =1Æ Ðd«È n ̈St n ¹p Žbœ �×O ̀(¦³X ®Þ³OFv© «ÝX ̈a n

 —«

œ— ÐUô ðFd¹n SdœÁÅ«¹rÆ ŠU‰ «Öd n ¹p Žbœ �×O` (MHv ÐUýb ®¹FMv   ( − n) ∈ N©Å̈ ðFd¹n (vÅSMOr∫

a n = (
1
a

) − n

∫tS rO�«œÅv( ¨X³¦( vIOIŠ œ«bŽ« vFO³Þ ÈÅtA¹— n¹dFð È«dÐ

 dÖ«  a ≥ 0 Ë   n ∈ N ÈU²J¹ œbŽ ÁUÖÅÊ¬ ¨  b ≥ 0 tS œ—«œ œułË bn = aÆ

 —«bI(b UÐ «— an
 «— Ê¬ Ë bM¼œÅv( g¹UL� ÈÅtA¹— nœbŽ Â«


 aÆbM(U�Åv( 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏

 dÖ«n œbŽ d¼ È«dÐ ̈ býUÐ œd�   a ∈ R ÈÅtA¹— ̈n Â«a dÖ« vIË œ—«œ œułË nœ«bŽ« ̈ býUÐ ÃË“ 

 ÈÅtA¹— vHM(n »d{Åq�UŠ ÊuÇ ªb�—«b� Â«nbŽ œ


 v²#Ë® vHM( n«c?I Ë œuýÅv( X³¦( ©XÝ« ÃË“ 

an
vHM( œbŽ È«dÐ  aÃË“ œbŽ Ë  nÆœ—«b� œułË 

 vIOIŠ œbŽ tS bMMSÅv( XÐUŁ v¼U~A�«œ ÈU¼Å»U²S —œ  2ÈÅtŽuL−( ÈôUÐ Ê«dS s¹dðÅpÇuS 

  
A = q ∈ Q  :q > 0 ,  q2 < 2{ } —œ   RÆXÝ« 

 È«dÐ —uÞÅsOL¼r = m
n

∈ Q ¨  (n ∈ N) Ë   a ≥ 0∫rOMSÅv( n¹dFð 

a r = ( an )m

±‡‡≤œUL! bMÇ UÐ v¹UMý¬ ‡‡

 b?M�U( vð—U³Ž tÐ dÖ«  x ≥ 2 Ë r?OMS œ—ušdÐ xs?¹« ÁU?ÖÅÊ¬ ¨r?¹dO~Ð Á«u:Iœ vIOIŠ œbŽ p¹ «— 

 “« všdÐ È«dÐ  —U³Žx “« všdÐ È«dÐ Ë XÝ—œ U¼x —U³Ž vIË ÆXÝ« XÝ—œU� U¼

   x2 ≥ 0d¼ È«dÐ ¨

 œUL� “« dOš« VKD( ÊUOÐ È«dÐ ÆXÝ« XÝ—œ vIOIŠ œbŽ∀ ®ÁœUH²Ý« rO�«uðÅv( ©åd¼ È«dÐò bO�«u:Ð

∫rOMS

    ∀ x ∈ R, x2 ≥ 0

 vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ vMF¹x r¹—«œ   x2 ≥ 0Æ

—U?³Ž dÖ« ‰UŠ 


   x2 = 2 v?I?OIŠ œbŽ Ëœ ¨r¹dO~Ð dE�—œ «—   ( ± 2)s?¹« —œ tS b�—«œ œułË 

 œUL� “« œ—«œ œułË ÊUOÐ È«dÐ ÆbMMSÅv( ‚b�  —U³Ž∃∫rOMSÅv( ÁœUH²Ý« 

    ∃ x ∈ R, x2 = 2

v?IOIŠ œbŽ p¹ q#«b‡Š vMF¹   (x = 2)x t?‡S œ—«œ œułË   x2 = 2 È«dÐ Æs²ý«b! œułË“« e?O� 

œUL�∃ ö¦( ªrOMSÅv( ÁœUH²Ý«Î—U³Ž  


    ∃ x ∈ R,x2 = − 2

 bM�U( ÈœbŽ êO¼ œuýÅv( Áb�«ušx —œ   RÂËœ Ê«uð tS œ—«b� œułË bŽ Ê¬ œ


 ≤Å− ÆbýUÐ

 dÖ«ò  —U³Ž  x,y ∈ R
+

 ÁUÖÅÊ¬ ¨  x + y ∈ R
+

—u�ÅtÐ v¼UÖ eO� å 


  x,y ∈ R
+ ⇒ x + y ∈ R

+



ÅÅÅÅÅÅÅπ

«b?Ž« d?Ö« t?SÅs¹« “« XÝ«  —U³Ž Ê¬ vMF( Ë œuýÅv( t²ýu�œ


vIOIŠ ³?¦( X


 x Ë yr?OMS lLł r¼ UÐ «— 

‰Ë« XL%# tS œË—Åv( —USÅtÐ vF#u(  —U³Ž s¹« ÆXÝ« X³¦( vIOIŠ œbŽ p¹ eO� Ê¬ q�UŠ¨ —U³Ž 

Æb¼œ t−O²� «— Ê¬ ÂËœ XL%#

ò  —U³Ž Ê¬ dÐ ÁËöŽa + b = a + c dÖ« UNMð Ë dÖ« b = c —u�ÅtÐ v¼UÖ eO� å

a + b = a + c ⇔ b = c

 r¼ UÐ  —U³Ž Ëœ s¹« tS XÝ« s¹« Ê¬ vMF( Ë œuýÅv( t²ýu�‰œUF) U¹ b!“—«År¼Èd~¹œ p¹d¼ “« vMF¹ Æ

ÆX�dÖ t−O²� Ê«uðÅv( «—

±‡‡≥oKD)—bI ‡‡

 œbŽ UÐ dþUM²( ÈÅtDI� ÈÅtK�U� ̈ vIOIŠ œ«bŽ« vÝbM¼ g¹UL� —œa UB²:( √b³( Uð —u×( ÈË— 

 «— —«bI( s¹« ¨œ—«œ Ê«Ë«d� XOL¼«oKD)—bI aÆbM(U�Åv( 

∫n¹dFð vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ a oKD(—b# ¨a∫rOMSÅv( n¹dFð sOMÇ «— 

  
a =

a      a ≥ 0

− a    a < 0




 ¨‰U¦( È«dÐ  2 / 3 = 2 / 3 Ë   − 1/ 4 =1/ 4 tS œdS XÐUŁ Ê«uðÅv( ÆXÝ« a = max a, − a{ }Æ

 v?I?OIŠ œbŽ d¼ È«dÐ tS XÝ« `{«Ëa ¨− a ≤ a ≤ ad?Ö« tS œdS XÐUŁ Ê«uðÅv( v²Š«—ÅtÐ Æ

  a ≥ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨x ≤ a dÖ« UNMð Ë dÖ« ¨− a ≤ x ≤ aÆ

 È«“«ÅtÐ  a > 0 ◊UI� ÈÅtŽuL−( vÝbM¼ g¹UL� ¨x tS ¨x ≤ a∫“« XÝ«  —U³Ž 

a− O a

∫n¹dFð dÖ« a Ë b “« —uEM( ¨bMýUÐ vIOIŠ œbŽ Ëœ ÈÅtK>UJ a Uð b œbŽ ¨a − bÆXÝ« 

©YK¦) ÈËU+)U!® oKD)—bI ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« všdÐ

± vIOIŠ œ«bŽ« È«dÐ ‡‡a Ë b r¹—«œ ¨a + b ≤ a + bÆ

≤ ‡‡  a =0 dÖ« UNMð Ë dÖ«   a =0Æ

≥ ‡‡a − b = b − aÆ
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¥ ‡‡ab = a bÆ

µ dÖ« ‡‡ÅÅ  b ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨

a
b

=
a
b

Æ

∂ ‡‡ÅÅa − b ≤ a + bÆ

∑ ‡‡  a
2 = a2

Æ

∏ ‡‡ÅÅ  a = a2
Æ

π ‡‡a − b ≤ a − bÆ

 ÈU¼ÅtŽuL−(d¹“ “« všdÐ ¨qB� s¹« ÊU¹UÄ —œ  RÆrOMSÅv( n¹dFð b�—«œ ’Uš XOL¼« tS «— 

∫n¹dFð dÖ« ©nI«   a,b ∈ R Ë a ≤ bÈÅtŽuL−( ¨

(a, b) = x ∈ R  :  a < x < b{ }
 sOÐ vIOIŠ ◊UI� ÈÅtŽuL−( vMF¹®a Ë b «— ©“UÐ ÈÅtK>UJ U¹ “UÐ ÈÅÁ“UÐ UÐ «— Ê¬ Ë bM(U�Åv( a,b] [r¼ 

ÆbM¼œÅv( g¹UL�

∫XÝ« d¹“  —u�ÅtÐ Ê¬ vÝbM¼ g¹UL�

a b

 dÖ« tS bOMS X#œa = b ÁUÖÅÊ¬ ¨(a, b) = ∅Æ

 dÖ« ©»  a,b ∈ R Ë a ≤ bÈÅtŽuL−( ¨

a,b[ ] = x ∈ R  :  a ≤ x ≤ b{ }

= a{ } U(a, b)U b{ }
 s?OÐ vIOIŠ ◊UI� ÈÅtŽuL−( vMF¹®a Ë b œuš ÈÅt�U{« tÐ a Ë b «— ©t²+Ð ÈÅtK>UJ U¹ t²+Ð ÈÅÁ“UÐ

a,b[ ]∫“« XÝ«  —U³Ž Ê¬ vÝbM¼ g¹UL� ÆbM(U�Åv( 

 dÖ« tS bOMS X#œa = b ÁUÖÅÊ¬ ¨a,b[ ] = a{ }Æ

bM�U( Èd~¹œ ÈU¼ÅÁ“UÐ

a,b[ [ = a,b[ ) = x ∈ R  :  a ≤ x < b{ }

a b

a b
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Ë

  a,b] ] = a,b( ] = x ∈ R  :  a < x ≤ b{ }

ÆrO�«ušÅv( “UÐÅrO� «— U¼ÅÁ“UÐ Ÿu� s¹« Æb�«Ån¹dFð qÐU# r¼

n¹dFð Æb�Ë—Åv( —USÅtÐ ‰«d~²�« Ë qO%�«dH¹œ »U%Š nK²:( YŠU³( —œ eO� d¹“ Ê«dSÅvÐ ÈU¼ÅÁ“UÐ

 È«dÐ ∫b�d¹“ Õdý tÐ U¼ÅÊ¬ vÝbM¼ ÈU¼Åg¹UL� UÐ Á«dL¼ U¼ÅÁ“UÐ s¹«  a ∈ R
±

¨

a, + ∞( ) = x ∈ R  :  x > a{ }

a, + ∞[ ) = x ∈ R  :  x ≥ a{ }

− ∞ ,a( ) = x ∈ R  :  x < a{ }

− ∞ ,a( ] = x ∈ R  :  x ≤ a{ }

  ( − ∞ , ∞ ) = R

∫ n¹dFðv~¹U%L¼ “UÐ  v?IOIŠ œbŽ a œbŽ q(Uý tS È“UÐ ÈÅÁ“UÐ “« XÝ«  —U³Ž atÐ ÆbýUÐ 

“UÐ ÈÅÁ“UÐ ¨d~¹œ  —U³Ž (c,d) v~¹U%L¼ «— a ÁUÖd¼ bM(U�Åv( a ∈ (c,d)Æ

∫ n¹dFð vIOIŠ œbŽ Ê—UI²( v~¹U%L¼ a“UÐ ÈÅÁ“UÐ “« XÝ«  —U³Ž 

(a − ε ,a + ε )

a b

a

a

± œUL� ÈUłÅtÐ v¼UÖ ‡‡+ ∞ œUL� “« ¨∞ÆœuýÅv( ÁœUH²Ý« 

a

a

a

c da



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤

 Ê¬ —œ tS  ε > 0 Ê—UI²( v~¹U%L¼ «— Á“UÐ s¹« Æa ŸUFý tÐ ε v¼UÖ Ë εv~¹U%L¼  aÆbM(U�Åv( 

 —u?�Åt?Ð ÈU?¼ÅÁ“UÐ(a,a + ε ) X?Ý«— v?~?¹U?%?L¼ «— a  —u?� t?Ð ÈU?¼ÅÁ“U?Ð Ë (a − ε ,a)«— 

 éÇ v~¹U%L¼aÆbM(U�Åv( 

ö¦(Î   (0, 3) œbŽ “UÐ v~¹U%L¼ p¹ ≤ sOMÇÅr¼ ¨XÝ«   (1, 3) Ë 

  

3
2

,
5
2





 Ê—UI²( ÈU¼Åv~¹U%L¼ ≤¨b�«Å

 vIË  2, 3( ) È«dÐ v~¹U%L¼ p¹ ≤ÆX%O� 

 Ê—UI²( v~¹U%L¼a ŸUFý tÐ ε∫Xýu� Ê«uðÅv( r¼ d¹“ qJý tÐ «— 

  
(a − ε ,a + ε ) = x ∈ R  :  x − a < ε{ }

 œb?Ž dÖ« ‰UŠa È«d?Ð Ê—U?I?²( ·Ëc×( v~¹U%L¼ p¹ ¨r¹—«œdÐ tŽuL−( s¹« “« «— aX?ÝœÅtÐ 

∫b¹¬Åv(

    (a − ε ,a + ε ) − a{ } = x ∈ R  :  0 < x − a < ε{ }
 Ê—UI²( ·Ëc×( v~¹U%L¼ «— Ê¬ tSa ŸUFý tÐ εÆbM(U�Åv( eO� 

©ÆXÝ« Á“UÐ Ëœ ŸUL²ł« tJKÐ ¨X%O� Á“UÐ p¹ ¨tDI� p¹ ·Ëc×( v~¹U%L¼ tS bOMS X#œ®

 ÈÅtŽuL−( g¹UL�
  
R − x: x − a ≤ ε{ } = x ∈ R  :  x − a > ε{ }∫XÝ« d¹“ qJý tÐ eO� 

ين�هاتمر

±Èœb?Ž ¨v?H?M?( œb?Ž p?¹ ”uJF( Ë X³¦( ÈœbŽ ¨X³¦( œbŽ p¹ ”uJF( tS bOMS XÐUŁ ‡‡

ÆXÝ« vHM(

≤ dÖ« ‡‡  0 < a < b tS bOMS XÐUŁ ¨  0 < b − 1 < a − 1
Æ

≥ dÖ« ‡‡a ≤ b ¨b ≤ c Ë a = c tS bOMS XÐUŁ ¨b = cÆ

¥ È«“«ÅtÐ ‡‡  a > 0 tS bOMS XÐUŁ ¨− a < x < a dÖ« UNMð Ë dÖ«   x
2 < a2

Æ

aa − ε a + ε

aa − ε a + ε

aa − ε a + ε

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅ±≥

µ dÖ« ‡‡ÅÅ  0 < a < 1 d¼ È«dÐ tS bOMS XÐUŁ ¨  n ∈ N ¨  0 < a n ≤ aÆ

∂vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ dÖ« ‡‡ÅÅ   ε > 0 rOýUÐ t²ý«œ   0 ≤ x < ε tS bOMS XÐUŁ ¨  x =0Æ

∑∫XÝ« Á“UÐ p¹ d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−( “« p¹ÅÂ«bS ‡‡

 ©nI«  x:0 < x − 1 < 3{ }
 ©»  x: 3 < x − 2{ }
 ©Ã  x: x − 2 < 3{ }
 ©œ

  
x: x ∉ Z{ }

∏  —u�ÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÈËU%(U� ‡‡ÅÅx − α < β∫bO%¹uMÐ 

 ©nI«  2 < x < 4Æ

 ©»  − 5 < x < − 3Æ

 ©Ã  − 3 < x < 2Æ

π tS bOMS XÐUŁ ‡‡  A ⊂ R X³¦( vIOIŠ œbŽ dÖ« jI� Ë dÖ« XÝ« —«b�«dS KtS býUÐ œułu( 

 d¼ È«“«ÅtÐx ∈ A rOýUÐ t²ý«œ x ≤ KÆ

±∞∫bOMS XÐUŁ ‡‡

ÆXÝ« œbŽ Ê¬ v~¹U%L¼ p¹ ¨œbŽ p¹ v~¹U%L¼ Ëœ „«d²ý« ©nI«

Ê—UI²( v~¹U%L¼ p¹ ¨œbŽ p¹ Ê—UI²( v~¹U%L¼ Ëœ „«d²ý« ©»ÆXÝ« œbŽ Ê¬ 

±± r?O?M?S ÷d� ‡‡a Ë b t?S b?M?ýU?Ð vIOIŠ œbŽ Ëœ a < b ÈU?¼ÅÁ“U?Ð t?S b?OMS XÐUŁ Æ(a, b)¨

a,b[ ) ¨a,b( ] Ë a,b[ ]Æb�—«b�«dS 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥

مجله�ى رياضىمجله�ى رياضى

تابع
b?N?Ž “« ÊU?«œÅv?{U?¹— Æb?�¬ X?ÝœÅtÐ  UO{U¹— ÈÅtFÝuð ÈÅt�«œ« —œ lÐUð ÂuNH�

»U$Š t& vU�“ “« U�« b«Åt²ý«œ lÐUð ÂuNH� “« vLN³� ÈU¼ÅÁb¹« vDÝË ÊËd0 Uð ÊU²ÝUÐ

l?ÐU?ð n?¹dFð oO0œ ÊUOÐ tÐ “UO ¨X4U¹ tFÝuð r¼bH¼ Êd0 dš«Ë« —œ ‰«d~²« Ë qO$«dH¹œ

 sOðô XG= “« ålÐUðò Æbý ”U$Š«PerformjÝuð «b²Ð« Ë Ábý t²4dÖ åqLŽò ÂuNH� tÐ 

v$OzuÝ Ê«œÅv{U¹— dK¹Ë« ÆXÝ« t²4— —U&ÅtÐ f²OM³¹ô X�öŽ ¨r¼b−¼ Êd0 q¹«Ë« f(x)

 ÈÅt?D?I? —œ l?ÐU?ð —«bI� Ê«uMŽÅtÐ «—xr?¼œ“u? Êd?0 j?Ý«Ë« —œ ÂU?−«dÝ Ë œd& —UO²š« 

∫XÝ« Áb¹œdÖ tz«—« tKJ¹d¹œ jÝuð lÐUð “« d¹“ n¹dFð Æbý d¼Uþ Ê¬ oO0œ n¹dFð

 ∫n?¹d?F?ð l??ÐU?ðf n??¹d?F?ð ÈÅÁ“u?Š U?¹ t?M?�«œ p?¹ “« X?Ý«  —U?³?Ž Dfp?¹ Ë 

tz«—« —«bI� p¹ jI4 Ë vJ¹ ¨tM�«œ uCŽ d¼ È«dÐ t& È—uÞÅtÐ ¨tDÐU{ U¹ qLF=«—u²Ýœ

Æœuý

 UÐ «— lÐUð œdÐ U¹ d¹œUI� ÈÅÁ“uŠ dÖ«R f∫r¹—«œ ¨rO¼œ g¹UL 

R f = f(x) : x ∈ Df{ }
 UÐ «— lÐUð v¼UÖ t& œuL X0œ b¹UÐf(x) XIOIŠ —œ v=Ë bM¼œÅv� g¹UL r¼ f(x)¨

 ÈÅtDI —œ lÐUð —«bI�xö¦� ÆXÝ« Î lÐUð rO¹uÖÅv� dÖ«   x2 +1«— ‘«ÅtM�«œ t&ÅÊ¬ ÊËbÐ ¨

vMF¹ ¨rOM& sOOFð

  Df = R

 d?¼ È«dÐ Ë  x ∈ R ¨  f(x) = x2 +1d?E?—œ e?O? t?D?Ð«— p?¹ Ê«uMŽÅtÐ «— lÐUð Ê«uðÅv� Æ

∫œ«œ g¹UL  —uW s¹« tÐ Ë X4dÖ

f = (x, f(x)) : x ∈ A{ }
 dÖ« Ê¬ —œ t&  x1 = x2 ÁUÖÅÊ¬ ¨  f(x1) = f(x2 ) Ë Df = AÆ



ÅÅÅÅÅÅÅ±µ

b?Š Ë v?I?O?I?Š ÈU?¼Åt?IU³�œ «b²Ð« qB� s¹« —œÒœ—u?( —œ Ë Áœd?S v?�dF( «— U¼ÅÊ¬ 

U?N?²?�« —œ Ë n¹dFð «— vIOIŠ œ«bŽ« ÈU¼ÅÈdÝ fáÝ ÆrOMSÅv( Y×Ð tÞuÐd( ÈU¼ÅtOC#

ÆrOMSÅv( ÊUOÐ «— U¼ÅÈdÝ œ—u( —œ vðU(bI( ÈÅtOC# Ë t²J� bMÇ

≤‡‡±U¼ÅtPU³!œ ‡‡

ÈÅtŽuL−( tÐ

    
S = 1,

1
2

,
1
3

,L


= 1
n

: n ∈ N




tS X�dÖ dE�—œ vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅtM(«œ UÐ vFÐUð œdÐ Ê«uðÅv( «— tŽuL−( s¹« ¨bOMS tłuð U¹uÖ œ«bŽ« “«

 vFO³Þ œbŽ d¹uBðn ÈU¹uÖ œbŽ ¨

  

1
n

ÆXÝ« 

ÈÅtŽuL−( U¹

    
T = 1

2
,
1
4

,
1
8

,L


    
= 1

2n :n ∈ N








 ÈU¼ÅtŽuL−( ÆbMSÅv( h:A( «— vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅtM(«œ UÐ Èd~¹œ lÐUð œdÐS Ë TÈU¼Å‰Ëbł  —u�ÅtÐ «— 

فصل دومفصل دومفصل دومفصل دومفصل دوم

دنباله�ها و سرى�ها



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂

∫œ«œ g¹UL� Ê«uðÅv( d¹“

 n 1 2 3 4 L 

 
1
n

1
1
2

1
3

1
4

L

Ë

    

 n 1 2 3 4 L 

 
1

2n
1
2

1
4

1
8

1
16

L

«— vFÐ«uð XIOIŠ —œ ¨r¹«ÅÁœ«œ X³%� vIOIŠ œbŽ p¹ ¨vFO³Þ œbŽ d¼ tÐ ¨ôUÐ ‰U¦( Ëœ d¼ —œ

t?S X?Ý« v?I?O?I?Š œ«bŽ« “« È«ÅtŽuL−(d¹“ U¼ÅÊ¬ œdÐ Ë vFO³Þ œ«bŽ« U¼ÅÊ¬ ÈÅtM(«œ tS r¹«ÅÁœdS n¹dFð

∫rOMSÅv( n¹dFð vKSÅ—uÞÅtÐ Æb�uýÅv( ÁbO(U� tIU³�œ

∫n?¹dFð l?ÐUð d¼ aœ«b?Ž« “« È«Åt?Žu?L?−?(d¹“ Ê¬ œdÐ Ë vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−( ‘«ÅtM(«œ tS 

 býUÐ vIOIŠ
  
a: N → R( ) p¹ ¨v¼UM²)U! ÈÅtPU³!œÆœuýÅv( ÁbO(U� vIOIŠ œ«bŽ« “« 

ôuLF(Î a(n) UÐ «— a n «— Ê¬ Ë Áœ«œ g¹UL� v)uLŽ ÈÅtKLłôuLF( «— tIU³�œ ÆbM(U�Åv( tIU³�œ Î

ÅÅ —u�ÅtÐ Ë ‘«Åv(uLŽ ÈÅtKLł UÐa n{ }ÅÅ‘d¹œUI( U¹

    a1,a2 ,a 3 ,K,a n ,K

ÆbM¼œÅv( g¹UL�

 ‰U¦)±∫∫bOMSÅv( Áb¼UA( d¹“ —œ «— d~¹œ tIU³�œ bMÇ 

 ©nI«

1
2

,
2
3

,
3
4

,
4
5

,K,
n

n + 1
,K

 ©»    1,1,1,1,1,K,1,K

 ©Ã    − 1,1, − 1,1, − 1,K,( − 1)n ,K

 ©œ    1,0/1,0/01,0/001,K,(0/1)n − 1,K

 ©‡¼

    
1, − 1

2
,
1
3

, − 1
4

,K,
( − 1)n + 1

n
,K

 ‰U¦)≤∫ ÈÅtK�U� —œ «— ÈeK� È«ÅtIuKÖ dÖ«   h0vI�« ÈÅtOIË« XŽdÝ UÐ ̈ vI�« ÈÅt×H� p¹ “« 



ÅÅÅÅÅÅÅ±∑

  v0p¹ “« v²L%# vÞ “« fÄ Ábý ·d×M( vI�« œ«b²(« “« tIuKÖ s¹« ¨tÐ–Uł ÈËdO� dŁ« dÐ ¨rOMS »UðdÄ 

“« fÄ Ë—Ås¹« “« Ë ̈ œ—«œ rzU# jš UÐ È«Åt¹Ë«“ tIuKÖ dO%( ÆbMSÅv( œ—ušdÐ t×H� tÐ ÊuÖÅvLNÝ dO%(

UÐ Ë œœdÖÅv(dÐ ôUÐ tÐ ©b¹bł vÐUðdÄ XSdŠ p¹ tO³ý® rzU# jš tÐ X³%� È«Åt¹Ë«“ UÐ ¨t×H� UÐ œ—ušdÐ

«œb?−?( d~¹œ ÊuÖÅvLNÝ dO%( p¹ vÞÎs?¹« t?ÇdÖ ÆœœdÖÅv(dÐ ôUÐ tÐ “UÐ Ë bMSÅv( œ—ušdÐ t×H� tÐ 

ö?LŽ sJOI ¨œuý —«dJð —UÐ X¹UN�ÅvÐ b¹UÐ qLŽÎ“« t?×?H� tÐ œ—ušdÐ ÂU~M¼ tIuKÖ tS È«ÅÈ˛d�« dŁ« dÐ 

tÐ Z¹—bðÅtÐ œ—ušdÐ ◊UI� t−O²�—œ Ë œuýÅv( d²LS œ—ušdÐ d¼ “« fÄ Ê¬ ÈÅtOIË« XŽdÝ ¨b¼œÅv( XÝœ

Æb�uýÅv( p¹œe� d~¹bJ¹

jš dÖ«vI�«  —u×( «— t×H� UÐ tIuKÖ œ—ušdÐ ◊UI� dÐ Áb�—cÖ xÈÅtDI� dÐ Áb�—cÖ rzU# jš Ë 

 —u×( «— »UðdÄytÐ uKNÄ “« dÖ« ÆœuÐ b¼«uš  UB²:( √b³( ¨t×H� UÐ rzU# jš v#öð q×( ¨r¹dO~Ð 

∫XÝ« d¹“ qJý oÐUD( tIuKÖ dO%( rOMS ÁU~� tM×� s¹«

y

x

h0

X2 X3 X4O

h1

h2

h3

h4

X1

 ÈÅt?IU?³�œ Ëœ UłÅs¹« —œx n{ } tS ¨x n ‰uÞ nË X?Ý« t?×?H?� U?Ð t?IuKÖ œ—ušdÐ ÈÅtDI� sO(«

h n{ } tS ¨h n —œ tIuKÖ ŸUHð—« s¹d²AOÐ nÆb¹¬Åv( XÝœÅtÐ ¨XÝ« XAÖ“UÐ sO(«

 ∫t²J! l?ÐU?ð ÈÅt?M(«œ dÖ« ‰U¦( È«dÐ ÆXÝ« dðÅvKS ¨bý ÊUOÐ n¹dFð —œ tÇÅÊ¬ “« tIU³�œ ÂuNH(a

 “« v¼UM²( È«ÅtŽuL−(d¹“  NÈU¼ÅtIU³�œ bM�U( ¨bM(U�Åv( v¼UM²( «— tIU³�œ ¨býUÐ 

    a1,a2 ,K,a10

  
2,

3
4

,
9

10



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏

 lÐUð ÈÅtM(«œ U¹a “« v¼UM²(U� ÈÅtŽuL−(d¹“ d¼ b�«uðÅv(   ZÈU¼ÅtIU³�œ bM�U( ¨býUÐ 

    a − 2 ,a − 1,a0,a1,a2 ,K

Ë

    a1,a 3 ,a5 ,a 7 ,K

ÆbOÝ— vK�« n¹dFð tÐ È—«cÖÅÂU� —œ dOOGð p¹ UÐ Ê«uðÅv( UłÅs¹« —œ t²³I«

 ÈÅtIU³�œ bM�U( ¨býUÐ Á«u:Iœ È«ÅtŽuL−( “« È«ÅtŽuL−(d¹“ b�«uðÅv( tIU³�œ œdÐ sOMÇÅr¼I n{ }

 tSI n ÈÅt²%Ð ÈÅÁ“UÐ 

  
2 − 1

n
, 3





 ÈÅtIU³�œ U¹ Ë bM(U�Åv( U¼ÅÁ“UÐ “« È«ÅtIU³�œ «— Ê¬ Ë XÝ« A n{ }tS 

A nÆbM(U�Åv( U¼b(UAOÄ “« È«ÅtIU³�œ «— Ê¬ Ë XÝ« b(UAOÄ p¹ 

ÆXÝ« vIOIŠ œ«bŽ« “« v¼UM²(U� ÈÅtIU³�œ ÊUL¼ ¨tIU³�œ “« —uEM( »U²S s¹« —œ

tPU³!œ g¹UL!

∫œ«œ g¹UL� d¹“ qJý tÐ Ë —u×( p¹ ÈË— Ê«uðÅv( «— tIU³�œ ÈU¼ÅtKLł

≤‡‡≤v¹«d~L¼ ‡‡

 ‰U¦)≥∫ Ê¬ lK{ ‰uÞ tS Ÿö{ô«ÅÈËU%²( YK¦( p¹ —œ dÖ« ≤jÝË tKŠd( sOIË« —œ ¨XÝ« 

 ̈ rOMS q�Ë Ÿö{« d¹UÝ jÝË tÐ «— lK{ d¼¥‰uÞ tS œuýÅv( t²šUÝ b¹bł Ÿö{ô«ÅÈËU%²( YK¦( 

 v?M?F?¹ ¨tOIË« YK¦( lK{ ‰uÞ nB� p¹d¼ lK{±ÂU?−?�« «— —U?S sOL¼ eO� tKŠd( sO(Ëœ —œ ÆXÝ« ¨

 ªrO¼œÅv(±∂ lK{ ‰uÞ UÐ YK¦( 

  

1
2

ÆrO¼œÅv( t(«œ« «— —US s¹« Ë bM¹¬Åv( œułËÅtÐ 

O a1 a6 a3 a4 a5 a2



ÅÅÅÅÅÅÅ±π

 —u�ÅtÐ tIU³�œ p¹ U¼ÅYK¦( s¹« jO×( tS œuýÅv( Áb¼UA(

    
3,

3
2

,
3
4

,
3
8

,
3

16
,L,

3

2n − 1 ,L

 —u�ÅtÐ È«ÅtIU³�œ U¼ÅYK¦( s¹« XŠU%( Ë

    

3
4

,
3

16
,

3
64

,L,
3

4n ,L

ÈÅtIU³�œ eO� U¼ÅYK¦( œ«bFð Ë

    4,16,64,L,4n ,L

ÆbMSÅv( œU−¹« «—

∫bOMSÅv( Áb¼UA( —u×( ÈË— «— ‰Ë« ÈÅtIU³�œ g¹UL�

 g?¹«e?�« U?Ð ¨bOMSÅv( Áb¼UA( tS t�uÖÅÊUL¼nU?¹¬ Æb?M?MSÅv( qO( dH� XLÝ tÐ U¼ÅYK¦( jO×( ¨

 ‰U¦( ÈU¼ÅtIU³�œ “« p¹d¼±øbMMSÅv( qO( vMOF( œbŽ XLÝ tÐ ¨

«œb−( ‰UŠÎÈÅtIU³�œ 

1,
1
2

,
1
3

,L,
1
n

,L,

∫XÝ« d¹“ qJý tÐ —u×( ÈË— tIU³�œ s¹« g¹UL� ¨b¹dO~Ð dE�—œ «—

 t?S Á“«b�« d¼n —«b?I?( ¨r?OMS —UO²š« ¯—eÐ «— 

  

1
n

q?O?( d?H?� X?LÝ tÐ l#«ËÅÅ—œ Ë œuýÅv( dðÅpÇuS 

UŠöD�« ÆbMSÅv(Î∫rO%¹u�Åv( Ë XÝ«d~L¼ dH� tÐ tIU³�œ rO¹uÖÅv( 

  
lim
n → ∞

1
n

=0

 r?O?�«u?ðÅv?( r?O?¼«u:Ð tS Á“«b�« d¼ò tS XÝ« s¹« bŠ s²ýu� “« œuBI(

  

1
n

p?¹œe� dH� tÐ «— 

O 3

4

3

2

3

O 11

2

1

3

1

4

1

5



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞

 tS XÝ« v�US —US s¹« È«dÐ ªrOMSnÆårOMS —UO²š« ¯—eÐ v�US ÈÅÁ“«b�« tÐ «— 

 «— ‚u�  —U³Ž#∫rOMSÅv( ÊUOÐ v{U¹— ÊUÐ“ tÐ «— Ê¬ Ë rO¼œÅv( —«d# vÝ—dÐ œ—u( d²AOÐ È—b

 rO�«u²Ð rO¼«u:Ð tS Á“«b�« d¼ò tSÅs¹« È«dÐ

  

1
n

 ÈÅtK�U� XÝ« v�US årOMS p¹œe� dH� tÐ «— 

  

1
n

 “«∞ t?S t?K?O?ÝË s¹« tÐò ¨œuý dðÅpÇuS v¼«u:Iœ œbŽ d¼ “« n»U?:?²?�« ¯—eÐ v�US ÈÅÁ“«b�« tÐ «— 

 tSÅs¹« vMF¹ ªårOMSn vFO³Þ œbŽ p¹ “« «— MÆr¹dO~Ð dðÅ¯—eÐ XÝ« Ábý »U:²�« VÝUM( —uÞÅtÐ tS 

ö¦(Î rO¼«u:Ð dÖ« 

  

1
n

 ÈÅÁ“«b�« tÐ ∞[∞±vMF¹ ¨œuý p¹œe� dH� tÐ 

1
n

< 0/01

 XÝ« v�US  n > 100qJý ÈË— “« Æœuý —UO²š« 

 Uð Âb� ÈÅtKLł “« bFÐ ÈÅtKLł d¼ ÈÅtK�U� tS œuýÅv( t−O²�∞ “« d²LS ̈∞[∞±ÈUłÅtÐ dÖ« ‰UŠ ÆXÝ« 

∞[∞±t?łu?ð d?¹“ n¹dFð tÐ ÆXÝ« d%O( tÐUA( —uÞÅtÐ —US s¹« ¨r¹dO~Ð dE�—œ Èd~¹œ Á«u:Iœ œbŽ d¼ 

∫bOMS

∫n¹dFð rOMS ÷d� a n{ } Ë tIU³�œ p¹ LË vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ dÖ« ¨býUÐ vIOIŠ œbŽ p¹ 

 X³¦(ε vFO³Þ œbŽ ¨M d¼ È«dÐ tS býUÐ t²ý«œ œułË n∫

n ≥ M ⇒ a n − L < ε

d~¹œ  —U³Ž tÐ

    ∀ε > 0, ∃ M ∈ N, ∀ n ∈ N(n ≥ M ⇒ an − L < ε )

 rO¹uÖÅv(  —u� s¹« —œa n{ } œbŽ tÐ L Ë XÝ«d~L¼  LbŠÒ a n{ }rO%¹u�Åv( Ë XÝ«

lim
n → ∞

a n = L

 ¨n¹dFð s¹« —œ tS bOMS tłuðMôuLF( ÎtÐ ε «— Ê¬ ¨býUÐ t²ý«œ bŠ tIU³�œ dÖ« Æœ—«œ v~²%Ð «d~L¼

 «— Ê¬  —u�Ås¹« dOž —œ Ë«dÖ«ËÆbM(U�Åv( 

Š œ—«b� v(ËeI ¨sL{ —œbÒ vMF¹ ¨tIU³�œ LÆbýUÐ tIU³�œ  öLł “« vJ¹ ¨

 ‰U¦)¥∫ ‰U¦( ≥∫rO¼œÅv( dOOGð d¹“ o¹dÞ tÐ «— 

 “« v?J?¹ ‰Ë« ÈÅtKŠd( —œ¥—œ ¨b?F?Ð ÈÅt?×?H?� q?J?ý oÐUD( ¨rOMSÅv( @�— «— q�UŠ YK¦( 

 “« vJ¹ ÂËœ ÈÅtKŠd(¥—US s¹« Ë rOMSÅv( @�— «— ÁbA� @�— ÈU¼ÅYK¦( “« p¹d¼ “« Ábý bOIuð YK¦( 

O
( (

1

100

1

101

1

99



ÅÅÅÅÅÅÅ≤±

øXÝ« Ábý @�— YK¦( “« v×DÝ tÇ X¹UN� —œ ÆrO¼œÅv( t(«œ« «—

 UÐ VOðdðÅtÐ tKŠd( d¼ —œ «— Ábý @�— ÈU¼ÅYK¦( XŠU%( ŸuL−( dÖ«  S1 ̈  S2¨rO¼œ g¹UL� ì¨

∫r¹—«œ

  
S1 = 3

4

  
S2 = 7 3

16

  
S3 = 37 3

64

S4 = 175
256

3

S5 = 781
1024

3

  M

bŠ XÝ«d~L¼ dÖ« Ë øt� U¹ XÝ«d~L¼ ‚u� ÈÅtIU³�œ bO¹u~Ð bO�«uðÅv( U¹¬Ò«bFÐ øXÝ« —b#ÅtÇ Ê¬ Î

∫bOMS tłuð d~¹œ ‰U¦( bMÇ tÐ ÊuMS« Æb¹œ bO¼«uš «— aÝUÄ

 ‰U¦)µ∫ ÈÅtIU³�œ È«dÐ 

  

( − 1)n

n








vMF¹ ¨XÝ« dH� dÐ«dÐ bŠ —«bI( 

  
lim
n → ∞

( − 1)n

n
=0

 d¼ È«dÐ «d¹“  ε > 0 X%O�US 

  
M > 1

ε È«dÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨œuý —UO²š« n ≥ M¨

  

( − 1)n

n
− 0 = 1

n
≤ 1

M
< ε



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤≤

 ‰U¦)∂∫‰UÝ p¹ XýcÖ “« fÄ —uAS d¼ ©‰uÄ bŠ«Ë b¹dš  —b#® ‰uÄ ‘“—« ̈ vFO³Þ —uÞÅtÐ 

 ¨‰u?Ä ‘“—« ‰UÝ d¼ ÊU¹UÄ —œ dÖ« ÆbÐU¹Åv( g¼US Â—uð qOIœÅtÐπ∞ÊUL¼ È«b²Ð« —œ Ê¬ ‘“—« b�—œ 

øœuÐ b¼«uš —b#ÅtÇ v�ôuÞ ÊU(“  b( —œ ÊU(uð p¹ ‘“—« ¨býUÐ ‰UÝ

 d?Ö«a n ‰U?Ý ÊU?¹U?Ä —œ ÊU?(u?ð p?¹ ‘“—« n«Ô ¨b?ýUÐ Â  a n = (0/ 9)n
 È«d?Ð Ê«u?ðÅv?( ÆnÈU?¼

∫XšUÝ d¹“ qJý tÐ vIËbł nK²:(

rO�“Åv( ”bŠ ‚u� ‰Ëbł “«

  
lim
n → ∞

a n =0

 d¼ È«“«ÅtÐ ∫œdS  U³Ł« «— Ê¬ Ê«uðÅv( tS  ε > 0tSÅÊ¬ È«dÐ ¨

  
(0/ 9)n − 0 = (0/ 9)n < ε

 X%O�US

  
n ≥ M > log ε

log0/ 9
 Æ®Ålog©ÆbýUÐ b�«uðÅv( v¹UM³( d¼ —œ 

v¹«d~L¼ g¹UL!

 ÈÅtIU³�œ v¹«d~L¼a n{ } œbŽ tÐ L∫œdS Áb¼UA( d¹“ qJý —œ Ê«uðÅv( «— 

 ÈÅtIU³�œ  öLł tS œdS ÊUOÐ t�uÖÅs¹« Ê«uðÅv( Ëa n{ } “« M Ê—UI²( v~¹U%L¼ qš«œ v~L¼ bFÐ tÐ L

 ŸUFý tÐεÆb�—«œ —«d# 

 ÈÅtOCI±∫ ÈÅtIU³�œ dÖ« a n{ }bŠ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ «d~L¼ ÒÆXÝ« U²J¹ Ê¬ 

∫ U³Ł«bŠ Ëœ È«—«œ tIU³�œ bOMS ÷d� Ò   L1 Ë   L2rOMSÅv( ÷d� ÆbýUÐ   ε > 0¨býUÐ Ábý Áœ«œ 

 ÊuÇlim
n → ∞

a n = L1 vFO³Þ œbŽ ¨  M1 d¼ È«dÐ tS œ—«œ œułË n

n ≥ M1 ⇒ a n − L1 < ε
2

O

a1
a6 a3a4 a5a2 ( (

a7

LL − ε L + ε

  

n 1 2 5 10 20 50

a n 0/ 9 0/ 81 0/ 5905 0/ 3487 0/1216 0/0052



ÅÅÅÅÅÅÅ≤≥

 ÊuÇ Ëlim
n → ∞

a n = L2 vFO³Þ œbŽ ¨  M2 d¼ È«dÐ tS œ—«œ œułË n

n ≥ M2 ⇒ a n − L2 < ε
2

 d¼ È«dÐ fÄn ≥ M tS   M = max M1,M2{ }∫r¹—«œ 

  L1 − L2 = L1 − a n + a n − L2 ≤ a n − L1 + a n − L2

< ε
2

+ ε
2

= ε

¹F?Mv?   0 ≤ L1 − L2 < ε¨  Êu?Çε ¨X?Ý« Á«u:Iœ Äf?   L1 − L2 =0 Ë   L2 = L1Æ ÐM?UÐd?«¹s? œ�³U?It

¼L~d« ðMNU ¹p Šb œ«—œÆ

 ÈÅtOCI≤∫ tIU³�œ —œ dÖ« a n{ } ¨  a n ≥ 0 Ë lim
n → ∞

a n = L ÁUÖÅÊ¬ ¨  L ≥ 0Æ

 ‰U¦)∑∫ ÈÅtIU³�œ 

  
n2{ } ÈU¼ÅtKLł «d¹“ ¨XÝ«dÖ«Ë 

  
n2{ }U³ðd( ÎbM�«uðÅvL� Ë bMÐU¹Åv( g¹«e�« 

 —œε Ê¬ bŠ Ë «d~L¼ tIU³�œ rOMS ÷d� dÖ« «d¹“ Æb�dOÖ —«d# vIOIŠ œbŽ êO¼ v~¹U%L¼ LÈ«dÐ ̈ býUÐ 

  ε = 1 vFO³Þ œbŽ rO�«u²Ð b¹UÐ ¨M d¼ È«dÐ tS rOÐUOÐ «— n

n ≥ M ⇒ n2 − L < 1

t−O²� —œ

n ≥ M ⇒ L − 1 < n2 < L + 1

ÆX%O� —«b�«dS vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−( ÊuÇ ¨XÝ« sJL(dOž s¹« Ë

)¦U‰ ∏∫ �AUÊ (vÅœ¼Or œ�³UIt 

  
( − 1)n{ } �Oe Ë«Öd«ÝXÆ ÖdÇt —�²U— «¹s œ�³UIt UÐ œ�³UItÅÈ (¦U‰ #³q

(²HUË  «ÝX ËIv œ— «¹sÅłU �Oe łLö  œ�³UIt �LvÅðu«�Mb œ— ε ¼L%U¹~v ¼Oê Žbœ ŠIOIv #d«— ÖOd�bÆ

«Öd �d÷ SMOr St œ�³UIt ¼L~d« Ë ŠbÒ ¬Ê Ðd«Ðd L ÐUýb ̈Ðd«È 

  
ε = 1

4
 ÐU¹b Žbœ Þ³OFv M —« ÐOUÐOr StÈ«dÐ 

 d¼n                                                                         n ≥ M ⇒ ( − 1)n − L < 1
4

 dÖ« vIËn ≥ M∫r¹—«œ ¨býUÐ ÃË“ Ë 

1 − L < 1
4

 dÖ« Ën ≥ M                                                        r¹—«œ ¨býUÐ œd� Ë − 1 − L < 1
4



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤¥

 v?I?OIŠ œbŽ êO¼ YK¦( ÈËU%(U� tÐ tłuð UÐ vIËLb?M?S ‚b� ‚u� ÈÅtDÐ«— Ëœ —œ b�«uðÅvL� ÊU(eL¼ 

©ø«dÇ®

ين�هاتمر

±bŠ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Ò∫bOMS XÐUŁ U¼ÅtIU³�œ 

 ©nI«

  
lim
n → ∞

1

n2 =0 ©»

  
lim
n → ∞

4n + 1
2n − 1

= 2

 ©Ã

  
lim
n → ∞

2n2

n2 + 1
= 2 ©œ

  
lim
n → ∞

2n − 1 + ( − 1)n

2n = 1
2

 ©‡¼

  
lim
n → ∞

1 + ( − 1)n

n2 =0

≤ ÈÅtIU³�œ —œ ‡‡

  

4n + 1
2n − 5




 d¹œUI( tÇ È«dÐ n ¨1/ 999 < 4n + 1
2n − 5

< 2 /001ø

≥ tIU³�œ bO¼œ ÊUA� ‡‡

2 + 3n
2 + n




 tÐ ≤ÆX%O� «d~L¼ 

¥ÆbM²%¼ «dÖ«Ë d¹“ ÈU¼ÅtIU³�œ bOMS XÐUŁ ‡‡

 ©nI«n{ }
 ©»

  
n − 2{ }

µ d?Ð«dÐ Ë XÐUŁ Ê¬  öLł ÈÅtL¼ tS È«ÅtIU³�œ ‡‡ÅÅc XÐUŁ ÈÅtIU³�œ «— býUÐ c{ }ÊU?A� ÆbM(U�Åv( 

bŠ Ë «d~L¼ tIU³�œ s¹« tS bO¼œÒ Ê¬ cÆXÝ« 

∂ ÈÅtIU³�œ bOMS XÐUŁ ‡‡ÅÅcn{ } dÖ« XÝ«d~L¼   c < 1 dÖ« XÝ«dÖ«Ë Ë   c > 1 È«dÐ Æ  c =1tÇ 

øXHÖ Ê«uðÅv(

∑«d?Ö«Ë U?¼Åt?IU?³?�œ s?¹« t?S b?O?MS XÐUŁ Ë t²ýu� «— d¹“ ÈU¼ÅtIU³�œ “« p¹d¼ ‰Ë« ÈÅtKLł bMÇ ‡‡

ÆbM²%¼

 ©nI«

  
1 + ( − 1)n{ }

 ©»

  
n 3{ }

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
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∏ dÖ« bOMS XÐUŁ ‡‡ÅÅpÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ X³¦( Ë U¹uÖ ÈœbŽ 

  
lim
n → ∞

1

n p =0

π ÈU¼ÅtIU³�œ È«dÐ dÖ« ‡‡a n{ } Ë bn{ } Ë cn{ }∫rOýUÐ t²ý«œ ¨

a n ≤ cn ≤ bn

 Ëlim
n → ∞

a n = lim
n → ∞

bn = L ÁUÖÅÊ¬ ¨lim
n → ∞

cn = LÆ

±∞∫bOMS XÐUŁ ‡‡

 ©nI«lim
n → ∞

sin n
n

=0 ©»

  
lim
n → ∞

1

n2 + 4
=0

 ©Ã

  
lim
n → ∞

( n + 1 − n ) =0 ©œ

  
lim
n → ∞

1
n!

=0

±± tIU³�œ Ëœ  öLł dÖ« ‡‡a n{ } Ë bn{ } È«dÐ n ≥ M tIU³�œ Ë ÁœuÐ ÈËU%( ¨a n{ } tÐ L

 tIU³�œ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ «d~L¼bn{ } tÐ eO� LÆXÝ«d~L¼ 

±≤bŠ U¹ Ë v¹«d~L¼ XOF{Ë —œ ÈdOOGð tKLł v¼UM²( œ«bFð ÊœdS ©t�U{« U¹® ·cŠ rO�«œÅv( ‡‡Ò

ÆXÝ« v(«eI« ÊœuÐ v¼UM²( ◊dý bO¼œ ÊUA� ‰U¦( p¹ UÐ ÆbMSÅvL� œU−¹« tIU³�œ

≤‡‡≥U¼ÅtPU³!œ ÈË— vK>« ‰ULŽ« ‡‡

 ÈÅt?IU?³?�œ Ëœ “« ÁœU?H²Ý« UÐ Ê«uðÅv(a n{ } Ë bn{ }Èb?¹b?ł ÈU?¼Åt?IU?³�œ vK�« qLŽ —UNÇ Ë 

∫“« bMð—U³Ž tS XšUÝ

a n bn{ } , a n − bn{ } , a n + bn{ }
 Ë

a n

bn









 tS vð—u�—œ   bn ≠ 0Æ

 ‰U¦)π∫ XÐUŁ ÈÅtIU³�œ   2{ } tIU³�œ eO� Ë 

  

1
n




ÈU¼ÅtIU³�œ ‚u�  UJ� tÐ tłuð UÐ Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

∫b�uýÅv( t²šUÝ d¹“

2n{ } ,
2
n



, 2 − 1

n



, 2 + 1

n




 ÈÅtIU³�œ v¹«d~L¼ sOÐ vÞU³ð—« tÇ tS XÝ« s¹« tKŠd( s¹« —œ vFO³Þ ‰«RÝa n{ } Ë bn{ }Ë 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∂

∫œdS ÊUOÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtOC# Ê«uðÅv( œ—u( s¹« —œ øœ—«œ œułË ‚u� ÈU¼ÅtIU³�œ

 ÈÅtOCI≥∫ dÖ« 

  
lim
n → ∞

a n = L1 Ë 

  
lim
n → ∞

bn = L2ÁUÖÅÊ¬ ¨

lim
n → ∞

(a n + bn ) = L1 + L2

∫ U³Ł« d¼ È«dÐ   ε > 0∫r¹—«œ 

∃ M1 ∈ N ∋ n ≥ M1 ⇒ a n − L1 < ε
2

∃ M2 ∈ N ∋ n ≥ M2 ⇒ bn − L2 < ε
2

 dÖ« fÄ  M = max M1,M2{ } È«“«ÅtÐ ¨n ≥ MË XÝ« —«d#dÐ dOš« ÈËU%(U� Ëœ 

  (a n + bn ) − (L1 + L2 ) ≤ a n − L1 + bn − L2

< ε
2

+ ε
2

= ε

ÆrOMSÅv( ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— U¼ÅtIU³�œ bŠ œ—u( —œ d~¹œ tOC# bMÇ UłÅs¹« —œ

 ÈÅtOCI¥∫ dÖ« lim
n → ∞

a n = L1 Ë lim
n → ∞

bn = L2ÁUÖÅÊ¬ ¨

 ©nI«

  
lim
n → ∞

(a n − bn ) = L1 − L2

 ©»lim
n → ∞

(a n bn ) = L1L2

 ÈÅtOCIµ∫ d?Ö« lim
n → ∞

a n = L1 ¨lim
n → ∞

bn = L2 d¼ È«dÐ Ë ¨n ¨  bn ≠ 0 Ë   L2 ≠ 0¨býUÐ 

ÁUÖÅÊ¬

 ©nI«

  
lim
n → ∞

1
bn

= 1
L2

 ©»

  
lim
n → ∞

a n

bn
=

L1

L2

lÐ«uð v~²ÝuOÄ UÐ tDÐ«— —œ tS «— vIOIŠ œ«bŽ« ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vJ¹ rO�«uðÅv( U¼ÅtIU³�œ pLS tÐ

∫rOMS  U³Ł« ¨œ—«œ Ê«Ë«d� œdÐ—US

 ÈÅtOCI∂∫ v?IOIŠ œbŽ d¼ rr?�« œ«b?Ž« “« tIU³�œ p¹ bŠ Ë U¹uÖ œ«bŽ« “« tIU³�œ p¹ bŠ ¨

 t?IU?³?�œ p?¹ vMF¹ ÆXÝ«xn{ } t?S œ—«œ œułË x n ∈ Q Ë lim
n → ∞

xn = rt?IU?³?�œ p?¹ —uÞÅsOL¼ Ë 

yn{ } tS œ—«œ œułË   yn ∈ R − Q Ë lim
n → ∞

yn = rÆ
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∫ U³Ł« ÷d� dÐUMÐ   r ∈ R d¼ È«dÐ Ë   n ∈ N vIOIŠ œ«bŽ« ¨r Ë 

  
r − 1

n
Ær¹dOÖÅv( dE�—œ «— 

 d¼ È«“«ÅtÐ fÄ œ—«œ œułË U¹uÖ œbŽ p¹ vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ sOÐ tS vIOIŠ œ«bŽ« vÖó¹Ë dÐUMÐnp¹ ¨

 ÈU¹uÖ œbŽx n tS œ—«œ œułË r − 1
n

< x n < rÆ

 dÖ« ‰UŠn → ∞ tÐ Ëœ d¼ ‚u� ÈËU%(U� sO�dÞ ÊuÇ r fÄ ¨bMMSÅv( qO( lim
n → ∞

xn = rtÐ Æ

 d¼ È«dÐ fÄ ¨œ—«œ œułË eO� r�« œbŽ p¹ vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ sOÐ rO�«œÅv( tÐUA( o¹dÞnœbŽ p¹ 

 r�«yn tS œ—«œ ułË r − 1
n

< yn < r«œb−( ¨Î tS œuýÅv( t−O²� lim
n → ∞

yn = rÆ

≤‡‡¥«uMJ¹ Ë —«b!«d� ÈU¼ÅtPU³!œ ‡‡

∫n?¹d?Fð ÈÅt?IU?³?�œ È«dÐ dÖ« a n{ } v?I?OIŠ œbŽ ¨  K > 0d?¼ È«“«Åt?Ð t?S b?ýU?Ð t²ý«œ œułË 

  n ∈ N

a n ≤ K

 «— tIU³�œ—«b!«d� «— Ê¬  —u�Ås¹« dOž —œ Ë ¨Ê«d�ÅvÐbM(U�Åv( 
±

Æ

 ‰U?¦?)±∞∫ ÈU?¼Åt?IU?³?�œ 

  

1
n




 ¨

  
1 + 1

n2








 ¨  2{ } Ë 

  
( − 1)n{ } ÈU?¼Åt?IU?³?�œ Ë —«b?�«d?S n{ }¨

  
1 + n2{ } Ë 

  
( − 1)n n{ }ÆbM²%¼ Ê«dSÅvÐ 

 p¹ È«dÐ tS XÝ« È«ÅtIU³�œ —«b�«dS ÈÅtIU³�œ ̈ vÝbM¼ dE� “«  K > 0Ê¬  öLł ÈÅtOKS VÝUM( 

 ŸUFý tÐ dH� v~¹U%L¼ p¹ —œKÆb�dOÖ —«d# 

±“« È—«b�«dS ÈÅtŽuL−( d¹“ Ê¬ ©œdÐ®  öLł ÈÅtŽuL−( dÖ« jI� Ë dÖ« XÝ« —«b�«dS tIU³�œ p¹ tS œuýÅv( tEŠö( ‡‡

  RÆbýUÐ 

O

a1a6a3 a4a5a2( (
a7

K− K

 ∫n¹dFð ÈÅtIU³�œ —œ tS vð—u�—œa n{ } d¼ È«dÐ ̈  n ∈ N ̈  a n ≤ a n + 1 «— tIU³�œ ÈœuF>ËÅÅÅÅ

 d¼ È«dÐ dÖ«  n ∈ N ¨  a n ≥ a n + 1«— v?IËe� ÈÅtIU³�œ U¹ Ë ÈœuF� ÈÅtIU³�œ ÆbM(U�Åv( vIËe� «— tIU³�œ 

«uMJ¹ÆbM(U�Åv( r¼ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∏

 ‰U¦)±±∫ ÈU¼ÅtIU³�œ 

  
1 − 1

n



 Ë 

  
n2{ } ÈU¼ÅtIU³�œ ¨ÈœuF� 

  
1 + 1

n



 Ë 

  
− n 3{ }Ë vIËe� 

 ÈU?¼Åt?IU?³?�œ

  
( − 1)n{ } Ë 

  
1 + ( − 1)n

n








‚u?� ÈU?¼Åt?IU?³?�œ “« p?¹ÅÂ«b?S Æb?�«Åv?IËe?� t?� Ë Èœu?F?� t� 

øXÝ«d~L¼

t?OC# tÐ ÆXÝ«d~L¼ ¨býUÐ —«b�«dS r¼ Ë «uMJ¹ r¼ È«ÅtIU³�œ tS vð—u�ÅÅÅÅ—œ œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv(

ÆbOMS tłuð œuýÅv( ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ tS d¹“

 ÈÅtOCI∑∫ÆXÝ«d~L¼ —«b�«dS Ë «uMJ¹ ÈÅtIU³�œ d¼ 

∫t²J!ôuLF( Î ÈÅtOC# “« v(U~M¼ ∂tIU³�œ v¹«d~L¼ Êœ«œ ÊUA� UNMð ·b¼ tS œuýÅv( ÁœUH²Ý« 

ÆbýUÐ dE�œ—u( bŠ —«bI( ÈÅt³ÝU×( tS Ê¬ ÊËbÐ ¨XÝ«

 ‰U¦)±≤∫ ÈÅtIU³�œ tS rO¼œÅv( ÊUA� 

  

n2

2n









ÆXÝ«d~L¼ 

∫bOMS tłuð tIU³�œ s¹« ‰Ë« ÈÅtKLł bMÇ tÐ

1
2

,1,
9
8

,1,
25
32

,
36
64

,
49

128
,L

 È«dÐ  n ≥ 3 tS bÝ—Åv( dE�ÅtÐ   a n ≥ a n + 1∫bMIœUF( d~¹bJ¹ UÐ d¹“ ÈU¼ÅÈËU%(U� «d¹“ ¨

  

n2

2n ≥ (n + 1)2

2n + 1

  
n2 ≥ (n + 1)2

2

  2n2 ≥ (n + 1)2

  n2 − 2n ≥ 1

  n(n − 2) ≥ 1

 È«dÐ vMýË— tÐ eO� ÈËU%(U� s¹dš¬ Ë  n ≥ 3ÈÅtIU³�œ fÄ ÆXÝ« —«d#dÐ 

9
8

,1,
25
32

,
36
64

,
49

128
,L

¨bM²%¼ X³¦( Ê¬  öLł ÈÅtL¼ ÊuÇ Ë XÝ« vIËe� ©b¹¬Åv( XÝœÅtÐ tIU³�œ ‰Ë« ÈÅtKLł Ëœ ·cŠ “« tS®



ÅÅÅÅÅÅÅ≤π

 ÈÅtOC# dÐ UMÐ fÄ∑©ø«dÇ® XÝ«d~L¼ eO� tOIË« ÈÅtIU³�œ t−O²�—œ ÆXÝ«d~L¼ 

ين�هاتمر

±bŠ ‡‡ÒbŠ ÈU¹UC# “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtIU³�œ Ò∫bOMS »U%Š U¼ÅtIU³�œ 

 ©nI«

  

1

n2 + 2n + 1
n









 ©»

  

2n − 4
3 − 4n




 ©Ã

  
(2 + 1

10n )2







 ©œ

  
(
2n − 1
n + 2

)3


 ©‡¼

2 + 7n

5 + 7n − 1









≤ v?(u?L?Ž  ö?L?ł UÐ tIU³�œ Ëœ ‡‡  a n = ( − 1)n
 Ë   bn = ( − 1)n + 1

b?O?M?S s?O?OFð ¨b�«Å÷ËdH( 

∫XÝ«dÖ«Ë p¹ÅÂ«bS Ë «d~L¼ d¹“ ÈU¼ÅtIU³�œ “« p¹ÅÂ«bS

 ©nI«a n bn{ }

 ©»

a n

bn









 ©Ãa n − bn{ }

≥ “« b?M?ð—U?³?Ž tIU³�œ tÝ v(uLŽ  öLł ‡‡

  
a n = 1

n2 ¨  bn = 2n Ë cn = 1 − 2n2

n
Æs?OOFð 

∫XÝ«dÖ«Ë p¹ÅÂ«bS Ë «d~L¼ d¹“ ÈU¼ÅtIU³�œ “« p¹ÅÂ«bS bOMS

 ©nI«a n + bn{ } ©»bn + cn{ }
 ©Ãbn − cn{ } ©œa n bn{ }
 ©‡¼bncn{ } ©Ëa ncn{ }

¥ —«bI( ‡‡

  
lim
n → ∞

(1 − (
3
4

)n ) ‰U¦( UÐ «— Ê¬ ◊U³ð—« Ë t²�U¹ «— ¥ÆbOMS ÊUOÐ 

µ∫bOMS XÐUŁ ‡‡ÅÅ

ÆsO¹UÄ Ê«dS r¼ Ë œ—«œ ôUÐ Ê«dS r¼ —«b�«dS tIU³�œ ©nI«

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≥∞

bŠ —«bI( ¨býUÐ «d~L¼ È—«b�«dS ÈÅtIU³�œ dÖ« ©»ÒÆœ—«œ —«d# sO¹UÄ Ê«dS Ë ôUÐ Ê«dS sOÐ Ê¬ 

∂©ÆXÝ«dÖ«Ë Ê«dSÅvÐ tIU³�œ d¼ t−O²�—œ Ë® ÆXÝ« —«b�«dS «d~L¼ ÈÅtIU³�œ d¼ tS bO¼œ ÊUA� ‡‡ÅÅ

∑ÆbýU³� «d~L¼ XÝ« sJL( —«b�«dS ÈÅtIU³�œ tS bO¼œ ÊUA� ‰U¦( p¹ UÐ ‡‡

∏ ÈÅtIU³�œ bOMS XÐUŁ ‡‡ÅÅ1 + ( − 1)n

n








ÆXÝ«d~L¼ Ë —«b�«dS ¨«uMJ¹dOž 

π∫bOMS Y×Ð d¹“ ÈU¼ÅtIU³�œ “« p¹d¼ ÊœuÐ «uMJ¹ Ë ÊœuÐ —«b�«dS œ—u( —œ ‡‡

 ©nI«n{ }
 ©»

  
( − 1)n n{ }

 ©Ã

  

1

n








 ©œ

( − 1)n

n









øbM¹«d~L¼ ‚u� ÈU¼ÅtIU³�œ “« p¹ÅÂ«bS

±∞ rOMSÅv( ÷d� ‡‡a n{ } Ë bn{ } tÐ VOðdðÅtÐ tS bMýUÐ tIU³�œ Ëœ   L1 Ë   L2Ë bM²%¼ «d~L¼ 

 d¼ È«“«ÅtÐn ̈a n ≤ bn  —u�Ås¹« —œ ̈  L1 ≤ L2 Æ® d¼ È«“«ÅtÐ dÖ« v²Šn ̈a n < bn —u�Ås¹« —œ ̈

  L1 ≤ L2Æ©

±± ÈU¼ÅtIU³�œ —œ dÖ« ‡‡a n{ } Ë bn{ } vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ n ̈  0 ≤ a n ≤ bn Ë a n{ }«uMJ¹ 

∫bOMS XÐUŁ býUÐ

 dÖ« ©nI«bn{ } ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ «d~L¼ a n{ }ÆXÝ«d~L¼ eO� 

 dÖ« ©»a n{ } ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ «dÖ«Ë bn{ }ÆXÝ«dÖ«Ë eO� 

±≤ d¼ È«dÐ dÖ« bO¼œ ÊUA� ‡‡n ¨a n ≥ n tIU³�œ ÁUÖÅÊ¬ ¨a n{ }ÆXÝ«dÖ«Ë 

±≥ ÈÅtIU³�œ bO¼œ ÊUA� ©nI« ‡‡a n{ } tÐ L ÈÅtIU³�œ dÖ« jI� Ë dÖ« XÝ«d~L¼ a n − L{ }tÐ 

ÆbýUÐ «d~L¼ dH�

 ÈÅtIU³�œ dÖ« ©»a n{ } ÈÅtIU³�œ Ë —«b�«dS bn{ } ÈÅtIU³�œ ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ «d~L¼ dH� tÐ a n bn{ }
ÆXÝ«d~L¼ dH� tÐ eO�



ÅÅÅÅÅÅÅ≥±

≤ÅÅ‡‡µU¼ÅÈdÝ ‡‡ÅÅ

 œUL� «b²Ð« XL%# s¹« —œ∑ ®∫rOMSÅv( v�dF( «— ©UL~OÝ ∫bO�«u:Ð

 ŸuL−( g¹UL� È«dÐn œbŽ     a1,a2 ,L,a n ¨® vMF¹    a1 + a2 + L + a n©«— d¹“ œUL� Ê«uðÅv( 

∫œdÐ —USÅtÐ

  
∑
k=1

n
a k

 ŸuL−( rO�«ušÅv(òa k ¨k “« ± Uð nö¦( ÆåÎ

∑
k=1

5
10− k =10− 1 + 10− 2 + 10− 3 + 10− 4 + 10− 5

  =0/11111

U¹ Ë

  
∑
k=0

n n

k






a n − k bk

    
=

n

0






a n +
n

1






a n − 1b + L +
 n

n − 1






abn − 1 +
n

n






bn

= (a + b)n

∫XÝ« —«d#dÐ d¹“ jÐ«Ë— tS œ«œ ÊUA� vÖœUÝ tÐ Ê«uðÅv( vIOIŠ œ«bŽ« ÈU¼ÅvÖó¹Ë tÐ tłuð UÐ

  
∑
k=1

n
a k + ∑

k=1

n
bk = ∑

k=1

n
(a k + bk )

∑
k=1

n
ca k = c ∑

k=1

n
a k

  
∑
k=1

n
(a k + 1 − a k ) = a n + 1 − a1

 È«dÐ Ën < m¨

∑
k=1

n
a k + ∑

k=n + 1

m
a k = ∑

k=1

m
a k

 ÈbMÐÅlLł f¹b�« tS bOMS tłuðk∫œ«œ ÊUA� eO� d~¹œ ·dŠ d¼ UÐ Ê«uðÅv( «— 

  
∑
k=1

n
a k = ∑

i=1

n
a i = ∑

j=1

n
a j



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≥≤

‘d²%Ö v¼UM²(U� œ«bFð tÐ v¼UM²( œ«bFð “« «— lLł ÂuNH( rO�«uðÅv( U¹¬ rOMO³Ð rO¼«ušÅv( ÊuMS«

∫bOMS tłuð d¹“ ‰U¦( tÐ «b²Ð« ÆrO¼œ

 ‰U¦)±≥∫ d%S È—UAŽ« g¹UL� ÊœdS «bOÄ È«dÐ 

  

10
9

∫œdS qLŽ Ê«uðÅv(  —u� s¹« tÐ 

 «b²Ð«±∞ dÐ «— π vMF¹ XL%#ÅÃ—Uš Ë rOMSÅv( rO%Ið ±∫r¹—Ë¬Åv( XÝœÅtÐ «— 

∫b¹dO~Ð dE�—œ

  S1 =1

 tÐ Uð rO¼œÅv( t(«œ« «— rO%Ið qLŽ ÂËœ ÈÅtKŠd( —œ±[±ÆrOÝdÐ 

∫b¹dO~Ð dE�—œ

  S2 =1/1
 «— qLŽ s¹«n tÐ Uð rO¼œÅv( t(«œ« —UÐ 

    
1/111...1

       n − 1
123ÆrOÝdÐ 

—UÐ                                                       

    
Sn =1/111...1

       n − 1
123ÆbOýUÐ t²ý«œ dE�—œ «— 

—UÐ         

∫r¹—«œ tKŠd( d¼ —œ

  Sn = Sn − 1 + 10− (n − 1)

 ÈÅt?IU³�œ ÈÅtKLł d¼ fÄSn{ }«— t?IU³�œ s¹« Ê«uðÅv( ÆXÝ« Èb¹bł —«bI( Ë vK³# ÈÅtKLł ŸuL−( 

 ∫œ«œ g¹UL� d¹“  —u�ÅtÐ  S1 = a1 d¼ È«dÐ Ë   n ≥ 2¨

Sn = ∑
k=1

n
a k = ∑

k=1

n − 1
a k + a n

 d¼ È«dÐ tS v²#Ë  n ∈ N ¨  a n =10− (n − 1)
Æ

 dÐ«dÐ tIU³�œ s¹« bŠ

  

10
9

 XÝ« ®ø©«dÇ

∫n¹dFð ÈÅtIU³�œ È«dÐ a n{ } ÈÅtIU³�œ ¨Sn{ }∫bMMSÅv( n¹dFð d¹“  —u�ÅtÐ «— 

  S1 = a1

  S2 = a1 + a2

  M

Sn = a1 + a2 + L + a n = ∑
k=1

n
a k

  M



ÅÅÅÅÅÅÅ≥≥

 tIU³�œSn{ } Ë bM(U�Åv( ÈdÝ «— Sn Ë v¹eł ŸuL−( «— a kdÖ« ÆbM(U�Åv( ÈdÝ v(uLŽ ÈÅtKLł «— 

 tIU³�œSn{ } Ë XÝ«d~L¼ ÈdÝ bM¹uÖÅv( ̈ býUÐ «d~L¼ S tIU³�œ bŠ Sn{ }bM(U�Åv( ÈdÝ ŸuL−( «— 

 bM%¹u�Åv( Ë

  
S = ∑

k=1

∞
a k ® ŸuL−( ∫bO�«u:Ða k ¨k “« ±¨©X¹UN�ÅvÐ Uð 

U¹                                                                      S = a1 + a2 + a 3 + L

 tIU³�œ dÖ«Sn{ }ÆXÝ«dÖ«Ë ÈdÝ bM¹uÖÅv( býUÐ «dÖ«Ë 

d²AOÐ vÝ—dÐ tÐ XL%# s¹« —œ tS XÝ« Ê¬ v¹«dÖ«Ë U¹ v¹«d~L¼ ̈ ÈdÝ p¹ Á—UÐ—œ vK�« ‰«RÝ

 vMF¹ Ê¬ ŸuL−( ¨býUÐ t²ý«œ ÊUJ(« tS vð—u� —œ Ë r¹“«œdÄÅv( Ê¬Ålim
n → ∞

SnÆrOÐU¹Åv( «— 

 t²J!±∫ È«d?Ð «d?I²Ý« pLS tÐ fáÝ Ë œbŽ Ëœ È«dÐ UNMð «b²Ð« «— lLł qLŽ nœ«bFð® ¨œbŽ 

uBð sOMÇ Ê«uðÅv( Ê¬ v¹«d~L¼ Ë ÈdÝ ÂuNH( “« ÁœUH²Ý« UÐ Ær¹«ÅÁb¹œ ©v¼UM²(ÒtÐ ÂuNH( s¹« tS œdS —

ŸuL−( ¨v¼UM²( œ«bFð UÐ XIUŠ —œ tS  ËUHð s¹« UÐ ¨XÝ« ‘d²%Ö qÐU# r¼ œbŽ v¼UM²(U� œ«bFð lLł

p?¹ X?Ý« s?JL( ŸuL−( ©ÈdÝ® v¼UM²(U� œ«bFð È«dÐ tS vIUŠ—œ ¨XÝ« ©vIOIŠ® œbŽ p¹ Á—«uL¼

eO� v¼UM²(U� ŸuL−( «— Ê¬ tS ¨©XÝ« «d~L¼ vzeł ÈU¼ÅŸuL−( ÈÅtIU³�œ tS v²#Ë® býUÐ ©vIOIŠ® œbŽ

Æ©býUÐ «dÖ«Ë vzeł ÈU¼ÅŸuL−( ÈÅtIU³�œ® býU³� œułu( XÝ« sJL( U¹ Ë ¨bM(U�Åv(

 t²J!≤∫ UÐ «— ÈdÝ lim
n → ∞

Sn U¹ 

  
∑
k=1

∞
a k U¹     a1 + a2 + a 3 + L U¹ Ë a1 + a2 + L + a n + L

 ÈÅtIU³�œ dÖ« v²Š® bM¼œÅv( g¹UL� r¼SnÆbýU³� «d~L¼ ©œUL� p¹ ÈdÝ ŸuL−( Ë ÈdÝ È«dÐ vMF¹ 

ÆœË—Åv( —USÅtÐ r¼ œUL� s¹« »U²S s¹« —œ Æb�dÐÅv( —USÅtÐ «—

ÆXÝ« Â“ô r¼ lLł qLŽ dÐ ÁËöŽ U¼ÅtIU³�œ v¹«d~L¼ ÂuNH( v¼UM²(U� lLł —œ Ê¬ dÐ ÁËöŽ

 ‰U¦)±¥∫ ÈdÝ vzeł ÈU¼ÅŸuL−( ÈÅtIU³�œ 

  
∑
k=1

∞ 1

2k∫“« XÝ«  —U³Ž 

  
S1 = 1

2

  
S2 = 1

2
+ 1

22 = 2 + 1

22 = 22 − 1

22

  
S3 = 1

2
+ 1

22 + 1

23 = 22 + 2 + 1

23 = 22 − 1

23

  M

    
Sn = 1

2
+ 1

22 + L + 1

2n = 2n − 1

2n =1 − 2 − n

  M



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≥¥

 fÄ

  
lim
n → ∞

Sn =1Xýu� Ê«uðÅv( Ë ¨

  
∑
k=1

∞ 1

2k =1

 ‰U¦)±µ∫ Ÿö{« ‰uÞ tÐ lÐd( p¹ ±XŠU%( nB� ‰Ë« ÈÅtKŠd( —œ dÖ« Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

X?ŠU?%?( n?B?� Âu?Ý ÈÅt?K?Šd?( —œ Ë Áb�U(Åv#UÐ XŠU%( nB� ÂËœ ÈÅtKŠd( —œ Ë rOMS @�— «— Ê¬

øœuýÅv( @�— lÐd( “« vA:Ð tÇ ¨rO¼œ t(«œ« tH#Ë ÊËbÐ «— qLŽ s¹« Ë rOMS @�— «— Áb�U(Åv#UÐ

1

2

1

2

1

4

1

2

1

4

1

8

1
16

 UÐ dÐ«dÐ VOðdðÅtÐ œuýÅv( @�— tKŠd( d¼ —œ tS vA:Ð XŠU%(

  

1
2

 ̈

  

1
4

 ̈

  

1
8

XŠU%( ÆXÝ« ì¨

 tKŠd( Uð Ábý @�— ÈU¼Åg:Ðn«ÔdÐ«dÐ Â

    
Sn = 1

2
+ 1

4
+ 1

8
+ L + 1

2n

ÆœuýÅv( @�— lÐd( `DÝ ÈÅtL¼ œËb×(U�  UF�œ œ«bFð —œ ¨q³# ‰U¦( dÐ UMÐ Ë XÝ«

 ÈÅtOCI∏∫ ÈdÝ dÖ« 

  
∑
k=1

∞
a kÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ «d~L¼ 

  
lim
n → ∞

a n =0

∫ U³Ł«   Sn − 1 Ë Snb¹dO~Ð dE�—œ «— 

    Sn − 1 = a1 + a2 + L + a n − 1

Sn = a1 + a2 + L + a n − 1 + a n

r¹—«œ

  a n = Sn − Sn − 1

1

2

1

4

1

8



ÅÅÅÅÅÅÅ≥µ

 ÈÅtIU³�œ tS v¹UłÅÊ¬ “«Sn{ }bŠ dÖ« ¨XÝ«d~L¼ Ò «— Ê¬ Sr¹—«œ rO(UMÐ 

  
lim
n → ∞

a n = lim
n → ∞

(Sn − Sn − 1) = S − S =0

b?Š t?S XÝ« s¹« ÈdÝ v¹«d~L¼ Â“ô ◊dý ¨s¹«dÐUMÐÒt?S b?O?MS tłuð ÆbýUÐ dH� Ê¬ v(uLŽ ÈÅtKLł 

 XÝ« sJL( tS vMF( s¹bÐ X%O� v�US ◊dýlim
n → ∞

a nÆbýUÐ «d~L¼ ÈdÝ tSÅs¹« ÊËbÐ býUÐ dH� dÐ«dÐ 

ÆœdS ÁœUH²Ý« Ê«uðÅv( U¼ÅÈdÝ “« všdÐ v¹«dÖ«Ë Êœ«œ ÊUA� È«dÐ tOC# s¹« “« t²³I«

 ‰U?¦)±∂∫ Èd?Ý 

  
∑
k=1

∞
(1 + 1

k
) Èd?Ý e?O� Ë 

  
∑
k=1

∞
2k

Â“ô ◊d?ý È—«d?#d?Ð Âb?Ž q?O?IœÅtÐ Ëœ d¼ 

ÆbM¹«dÖ«Ë ¨v¹«d~L¼

 ‰U¦)±∑∫ÈdÝ 

    
∑
k=1

∞ 1
k

=1 + 1
2
+ 1

3
+ L + 1

n
+ L

«— v?¹«d~L¼ Â“ô ◊dý tÇdÖ ÈdÝ s¹« tS rO¼œÅv( ÊUA� ÆœuýÅv( ÁbO(U� ©pO�u(—U¼® “U%L¼ ÈdÝ

ÆXÝ«dÖ«Ë vIË XÝ«—«œ

 —u�ÅtÐ «— ÈdÝ  öLł tS œdS qLŽ VOðdðÅs¹bÐ Ê«uðÅv( “U%L¼ ÈdÝ v¹«dÖ«Ë  U³Ł« È«dÐ

∫rOMS ÈbMÐÅt²Ýœ d¹“

    

1 + 1
2
+ 1

3
+ 1

4123
+ 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

81 244 344
+ 1

9
+ L + 1

161 24 34
+ 1

17
+ L

 “« dðÅ¯—eÐ ÁËdÖ d¼ —œ  öLł ŸuL−(

  

1
2

p¹d¼ ÈU¼ÅtKLł ŸuL−( tS v¹U¼ÅÁËdÖ œ«bFð ÊuÇ Ë XÝ« 

 “«

  

1
2

 X?Ý« v?¼U?M?²?(U� XÝ« dðÅ¯—eÐ ®d?ðÅ¯—e?Ð Á«u?:?Iœ œb?Ž d?¼ “« Èd?Ý vzeł ÈU¼ÅŸuL−( ©ø«dÇ

ÆœuýÅv(

≤Å‡‡ÅÅ∂vÝbM¼ ÈdÝ ‡‡ÅÅÅ

ÈdÝ

    a + ar + ar2 + L + arn + L

 Ê¬ —œ tS  a ≠ 0 Ë r XÝ« v¼«u:Iœ œbŽ X³+! —bI UÐ vÝbM¼ ÈdÝ p¹ rÈdÝ s¹« ÆœuýÅv( ÁbO(U� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≥∂

∫œuýÅv	 t²ýu eO d¹“ ÈU¼Å —u�ÅÅÅtÐ 

  
a ∑

k=1

∞
rk − 1

     Ë     

  
∑
k=1

∞
ark − 1

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ vÝbM¼ ÈdÝ vzeł ŸuL−	

    Sn = a + ar + L + arn − 1

 È«dÐ ÈdðÅÁœUÝ ‰u	d( s²(U¹ È«dÐSn∫Xýu Ê«uðÅv	 

    Sn (1 − r) = Sn − rSn = (a + ar + L + arn − 1) − (ar + ar2 + L + arn )

= a − arn

 r¹—«œ fÄ  Sn (1 − r) = a(1 − rn ) dÖ« Ë Æ  r ≠ 1∫Xý«œ rO¼«uš ¨

  
Sn =

a(1 − rn )

1 − r
 ÈÅtOC�π∫vÝbM¼ ÈdÝ 

    a + ar + ar2 + L + arn + L

 È«dÐ  r < 1 È«dÐ Ë «d~L¼   r ≥ 1UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ —«bI	 ̈ býUÐ «d~L¼ ÈdÝ t5 v²6UŠ —œ ÆXÝ«dÖ«Ë 

  

a

1 − r
∫ U³Ł« t5 r¹œd5 Áb¼UA	 

  
Sn =

a(1 − rn )

1 − r
 dÖ« Æ  r < 1 ¨lim

n → ∞
rn =0b¼œÅv	 t−O² t5 

  
lim
n → ∞

Sn =
a

1 − r

 dÖ« Ë  r ≥ 1bŠ ¨Ò ÈÅtOC; dÐUMÐ Ë œuÐ b¼«u< dH� v	uLŽ ÈÅtKLł ∏ÆXÝ«dÖ«Ë ÈdÝ 

 ‰U¦�±∏∫∫rOA¹uMÐ v(—UF²	 dA5  —u� tÐ «— d¹“ È—UAŽ« jAÐ UÐ œbŽ rO¼«ušÅv	 

0/012012012012L

∫XÝ« d¹“ ÈdÝ ŸuL−	 l;«Ë —œ dEœ—u	 œbŽ

    

12

1000
+

12

(1000)2
+

12

(1000)3 + L +
12

(1000)n + L

 U?Ð v?Ýb?M?¼ ÈdÝ p¹ bOM5Åv	 Áb¼UA	 t5 —uÞÅÊUL¼

  
a =

12

1000
 Ë 

  
r =

1

1000
d?ÐUMÐ Ë ¨r¹—«œ 



ÅÅÅÅÅÅÅ≥∑

∫q³; ÈÅtOC;

  

S =

12

1000

1 −
1

1000

=
12

999

 ‰U¦�±π∫ ÈdÝ rO¼œÅv	 ÊUA 

  
∑
k=0

∞ 1

k!
ÆXÝ«d~L¼ 

    
Sn =1 + 1 +

1

1 × 2
+

1

1 × 2 × 3
+ L +

1

1 × 2 × L × n

    
< 1 + 1 +

1

2
+

1

22 + L +
1

2n − 1 < 3

 t?6U³œSn{ } U?Ð «— Èd?Ý —«b?I?	 ÆX?Ý«d?~?L¼ ÈdÝ fÄ ¨XÝ« —«b«d5 Ë ÈœuF� eg?¹UL 

 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 ÆbM¼œÅv	e s?OÐ @MÖ XÝ« ÈœbŽ ≤ Ë ≥ Ê¬ v³¹dIð —«bI	 Ë ≤[∑±∏≥—œ ÆXÝ« 

∫bMM5Åv	  U³Ł« XIOIŠ

  
e = lim

n → ∞
(1 +

1

n
)n

 ÈÅt?OC�±∞∫ dÖ« 

  
∑
k=1

∞
ak Ë 

  
∑
k=1

∞
bk Ë «d?~L¼ ÈdÝ Ëœ cÈU?¼ÅÈd?Ý ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ v²ÐUŁ œbŽ 

  
∑
k=1

∞
cak Ë ∑

k=1

∞
(ak + bk ) Ë ∑

k=1

∞
(ak − bk )∫r¹—«œ Ë bM¹«d~L¼ eO 

  
∑
k=1

∞
cak = c ∑

k=1

∞
ak

  
∑
k=1

∞
(ak ± bk ) = ∑

k=1

∞
ak ± ∑

k=1

∞
bk

∫ U³Ł« dÖ« Sn = ∑
k=1

n
ak Ë Tn = ∑

k=1

n
cak¨

Tn = cSn

 ÊuÇ ËSn{ } ¨XÝ«d~L¼ Tn{ }t−O² —œ Ë XÝ«d~L¼ eO 

lim
n → ∞

Tn = c lim
n → ∞

Sn

vMF¹ s¹« Ë

  
∑
k=1

∞
cak = c ∑

k=1

∞
ak

ÆXÝ« Ê«“u	¬Åg«œ ÈÅÁbNŽdÐ s¹dLð Ê«uMŽ tÐ d~¹œ ÈU¼ÅX6UŠ  U³Ł«



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≥∏

ÆrOUÝ—Åv	 ÊU¹UÄ tÐ d~¹œ ‰U¦	 bMÇ ÈÅtz«—« UÐ «— g<Ð s¹«

 ‰U¦�≤∞∫ ÈdÝ rO¼œ ÊUA rO¼«ušÅv	 

  
∑
k=1

∞
 

1
k(k + 1)

ÆXÝ«d~L¼ 

t5 bOM5 tłuð

  

1

k(k + 1)
=

(k + 1) − k

k(k + 1)
=

1

k
−

1

k + 1

fÄ

  
Sn = ∑

k=1

n 1

k(k + 1)
= ∑

k=1

n
(
1

k
−

1

k + 1
)

    
= (1 −

1

2
) + (

1

2
−

1

3
) + L + (

1

n
−

1

n + 1
)

  
=1 −

1

n + 1

t−O² —œ 

  
lim
n → ∞

Sn = lim
n → ∞

(1 −
1

n + 1
) = lim

n → ∞
1 − lim

n → ∞

1

n + 1
=1

 œbŽ tÐ ÈdÝ Ë±ÆXÝ«d~L¼ 

 ‰U¦�≤±∫ÈdÝ 

  
∑
k=1

∞ 2k + 1

(k2 + 1)(k2 + 2k + 2)

“« ÆXÝ«d~L¼

  2k + 1= (k + 1)2 − k2 = (k + 1)2 + 1 − (k2 + 1)

∫r¹—«œ

  

2k + 1

(k2 + 1)(k2 + 2k + 2)
=

2k + 1

(k2 + 1)((k + 1)2 + 1)

  
=

1

k2 + 1
−

1

(k + 1)2 + 1

Xýu Ê«uðÅv	 fÄ

  
Sn = ∑

k=1

∞
(

1

k2 + 1
−

1

(k + 1)2 + 1
)



ÅÅÅÅÅÅÅ≥π

    
= (

1

2
−

1

5
) + (

1

5
−

1

10
) + L + (

1

n2 + 1
−

1

(n + 1)2 + 1
)

  
=

1

2
−

1

(n + 1)2 + 1

 ÁdšôUÐ Ë

  
lim
n → ∞

Sn =
1

2
 œbŽ tÐ ÈdÝ fÄ Æ

  

1

2
ÆXÝ«d~L¼ 

 ‰U¦�≤≤∫ ÈdÝ v¹«dÖ«Ë U¹ v¹«d~L¼ œ—u	 —œ 

  
∑
k=1

∞
log

k

k + 1
øXHÖ Ê«uðÅv	 tÇ 

ÊuÇ

  
log

k

k + 1
= log k − log(k + 1)

r¹—«œ

  
Sn = ∑

k=1

∞
log

k

k + 1
= ∑

k=1

∞
(log k − log(k + 1))

    = (log1 − log2) + (log2 − log 3) + L + (log n − log(n + 1))

  = log1 − log(n + 1) = − log(n + 1)

 Ê«uðÅv	 Ën t5 œd5 —UO²š« ̄ —eÐ ÊUMÇ «— Sn ÈÅt6U³œ fÄ ̈ býUÐ dðÅ¯—eÐ Á«u<6œ œbŽ d¼ “« Sn{ }

 ÈdÝ t−O² —œ Ë

  
∑
k=1

∞
log

k

k + 1
ÆXÝ«dÖ«Ë 

ين�هاتمر
±ÆbM¹«dÖ«Ë d¹“ ÈU¼ÅÈdÝ bO¼œ ÊUA ‡‡

 ©n6«

  
∑
k=1

∞ 2k − 1

2k
»               © 

  
∑
k=1

∞ 1

k − 1 + k
Ã            © 

  
∑
k=1

∞
 

1
k

≤ ©n6« ‡‡a Ë b d¼ È«dÐ t5 bOM5  sOOFð ÊUMÇ «—   k ∈ N

  

1

4k2 − 1
=

a

2k − 1
+

b

2k + 1

 ÈdÝ ŸuL−	 ©»

  
∑
k=1

∞ 1

4k2 − 1
Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
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≥ÆbOM5 »UAŠ «— U¼ÅÊ¬ —«bI	 Ë bM¹«d~L¼ d¹“ ÈU¼ÅÈdÝ t5 bOM5 XÐUŁ ‡‡

 ©n6«

  
∑
k=1

∞ 1

(3k − 1)(3k + 2)
 ©»

  
∑
k=1

∞
( − 1)k + 1 2k + 1

k(k + 1)

 ©Ã

  
∑
k=1

∞ 3k + 4k

6k ©œ

  
∑
k=1

∞ 1

k(k + 1)(k + 2)

 ©‡¼

  
∑
k=1

∞
log

k(k + 2)

(k + 1)2

¥«— p?¹d?¼ —«bI	 Ë t²ýu ÈdÝ p¹ qJý tÐ «— d¹“ —œ Ábý Áœ«œ È—UAŽ« jAÐ UÐ œ«bŽ« ‡‡

∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

 ©n6«    0/ 22222L ©»    0/ 499999L

 ©Ã    0/ 212121L ©œ    0/ 36717171L

µ Ÿö{« ‰uÞ tÐ vFÐd	 —œ t5 bOM5 ÷d( ‡‡±vA<Ð Ë q�Ë r¼ tÐ «— Ê¬ Ÿö{« vUO	 ◊UI 

—œ ¨r?O?¼œ t?	«œ« Ê¬ `?D?Ý Êœd?5 @— È«dÐ «— bË— s¹« dÖ« Æd¹“ qJý oÐUD	 ¨rOM5 @— «— Ê¬ “«

øœuýÅv	 @— lÐd	 “« v×DÝ tÇ X¹UN



ÅÅÅÅÅÅÅ¥±

≥‡‡±bŠ ÂuNH� ‡‡

bŠ Ë tDI p¹ —œ Ê¬ Êœ“ ”bŠ ÈÅÁu× Ë bŠ ÂuNH	 UÐ q³; ÈU¼Å‰UÝ —œÒUMý¬ ̈ XÝ«— Ë éÇ 

r?N	 ÈU¹UC; Áœd5 ÕdD	 «— Ê¬ oO;œ n¹dFð ¨bŠ ÈœuNý qzUA	 ÊUOÐ “« fÄ qB( s¹« —œ Æb¹«ÅÁbý

ÆrOM5Åv	  U³Ł« «— U¼ÅÊ¬ “« všdÐ Ë ÊUOÐ «— bŠ tÐ ◊uÐd	

 ‰U?¦�±∫ ÈÅt?6U?³?œ Ëœ Ë d?¹“ v?I?O?IŠ ÈU¼ÅlÐUð 1 − (0/1)n − 1{ } Ë 1 + (0/1)n − 1{ }d?E—œ «— 

∫b¹dO~Ð

  f(x) = 2x + 1

  
g(x) =

2x2 − x − 1

x − 1
   (x ≠ 1)

  

h(x) =
6 − 3x    x < 1

2x + 1    x ≥ 1







  

i(x) =
6 − 3x    x < 1

    0       x =1

2x + 1    x > 1







  

j(x) =
  2x       x < 1

2x + 1    x ≥ 1







  

k(x) =
2x         x ≤ 1

2x + 1    x > 1







فصل سومفصل سومفصل سومفصل سومفصل سوم

حد و پيوستگى
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« ÈÅt6U³œË
Ò

œ ÈÅt6U³œ Ë éÇ “« ‰Ë
Ò

 tÐ XÝ«— “« Â±U¼ÅlÐUð d¹œUI	 d¹“ ‰Ëbł Ëœ —œ ÆbMM5Åv	 qO	 

« ÈÅtKLł ZMÄ È«“«ÅtÐË
Ò

 È«“« tÐ Ë t6U³œ Ëœ s¹« ‰  x =1∫b«ÅÁbý Áœ«œ g¹UL 

x 0 0/ 9 0/ 99 0/ 999 0/ 9999 L 1

f 1 2 / 8 2 / 98 2 / 998 2 / 9998 3

g 1 2 / 8 2 / 98 2 / 998 2 / 9998

h 6 3 / 3 3 /03 3 /003 3 /0003 3

i 6 3 / 3 3 /03 3 /003 3 /0003 0

j 0 1/ 8 1/ 98 1/ 998 1/ 9998 3

k 0 1/ 8 1/ 98 1/ 998 1/ 9998 2

ÁbA n¹dFð

x 2 1/1 1/01 1/001 1/0001 L 1

f 5 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 3

g 5 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002

h 5 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 3

i 5 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 0

j 5 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 3

k 5 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 2

ÁbA n¹dFð

∫rOM5Åv	 vÝ—dÐ «— ‚u( ÈU¼ÅlÐUð —U²(— ÊuM5«

 lÐUð —«bI	f ÈÅtDI —œ ± dÐ«dÐ ¨≥ lÐUð v6Ë XÝ« g ÈÅtDI —œ ±lÐUð Ëœ d¼ ¨XÝ« ÁbA n¹dFð 

 ÈÅtDI ·«dÞ« —œ± p¹œe ¨lÐUð Ëœ d¼ d¹œUI	 t5 œuýÅv	 Áb¼UA	 Æb—«œ vUAJ¹ XOF{Ë ≥bM²A¼ 

 t?Ð U¼ÅÊ¬ ÊœuÐ p¹œe Ê«eO	 Ë≥ Êœu?Ð p¹œe Ê«eO	 tÐ v~²AÐ ¨x tÐ ±t?5 bOýUÐ t²ý«œ tłuð® Æœ—«œ 

 œuýÅv	 t²HÖ v²;Ëx tÐ ± ¨œuýÅv	 p¹œe U¹ bM5Åv	 qO	 x UÐ dÐ«dÐ ±©ÆXAO 

ÆbOM5 tłuð d¹“ ÈU¼—«œuL tÐ

x

f(x)

x

g(x)



ÅÅÅÅÅÅÅ¥≥

 œbŽ “« ©‚u( lÐUð Ëœ d¼ È«dÐ® lÐUð —«bI	 ÈÅtK�U( d¦5«bŠ rO¼«u<Ð dÖ« ̈ ‰U¦	 È«dÐ≥Á“«b« tÐ 

∞[∞∞≤ —«bI	 ̈ býUÐ x Á“«b« tÐ b¹UÐ ∞[∞∞± p¹œe d²L5 U¹ ±d¦5«bŠ rO¼«u<Ð dÖ« t5 v6UŠ —œ ÆbýUÐ 

 —«bI	 ÈÅtK�U(f(x) U¹ g(x) “« ≥ Á“«b?« tÐ ∞[∞∞∞≤ b¹UÐ ¨býUÐ x ÈÅÁ“«b« tÐ ∞[∞∞∞±“« ¨d²L5 U¹ 

 œbŽ± È«d?Ð ÆX?ýu? r?¼  —u?� s?¹« t?Ð Ê«u?ðÅv?	 «— ‚u?( rO¼UH	 ÆbýUÐ t²ý«œ tK�U( ∞[∞∞≤œbŽ 

∞[∞∞± d?????????????Ö« t?????????????5 œ—«œ œu????????????łË 0 < x − 1 < 0/001 ÁU?????????????ÖÅÊ¬ ¨f(x) − 3 < 0/002Ë 

  g(x) − 3 < 0/002 È«d?????Ð s?????O?????M?????ÇÅr?????¼ Æ∞[∞∞∞≤ œb?????Ž ∞[∞∞∞±d??????Ö« t?????5 œ—«œ œu?????łË 

0 < x − 1 < 0/0001 ÁUÖÅÊ¬ ¨f(x) − 3 < 0/0002 Ë   g(x) − 3 < 0/0002d¼ VOðdð sOL¼ tÐ Ë 

 œb?Ž tÐ «— lÐUð Ëœ s¹« d¹œUI	 rO«uðÅv	 rO¼«u<Ð tÇ≥ t?Ð ÊœuÐ p¹œe —U5 ÈÅtKOÝË Ë rOM5 p¹œe ±

bŠ rO¹uÖÅv	 ̈ bO«œÅv	 t5 —uÞÅÊUL¼  —u� s¹« —œ ÆXÝ«Ò ÈÅtDI —œ lÐUð ± dÐ«dÐ ≥∫rOA¹uÅv	 Ë XÝ« 

  
lim
x → 1

g(x) = 3    Ë   

  
lim
x → 1

f(x) = 3

 lÐUð Ëœ tÐh Ë iøb«Å‚œU� r¼ lÐUð Ëœ s¹« È«dÐ ‚u( Z¹U² U¹¬ øbOMOÐÅv	 vðËUHð tÇ ̈ bOM5 X;œ r¼ 

 U¹¬ vMF¹®lim
x → 1

h(x) = 3 Ë lim
x → 1

i(x) = 3ø©

 “« œu?BI	 vK5 X6UŠ —œ rOMO³Ð rO¼«ušÅv	 ‰UŠlim
x → a

f(x) = LX?Ý« s¹« œuBI	 øXAOÇ 

 r?O«uðÅv	 rO¼«u<Ð t5 Á“«b« d¼ tÐò ∫t5f(x) tÐ «— Lp?¹œe? —U5 s¹« È«dÐ Â“ô —«eÐ« ÆrOM5 p¹œe 

 Êœd5x tÐ a ÈÅtK�U( ∫rOM5Åv	 ÊUOÐ v{U¹— ÊUÐ“ tÐ «— dOš«  —U³Ž åÆXÝ« f(x) Uð L UÐ «— f(x) − L

 ÈÅtK�U( Ëx Uð a UÐ «— x − a b?¹UÐ fÄ ÆrO¼œÅv	 ÊUA f(x) − Ld?ðÅpÇu5 v¼«u<6œ œbŽ d¼ “« 

 XÝ« v(U5 ·b¼ s¹« tÐ ÊbOÝ— È«dÐ Ë œuýx − aoO;œ n¹dFð «c6 ÆbýUÐ pÇu5 v(U5 ÈÅÁ“«b« tÐ 

∫rOM5Åv	 ÊUOÐ d¹“  —u� tÐ «—

∫n¹dFð rOM5Åv	 ÷d( f XÝ«— U¹ éÇ v~¹UAL¼ p¹ q	Uý Ê¬ tM	«œ t5 býUÐ vFÐUð a¨býUÐ 

 lÐUð bM¹uÖÅv	f ÈÅtDI —œ abŠ ¨Ò dÐ«dÐ ÈL bMA¹uÅv	 Ë œ—«œ lim
x → a

f(x) = L d¼ È«dÐ ÁUÖd¼   ε > 0¨

 œbŽ  δ > 0±

 d¼ È«dÐ t5 býUÐ t²ý«œ œułË x tM	«œ “« f dÖ«   0 < x − a < δ ÁUÖÅÊ¬ ̈f(x) − L < εÆ

¨d~¹œ  —U³ŽÅtÐ

∀ε > 0 ,  ∃δ > 0 , ∀ x ∈ Df  ,0 < x − a < δ ⇒ f(x) − L < ε

± “« dðÅpÇu5 X³¦	 œbŽ d¼ Ê«uðÅv	 ‡‡δ dÖ« «d¹“ ̈ X(dÖ dE —œ r¼   δ 1 ≤ δ Ë   0 < x − a < δ 1 ÁUÖÅÊ¬ ̈  0 < x − a < δÆ
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 ‰U¦� —œ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ±∫œd� XÐUŁ Ê«uðÅv� 

lim
x → 1

f(x) = 3   ,   lim
x → 1

g(x) = 3

lim
x → 1

h(x) = 3   ,   lim
x → 1

(x) = 3

ö¦�Î lÐUð È«dÐ g rO¼«ušÅv�   g(x) − 3 “« d²L� ε U?¹ ¨býUÐ   2x +1− 3 < ε ®Á—«uL¼ ÊuÇ

 —«bI� XÝ« dE/œ—u� ·Ëc×� v~¹U5L¼  g(1)Æœ—«b/ vAI/ bŠ —œ © U¹ 2x −2 = 2x −1 < ε«c: Ë 

 XÝ« v;U�

  
δ = ε

2
 ® d?¼ È«dÐ fÄ Æœuý t²;dÖ dE/—œ ©Ê¬ “« d²L� ÈœbŽ U¹  ε > 0 œb?Ž ¨

  
δ =

ε
2

> 0

 d¼ È«dÐ t� œ—«œ œułËx tM�«œ —œ g

0 < x −1 < δ = ε
2

⇒ g(x) − 3 < ε

 lÐUð È«dÐ Ëh rO¼«ušÅv�   h(x) − 3 “« d²L� ε ·Ëc×� v~¹U5L¼ p¹ —œ tDI/ d¼ È«dÐ ÆbýUÐ ±¨

∫b²;«Åv� ‚UHð« d¹“ X:UŠ Ëœ “« vJ¹

 ©n:«  x > 1  —uI s¹« —œ Æh(x) − 3 = 2x +1− 3 = 2x −1¨·b¼ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ t� 

 XÝ« v;U�

  
δ ≤ ε

2
Æœuý »UL²/« 

 ©»  x < 1  —uIÅs¹« —œ Æh(x) − 3 = 6 − 3x − 3 = 3 x −1¨·b?¼ t?Ð ÊbOÝ— È«dÐ t� 

 XÝ« v;U�

  
δ ≤ ε

3
Æœuý »UL²/« 

 d¼ È«dÐ fÄ  ε > 0 d¼ È«dÐ Ë ¨x tM�«œ —œ h

x −1 < δ = ε
3

⇒ h(x) − 3 < εæ∞

 ÈÅt?D?I?/ È«d?Ð v?²Š UłÅs¹« t� bOM� XOœ®  x = 1b?Š Âu?N?H?� d?E/ “« v:Ë ¨XÝ« —«dOdÐ ◊dý 

«bFÐ t� —uÞÅÊUL¼ v:Ë œ—«b/ v²OL¼«Î©ÆXÝ« v~²ÝuOÄ È«dÐ vÝUÝ« ◊dý p¹ s¹« rOMOÐÅv� 

bŠ n¹dFð vÝbM¼ vÝ—dÐ

lim
x → a

f(x) = L d¼ È«dÐ t�Ås¹« vMF¹ vÝbM¼ dE/ “« ε v~¹U5L¼ L p¹ δ·Ëc×� v~¹U5L¼ 

a s?¹« ÈÅt?D?I?/ d?¼ d?¹u?B?ð t� œ—«œ œułË δ q?š«œ —œ ·Ëc?×?� v?~?¹U?5L¼ ε v?~?¹U?5?L¼ L—«d?O 



ÅÅÅÅÅÅÅ¥µ

∫bOM5 tłuð d¹“ qJý tÐ ÆœdOÖ

L − ε

a − δ

L

L + ε

f(x)

x
a + δa

 ‰U¦�≤∫lÐUð t5 b¹œ Ê«uðÅv	 v²Š«—ÅtÐ 

  
f(x) =

x + 1     x > 1

  0        x =0




 tDI —œ∞©ø«dÇ® Æœ—«b bŠ 

s?¹« ”U?Ý« Ær?OM5 »U<²« «— Èd~¹œ dOG²	 ¨‰UI²« UÐ XÝ« dðÅÁœUÝ ¨bŠ Êœd5 «bOÄ È«dÐ v¼UÖ

∫XÝ« d¹“ t²J qLŽ

∫t²J, lÐUð —U²(— vÝ—dÐ ÈUłÅtÐ t5 œuýÅv	 Áb¹œ v²Š«— tÐ f tDI ·«dÞ« —œ a—U²(— Ê«uðÅv	 ¨

 lÐUðg ̈g(t) = f(a + t)∫r¹—«œ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ t−O² —œ Ë œd5 tF6UD	 «— dH� tDI ·«dÞ« —œ ̈

lim
x → a

f(x) = L dÖ« UNMð Ë dÖ« lim
t → 0

f(a + t) = L

ö¦	Î ¨

  
lim
x → 1

(x − 1)2 = lim
t → 0

t2 =0

≥‡‡≤Š ‡‡bÒXÝ«— Ë éÇ 

 ‰U¦	 —œ± ÈU¼ÅlÐUð nK²<	 d¹œUI	 tÐ ¨j Ë k ÈÅtDI ·dÞ Ëœ —œ ±œuýÅv	 Áb¼UA	 ¨bOM5 X;œ 

 XLÝ tÐ lÐUð Ëœ d¼ ¨XÝ«— ·dÞ —œ t5≥ XLÝ tÐ ¨éÇ ·dÞ —œ v6Ë ≤ÆbMM5Åv	 qO	 

∫n?¹dFð l?ÐU?ð rOM5 ÷d( f t?D?I v~¹UAL¼ p¹ —œ a l?ÐU?ð b?M?¹uÖÅv	 ÆbýUÐ Ábý n¹dFð f—œ 

 ÈÅtDIabŠ ¨Ò dÐ«dÐ XÝ«— L∫bMA¹uÅv	 Ë œ—«œ 

lim
x → a +

f(x) = L

 d¼ È«dÐ ÁUÖd¼  ε > 0 œbŽ ̈  δ > 0 d¼ È«dÐ t5 býUÐ t²ý«œ œułË x tM	«œ “« f dÖ« ̈  0 < x − a < δÁUÖÅÊ¬ ̈

f(x) − L < ε

 t5 rO«œÅv	®  0 < x − a < δ UÐ a < x < a + δXÝ« ‰œUF	 ©Æ
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 lÐUð bM¹uÖÅv	 Ëf ÈÅtDI —œ aŠ ¨bÒ dÐ«dÐ éÇ L∫bMA¹uÅv	 Ë œ—«œ    lim
x → a −

f(x) = L

 d??¼ È«d??Ð ÁU??Öd?¼  ε > 0 œb?Ž ¨  δ > 0 d??¼ È«d??Ð t??5 b??ýU??Ð t??²?ý«œ œu?łË x t??M?	«œ “« fd??Ö« ¨

  0 < a − x < δ ÁUÖÅÊ¬ ¨f(x) − L < εÆ

 ‰U¦	 È«dÐ ‚u( ÈU¼Ån¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ±∫œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 ¨

lim
x → 1+

f(x) = lim
x → 1+

g(x) = lim
x → 1+

h(x) = lim
x → 1+

i(x)

= lim
x → 1+

j(x) = lim
x → 1+

k(x) = 3

  
lim

x → 1−
f(x) = lim

x → 1−
g(x) = lim

x → 1−
h(x) = lim

x → 1−
i(x) = 3

v6Ë

lim
x → 1−

j(x) = lim
x → 1−

k(x) = 2

Š ÊuÇbÒ lÐ«uð È«dÐ XÝ«— Ë éÇ j Ë k ÈÅtDI —œ ±œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 v²Š«—ÅtÐ ̈ bM²AO dÐ«dÐ 

 ÈÅtDI —œ lÐUð Ëœ s¹« t5±∫œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 vK5Å—uÞÅtÐ Æb—«b bŠ 

t²J, ± lÐUð ‡‡ftDI ·Ëc×	 v~¹UAL¼ p¹ —œ t5 Ï a ÈÅtDI —œ ¨XÝ« Ábý n¹dFð aœ—«œ bŠ 

b?Š d?Ö« U?NMð Ë dÖ«Òb?Š Ë éÇ Ò X?Ý«— f ÈÅt?D?I —œ a¨d?~?¹œ  —U?³?Ž t?Ð Æb?M?ýU?Ð dÐ«dÐ r¼ UÐ Ë œułu	 

lim
x → a

f(x) = L dÖ« UNMð Ë dÖ« lim
x → a +

f(x) = lim
x → a −

f(x) = L

 t²J,≤ lÐUð dÖ« ‡‡f ©éÇ v~¹UAL¼® XÝ«— v~¹UAL¼ —œ jI( aXÝ«— bŠ ¨býUÐ Ábý n¹dFð 

 ©éÇ bŠ®f —œ a bŠ ÊUL¼ f —œ aÆœuÐ b¼«uš 

ين�هاتمر
± Á«u<6œ tDI —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð bŠ ‡‡  a ∈ RÆbOM5 XÐUŁ «— œuš ÈUŽœ« Ë Áœ“ ”bŠ 

 ©n6«f(x) = c ®ÅcÆ©XÝ« vIOIŠ œbŽ p¹ 

 ©»f(x) = xÆ

 ©Ãf(x) = bx + c Ê¬ —œ t5 c Ë bÆb«ÅXÐUŁ vIOIŠ œbŽ Ëœ 

≤∫bOM5 XÐUŁ bŠ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å

 ©n6«

  
lim
x → 3

(x2 − 6x) = − 9»        Æ© 

  
lim
x → 1

x − 1 =0
Ã          Æ© 

  
lim

x → 1−

4x2 − 4
x − 1

= 8Æ

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅ¥∑

≥‡‡Å≥bŠ Ë U¼Åt2U³,œ ‡‡Å

 ÈÅtDI —œ bŠ œułË ÈÅt	“ô ̈ r¹b¹œ n¹dFð —œ t5 —uÞÅÊUL¼a lÐUð ÈÅtM	«œ t5 XÝ« s¹« fq	Uý 

 X?Ý«— U¹ éÇ v~¹UAL¼ p¹a é?Ç v~¹UAL¼ p¹ —œ lÐUð dÖ« s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐ av~¹UAL¼ p¹ —œ U¹ 

 XÝ«—a—œ bŠ œułË ÂbŽ hO<Að ÈU¼ÅÁ«— “« d~¹œ vJ¹ Æœ—«b bŠ tDI Ê¬ —œ ¨býUÐ ÁbA n¹dFð 

bŠ œułË ÂbŽ ¨vË—œ tDI p¹ÒbŠ ÊœuÐ ÈËUA	U U¹ Ë XÝ«— U¹ éÇ ÒXÝ« tDI Ê¬ —œ XÝ«— Ë éÇ 

 lÐ«uð bMU	®j Ë k ‰U¦	 —œ ±ÂuNH	 “« ÁœUH²Ý« UÐ d¹“ ÈÅtOC; Æb—«œ œułË eO Èd~¹œ ÈU¼Å‘Ë— U	« Æ©

bŠÒÆbM5Åv	 œUNMAOÄ «— Èd~¹œ Á«— ¨U¼Åt6U³œ 

 ÈÅtOC�±∫ bOM5 ÷d( lim
x → a

f(x) = L tM	«œ ÈU¼uCŽ “« t6U³œ d¼ È«dÐ  —u� s¹« —œ ¨f

ÅbMU	an{ } tÐ t5a d¼ È«dÐ Ë ̈ býUÐ «d~L¼ n ̈an ≠ aÈÅt6U³œ ÁUÖÅÊ¬ ̈f(an ){ } tÐ eO LXÝ«d~L¼ 
±

Æ

∫ U³Ł« dÖ« rO¼œÅv	 ÊUA lim
x → a

f(x) = L Ë an{ } tÐ «d~L¼ È«Åt6U³œ abýUÐ —u5c	 ◊dý UÐ 

 ÁUÖÅÊ¬lim
n → ∞

f(an ) = L d¼ È«dÐ rOM5 XÐUŁ b¹UÐ —U5 s¹« È«dÐ Æ  ε > 0 vFO³Þ œbŽ ̈Mt5 œuýÅv	 X(U¹ 

Åd¼ È«dÐn ≥ M r¹dO~Ð t−O² f(an ) − L < ε∫r¹—«œ U	« Æ

∀ε > 0,  ∃ δ > 0 ,  ∀ x ∈ Df  (0 < x − a < δ ⇒ f(x) − L < ε )

ÈÅt?6U?³œ ÊuÇ Ëan{ } tÐ a È«d?Ð ¨X?Ý«d~L¼   δ > 0 v?F?O³Þ œbŽ ¨M d?Ö« t?5 œ—«œ œułË n ≥ M¨

 ÁUÖÅÊ¬  0 < an − a < δ fÄ f(an ) − L < ε∫vMF¹ 

U¹    ∀ε > 0 ,  ∃ M ∈ N, ∀ n ∈ N(n ≥ M ⇒ f(an ) − L < ε )

. lim
n → ∞

f(an ) = L

 ÈÅt−O²,±∫ dÖ« an{ } Ë bn{ } tM	«œ ÈU¼uCŽ “« t6U³œ Ëœ f tÐ Ëœ d¼ t5 bMýUÐ aÁœuÐ «d~L¼ 

 d¼ È«dÐ Ën ̈an ≠ a Ë bn ≠ a ÈU¼Åt6U³œ v6Ë ̈f(an ){ } Ë f(bn ){ } tÐ VOðdð tÐ   L1 Ë   L2«d~L¼ 

 Ë buý  L1 ≠ L2 ÁUÖÅÊ¬ ¨lim
x → a

f(x)Æœ—«b œułË 

± v¼UM²	 Èœ«bFð È«dÐ d¦5«bŠ dÖ« v²Š ‡‡n ̈an = a ÈÅtOC; ̈±bŠ —«bI	 dÖ« U¹ Ë XÝ« XÝ—œ Ò ÈÅtDI —œ lÐUð adÐ«dÐ ̈

f(a) ÈU¼Åt6U³œ ÈÅtL¼ È«“« tÐ ¨býUÐ an{ } t5 Ê¬ ◊dý tÐ lim
n → ∞

an = aÆXÝ« —«d;dÐ tOC; 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ¥∏

 ÈÅt?−O²,≤ ∫ t6U³œ dÖ«cn{ } t?M	«œ ÈU¼uCŽ “« f t?Ð «d~L¼ a d¼ È«dÐ Ë býUÐ n ¨cn ≠ a¨

Ëf(cn ){ } ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ «dÖ«Ë lim
x → a

f(x)Æœ—«b œułË 

∫bOM5 tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦	 tÐ ‚u( Z¹U² ÈdOÖ—U5 tÐ ÈÅÁu× g¹UL È«dÐ

‰U¦�≥∫vIOIŠ lÐUð 

ÅÅ ÅU¹uÖÅÅÅÅÅ               ÅÅ

  
f(x) =

1        x

0        x


 r�«

Å Å                

 rOM5Åv	 ÷d( ¨t²(dÖ dE —œ «—a t5 rOM5Åv	 XÐUŁ ÆbýUÐ U¹uÖ ÈœbŽ f —œ aÆœ—«b bŠ 

 dÖ«an{ } ÈU¹uÖ œbŽ XLÝ tÐ t5 býUÐ U¹uÖ œ«bŽ« “« È«Åt6U³œ aö¦	® bM5 qO	 Î an = a +
1
n

©¨

  —u� s¹« —œ

  
lim
n → ∞

f(an ) =1 dÖ« t5 v6UŠ —œ ÆbnÊUL¼ XLÝ tÐ t5 býUÐ r�« œ«bŽ« “« È«Åt6U³œ 

 ÈU¹uÖ œbŽaö¦	® bM5 qO	 Î 

  
bn = a +

2
n

©  —u� s¹« —œ ¨lim
n → ∞

f(bn ) =0 t?DI —œ lÐUð «c6 Æa

Æ©ø«dÇ® býUÐ t²ý«œ bŠ b«uðÅvL

 ‰U¦�¥∫ f(x) = sin
1
x

 tDI —œ ∞Æœ—«b bŠ 

ÈÅt6U³œ Ëœ

  

1
2nπ









 Ë 

  

1

2nπ +
π
2

















 tM	«œ “« fÆbM¹«d~L¼ dH� tÐ Ëœ d¼ t5 r¹dOÖÅv	 dE —œ «—  

 d???¼ È«d???Ð v???6Ën ¨f(
1

2nπ ) =0 Ë 

  

f(
1

2nπ +
π
2

) =1 X????ÐU???Ł ÈÅt???6U???³???œ Ëœ «c???6 Æ

  
f(

1
2nπ )








Ë 

  

f(
1

2nπ +
π
2

)

















 —«bI	 Ëœ tÐ VOðdð tÐ ∞Ë ± fÄ ÆbM¹«d~L¼ 

  
lim
x → 0

sin
1
x

Æœ—«b œułË 

 tOC; ÈU¼œdÐ—U5 “« d~¹œ vJ¹±Ë ÊU?OÐ «— d¹“ tOC; tuL È«dÐ t5 ¨XÝ« bŠ v¹U²J¹  U³Ł« ¨

∫rOM5Åv	  U³Ł«

 ÈÅt??O?C?�≤∫ l??ÐU?ð b?Š —«b?I?	 f ÈÅt??D?I? —œ ad??Ö« v??M?F?¹® X?Ý« U?²?J?¹ ¨œu?łË  —u?� —œ ¨

  
lim
x → a

f(x) = L1 Ë 

  
lim
x → a

f(x) = L2 ÁUÖÅÊ¬ ¨  L1 = L2©Æ

∫ U³Ł«bŠ t5 r¹b¹œ Ò t?6U³œ È«dÐ fÄ ÆXÝU²J¹ œułË  —u� —œ U¼Åt6U³œ an{ }ÈU¼uCŽ UÐÅ



ÅÅÅÅÅÅÅ¥π

 tM	«œf tÐ «d~L¼ a ¨an ≠ a ®ö¦	Î an = a +
1
n

 d¼ È«dÐ   n ∈ N© ¨f(an ){ } tÐ b«uðÅvL   L1 Ë   L2

 t5 s¹« d~	 býUÐ «d~L¼  L1 = L2 bŠ fÄ ÆfÆXÝU²J¹ 

¿ ÅÅ¿

ÈÅt?OC; fJŽ ± ÈÅt?6U?³ نكته:œ d¼ È«dÐ dÖ« vMF¹ ¨XÝ« —«d;dÐ r¼ an{ }“« 

 tM	«œ ÈU¼uCŽf t?Ð t5 a d¼ È«dÐ Ë býUÐ «d~L¼ n ¨an ≠ a ÈÅt6U³œ f(an ){ } tÐ L

 ÁUÖÅÊ¬ ¨bý «d~L¼lim
x → a

f(x) = LÆ

 ‰U¦�µ∫∫rO¼œÅv	 ÊUA ‚u( ÈÅt²J “« ÅÁœUH²Ý« UÐ 

 È«dÐ ©n6«  f(x) = x2
 ¨lim

x → 2
f(x) = 4 dÖ« «d¹“ Æan{ } tÐ «d~L¼ Ë Á«u<6œ È«Åt6U³œ ≤býUÐ 

 d¼ È«dÐ t5 È—uÞ tÐn ¨  an ≠ 2 ÁUÖÅÊ¬ ¨  f(an ) = an
2

	« ÆÒ t6U³œ È«dÐ U

  
an

2{ }∫r¹—«œ 

lim
n → ∞

an
2 = lim

n → ∞
an . lim

n → ∞
an = 2 × 2 = 4

 È«dÐ ©»g(x) =
1

x2 ̈lim
x → 2

g(x) =
1
4

 dÖ« «d¹“ Æan{ } tÐ «d~L¼ Ë Á«u<6œ È«Åt6U³œ ≤¨býUÐ 

 d¼ È«dÐ t5 È—uÞ tÐn ¨  an ≠ 2 ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
g(an ) =

1

an
2	« ÆÒ È«dÐ U t6U³œ

  

1

an
2









∫r¹—«œ 

  

lim
n → ∞

1

an
2 =

1

lim
n → ∞

an
2 =

1
4

 ÈU¼ÅtOC; j¹«dý t5 bOM5 tłuð®¥ Ë µ qB( ≤©ÆXÝ« —«d;dÐ 

∫t²J,ÈÅt6U³œ XÝ« v(U5 ÆrOM5 vÝ—dÐ U¼Åt6U³œ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— éÇ Ë XÝ«— bŠ rO¼«u<Ð dÖ« 

 Á«u<6œan{ } tÐ «d~L¼ a ◊dý —œ an > a ® Ë ©XÝ«— bŠ È«dÐan < a ® d¼ È«dÐ ¨©éÇ bŠ È«dÐn

ÆbM5 ‚b�

ين�هاتمر
± ÈÅtDI —œ d¹“ lÐ«uð bOM5 XÐUŁ ‡‡Å∞Æb—«b bŠ 

 ©n6«

  
f(x) =

x    x ≥ 0

1    x < 0




○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµ∞

 ©»f(x) = cos
1
x

 UÐ     Df = R − 0{ }

 ©Ã

  
f(x) =

1
x

 UÐ     Df = R − 0{ }

≤ lÐUð dÖ« bOM5 XÐUŁ ‡‡Åf ÈÅtDI —œ abŠ Ò ÈÅt6U³œ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ XÝ«— 

  
f(a +

1
n

)







bŠ 

Æœ—«œ

≥Æb—«b bŠ Ábý Áœ«œ ◊UI —œ d¹“ lÐ«uð bO¼œ ÊUA ‡‡Å

 ©n6«

x
x

 ÈÅtDI —œ ∞

 ©»x x[ ] ÈÅtDI —œ ±

¥ÆbOM5 XÐUŁ ‡‡Å

 ©n6«

  
lim
x → 3

x3 + 9

x2 = 4 ©»lim
x → 1

2x + 1
2x − 1

= 3

≥‡‡Å¥bŠ ÈU¼ÅtOC� ‡‡Å

 v?I?OIŠ œbŽ d¼ È«dÐ t5 r¹œd5 XÐUŁa ¨lim
x → a

x2 = a2
t?Ð Ê«u?ðÅv	 «— ‚u( lÐUð ¨d~¹œ ·dÞ “« Æ

 l?ÐU?ð »d?{ q?�U?Š  —u�g(x) = x Ê¬ È«d?Ð t?5 ¨X?(d?Ö d?E? —œ e?O? ‘œuš —œ lim
x → a

g(x) = a

t5 b¹¬Åv	 dE tÐ fÄ Æ©ø«dÇ®

  
lim
x → a

g(x) lim
x → a

g(x) = lim
x → a

x2

 —œ¨»d?{ ¨l?L?ł ÈÅÁ—U?Ð—œ t5 qO³; s¹« “« vKzUA	 ¨buýÅv	 ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ t5 d¹“ ÈU¹UC;

t5 œ«œ ÊUA Ê«uðÅv	 Ê¬ “« q³; U	« ÆbdOÖÅv	 —«d; vÝ—dÐ œ—u	 b«ÅlÐ«uð rOAIð Ë ¨o¹dHð

 ‰U?¦�∂∫ v?I?O?IŠ lÐUð dÖ« f d?¼ È«d?Ð v?MF¹ ¨býUÐ XÐUŁ x ¨f(x) = c ÁU?ÖÅÊ¬ ¨lim
x → a

f(x) = c

Æ©ø«dÇ®

 ÈÅtOC�≥∫ dÖ« lim
x → a

f(x) = L XÐUŁ vIOIŠ œbŽ È«dÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨cr¹—«œ 

lim
x → a

cf(x) = cL.



ÅÅÅÅÅÅÅµ±

 ÈÅtOC�¥∫ lÐ«uð f Ë g tDI Ëœ d¼ U¹ XÝ«— U¹ éÇ v~¹UAL¼ p¹ ÈË— adÖ« ̈ b«ÅÁbý n¹dFð 

  
lim
x → a

f(x) = L1 Ë 

  
lim
x → a

g(x) = L2ÁUÖÅÊ¬ ¨

lim
x → a

(f(x) ± g(x)) = L1 ± L2

∫t²J, t5 XÝ« s¹« tOC; s¹« “« ÁœUH²Ý« ◊dý t5 œd5 X;œ b¹UÐ lim
x → a

f(x) Ë lim
x → a

g(x)d¼ 

È«dÐ ‰U¦	 —uÞ tÐ Æœd5 ÁœUH²Ý« tOC; s¹« “« Ê«uðÅvL  —u� s¹« dOž —œ ¨bMýUÐ œułu	 Ëœ

f(x) = sin
1
x

 Ë g(x) =1 − sin
1
x

                                                                   r¹—«œ  h(x) = f(x) + g(x) =1

h lÐ«uð t5 vð—u� —œ Æœ—«œ bŠ Á—«uL¼ f Ë gÆ©ø«dÇ® b—«b bŠ dH� tDI —œ Â«b5 êO¼ 

 ‰U¦�∑∫t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 

lim
x → 1

(4x2 − 3x + 1) = 2

                                                                    ÊuÇlim
x → 1

4x2 = 4 lim
x → 1

x2 = 4

Ë lim
x → 1

( − 3x) = ( − 3) lim
x → 1

x = − 3fÄ Æ

lim
x → 1

( − 3x + 1) = lim
x → 1

( − 3x) + lim
x → 1

1

  = − 3 + 1= − 2Å                    

s¹«dÐUMÐ

lim
x → 1

(4x2 − 3x + 1) = lim
x → 1

4x2 + lim
x → 1

( − 3x + 1)

  = 4 − 2 = 2Å                           

 ÈÅtOC�µ∫ lÐUð dÖ« f ÈÅtDI —œ a v~¹UAL¼ p¹ —œ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ bŠ aÆXÝ« —«b«d5 

 œ«bŽ« vMF¹  M > 0 Ë   δ > 0 d¼ È«dÐ t5 b—«œ œułË x tM	«œ “« f  t5  0 < x − a < δr¹—«œ 

f(x) < M

 lÐUð t5 rOM5Åv	 È—Ë¬œU¹f ÈÅtŽuL−	 ÈË— AÁUÖd¼ XÝ« —«b«d5 

f(A) = f(x) : x ∈ A{ }
 X³¦	 vIOIŠ œbŽ  —u� s¹« —œ ÆbýUÐ —«b«d5 vIOIŠ œ«bŽ« “« tŽuL−	 d¹“ p¹ Ê«uMŽ tÐMœułË 

d¼ È«dÐ t5 œ—«œx ∈ A¨ f(x) < MÆ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµ≤

 ÈÅtOC�∂∫bŠ dÖ« Ò lÐUð f ÈÅtDI —œ a lÐUð Ë dH� ¨g ©·Ëc×	® v~¹UAL¼ p¹ —œ a—«b«d5 

 ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ

  
lim
x → a

f(x)g(x) =0Æ

 ∫t²J,lim
x → a

f(x) = L dÖ« UNMð Ë dÖ« 

  
lim
x → a

(f(x) − L) =0Æ

 ÈÅtOC�∑∫ ÈU¼ÅlÐUð dÖ« f Ë g tDI Ëœ d¼ U¹ XÝ«— U¹ éÇ v~¹UAL¼ p¹ ÈË— aÁbý n¹dFð 

                                                            Ë bMýUÐ

  
lim
x → a

f(x) = L2  ,  lim
x → a

f(x) = L1

ÁUÖÅÊ¬

lim
x → a

f(x)g(x) = L1L2

 ‰U¦�∏∫ XÐUŁ vIOIŠ œ«bŽ« È«dÐ   c0 ¨  c1 ¨  c2 Ë ì ¨cn —U³Ž ¨

    Pn (x) = c0 + c1x + c2x2 + L + cnxn

 tł—œ “« È«ÅtKLł bMÇ p¹ «—n t5 s¹« ◊dý tÐ® rO	UÅv	   cn ≠ 0©Æ

t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 ‚u( ÈU¹UC; “« ÁœUH²Ý« UÐ

lim
x → a

Pn (x) = c0 + c1a + c1a
2 + L + cnan = Pn (a)

Æ©ø«dÇ®
±

 ÈÅtOC�∏∫ dÖ« 

  
lim
x → a

g(x) = L2 ≠ 0 Ë 

  
lim
x → a

f(x) = L1ÁUÖÅÊ¬ ¨

 ©n6«

  
lim
x → a

1
g(x)

=
1
L2

Æ

 ©»

  
lim
x → a

f(x)
g(x)

=
L1

L2

 ÈÅtOC�π∫ dÖ« n Ë býUÐ vFO³Þ œbŽ p¹ lim
x → a

f(x) = LÁUÖÅÊ¬ ¨

©n6«

lim
x → a

f n (x) = lim
x → a

(f(x))n = Ln

 Ê¬ dÐ ÁËöŽ dÖ« ©»  L > 0ÁUÖÅÊ¬ ¨

lim
x → a

f(x)n = Ln

± vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 ‡‡n ̈lim
n → a

xn = an
 ÁœUÝ ÈU¼ÅÈÅ«ÅtKLł bMÇ È«dÐ Ê¬ “« fÄ Ë   c0 Ë   c0 + c1x

 Ë    Pn (x),L + c0 + c1x + c2x
2

Æœd5 „—œ d²NÐ «— vK5 ‘Ë— Uð ¨bUÝ—  U³Ł« tÐ «— ‰U¦	 



ÅÅÅÅÅÅÅµ≥

 ‰U¦�π∫r¹—«œ ‚u( ÈU¼ÅtOC; tÐ UMÐ 

©n6«

  
lim
x → 1

(4x2 − 3x + 1)(2x + 1) = 6

©»

  
lim
x → 1

(4x2 − 3x + 1)4 = 24 =16

©Ãlim
x → 1

2x + 1

4x2 − 3x + 1
=

3
2

©œ

  
lim
x → 1

2x + 1

4x2 − 3x + 1
=

3
2

©‡¼lim
x → 1

1

(4x2 − 3x + 1)4
3 =

1

24
3 = 2

−
4
3

 ÈÅtOC�±∞∫ ·Ëc×	 v~¹UAL¼ p¹ —œ dÖ« a ¨h(x) ≤ f(x) ≤ g(x)Ë 

lim
x → a

h(x) = lim
x → a

g(x) = L

ÁUÖÅÊ¬

lim
x → a

f(x) = L

a

g(x)

f(x)

h(x)

x

∫ U?³Ł« ¨Á«u?<?6œ t?6U?³œ d¼ È«dÐ t5 rO¼œ ÊUA b¹UÐ an{ } Ë an ≠ a Ë lim
n → ∞

an = at6U³œ 

f(an ){ } tÐ LÆXÝ«d~L¼ 

 t6U³œ d¼ È«dÐ v6Ëan{ } vFO³Þ œbŽ ¨M È«dÐ t5 œ—«œ œułË n ≥ M ¨anv~¹UAL¼ qš«œ 

 È«dÐ s¹«dÐUMÐ ÆœdOÖ —«d; dEÅœ—u	 ·Ëc×	n ≥ M∫r¹—«œ 

h(an ) ≤ f(an ) ≤ g(an )

 ÈU¼Åt6U³œ ÊuÇ Ëg(an ){ } Ë h(an ){ } tÐ «d~L¼ Ëœ d¼ L t6U³œ s¹«dÐUMÐ ¨bM²A¼ f(an ){ } tÐ eO L



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµ¥

ÆXÝ«d~L¼

 ‰U¦�±∞∫ rO¼œÅv	 ÊUA 

  
lim
x → 0

xsin
1
x

=0Æ

∫‰Ë« Á«— 

  
sin

1
x

≤ 1 v?M?F?¹ ¨

  
sin

1
x

 ·Ëc??×?	 v?~?¹U?A?L?¼ —œ t?5 X?Ý« v?F?ÐU?ð ∞Ë —«b?«d?5 

  
lim
x → 0

x =0 fÄ Æ

  
lim
x → 0

x = sin
1
x

=0Æ

∫ÂËœ Á«— − 1 ≤ sin
1
x

≤ 1 t−O² —œ Æ

  
xsin

1
x

 sOÐ Á—«uL¼ x Ë − x XÝ« ® œ—u	 —œ  x > 0Ë 

  x < 0ÆbOM5 Y×Ð © ÊuÇ Ë 

  
lim
x → 0

x = lim
x → 0

( − x) =0 fÄ ¨

  
lim
x → 0

xsin
1
x

=0

ين�هاتمر

±Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡Å

 ©n6«lim
x → − 4

(5x + 2) ©»lim
x → − 3

(x3 + 27)

 ©Ãlim
x → 1

3

3x − 1

9x2 − 1
 ©œ

  
lim

x → 1+

2x + 1

x2 − 3x + 4

 ©‡¼

  
lim
x → 0

x + 9 − 3
x

 ©Ë

  
lim
x → 1

x + 2 − 2
x

≤ t5 bOM5 XÐUŁ ‡‡

  
lim
x → 0

x
1
x






=1Æ

≥t5 bOM5 XÐUŁ ‡‡

 ©n6«lim
x → 0

sin x =0 ©»lim
x → 0

cosx =1

 ©Ãlim
x → a

sin x = sin a ©œlim
x → a

cosx = cosa

¥ rOM5 ÷d( ‡‡lim
x → a

f(x) = L —u� s¹« —œ Æ

 ÁUÖd¼ ©n6«  L > 0 t5 bOM5 XÐUŁ ¨f ·Ëc×	 v~¹UAL¼ p¹ —œ aÆXÝ« X³¦	 

 ÁUÖd¼ ©»  L < 0 t5 bOM5 XÐUŁ ¨f ·Ëc×	 v~¹UAL¼ p¹ —œ aÆXÝ« vHM	 

 dÖ« ©Ã  L =0øXHÖ Ê«uðÅv	 tÇ ¨

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅµµ

µ rO«œÅv	® Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡ÅÅ

  
lim
x → 0

sin x
x

=1©

 ©n6«

  
lim
x → 0

sin nx
sin mx

m ≠ 0Æ

 ©»lim
x → 0

sin5x − sin 3x
sin x

Æ

 ©Ã

  
lim
x → 0

6x − sin2x
2x + 3sin4x

Æ

∂ ·Ëc?×?	 v?~¹UAL¼ p¹ —œ dÖ« ‡‡ÅÅa r?OýUÐ t²ý«œ f(x) ≤ g(x) dÖ« Ë 

  
lim
x → a

f(x) = L1Ë 

lim
x → a

g(x) = L2 t5 bOM5 XÐUŁ ¨  L1 ≤ L2 Æ® dÖ« v²Šf(x) < g(x) œuýÅv	 t−O²   L1 ≤ L2©Æ

∑ ÈU¼ÅtOC; ‡‡≥ Ë ¥ÆbOM5 XÐUŁ U¼Åt6U³œ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

≥ÅÅ‡‡µtDI, —œ v~²ÝuOÄ ‡‡ÅÅ

—œ «— v?F?ÐU?ð Èœu?Ný —uÞÅtÐ Ær¹«ÅÁbý UMý¬ q³; Å‰UÝ —œ tDI p¹ —œ lÐUð v~²ÝuOÄ ÂuNH	 UÐ

 ÈÅtDIa ÈÅtDI —œ Ê¬ —«œuL t5 bM¹uÖ t²ÝuOÄ aÆbýUÐ t²ý«b ‘dÄ U¹ Ë vÖb¹dÐ 

 ‰U¦�±±∫ ÈÅtDI —œ d¹“ vIOIŠ ÈU¼ÅlÐUð —«œuL tÐ ±∫bOM5 tłuð 

 ©n6«f(x) = x

 ©»g(x) = x[ ]

f(x)

x

g(x)

x



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµ∂

 ©Ãh(x) = x(x − 1)
x − 1

 ,  x ≠ 1

h(x)

x

i(x)

x  ©œ

  
i(x) =

x       x ≠ 1

0       x =1




 lÐUð jI( ̈ ‚u( ÈU¼ÅlÐUð ÊUO	 “«f ÈÅtDI —œ ±bŠ ‰UŠ Æœ—«b vÖb¹dÐ ÒÈÅtDI —œ «— U¼ÅlÐUð s¹« 

± ÊuÇ ÆrOM5Åv	 vÝ—dÐ lim
x → 1+

g(x) =1 v6Ë ̈lim
x → 1−

g(x) =0 lÐUð fÄ g ÈÅtDI —œ ±“« Æœ—«b bŠ 

 ¨d?~¹œ ·dÞ

  
lim
x → 1

h(x) =1 ÈÅt?DI —œ lÐUð v6Ë Æ± Ád?šôU?Ð ÆXÝ« ÁbA n¹dFð 

  
lim
x → 1

i(x) =1v6Ë 

 t?D?I? —œ l?ÐU?ð vÖb¹dÐ tÐ d−M	 r¼ “UÐ tK¾A	 s¹« t5 ¨XAO tDI s¹« —œ lÐUð —«bI	 dÐ«dÐ bŠ —«bI	±

 U	« ÆœuýÅv	

  
lim
x → 1

f(x) =1= f(1) l?ÐU?ð —«œuL —œ vÖb¹dÐ êO¼ t5 f ÈÅtDI —œ ±È«dÐ fÄ ÆXAO 

bŠ œułË ¨vÖb¹dÐ s²ý«bÒÆXÝ« vK�« „ö	 tDI Ê¬ —œ lÐUð —«bI	 UÐ Ê¬ ÊœuÐ dÐ«dÐ Ë lÐUð 

 lÐUð ∫n¹dFðf ÈÅtDI —œ a d¼ È«dÐ ÁUÖd¼ XÝ« t²ÝuOÄ ‘«ÅtM	«œ “«   ε > 0 œbŽ ¨  δ > 0œułË 

 È«dÐ t5 býUÐ t²ý«œx tM	«œ ÈU¼Åf dÖ« x − a < δ ÁUÖÅÊ¬ ¨f(x) − f(a) < εÆ

 lÐUð  —u� s¹« dOž —œftDI —œ Ï aÆXÝ« t²ÝuOÄU 

t?J?M?¹« t?Ð t?łuð UÐ ÆXÝ« vIOIŠ œ«bŽ« “« Á«u)œ È«ÅtŽuL−	d¹“ lÐUð tM	«œ v~²ÝuOÄ n¹dFð —œ

œ«b?Ž« “« v?�U?š ÈU?¼Åt?Žu?L?−	d¹“ ÈË— bdOÖÅv	 —«d; vÝ—dÐ Ë Y×Ð œ—u	 ”—œ s¹« —œ t5 v¹U¼ÅlÐUð

ÆrOM5Åv	 ÊUOÐ «— U¼ÅÁ“UÐ ÈË— lÐUð v~²ÝuOÄ n¹dFð “« v6œUF	  —u� ̈ buýÅv	 n¹dFð U¼ÅÁ“UÐ vMF¹ ̈ vIOIŠ

Æn¹dFð lÐUð bOM5 ÷d( fÁ“UÐ “« Ï I tÐ   R lÐUð  —u� s¹« —œ ÆbýUÐ Ábý n¹dFð f tDI —œ a“« 

 Á“UÐI ÁUÖd¼ ¨XÝ« t²ÝuOÄ
lim
x → a

f(x) = f(a)

 l?ÐU?ð t5 b¹œ Ê«uðÅv	 v²Š«— tÐf ÈÅt?DI —œ aÈÅt?6U?³?œ d?¼ È«dÐ dÖ« UNMð Ë dÖ« ¨XÝ« t²ÝuOÄ 



ÅÅÅÅÅÅÅµ∑

 È«d~L¼an{ } tM	«œ —œ f t5 lim
n → ∞

an = a ÈÅt6U³œ ¨f(an ){ } tÐ f(a)ÆbýUÐ «d~L¼ 

 ‰U¦�±≤∫  ‰U¦	 ÈU¼ÅlÐUð ÂU9π ÈÅtDI —œ ±Æb«Åt²ÝuOÄ 

 ‰U¦�±≥∫ È«ÅtKLł bMÇ Pn lÐ«uð Ë sin Ë cos ÈÅtDI d¼ —œ   a ∈ R Æb«Åt²ÝuOÄ ®©ø«dÇ

ين�هاتمر

±ÆbM²AO t²ÝuOÄ Ábý Áœ«œ ◊UI —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð bOM5 XÐUŁ ‡‡

 ©n6«

  

f(x) =
x − 2

x − 4
     x ≠ 4

    0          x = 4






 ÈÅtDI —œ ¥Æ

©»

                                              

 ÈÅtDI —œ±Æ

    ©Ã
f(x) =

x  sin
1
x

    x ≠ 0

     1         x =0






  

 ÈÅtDI —œ∞Æ

    ©œ

 x ≠ 0

 x =0

                               ÈÅtDI —œ ∞Æ

 ©‡¼

  
f(x) =

x − 3         x ≠ 3

   2           x = 3





 
 ÈÅtDI —œ≥Æ

 ©Ë

  

f(x) =
x3 + 1

x2 − 9
        x ≠ 3

     1           x = 3






 

 ÈÅtDI —œ≥Æ

≤ s¹d9 qzUA	 “« p¹ÅÂ«b5 —œ ‡‡±b¹bł lÐUð ̈ Ábý Áœ«œ ÈÅtDI —œ lÐUð —«bI	 dOOGð UÐ Ê«uðÅv	 ̈

vbý l(— v~²ÝuOÄU ÈÅtDI lÐUð Ê¬ È«dÐ «— tDI s¹« ¨X6UŠ s¹« —œ® øXšUÝ tDI Ê¬ —œ È«Åt²ÝuOÄ

©ÆbM	UÅv	

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

  

f(x) =
2x − 3

x2







x ≤ 1

1 < x

  

f(x) =
3 − x + 9

x
     

      1      









ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµ∏

≥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ vIOIŠ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄU ◊UI ‡‡

 ©n6«

  
f(x) =

− x x < 0

1 x ≥ 0




»                       © f(x) = x[ ]Æ

¥ lÐUð n¹dFð tM	«œ ‡‡  f(x) = x3 − x2
 lÐUð v~²ÝuOÄ ÆbOM5 h<A	 «— f ◊UI —œ   x =0Ë 

  x =1ÆbOM5 vÝ—dÐ «— 

v~²ÝuOÄ ÈU¼ÅtOC�

b?Š œu?łË ◊d?ý t?Ð ¨r?¹œd5 ÕdD	 bŠ ÈÅÁ—UÐ—œ t5 —uÞÅÊUL¼Òt?D?I? p?¹ —œ nK²<	 ÈU¼ÅlÐUð 

bŠ ̈ XÐUŁÒbŠ Ë ŸuL−	 Ò r¼ U¼ÅÊ¬ »d{Åq�UŠ ; s¹« —œ Æb«Åt³ÝU×	 qÐU; “« ÁœUH²Ý« UÐ XLA;ÈU¼ÅtOC

 ¨bŠ;Ær¹—«œÅv	 ÊUOÐ v~²ÝuOÄ œ—u	 —œ «— dOE ÈU¼ÅtOC

 ÈÅtOC�±±∫ lÐ«uð dÖ« f Ë g ÈÅt?DI —œ Ë bMýUÐ Ábý n¹dFð v5d²A	 tM	«œ ÈË— at²ÝuOÄ ¨

ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ

 ©n6«f + g ÈÅtDI —œ aÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 ©»f − g ÈÅtDI —œ aÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 ©Ãfg ÈÅtDI —œ aÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 ©œf / g ÈÅtDI —œ a ÁUÖd¼ ¨XÝ« t²ÝuOÄ   g(a) ≠ 0Æ

 U³Ł«Ê«“u	¬Åg«œ ÈÅÁbNŽ tÐ s¹d9  —u� tÐ U¼Å U³Ł« ÈÅtOIÐ ̈ rOM5Åv	 XÐUŁ «— ©œ® XLA; jI( ∫

 dÖ« ÆXÝ«  g(a) ≠ 0 Ë f Ë g tDI —œ ar¹—«œ ¨bMýUÐ t²ÝuOÄ 

 lim
x → a

g(x) = g(a) ≠ 0Ë lim
x → a

f(x) = f(a)

fÄlim
x → a

f(x)

g(x)
=

f(a)

g(a)

 l?ÐU?ð v?MF¹
f

g
 ÈÅt?DI —œ a t?5 U?łÅÊ¬ “«® ÆX?Ý« t?²ÝuOÄ lim

x → a
g(x) ≠ 0 l?ÐUð fÄ ¨gp?¹ —œ 

 v~¹UAL¼a «c6 Ë XÝ« dH� n6U<	 
f

g
ÆXÝ« Ábý n¹dFð v~¹UAL¼ Ê¬ —œ ©

 ‰U¦�±¥∫ 

  
f(x) =

x − 2

x2 + 2x − 8
 tDI —œ ∞ÊuÇ ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

  
lim
x → 0

(x − 2) = − 2  ,  lim
x → 0

(x2 + 2x − 8) = − 8 ≠ 0



ÅÅÅÅÅÅÅµπ

 fÄ

  
lim
x → 0

f(x) =
− 2

− 8
=

1

4
 ÊuÇ Ë 

  
f(0) =

1

4
 lÐUð «c6 f ÈÅtDI —œ ∞ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 d?Ö« ¨v?K?5 X6UŠ —œP(x)  Ë Q(x) Ë b?M?ýU?Ð È«Åt?K?LłbMÇ Ëœ   Q(a) ≠ 0ÈU?¹u?Ö l?ÐUð ÁUÖÅÊ¬ 

R(x) =
P(x)

Q(x)
 ÈÅtDI —œ ¨aÆ©ø«dÇ® XÝ« t²ÝuOÄ 

 Ëœ UłÅs¹« —œ;∫rOM5Åv	 d5– «— ÊU¬ “« v¹U¼œdÐ—U5 Ë Áœd5 ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— d~¹œ ÈÅtOC

 ÈÅtOC�±≤∫ dÖ« lim
x → a

g(x) = b lÐUð Ë f ÈÅtDI —œ bÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ÝuOÄ 

lim
x → a

(fog)(x) = f(b)

vMF¹lim
x → a

f(g(x)) = f( lim
x → a

g(x))

 ‰U¦�±µ∫bŠ Ò lÐUð 

  
h(x) = sin

x − 1

x2 + x
 ÈÅtDI —œ «— ±∫rOM5Åv	 «bOÄ 

 ÊuÇ

  
lim
x → 1

x − 1

x2 + x
=0 lÐUð Ë sin tDI —œ ∞ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

  
lim
x → 1

h(x) = sin(lim
x → 1

x − 1

x2 + x
) = sin0=0

∫t−O², lÐUð dÖ« g ÈÅtDI —œ a lÐUð Ë f ÈÅtDI —œ g(a) ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ t²ÝuOÄ fog ÈÅtDI —œ a

ÆXÝ« t²ÝuOÄ

 ‰U¦�±∂∫ lÐUð   f(t) = sin 3t ÈÅtDI d¼ —œ   a ∈ R lÐUð ÆXÝ« t²ÝuOÄ   3t ÈÅtDI —œ t = a

 lÐUð Ësin t ÈÅtDI —œ   t = 3a lÐUð fÄ b«Åt²ÝuOÄ   sin 3t ÈÅtDI —œ t = aÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 ‰U¦�±∑∫bŠ —«bI	 rO¼«ušÅv	 Ò∫r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ 

  
lim
t → π

sin2 t

1 + cos3 t

  

sin2 t

1 + cos3 t
=

(1 − cos t)(1 + cos t)

(1 + cos t)(1 − cos t + cos2 t)
=

1 − cos t

1 − cos t + cos2 t

 ·Ëc×	 v~¹UAL¼ —œ®π ̈  cos t ≠ − 1© lÐUð ÊœuÐ t²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ Ë cos t ÈÅtDI —œ t = π

∫r¹—«œ

  
lim
t → π

sin2 t

1 + cos3 t
=

(1 − cos tπ )

1 − cos π + cos2 π
=

2

3



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂∞

 ‰U¦�±∏∫ rO¼«ušÅv	 a Ë b “« tDI d¼ —œ d¹“ lÐUð t5 rOM5 sOOFð ÊUMÇ «—   RÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

  

f(t) =

a sin t + b cos2t t <
π
6

cos 3t + 2
π
6

≤ t ≤
π
3

sin2 t + b t >
π
3














 ◊UI —œ lÐUð XÝ« v(U5

  
t =

π
6

 Ë 

  
t =

π
3

 býUÐ t²ÝuOÄ ®©ø«dÇ

  

lim
t →

π −

6

(a sin t + b cos2t) = a sin
π
6

+ b cos
π
3

=
a

2
+

b

2

Ë

  

lim
t →

π +

6

(cos 3t + 2) = cos
π
2

+ 2 = 2

 fÄ  a + b = 4eO Ë Æ

lim
t →

π −

3

(cos 3t + 2) = cos π + 2 =1

Ë

  

lim
t →

π +

3

(sin2 t + b) = sin2 π
3

+ b =
3

4
+ b

 fÄ

  

3

4
+ b =1 t−O² —œ Ë 

  
b =

1

4
 Ë 

  
a =

15

4
Æ

 ÈÅtOC�±≥∫ dÖ« n l?ÐUð ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ vFO³Þ œbŽ p¹ f(x) = xn
‘«ÅtM	«œ “« tDI d¼ —œ 

ÆXÝ« t²ÝuOÄ

 ‰U¦�±π∫ lÐUð   f(x) = 5 − 2x2
 ÈÅtDI —œ ∞ lÐUð «d¹“ ÆXÝ« t²ÝuOÄ   g(x) = 5 − 2x2

—œ 

 ÈÅtDI∞ lÐUð Ë XÝ« t²ÝuOÄ h(x) = x —œ   g(0) = 5 > 0 fÄ XÝ« t²ÝuOÄ f = hogÅÈÅtDI —œ ∞

ÆXÝ« t²ÝuOÄ



ÅÅÅÅÅÅÅ∂±

∫t²J, bOM5 ÷d( f ÈÅtDI—œ   x0ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ vHM	U Ê¬ v~¹UAL¼ p¹ —œ Ë t²ÝuOÄ 

  
lim

x → x0

f(x) = f(x0)

ين�هاتمر

±ÆbOM5 «bOÄ U¼ÅÊ¬ ÈÅtM	«œ —œ «— d¹“ lÐ«uð v~²ÝuOÄU ◊UI ‡‡

©n6«

  
f(x) = x2 − 4 x ≤ 2

x x > 2





©»f(x) =
3 − x + 9

x + 12 − 1

©Ãf(x) =
x2

x − 5
x < 4

x − 4 x ≥ 4







≤lÐUð —«œu/ ‡‡

  

f(x) =

0 x < 0

x 0 ≤ x <
1

2
2

3

1

2
≤ x < 1

1 1 ≤ x













Æ©bOM5 XÐUŁ «— œuš ÈUŽœ«® b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— Ê¬ v~²ÝuOÄU ◊UI Ë Áœd5 rÝ— «—

≥dÖ« ‡‡

  
f(x) =

− x x < 0

1 0 ≤ x




Ë

  
g(x) =

1 x < 0

x 0 ≤ x




 ÈU¼ÅlÐUð bOM5 XÐUŁf Ë g ÈÅtDI —œ ∞ v6Ë b«Åt²ÝuOÄU fog ÈÅtDI —œ ∞ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂≤

¥ d?Ö« t?5 b?O?M?5 XÐUŁ ‡‡lim
x → a

f(x) = L ÁU?ÖÅÊ¬ lim
x → a

f(x) = Le?O? V?K?D?	 s?¹« fJŽ U¹¬ Æ

øXÝ« XÝ—œ

µø«dÇ øbýUÐ t²ÝuOÄ b«uðÅv	 ¨t²ÝuOÄU lÐUð p¹ Ë t²ÝuOÄ lÐUð p¹ ŸuL−	 U¹¬ ‡‡ÅÅ

∂t5 bOM5 XÐUŁ ‡‡ 

 lÐUð ©n6«  f(x) = x2 − 2x + 1 ÈÅtDI —œ ±ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 lÐUð ©»  g(x) = 1 − cosx ÈÅtDI —œ ∞ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 lÐUð ©Ã  f(x) = (x − 3)(1 − x) ÈÅtDI —œ ≥ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

≥‡‡∂Á“UÐ p¹ ÈË— v~²ÝuOÄ ‡‡ 

¨‘d?Ä ê?O?¼ Á“U?Ð Ê¬ —œ ‘—«œu?/ d?Ö« X?Ý« t²ÝuOÄ ¨Á“UÐ p¹ ÈË— lÐUð p¹ ÈœuNý —uÞÅtÐ

“« œ«b	 7ý«œdÐ ÊËbÐ Ê«uðÅv	 «— t²ÝuOÄ ÈU¼ÅlÐUð —«œu/ vð—U³Ž tÐ U¹ ÆbýUÐ t²ý«b výdÐ U¹ Ë Œ«—uÝ

Æœd5 rÝ— cžU5 ÈË—

 ‰U¦�≤∞∫ ÈÅÁ“UÐ —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ —«œu/ tÐ   I = ( − 1,  1)∫bOM5 tłuð 

  f(x) = x − 1

  g(x) = x2

h(x) = x[ ]

  
i(x) = x(x − 1)

x

  
j(x) =

x − 1 x ≠ 0

0 x =0




f(x)

x
− 1 1

g(x)

x
− 1 1



ÅÅÅÅÅÅÅ∂≥

 ÈU?¼ÅlÐUð ¨œuýÅv	 Áb¹œ t5 tuÖÅÊUL¼f,g—œ 

 ÈÅÁ“UÐIÈU?¼Ål?ÐU?ð “« p¹ÅêO¼ U	« ¨b«Åt²ÝuOÄ Ëœ d¼ 

h,i,jÆbM²AO t²ÝuOÄ Á“UÐ s¹« —œ 

h(x)

x
− 1 1

i(x)

x
− 1 1

j(x)

x
− 1 1

∫n¹dFð lÐUð fbýUÐ t²ÝuOÄ œuš tM	«œ ◊UI ÂU9 —œ ÁUÖd¼ XÝ« t²ÝuOÄ 
±

Æ

 ‰U?¦�≤±∫ l?ÐUð   g(x) = x2
◊U?I? ÂU?9 —œ l?ÐU?ð s?¹« Êu?Ç ¨X?Ý« t?²ÝuOÄ È“UÐ ÈÅÁ“UÐ d¼ —œ 

ÆXÝ« t²ÝuOÄ vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−	

 ‰U¦�≤≤∫ lÐUð h(x) = x[ ] ÈÅÁ“UÐ —œ   (0,1) XÝ« t²ÝuOÄ ® —«bI	 ÊuÇhÁ—«uL¼ Á“UÐ s¹« —œ 

∞ ◊UI ÂU9 —œ t−O² —œ ¨XÝ«   (0,1)XÝ« t²ÝuOÄ © ÊuÇ v(dÞ “« ÆhXAO t²ÝuOÄ dH� ÈÅtDI —œ 

 ÈÅÁ“UÐ —œ ¨©ø«dÇ®  ( − 1,1)ÆœuÐ b¼«u< t²ÝuOÄ 

éÇ Ë XÝ«— v~²ÝuOÄ

 ‰U¦	 tÐ≤∞ lÐUð tÇdÖ ÆbOM5 tłuð h ÈÅtDI —œ ∞bŠ È«—«œ ÒXÝ«  ËUH²	 XÝ«— Ë éÇ ÈU¼

b?Š v‡6Ë ¨©œ—«b b‡Š vMF¹®Ò l?ÐU?ð U?	« ÆXÝ« dÐ«dÐ tDI Ê¬ —œ lÐUð —«bI	 UÐ Ê¬ XÝ«— j—œ t‡5 s¹« UÐ 

± “UÐ ÈÅÁ“UÐ ‡‡ I ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹ d¼ b«uðÅv	 (a, b),(a, ∞ ),( − ∞ ,a),( − ∞ , ∞ )ÆbýUÐ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂¥

ÅÈÅtDI∞bŠÅÒb?Š s¹« v6Ë ¨œ—«œ ÊUAJ¹ XÝ«— Ë éÇ ÈU¼Ò ÈÅt?DI —œ lÐUð —«bI	 UÐ U¼∞ÆXAO dÐ«dÐ 

∫rOM5Åv	 ÕdD	 «— d¹“ ÈU¼Ån¹dFð ¨ ËUHð s¹« d²NÐ hO<Að È«dÐ

∫ n¹dFð lÐUð bOM5 ÷d( f Á“UÐ “« I tÐ   R Ëa “« tDI p¹ I lÐUð bM¹uÖÅv	 ÆbýUÐ fÈÅtDI —œ 

a ÈÅtDI —œ lÐUð s¹« ÁUÖd¼ ¨XÝ« t²ÝuOÄ XÝ«— “« abŠ ÒbŠ Ë býUÐ t²ý«œ XÝ«— ÒÊ¬ —œ lÐUð XÝ«— 

 ÈÅtDI —œ lÐUð —«bI	 dÐ«dÐ tDIavMF¹ ¨býUÐ 

lim
x → a +

f(x) = f(a)

∫ n¹dFð lÐUð bOM5 ÷d( f Á“UÐ “« I tÐ   R Ëa “« tDI p¹ I lÐUð bM¹uÖÅv	 ÆbýUÐ fÈÅtDI —œ 

a ÈÅtDI —œ lÐUð s¹« ÁUÖd¼ ¨XÝ« t²ÝuOÄ éÇ “« abŠ ÒbŠ Ë býUÐ t²ý«œ éÇ ÒtDI Ê¬ —œ lÐUð éÇ 

 ÈÅtDI —œ lÐUð —«bI	 dÐ«dÐavMF¹ ¨býUÐ 

lim
x → a −

f(x) = f(a)

 ‰U¦�≤≥∫ lÐUð h(x) = x[ ] XÝ« t²ÝuOÄ XÝ«— “« `O×� œ«bŽ« ÂU9 —œ ®Æ©ø«dÇ

 ‰U¦�≤¥∫ lÐUð   m(x) = 1 − x[ ] XÝ« t²ÝuOÄ éÇ “« `O×� œ«bŽ« ÂU9 —œ ®Æ©ø«dÇ

 dÖ« œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv	 a  Á“UÐ vË—œ tDI p¹I lÐUð ÁU~¬ ̈ býUÐ f ÈÅtDI —œ adÖ« XÝ« t²ÝuOÄ 

 ÈÅtDI —œ lÐUð s¹« dÖ« UNMð ËaÆ©ø«dÇ® býUÐ t²ý«œ éÇ Ë XÝ«— v~²ÝuOÄ ¨

 l?ÐU?ð t?M	«œ v²;Ë ∫t²JfÁ“U?Ð Ï a,b[ ] é?Ç v?~²ÝuOÄ XÝ« f —œ b v?~?²?ÝuOÄ ÊUL¼ f —œ bË 

 XÝ«— v~²ÝuOÄf —œ a v~²ÝuOÄ ÊUL¼ f —œ  aÆXÝ«

 ‰U¦�≤µ∫ lÐUð   f(x) = 4 − x2
Á“UÐ ÈË— Ï   − 2,2[ ]ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

≥‡‡∑U¼œdÐ—UA Ë v~²ÝuOÄ rN� ÈU¼ÅtOC� ‡‡

 s¹« —œ t5 œ—«œ v¹U¼ÅvÖó¹Ë ¨býUÐ t²ÝuOÄ Á“UÐ p¹ —œ vFÐUð t5 v	U~M¼;všdÐ vÝ—dÐ tÐ XLA

dÖ« fÄ ¨œ—«b vš«—uÝ U¹ ‘dÄ êO¼ ¨t²ÝuOÄ lÐUð p¹ —«œu/ t5 s¹« tÐ tłuð UÐ Ær¹“«œdÄÅv	 U¼ÅÊ¬ “«

 —u×	 ÈË— «— —«bI	 Ëœ È«Åt²ÝuOÄ lÐUðy»U<²« b¹UÐ r¼ «— œbŽ Ëœ s¹« sOÐ —«bI	 d¼ ¨œd5 »U<²« 

 Èœu?N?ý ”UÝ« s¹« ÆbM5;Ë q?O?A?«d?H?¹œ »UAŠ ”—œ œËbŠ “« Ê¬  U³Ł« t5 XÝ« d¹“ rN	 ÈÅtOC

ÆXÝ« Ã—Uš ‰«d~²«

 ÈÅtOC�±¥∫©v?,UO� —«bI� ÈÅtOC�® ¨ lÐUð dÖ« f t²AÐ ÈÅÁ“UÐ —œ [a,b]dÖ« Ë ¨býUÐ t²ÝuOÄ 

 vIOIŠ œbŽk sOÐ f(a) Ë f(b)¨býUÐ   vIOIŠ œbŽ p¹ q;«bŠ ÁUÖÅÊ¬  x0 ÈÅÁ“UÐ —œ [a,b]œ—«œ œułË 



ÅÅÅÅÅÅÅ∂µ

 t5  f(x0) = kÆ

 vÝbM¼ dO³Fð; jš t5 XÝ«  —u�Ås¹bÐ ‚u( ÈÅtOCy = k —«œuL ¨fUL²Š «— Î ;ÆbM5Åv	 lD

∫bOM5 tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦	 tÐ

 ‰U¦�≤∂∫   g(x) = x2
 ÈÅÁ“UÐ —œ   0,1[ ]Ë XÝ« t²ÝuOÄ 

                 g(0) =0 < 1
2

< g(1) =1

UL²Š fÄÎ bMU	 È«ÅtDI 

  
(x0 = 1

2
)x0 t5 œ—«œ œułË g(x0) = 1

2
Æ

g(x)

x

1

x 0

1

2

1

h(x)

x

1

1

2

1

 ‰U?¦�≤∑∫ l?ÐU?ð È«dÐ Ÿu{u	 s¹« h(x) = x[ ] ÈÅÁ“U?Ð —œ   0,1[ ]È«d?Ð Êu?Ç ÆXAO XÝ—œ 

 ̈ ‰U¦	h(0) =0 < 1
2

< h(1) =1 ÈÅtDI êO¼ v6Ë   x0 t5 œ—«b œułË h(x0) = 1
2

 jš vMF¹ Æ

  
y = 1

2

 lÐUð —«œuL ÁUÖÅêO¼h «— ;ÆbM5ÅvL lD



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂∂

 œdÐ—U5 rN	 œ—«u	 “« vJ¹; ôœUF	 qŠ U¹® lÐUð p¹ ÈU¼dH� Êœd5 «bOÄ vUO	 —«bI	 ÈÅtOC

  f(x) =0©ÆXÝ« 

∫t−O², ÈÅt²AÐ ÈÅÁ“UÐ —œ vFÐUð dÖ« [a,b] ÈÅtDI —œ Ë t²ÝuOÄ a ÈÅtDI —œ Ë X³¦	 bU¹ vHM	 

 býUÐ fJŽdÐ  f(a)f(b) < 0( ) ÈÅÁ“UÐ —œ È«ÅtDI —œ ÁUÖÅÊ¬ ¨(a,b) Ê¬ —«bI	 ∞q;«bŠ vMF¹ ÆœuýÅv	 

 p¹  a < x0 < b t5 È—uÞÅtÐ œ—«œ œułË   f(x0) =0Æ

 ‰U???¦??�≤∏∫ l???ÐU???ð   f(x) = 4x 3 − 12x2 + 11x − 3 ÈÅÁ“U???Ð —œ   0,2[ ]Ë X???Ý« t???²???Ýu??O??Ä 

  f(0) = − 3 < 0 Ë   f(2) = 3 > 0 ¨; œb?Ž œułË vUO	—«bI	 ÈÅtOC  0 < x0 < 2t5 bM5Åv	 sOLCð «— 

 Ê¬ È«dÐ  f(x0) =0 ®u	;XOF  x0 ÈÅÁ“UÐ —œ   (0,2)øXAOÇ ©Æ

q?zU?A?	 —œ v?M?×M	 Ëœ v;öð q×	 sOOFð U¹ Ë È«ÅtKLłbMÇ p¹ ÈU¼dH� Êœd5 «bOÄ  —Ëd{

 t?ł—œ ÈU?¼ÅÈ«Åt?K?L?łb?M?Ç ÈU?¼dH� sOOFð ÆœuýÅv	 d¼Uþ nK²<	± Ë ≤o?O?;œ —uÞÅtÐ Ë XÝ« ÁœUÝ 

∫œd5 «bOÄ «— U¼ÅÊ¬ Ê«uðÅv	

x = − b
a

 È«dÐ   ax + b =0 ®Æ©p¹ ÈÅtł—œ

  
x = − b ± b2 − 4ac

2a
 È«d???????Ð   ax2 + bx + c =0 ® ÈÅt????????ł—œ≤t???????5ÅÊ¬ ◊d???????ý t???????Ð® ©

  b
2 − 4ac ≥ 0©t5Å—uÞÅÊUL¼ U¹ Ë XÝ« ÁbOâOÄ —UOAÐ tK¾A	 U¹ ̈ dðôUÐ ÈÅtł—œ UÐ ÈU¼ÅÈ«ÅtKLłbMÇ È«dÐ Æ

“« ÈU?¼ÅÈ«ÅtKLłbMÇ ÈU¼dH� sOOFð È«dÐ Èd³ł ‰u	d( êO¼ ¨XÝ« Ábý XÐUŁ r¼œ“u Êd; q¹«Ë« —œ

 ÈÅtł—œµX?A?O s¹« “« d²NÐ U¼ÅÈ«ÅtKLłbMÇdOž ÈU¼dH� sOOFð È«dÐ XOF{Ë Æœ—«b œułË ôUÐ tÐ 

v?K?ŠÅÁ«— v?K5Å—uÞÅtÐ vUO	 —«bI	 ÈÅtOC; ÆXÝ« d¹cÄÅÊUJ	« U¼ÅtA¹— s¹« v³¹dIð —«bI	 Êœd5 «bOÄ v6Ë

Æb¼œÅv	 tz«—« tK¾A	 s¹« È«dÐ

 ‰U¦�≤π∫ v³¹dIð ÈU¼ÅtA¹—   f(x) = x 3 − 4x − 2 =0ÆbOM5 «bOÄ «— 

  f(2) = − 2 Ë   f(3) =13 ÊuÇ Æf ÈÅÁ“UÐ —œ   2, 3[ ]UL²Š fÄ ¨XÝ« t²ÝuOÄ Îs¹« —œ ÈdH� 

 U	« Æœ—«œ tK�U(  f(2 / 5) = 3 / 625UL²Š fÄ ¨Î ÈÅÁ“UÐ —œ ÈdH�   2,2 / 5[ ]sOL¼ tÐ Æœ—«œ œułË 

 t5 b¹œ Ê«uðÅv	 VOðdðf ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ ÈUN²« Ë «b²Ð« —œ   2 /125,2 / 25[ ] ̈2 /1875,2 / 25[ ]¨

  2 /1875,2 / 21875[ ]    ¨2 / 203125,2 / 21875[ ]   ¨   2 / 2109375,2 / 21875[ ]Ë  

2 / 2109375,2 / 2148438[ ]»«uł Ê«uðÅv	 ̈ býUÐ Â“ô t5 v²;œ d¼ UÐ «c6 Ë b¼œÅv	 X	öŽ dOOGð 

ö¦	 Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «—Î v³¹dIð »«uł —UAŽ« Âb� p¹ Uð ¨≤[≤±—«bI	 rOMOÐÅv	 t5 —uÞÅÊUL¼® ÆXÝ« 



ÅÅÅÅÅÅÅ∂∑

œ; oO  x0 ÈÅtKOÝËÅtÐ ;Æb¹¬ÅvL XÝœÅtÐ vUO	 —«bI	 ÈÅtOC©

 ‰U¦�≥∞∫ tA¹— È«dÐ   f(x) = cosx − 2x2 =0øbM5Åv	 ÕdD	 «— vI¹UIŠ tÇ d¹“ ‰Ëbł 

 ÈÅt6œUF	  f(x) =0«bŠ ;ÅÈÅtK�U( —œ È«ÅtA¹— q®Å∞[∏ Ë ∞[∂Æ©ø«dÇ® œ—«œ ©

 t?²AÐ ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— t²ÝuOÄ ÈU¼ÅlÐUð ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« d~¹œ vJ¹[a,b]Ë rLOA5U	 —«bI	 œułË ¨

 U	« ÆrOM5Åv	 ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ È«ÅtOC;  —u�ÅtÐ «— Ê¬ t5 ¨XÝ« lÐUð oKD	 rLOMO	;rLOA5U	 Ê¬ “« q³

∫rOM5Åv	 n¹dFð «— oKD	 rLOMO	 Ë

∫n?¹dFð l?ÐUð ©n6« f ÈÅt?Žu?L−	 ÈË— AÈ«—«œ o?K?D?� rLOMO� b?M?U?	 È«Åt?DI ÁUÖd¼ XÝ« 

  x1 ∈ A d¼ È«dÐ t5 œuý X(U¹ x ∈ A ¨  f(x1) ≤ f(x) «— tDI s¹« ÆoKD� rLOMO� ÈÅtDI, lÐUð f

 ÈÅtŽuL−	 ÈË—A Ë   f(x1) «— oKD� rLOMO� —«bI�ÆbM	UÅv	 

 lÐUð ©»f ÈÅtŽuL−	 ÈË— A È«—«œ oKD� rLOIAU� bMU	 È«ÅtDI ÁUÖd¼ XÝ«   x2 ∈ AX(U¹ 

 d¼ È«dÐ t5 œuýx ∈ A ̈  f(x2) ≥ f(x) «— tDI s¹« ÆoKD� rLOIAU� ÈÅtDI, lÐUð fÈÅtŽuL−	 ÈË— 

A Ë   f(x2) «— oKD� rLOIAU� —«bI�ÆbM	UÅv	 

 ÈÅtOC�±µ∫ lÐUð dÖ« f ÈÅÁ“UÐ ÈË— a,b[ ]ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ÝuOÄ 

 vIOIŠ œbŽ ©n6«K d¼ È«dÐ t5 œ—«œ œułË x ∈ a,b[ ] ¨f(x) ≤ KÆ

 œb??????Ž Ëœ ©»  x1 Ë   x2 ÈÅÁ“U?????Ð —œ a,b[ ] d??????¼ È«d??????Ð t??????5 b??????—«œ œu?????łË x ∈ a,b[ ]Æ

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2)

 t?²?A?Ð ÈÅÁ“U?Ð —œ l?ÐU?ð d?Ö« ¨d~¹œ  —U³Ž tÐa,b[ ]Ë X?Ý« —«b?«d?5 Á“U?Ð s?¹« —œ b?ýUÐ t²ÝuOÄ 

Æœ—«œ oKD	 rLOMO	 Ë rLOA5U	

 ‰U¦�≥±∫ lÐUð   f(x) =1 − x ÈÅÁ“UÐ —œ   − 1,1[ ] ÈÅtOC; o³Þ fÄ ÆXÝ« t²ÝuOÄ ±µ—«b«d5 

 d¼ È«“« tÐ t5 XÝ« `{«Ë ¨l;«Ë —œ ªXÝ«x ¨Á“UÐ s¹« —œ   f(x) ≤ 2 oKD	 rLOA5U	 —«bI	 ¨fdÐ«dÐ 

≤ ÈÅtDI —œ   − 1 oKD	 rLOMO	 —«bI	 Ë ¨f dÐ«dÐ ∞ ÈÅtDI —œ ±ÆXÝ« 

 ‰U?¦�≥≤∫ lÐUð ©n6«   f(x) = x − 1 ÈË— «—   Rr?L?O?M?O?	 Ë r?LOA5U	 lÐUð s¹« Æb¹dO~Ð dE —œ

ÆXAO r¼ —«b«d5 Ë œ—«b oKD	

  

x 0 0/ 2 0/ 4 0/ 6 0/ 8 1

f(x) 1/0 0/ 9 0/ 6 0/11 − 0/ 58 − 1/ 46



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂∏

lÐUð ©»

h(x) =
1

x
    − 1 ≤ x < 1, x ≠ 0

 0            x =0







 t²Ð ÈÅÁ“UÐ —œ tÇdÖ«  − 1,1[ ] XO� t²ÝuOÄ Á“UÐ Ê¬ —œ v Ë Ábý n¹dFð ® lÐUð ̈ Ê¬ dÐÅÁËöŽ Æ©ø«dÇh—œ 

  − 1,1[ ]Æœ—«b� r¼ oKD2 rLOMO2 Ë rLO5U2 —«bI2 Ë XO� —«b�«d5 

 t?O?C9 ÈU¼Å◊dý±µU?L?²?Š v? Ë ¨X?Ý« v?>U?5 Êœu?ÐÅÅÅÅÅ—«b?�«d?5 Ë o?K?D2 rLOMO2 Ë rLO5U2 œułË È«dÐ Î

∫bOM5 tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦2 tÐ VKD2 s¹« ÈÅÁb¼UA2 È«dÐ ¨XO� È—Ëd{

 ‰U¦�≥≥∫©n « 

  
f(x) = x2 + 1    − 1 ≤ x < 0

    x      0 ≤ x ≤ 1





 ÈÅÁ“UÐ —œ  − 1,1[ ]XÝ« —«b�«d5 v Ë ¨XO� t²ÝuOÄ 

 Ê¬ o?K?D2 rLO5U2 —«bI2 Ë≤ Ê¬ o?KD2 rLOMO2 Ë ∞

 d¼ È«dÐ Ë XÝ«  x ∈ − 1,1[ ] ¨  f(x) ≤ 2Æ

f(x)

x
− 1 1

 lÐUð ©»  g(x) =1 − x ÈË—   (1,2)Æœ—«b� oKD2 rLOMO2 Ë rLO5U2 —«bI2 v Ë XÝ« —«b�«d5 

 ‰U¦�≥¥∫ UÐ Ê«u²Ð t5 qJýÅvKOD²2 sO2“ XŠU2 s¹dðÅ¯—eÐ ≤∞∞œd5 —uB×2 ̈ —UBŠ d²2 

øXÝ« —b9ÅtÇ

 dÖ«x Ë ‰uÞ y “« XÝ«  —U³Ž qOD²2 jO×2 ÁUÖÅÊ¬ býUÐ qOD²2 ÷dŽ 

P(x,y) = 2x + 2y = 200

 fÄ  x + y =100 vMF¹   y =100 − x“« XÝ«  —U³Ž qOD²2 XŠU2 Æ

  A(x) = xy = x(100 − x) =100x − x2

 l?ÐUðA ÈÅÁ“UÐ —œ   0,100[ ] ÆX?Ý« t²ÝuOÄ ® «— Á“U?Ð «d?Ç b?O¹u~Ð bO�«uðÅv2 U¹¬  0,100[ ]dE� —œ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂π

©ør¹dOÖÅv2  A(0) = A(100) =0

 rLO5U2 —«bI2 fÄA bM�U2 È«ÅtDI� —œ   x0 ∈ (0,100)—«bI2 Êœd5Å«bOÄ È«dÐ Æb¹¬Åv2 XÝœÅtÐ 

 ¨rLO5U2A(x)∫rO¹u�Åv2 d¹“  —uYÅtÐ «— 

  A(x) = − (x2 − 2 × 50x + 502 − 502)

                                                                        = 2500 − (50 − x)2

 t5 XÝ« ̀ {«Ë  A(x) ≤ 2500 Ë   A(50) = 2500 oKD2 rLO5U2 —«bI2 fÄ A dÐ«dÐ ≤µ∞∞

 ÈÅtDI� —œ lÐd2d²2  x0 = 50Æb¹¬Åv2 XÝœÅtÐ 

 ÈÅtOC9±µoKD2 rLOMO2 Ë rLO5U2 Êœ—Ë¬ÅXÝœÅtÐ È«dÐ výË— ̈ v�UO2 —«bI2 ÈÅtOC9 bM�UL¼ ̈

Æbý b¼«uš tz«—« vB]A2 ‘Ë— ¨o²A2 Y×Ð —œ Æb¼œÅvL� tz«—«

≥ÅÅÅ‡‡∏”uJF� lÐUð v~²ÝuOÄ ‡‡ÅÅ

 dÖ« t5 rOM5Åv2 È—Ë¬œU¹f Ê¬ ”uJF2 È«dÐ ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ p¹ tÐ p¹ vFÐUð   f − 1
 r¹—«œ   f

− 1(y) = x

 dÖ« UNMð Ë dÖ«y = f(x)Æ

 l?ÐUðf d?¼ È«d?Ð ÁU?Öd?¼ b?M?¹u?ÖÅv2 bO5« ÈœuFY «—   x1, x2 ∈ Df t?5 ¨  x1 < x2r?O?ýU?Ð t²ý«œ 

  f(x1) < f(x2)Æ

 l?ÐU?ðf d?¼ È«d?Ð ÁU?Öd?¼ b?M?¹u?ÖÅv?2 b?O?5« v? Ëe?� «—   x1, x2 ∈ Df t?5 ¨  x1 < x2r?O?ýU?Ð t?²?ý«œ 

  f(x1) > f(x2)Æ

 lÐUð ¨býUÐ bO5« v Ëe� U¹ Ë bO5« ÈœuFY ‘«ÅtM2«œ —œ t5 «— vFÐUðbO�« È«uMJ¹ÆbM2U�Åv2 

∫t²J Æ©ø«dÇ® bM²¼ p¹ tÐ p¹ ¨bO5« È«uMJ¹ ÈU¼ÅlÐUð t5 bOM5 X9œ 

∫rOM5Åv2 ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— d¹“ ÈÅtOC9 t²ÝuOÄ Ë bO5« È«uMJ¹ ÈU¼ÅlÐUð œ—u2 —œ

 ÈÅt?OC#±∂∫ l?ÐU?ð dÖ« f ÈÅÁ“UÐ —œ a,b[ ] œd?Ð ÁU?ÖÅÊ¬ ¨b?ýU?Ð b?O?5« ÈœuFY Ë t²ÝuOÄ fd?Ð«dÐ 

f(a), f(b)[ ] ÁËöŽÅtÐ ÆXÝ«   f − 1
 ÈË— f(a), f(b)[ ]ÆXÝ« bO5« ÈœuFY Ë t²ÝuOÄ

s?¹« —œ Æœd?5 ÊU?O?Ð Ê«u?ðÅv?2 ¨b?M²¼ bO5« v Ëe� t5 È«Åt²ÝuOÄ ÈU¼ÅlÐUð È«dÐ vNÐUA2 ÈÅtOC9

 ”uJF2 lÐUð ÈÅtM2«œ ¨X UŠf(b), f(a)[ ]ÆXÝ« 

 ‰U¦�≥µ∫ lÐUð ©n « Arcsin Á“UÐ ÈË—   − 1,1[ ]”uJF2 «d¹“ ÆXÝ« bO5« ÈœuFY Ë t²ÝuOÄ 

 lÐUð Ê¬sin ÈË— 

  
−

π
2

,
π
2







ÆXÝ« bO5« ÈœuFY Ë t²ÝuOÄ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑∞

 l?ÐUð ©»Arccos Á“UÐ ÈË—   − 1,1[ ] ¨Ê¬ ”u?J?F?2 l?ÐU?ð «d¹“ ÆXÝ« bO5« v Ëe� Ë t²ÝuOÄ cos

 ÈË—  0, π[ ]ÆXÝ« bO5« v Ëe� Ë t²ÝuOÄ 

ين�هاتمر

±ÆbOM5 Y×Ð ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð v~²ÝuOÄ ÈÅÁ—UÐ—œ ‡‡

 ©n «f(x) =
2x

x + 3
 ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ   ( − 3,0) Ë   − 3,0[ ]Æ

©»

  

g(x) =
2x − 3      x < − 2

x − 5        − 2 ≤ x ≤ 1

3 − x        1 < x







 ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ  ( − ∞ ,2) ¨  − 2,1[ ] Ë   (3, ∞ )Æ

©Ã

  

h(x) =
x[ ] + 1     − 2 ≤ x < 0

2x              0 ≤ x < 1

x + 1           1 ≤ x ≤ 2









 ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ  − 2,1[ ] Ë   0,2[ ]Æ

≤ÆbOM5 Y×Ð ÁbýÅÁœ«œ ÈÅtDI� —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð XÝ«— Ë éÇ v~²ÝuOÄ Ë v~²ÝuOÄ œ—u2 —œ ‡‡

©n «

f(x) =
x2 + 2x − 3

x2 − 2x + 1
   x ≠ 1

− 4                    x =1









 ÈÅtDI� —œ  x =1Æ

 ©»

  
g(x) =

x + 1

2





+

x − 1

2






 ÈÅtDI� —œ   x =1Æ

≥ X?ÐU?Ł —«bI2 ‡‡c   l?ÐU?ð t?5 b?O?M5 sOOFð È—uÞ «— 

  

f(t) =
tan t − sec t  t ≠ π

2

    c            t = π
2










ÈÅÁ“U?Ð —œ 

  

π
4

,
3 π
4







ÆbýUÐ t²ÝuOÄ (sec t =
1

cos t
)

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑±

¥ ÈÅt? œU?F?2 ÈU?¼Åt?A¹— œ—u2 —œ d¹“ ÈU¼ÅgÝdÄ tÐ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡  f(x) =0ÈÅÁ“UÐ —œ 

  0,1/ 8[ ]t5 

  f(x) = sin 3x cos4x + 0/ 8

∫bO¼œ »«uł

 ÈÅÁ“UÐ —œ lÐUð s¹« ©n «  0,1/ 8[ ]ýUÐ t²ý«œ b�«uðÅv2 tA¹— bMÇøb

øb¹«ÅÁœd5 «bOÄ o¹dÞ s¹« tÐ «— U¼ÅtA¹— ÂULð t5 bO²¼ s¾LD2 U¹¬ ©»

µ ÈÅÁ“UÐ —œ t²ÝuOÄ lÐUð tÝ —«œuL� ‡‡ÅÅ  0,1[ ]dÐ ÁbýÅÁœ«œ ◊UI� —œ U¼ÅÊ¬ ÈU¼—«bI2 t5 bOM5 rÝ— «— 

 ÈÅÁ“UÐ —œ tA¹— p¹ jI> Ë p¹ v Ë« ̈ bMýUÐ o³DM2 d¹“ ‰Ëbł  0,1[ ]tA¹— Ëœ q9«bŠ v2Ëœ ÆbýUÐ t²ý«œ 

 ÈÅÁ“U?Ð —œ e¹UL²2  0/ 6,0/ 8[ ] ÈÅÁ“U?Ð —œ e?¹UL²2 tA¹— tÝ q9«bŠ v2uÝ Ë býUÐ t²ý«œ  0,0/ 8[ ]t?²ý«œ 

ÆbýUÐ

∂ ÈÅt œUF2 »«uł v³¹dIð q×2 d¹“ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅÅÅ

  
sin 3x cos4x =

x3

π 3ÈÅÁ“UÐ —œ «— 

  1/07,1/15[ ]Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∑øb�—«b�«d5 ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ Â«b5 ‡‡

 ©n «

  
f(x) =

1

x
 ÈÅÁ“UÐ —œ   1,2[ ]Æ

  

x x3 / π 3 sin 3xcos4x

1/07 0/0395 0/0286

1/08 0/0406 0/0376

1/09 0/0418 0/0442

1/10 0/0429 0/0485

1/11 0/0441 0/0504

1/12 0/0453 0/0499

1/13 0/0465 0/0470

1/14 0/0478 0/0417

1/15 0/0491 0/0340

  
x 0 0/ 2 0/ 4 0/ 6 0/ 8 1 1/ 2 1/ 4 1/ 6 1/ 8

f(x) 0/ 8 1/19 0/ 77 0/08 0/13 0/ 71 0/ 76 0/12 − 0/19 0/ 33

  
x 0 0/ 2 0/ 4 0/ 6 0/ 8 1

f(x) 1 0/ 9 0/ 6 0/11 − 0/ 58 − 1/ 46



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑≤

 ©»

  
f(x) =

1

x
 ÈÅÁ“UÐ —œ   − 1,0)[Æ

 ©Ã

  
g(x) = sin

1

x
œ  ÈÅÁ“UÐ —  (0, π )Æ

∏ l?ÐUð dÖ« ‡‡ÅÅfÅ ÅÈÅÁ“U?Ð —œ a,b[ ] ÈÅÁ“U?Ð —œ eO� Ë b,c[ ]—œ l?ÐU?ð s?¹« b?OM5 XÐUŁ ¨býUÐ t²ÝuOÄ

 ÈÅÁ“UÐa,c[ ]ÆXÝ« t²ÝuOÄ

πÆbOM5 «bOÄ ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅtŽuL−2 —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð oKD2 rLOMO2 Ë rLO5U2 ÈU¼—«bI2 ‡‡

 ©n «  f(x) = x2
 ÈÅÁ“UÐ —œ   1,2[ ]Æ

 ©»g(x) = sin x ÈÅÁ“UÐ —œ   0, π[ ]Æ

 ©Ã

  
h(x) =

1

x
 ÈÅÁ“UÐ —œ  1,2[ ]Æ

±∞ jš t5 bO¼œ ÊUA� ‡‡

  
y =

a + b
2

 lÐUð —«œuL� f(x) = (x − a)(x − b) + xÆbM5Åv2 lD9 «— 

≥‡‡πŠ ‡‡bÒX¹UN ÅvÐ 

 t5 r¹b¹œLbŠ Ò lÐUð f ÈÅtDI� —œ a tÐ p¹œe� ◊UI� —œ lÐUð d¹œUI2 ÁUÖd¼ ¨XÝ« a tÐ p¹œe� L

∫bOM5 tłuð d¹“ ‰U¦2 tÐ ‰UŠ ÆbMýUÐ

 ‰U?¦�≥∂∫ ÈÅt?D?I?� v?~?¹U?L¼ —œ vÞUI� —œ «— ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅlÐUð d¹œUI2 d¹“ ÈU¼Å‰Ëbł ∞tÐ 

∫b�—«cÖÅv2 g¹UL�

  
f(x) =

1

x

  

g(x) =
1

x
 x ≠ 0

 0  x =0







h(x) = − sin(
π
x

) x

  

x − 0/ 3 − 0/1 − 0/03 − 0/01 − 0/003 − 0/001 0

f (x) −
10

3
− 10 −

100

3
− 100 −

1000

3
− 1000                 

g(x)
10

3
10

100

3
100

1000

3
1000 0

h(x) +
5 3

3
0 +

50 3

3
0 500 3

3
0

ÁbA�Ån¹dFð

ÁbA�Ån¹dFð



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑≥

Ð lÐUð È«dg —b9d¼ ¨x tÐ ∞Ê«d5 ÊËbÐ g¹«e>« s¹« Ë œuýÅv2 d²AOÐ lÐUð —«bI2 ¨œuý dðÅp¹œe� 

 l?ÐUð È«dÐ ÆXÝ«f dÖ« x t?Ð éÇ ·dÞ “« ∞Ê«d?5Åv?Ð Ë œu?ýÅv?2 dðÅpÇu5 lÐUð —«bI2 ¨œuý p¹œe� 

 d?Ö« v? Ë b?M?5Åv?2 «bOÄ g¼U5x t?Ð XÝ«— ·dÞ “« ∞«œb?−?2 l?ÐU?ð —«b?I2 ¨œuý p¹œe� Î«b?O?Ä g¹«e>« 

 lÐUð È«dÐ ÆbM5Åv2h°XÝ«  ËUH²2 XOF{Ë 

 ‰U¦2 —œ≥∂ ÈÅtDI� —œ U¼ÅlÐUð “« p¹ÅêO¼ ¨∞¨bý tÐd−ð t5—uÞÅÊUL¼ v Ë Æ©ø«dÇ® b�—«b� bŠ 

 ÈU¼ÅlÐUð —U²>—f Ë g UÐ h t2bI2 s¹« “« fÄ Æ©øbO¼œ Õdý bO�«uðÅv2 U¹¬® XÝ«  ËUH²2 X¹UN ÅvÐ bŠ«— 

∫rOM5Åv2 n¹dFð

∫n¹dFð lÐUð dÖ« ©n « f ËœÅÅd¼ U¹ XÝ«— U¹ éÇ v~¹UL¼ p¹ —œ abM¹uÖÅv2 ̈ býUÐ Ábý n¹dFð 

 v²9Ëx tÐ a lÐUð —«bI2 ̈ œuýÅv2 p¹œe� bÐU¹Åv� g¹«e0« Ê«d� ÊËbÐ d¼ È«dÐ dÖ« M >∞ œbŽ ̈δ >∞

 d?¼ È«“«Åt?Ð t?5 býUÐ t²ý«œ œułËx tM2«œ “« f  —œ t5  0 < x − a < δ ÁU?ÖÅÊ¬ ¨b?M5 ‚bY f(x)>MË 

                                                                                 bM¹u�Åv2lim
x → a

f(x) = + ∞

 lÐUð dÖ« ©»f ËœÅÅd¼ U¹ XÝ«— U¹ éÇ v~¹UL¼ p¹ —œ a v²9Ë bM¹uÖÅv2 ̈ býUÐ Ábý n¹dFð xtÐ 

a l?ÐU?ð —«bI2 ¨œuýÅv2 p¹œe� b?ÐU?¹Åv?� g¼U� Ê«d� ÊËbÐ d¼ È«dÐ dÖ« M >∞ œb?ŽÅÅ¨ δ >∞œułË 

 d?¼ È«“«Åt?Ð t?5 b?ýU?Ð t?²?ý«œx t?M?2«œ “« f  —œ t?5  0 < x − a < δ ÁU?ÖÅÊ¬ ¨b?M?5 ‚b?Y f(x)< _ MË 

 bM¹u�Åv2                                                                                lim
x → a

f(x) = − ∞

 l?ÐUð dÖ« ©Ãf ÈÅÁ“U?Ð —œ (a,c) v?²?9Ë b?M?¹u?ÖÅv2 ¨býUÐ Ábý n¹dFð x t?Ð Á“UÐ s¹« —œ ap?¹œe� 

 lÐUð —«bI2 ̈ œuýÅv2bÐU¹Åv� g¹«e0« Ê«d� ÊËbÐ d¼ È«dÐ dÖ« M>∞ œbŽÅÅÅ¨Åδ >∞t5 býUÐ t²ý«œ œułË 

 d¼ È«“«ÅtÐx —œ t5 a < x < a + δ ÁUÖÅÊ¬ ¨bM5 ‚bY f(x)>MbM¹u�Åv2 Ë 

 
lim

x → a +
f(x) = + ∞

 l?ÐUð dÖ« ©œf ÈÅÁ“UÐ —œ (a,c) t?5Åv?²9Ë bM¹uÖÅv2 ¨býUÐ Ábý n¹dFð x t?Ð Á“UÐ s¹« —œ ap¹œe� 

 lÐUð —«bI2 ¨œuýÅv2bÐU¹Åv� g¼U� Ê«d� ÊËbÐ d¼ È«dÐ dÖ« M >∞ œbŽ δ >∞t5 býUÐ t²ý«œ œułË 

ÁbA�Ån¹dFð

ÁbA�Ån¹dFð

  

x + 0/ 3 + 0/1 + 0/03 + 0/01 + 0/003 + 0/001 0

f (x)
10
3

10
100

3
100

1000
3

1000                 

g(x)
10
3

10
100

3
100

1000
3

1000 0

h(x)
+ 5 3

3
0 + 50 3

3
0 500 3

3
0



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑¥

 d¼ È«“«ÅtÐx —œ t5 a < x < a + δ ÁUÖÅÊ¬ ¨bM5 ‚bY f(x)< _ MbM¹u�Åv2 Ë 

lim
x → a +

f(x) = − ∞

 VOðdð sOL¼ tÐlim
x → a −

f(x) = + ∞ Ë lim
x → a −

f(x) = − ∞Æœd5 n¹dFð Ê«uðÅv2 eO� «— 

∫t?²?J?  ¨g??¹U?L?� lim
x → a

f(x) = + ∞ U?¹ lim
x → a

f(x) = − ∞Ë X??Ý« È—«c?~?²?2ö?Ž p?¹ j?I?> 

 ‰U¦2 —œ t5—uÞÅÊUL¼≥∂ lÐUð ¨U¼ÅX UŠ s¹« “« p¹d¼ —œ r¹b¹œ fÆœ—«b� bŠ 

 ‰U¦�≥∑∫ ‰U¦2 ÈU¼ÅlÐUðœ—u2 —œ ≥∂t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv2 ¨

  

lim
x → 0

g(x) = + ∞

lim
x → 0+

f(x) = + ∞

lim
x → 0−

f(x) = − ∞

 v Ëh È«dÐ «d¹“ ¨bM5ÅvL� XOF³ð U¼ÅÊu�U9 s¹« “«   M =1 > 0 œbŽ ¨  δ > 0dÖ« t5 œ—«b� œułË 

  0 < x − 0 < δ ÁUÖÅÊ¬ h(x) > M rO¹u�Åv2 Æx0 = 1
10k

 È«dÐ   k ∈ N Ækr¹dOÖÅv2 ̄ —eÐ —b9ÅÊ¬ «— 

 t5  x0 < δ r¹—«œ Æ  h(x0) =0 ≤ 1 UÐ t5 ¨h(x) > MfÄ Æœ—«œ i9UMð 

lim
x → 0

h(x) ≠ + ∞

t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv2 VOðdð sOL¼ tÐ

  
lim

x → 0+
h(x) ≠ + ∞  ,  lim

x → 0+
h(x) ≠ − ∞

  
lim

x → 0−
h(x) ≠ + ∞  ,  lim

x → 0−
h(x) ≠ − ∞

 ÈÅtOC#±∑∫ dÖ« nÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ vFO³Þ œbŽ p¹ 

©n «

  
lim

x → 0+

1
xn = + ∞

                                                                            
ÃË“

©»

                                                                            
œd>

²?J  ÈÅt?±∫ t?5 œd?5 X?ÐU?Ł Ê«uðÅv2 lim
x → a +

f(x) = + ∞ Ë lim
x → a −

f(x) = + ∞d?Ö« U?N?Mð Ë dÖ« 

lim
x → a

f(x) = + ∞ Ë lim
x → a +

f(x) = − ∞ Ë lim
x → a −

f(x) = − ∞ dÖ« UNMð Ë dÖ« lim
x → a

f(x) = − ∞

  
lim

x → 0−

1
xn =

+ ∞         n

− ∞         n






ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑µ

 ÈÅt²J ≤∫ ÈÅtOC9 “« Ê«uðÅv2 ±∑ dÖ« t5 X>dÖ t−O²� nÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ ÃË“ 

lim
x → 0

1

xn = + ∞

 ‰U¦�≥∏∫

lim
x → 0+

1

x5 = + ∞  ,  lim
x → 0−

1

x5 = − ∞

  
lim

x → 0+

1

x6 = lim
x → 0−

1

x6 = lim
x → 0

1

x6 = + ∞

Æ©ø«dÇ®

ÆrOM5Åv2 ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— Èd~¹œ rN2 ÈÅtOC9 U−M¹« —œ

 ÈÅtOC#±∏∫ vIOIŠ œbŽ È«dÐ rOM5Åv2 ÷d> a Ë 

  
lim
x → a

g(x) = M > 0 —uY s¹« —œ 

 dÖ« ©n «f(x) ·Ëc×2 v~¹UL¼ p¹ —œ a —œ ‘bŠ Ë X³¦2 aÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ dHY 

lim
x → a

g(x)
f(x)

= + ∞

 dÖ« ©»f(x) ·Ëc×2 v~¹UL¼ p¹ —œ a —œ ‘bŠ Ë vHM2 aÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ dHY 

lim
x → a

g(x)
f(x)

= − ∞

 ÈÅt²J ±∫ t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv2 lim
x → a

f(x) = + ∞ dÖ« UNMð Ë dÖ« lim
x → a

( − f(x)) = − ∞Æ

 ÈÅt²J ≤∫ ÈÅtOC9 ±∏ X UŠ È«dÐ M<∞∫XÝ« d¹“ Õdý tÐ 

 dÖ« ©n «f(x) ·Ëc×2 v~¹UL¼ p¹ —œ a —œ ‘bŠ Ë X³¦2 aÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ dHY 

lim
x → a

g(x)
f(x)

= − ∞

 dÖ« ©»f(x) ·Ëc×2 v~¹UL¼ p¹ —œ a —œ ‘bŠ Ë vHM2 aÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ dHY 

lim
x → a

g(x)
f(x)

= + ∞

 ÈÅt??²??J? ≥∫ d??Ö« t??5 œ«œ ÊU??A?� Ê«u?ðÅv?2 lim
x → a

f(x) = + ∞ U??¹ Ë lim
x → a

f(x) = − ∞ÁU??ÖÅÊ¬ ¨

  
lim
x → a

1

f(x)
=0Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑∂

 ÈÅt²J ¥∫ ÈÅtOC9 ±∏ ÈU¼Åt²J� Ë ± ̈ Å≤ Ë ≥ X UŠ —œ eO� x → a +
 U¹ x → a −

Æb�—«d9dÐ eO� 

 ÈÅtOC9 “« ÁœUH²Ý« ÈÅÁu×� g¹UL� È«dÐ±∏∫bOM5 tłuð d¹“ ‰U¦2 tÐ 

 ‰U¦�≥π∫

  
lim

x → 3 −

x2 + x + 2

x2 − 2x − 3
= − ∞

 Êu?Ç

  
lim

x → 3 −
(x2 + x + 2) =14 > 0 Ë

  
lim

x → 3 −
(x2 − 2x − 3) =0—«d?9d?Ð t?O?C?9 j?¹«d?ý f?Ä 

 U2« ÆXÝ«  x
2 − 2x − 3 = (x − 3)(x + 1) ÈÅÁ“UÐ dÖ« Æ  (3 − δ , 3)rOM5 »U]²�« pÇu5 —b9ÅÊ¬ «— 

 t5  − 1ö?¦2 ¨býU³� Á“UÐ s¹« qš«œ —œ È«ÅtKLłÅbMÇ d~¹œ ÈÅtA¹— ¨Î   δ = 1ÂULð È«dÐ  —uY s¹« —œ ¨

  x ∈ (2, 3) ¨xt−O²�—œ Ë XÝ« tA¹— Ëœ sOÐ 

  x2 − 2x − 3 < 0

 dÖ« vð—U³ŽÅtÐ U¹®  x ∈ (2, 3) ÁUÖÅÊ¬   x + 1 > 0 Ë   (x − 3) < 0 fÄ ¨  (x − 3)(x + 1) < 0Æ©t−O²�—œ Ë 

  
lim

x → 3 −

x2 + x + 2

x2 − 2x − 3
= − ∞

 ÈÅtOC9 œ—«u2 “« vJ¹ qJý tÐ ÈdOOGð UÐ t5 rOM5Åv2 Y×Ð «— Èd~¹œ ‰U¦2 UłÅs¹« —œ±∏q¹b³ð 

ÆœuýÅv2

 ‰U¦�¥∞∫

  
lim

x → 2+

x2 − 4

x − 2
= + ∞

 ÊuÇ  x → 2+
 fÄ ¨  x > 2 s¹«dÐUMÐ Æ  x − 2 > 0 Ë   x + 2 > 0«c  ¨

  

x2 − 4

x − 2
=

(x − 2)(x + 2)
(x − 2)(x − 2)

=
x + 2

x − 2

 t5 bOM5 tłuð  x > 2 b¼œÅv2 t−O²�   x − 2 ≠ 0dHYU� q2UŽ rO�«uðÅv2 s¹«dÐUMÐ Ë   x − 2“« «— 

Ë ¨rOM5 ·cŠ Ãd]2 Ë  —uY

  
lim

x → 2+
x + 2 = 2 > 0 ,  lim

x → 2+
x − 2 =0

fÄ

  
lim

x → 2+

x2 − 4

x − 2
= + ∞



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑∑

ين�هاتمر

±bO¼œ ÊUA� ¨U¼ÅtOC9 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 ©n «

  
lim
x → 5

1

(x − 5)6 = + ∞Æ ©»

  
lim
x → 0

3 + x2

x2 = + ∞Æ

 ©Ãlim
x → 0

(
1

x
−

1

x2 ) = − ∞Æ ©œ

  
lim

x → − 3

5 − x
3 + x

= + ∞Æ

≤bO¼œ ÊUA� ¨U¼ÅtOC9 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 ©n «

  
lim

x → 0−

3 + x2

x
= − ∞Æ ©»

  
lim

x → 4 +

x2 − 4

x − 4
= + ∞Æ

 ©Ã

  
lim

x → 2+
(

1

x − 2
−

2

(x − 2)2
) = − ∞Æ

≥ ‡‡a Ë bt5 bOM5 sOOFð È—uÞ «— 

  
lim
x → 3

x

x2 + ax + b
= + ∞

¥ lÐUð —U²>— ‡‡f v²9Ë «— xÆbOM5 vÝ—dÐ bM5Åv2 qO2 ÁbýÅÁœ«œ d¹œUI2 XLÝ tÐ 

 ©n «

  
f(x) =

4 − x2

x − 2
 Ë9 v²  x → 2−

Æ

 ©»

  
f(x) =

x[ ] − 4

x − 4
Ë 9 v²  x → 4−

Æ

bŠ ÈU¼ÅtOC#ÒX¹UN ÅvÐ 

 U?³Ł« ÊËbÐ «— U¼ÅlÐUð »d{ qYUŠ bŠ Ë lLłÅqYUŠ bŠ tÐ ◊uÐd2 ÈU¼ÅtOC9 XL9 s¹« —œ

ÆrOM5Åv2 ÊUOÐ

 ÈÅtOC#±π∫

     d‡Ö« ©n «lim
x → a

f(x) = + ∞   Ë   lim
x → a

g(x) = L   ® U‡‡¹ÅÅlim
x → a

g(x) = + ∞Å©ÁU‡ÖÅÊ¬   ¨ Å

lim
x → a

(f(x) + g(x)) = + ∞Æ

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑∏

 d‡Ö«   ©»lim
x → a

f(x) = − ∞   Ë   lim
x → a

g(x) = L   ® U‡‡‡¹ÅÅlim
x → a

g(x) = − ∞Å©ÁUÖÅÊ¬ ÅÅ¨ÅÅ

lim
x → a

(f(x) + g(x)) = − ∞Æ

 ÈÅtOC#≤∞∫ dÖ« lim
x → a

f(x) = + ∞ Ë lim
x → a

g(x) = L Ë   L ≠ 0ÁUÖÅÊ¬ ¨

 È«dÐ ©n «  L > 0 r¹—«œ lim
x → a

f(x)g(x) = + ∞Æ

 È«dÐ ©»  L < 0 r¹—«œ lim
x → a

f(x)g(x) = − ∞Æ

 ÈÅtOC#≤± ∫ dÖ«lim
x → a

f(x) = − ∞ Ë lim
x → a

g(x) = L Ë   L ≠ 0ÁUÖÅÊ¬ ¨

 È«dÐ ©n «  L > 0 r¹—«œ lim
x → a

f(x)g(x) = − ∞Æ

 È«dÐ ©»  L < 0 r¹—«œ lim
x → a

f(x)g(x) = + ∞Æ

 ‰U¦�¥±∫ ÊuÇ ©n «   lim
x → 0

1

x2 = + ∞ Ë lim
x → 0

−
1

x − 2
=

1

2
fÄ ¨

  
lim
x → 0

(
1

x2 −
1

x − 2
) = + ∞

 ÊuÇ ©»lim
x → 0

1

x2 = + ∞ Ë 

  
lim
x → 0

(x + 2) = 2fÄ ¨

lim
x → 0

x + 2

x2 = + ∞

∫t²J  —œ 9 ÈU¼ÅtOC±π ¨Å≤∞ Ë ≤± ¨Åx → a +
 U¹ x → a −

 s¹e~¹Uł b�«uðÅv2 x → a Æœuý

 j¹«dý t5 vð—uYÅÅ—œ bM¼œÅv2 ÊUA� d¹“ ÈU¼Å‰U¦29dÐ ‚u> ÈU¼ÅtOC9U¼ÅÊ¬ “« Ê«uðÅvL� býU³� —«d

 s?¹« œ—u?2 —œ È«Åt?²?J?� U?NMðÅt� s¹« Ë œd5 ÁœUH²Ý«9 d?¼ œ—u?2 —œ t?J?KÐ XÝU¼ÅtOC9j?¹«d?ý d?Ö« È«ÅtOC

dÐ9 ÈdOÖ—U5ÅtÐ È«dÐ fÄ Æœ—«œ œułË t−O²� ÊœuÐÅjKž ÊUJ2« ̈ býU³� —«d9dÐ U¼ÅÊ¬ j¹«dý b¹UÐ U¼ÅtOC9—«d

ÆbýUÐ

 ‰U¦�¥≤∫

 ©n «lim
x → 0−

1

x2 = + ∞ Ë lim
x → 0−

1

x
= − ∞ U2« ¨

1

x2 +
1

x
=

1 + x

x2t5 ¨

lim
x → 0−

1 + x

x2 = + ∞

 ©»lim
x → 0−

1

x
= − ∞ Ë lim

x → 0−

− 1

x
= + ∞ v Ë ¨

1

x
+ ( −

1

x
)fÄ ¨

lim
x → 0−

(
1

x
+ ( −

1

x
)) =0



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑π

 ©Ã

  
lim
x → 0

x3 =0 Ë 

  
lim
x → 0

1

x2 = + ∞ U2« ¨

  
x3 1

x2 = x¨ t5 

  
lim
x → 0

x3 1

x2 =0

rzU# V U−�

 ‰U¦�¥≥∫ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ —«œuL� tÐ f(x) =
1

x2 Ë g(x) =
1

x
 ÈÅtDI� ·«dÞ« —œ ∞tłuð 

∫bOM5

x

f(x)
y

 ÈU?¼ÅÁ“UÐ —œ lÐUð Ëœ s¹«  (0, ∞ ) Ë   ( − ∞ ,0) ÈÅt?D?I?� —œ v Ë b�«Åt²ÝuOÄ ∞“« ¨b?�«ÅÁbA� n¹dFð 

 rO�«œÅv2 v>dÞlim
x → 0

f(x) = + ∞ Ë lim
x → 0+

g(x) = + ∞ ¨lim
x → 0−

g(x) = − ∞ jš   x =0Ëœ d¼ —œ «— 

 V�U−2 X UŠ9ÆbM¹uÖÅv2 —«œuL� rzU

x

g(x)
y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏∞

∫ n?¹dFð jš x = a V?�U−2 «— 9 l?ÐU?ð —«œuL� rzUf«b?Š ÁU?Öd¼ bM¹uÖ 9d?¹“ œ—«u?2 “« vJ¹ q

dÐ9∫býUÐ —«d

 ©n «lim
x → a +

f(x) = + ∞Æ

 ©»lim
x → a +

f(x) = − ∞Æ

 ©Ãlim
x → a −

f(x) = + ∞Æ

©œlim
x → a −

f(x) = − ∞Æ

 ‰U¦�¥¥∫ jš   x = 3lÐUð rzU9 V�U−2 

  
f(x) =

x2 + x + 2

x2 − 2x − 3

Æ©ø«dÇ® XÝ«

ين�هاتمر

±∫XÝ« »uKD2 ‡‡

 ©n «lim
x → − 4 −

(
2

x2 + 3x − 4
−

3

x + 4
)Æ

 ©»

  
lim

x → 3 −

x3 + 9x2 + 12x

x2 + x − 12
Æ

≤ÆbOM5 «bOÄ «— rzU9 ÈU¼ÅV�U−2 d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ È«dÐ ‡‡

 ©n «

  
f(x) =

x2 + x − 2

x2 − x − 6
Æ

 ©»

  
g(x) =

1

x2 + 5x − 6
Æ

≥ dÖ« t5 bOM5 XÐUŁ ©n « ‡‡lim
x → a

f(x) = + ∞ Ë g ·Ëc×2 v~¹UL¼ p¹ —œ a¨býUÐ —«b�«d5 

 ÁUÖÅÊ¬lim
x → a

(f(x) + g(x)) = + ∞Æ

 bOM5 XÐUŁ ©»lim
x → 0

(
1

x2 + x[ ] ) = ∞Æ

 bOM5 XÐUŁ ©Ãlim
x → 0+

(
1

x
+ sin

1

x
) = ∞Æ

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏±

≥‡‡±∞X¹UN ÅvÐ —œ lÐUð —U²0— ‡‡

ÈÅt?Žu?L?−?2 ÈË— v?F?ÐU?ð d?Ö« U?2« Ær¹œd5Åv2 vÝ—dÐ vIOIŠ œbŽ p¹ —œ «— lÐUð —U²>— ÊuM5Uð

 vIOIŠ œ«bŽ«( − ∞ , ∞ ) tO³ý v¹U¼ÅÁ“UÐ U¹ (a, ∞ ) U¹ ( − ∞ ,a)d¹œUI2 vÝ—dÐ ÁUÖÅÊ¬ býUÐ Ábý n¹dFð 

 t5 v²9Ë lÐUðxœuýÅv2 ¯—eÐ vKOš (x → + ∞ ) œuýÅv2 pÇu5 vKOš U¹ (x → − ∞ )“« všdÐ —œ 

Æœ—«œ œdÐ—U5 qzU2

ÆXÝ« tK¾2 œdÐ—U5 “« È«Åt�uL� d¹“ ‰U¦2

 ‰U¦�¥µ∫® —«b2 p¹ —œ œułu2 X2ËUI2 sOÐ ÈÅtDÐ«— R® ÊU¹dł  bý ̈ ©IqO�U²Ä ·ö²š« Ë ©

® —«b2 p¹ dÝ ËœV∫XÝ« d¹“  —uYÅtÐ ©

V = RI

«Öd «š²ö·ÅÄ²U�Oq ŁUÐX ̈Ë v 2IUË2X šOKv “¹Uœ ýuœ ̈¬ÊÅÖUÁ ýb  łd¹UÊ šOKv 5uÇp 2vÅýuœÆ

∫r¹dOÖÅv2 dE� —œ «— d¹“ ‰U¦2 ¨vÝ—dÐ ÈÅÁu×� sOOFð È«dÐ ‰UŠ

 ‰U?¦�¥∂∫ È«d?Ð «— Áb?ýÅÁœ«œ ÈU?¼ÅlÐUð d¹œUI2 d¹“ ÈU¼Å‰Ëbł xg?¹UL� pÇu5 Ë ¯—eÐ ÈU¼

ÆbM¼œÅv2

f(x) =
1

x

  
g(x) =

1

x

h(x) = x

i(x) = x

 ÈU¼ÅlÐUðf Ë g ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ   (0, ∞ ) Ë   ( − ∞ ,0) ÈU¼ÅlÐUð Ë h Ë ivIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−2 ÈË— 

( − ∞ , ∞ ) Æb�«ÅÁbý n¹dFð

x − 10 − 100 − 1000 − 10000 − 100000

f (x) − 0/1 − 0/01 − 0/001 − 0/0001 − 0/00001

g(x) + 0/1 + 0/01 0/001 0/0001 0/00001

h(x) − 10 − 100 − 1000 − 10000 − 100000

i(x) 10 100 1000 10000 100000

x 10 100 1000 10000 100000

f (x) 0/1 0/01 0/001 0/0001 0/00001

g(x) 0/1 0/01 0/001 0/0001 0/00001

h(x) 10 100 1000 10000 100000

i(x) 10 100 1000 10000 100000



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏≤

d¼ œuýÅv2 Áb¼UA2 t5ÅÈ—uÞÅÊUL¼9 —bx œuý dðÅ¯—eÐ (x → ∞ ) ÈU¼ÅlÐUð f Ë g tÐ ∞dðÅp¹œe� 

d¼ Ë b�uýÅv29 s²>dÖÅ¯—eÐ UÐ rO�«uðÅv2 rO¼«u]Ð —bx d¹œUI2 ¨f Ë g tÐ «— ∞t−O²� sOL¼ ÆrOM5 p¹œe� 

 ÈU¼ÅlÐUð È«dÐf Ë g s²>dÖÅpÇu5 UÐ x (x → − ∞ ) ÈU¼ÅlÐUð œ—u2 —œ U2« ÆœuýÅv2 qYUŠ eO� h Ë i

©°bO¼œ Õdý® ÆXÝ«  ËUH²2 XOF{Ë

∫n¹dFð lÐUð dÖ« f  ÈÅÁ“UÐ —œ (a, ∞ )Ë Ë b?ýUÐ Ábý n¹dFð 9 t5 v²x¯—eÐ v>U5 ÈÅÁ“«b�« tÐ 

 XÐUŁ œbŽ tÐ Á«u] œ ÈÅÁ“«b�« d¼ lÐUð —«bI2 Ë œuý »U]²�«L d¼ È«dÐ vMF¹ býUÐ p¹œe�   ε > 0œbŽ ¨

  M > 0 dÖ« t5 býUÐ t²ý«œ œułË x > M ÁUÖÅÊ¬ ¨f(x) − L < εË bM¹uÖÅv2 ¨9 v²xqO2 X¹UN�ÅvÐ tÐ 

 bM5f œbŽ tÐ L∫bM¹u�Åv2 Ë bM5Åv2 qO2 

lim
x → ∞

f(x) = L

∫n¹dFð lÐUð dÖ« f ÈÅÁ“UÐ —œ ( − ∞ ,a) t5 v²9Ë Ë býUÐ Ábý n¹dFð xpÇu5 v>U5 ÈÅÁ“«b�« tÐ 

 XÐUŁ œbŽ tÐ Á«u] œ ÈÅÁ“«b�« d¼ lÐUð —«bI2 Ë œuý »U]²�«L d¼ È«dÐ vMF¹ býUÐ p¹œe�   ε > 0œbŽ ¨

  M > 0d?Ö« t5 œ—«œ œułË x < − M ÁUÖÅÊ¬ ¨f(x) − L < ε v?²?9Ë bM¹uÖÅv2 ¨xX?¹U?N�ÅvÐ ÈUNM2 tÐ 

 bM5 qO2f œbŽ tÐ ¨L∫bM¹u�Åv2 Ë bM5Åv2 qO2 

lim
x → − ∞

f(x) = L

 ‰U¦�¥∑∫

  
lim
x → ∞

1

x
= lim

x → − ∞

1

x
=0

 d??¼ È«d??Ð  ε > 0 d??Ö« ¨

  
M =

1

ε
 È«d??Ð ÁU??ÖÅÊ¬ x > M r?¹—«œ 

  

1

x
< ε U??¹ 

  

1

x
− 0 < εv??M??F??¹ ¨

lim
x → ∞

1

x
=0 È«dÐ Ë x < − M® ÊuÇx ©XÝ« vHM2 

  

1

x
> − ε U¹ 

  

1

x
− 0 < ε vMF¹ lim

x → − ∞

1

x
=0Æ

 ÈÅtOC#≤≤∫ dÖ« nÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ vFO³Þ œbŽ p¹ 

 ©n «

  
lim
x → ∞

1

xn =0

 ©»

  
lim

x → − ∞

1

xn =0

 ÈÅtOC#≤≥∫ dÖ« lim
x → + ∞

f(x) = L1 Ë 

  
lim

x → + ∞
g(x) = L2ÁUÖÅÊ¬ ¨

 ©n «

  
lim

x → + ∞
(f(x) ± g(x)) = L1 ± L2



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏≥

 ©»lim
x → + ∞

(f(x)g(x)) = L1L2

 dÖ« ©Ã  g(x) ≠ 0 Ë   L2 ≠ 0   

  
lim

x → + ∞

f(x)
g(x)

=
L1

L2

∫t²J  tOC9 ≤≥ È«dÐ  t5 v² UŠx XLÝ tÐ − ∞ bM5Åv2 qO2 ÆXÝ« XÝ—œ eO�

 ‰U¦�¥∏∫ œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv2 

  
lim
x → ∞

1 + x

x − 2x3 =0«d¹“ 

  

lim
x → ∞

1 + x

x − 2x3 = lim
x → ∞

1

x3 +
1

x2

1

x2 − 2
=

0

− 2
=0

VOðdð sOL¼ tÐ

  
lim

x → − ∞

1 + x

x − 2x3 =0

©ø«dÇ®

 ‰U?¦�¥π∫ œ—u?2 —œ r?O?¼«ušÅv2 lim
x → ∞

2xArc tan x
1 + x

l?ÐU?ð n?¹d?F?ð t?Ð t?łu?ð UÐ ÆrOM5 oOI×ð 

Arctanx ÈË— ( − ∞ , ∞ ) œu?ýÅv?2 t?−?O?²?� Ê¬ Êœu?ÐÅb?O?5« Èœu?FY Ë lim
x → ∞

Arc tan x =
π
2

e?O?� Ë 

  
lim
x → ∞

2x
1 + x

= 2 s¹«dÐUMÐ 

  
lim
x → ∞

2xArc tan x
1 + x

= πÆ

∫t²J  dÖ« lim
x → ∞

f(x) = L t U³�œ ÁUÖ Ê¬ ¨f(n){ } tÐ eO� LÆXÝ«d~L¼ 

                          
œd>

 ‰U¦�µ∞∫ dÖ« 

  
f(x) =

1            x[ ]
0            x[ ]




 t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv2 lim
x → ∞

f(x)Æœ—«b� œułË 

ÃË“                          

 dÖ« ÊuÇlim
x → ∞

f(x) = L t U³�œ b¹UÐ ‚u> t²J� ”UÝ«dÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨f(n){ } tÐ eO� LbýUÐ «d~L¼ 

t U³�œ v Ë

                                                                                 
œd>ÅÅÅ

  
f(n) =

1            n

0            n




 
                                                                                  

ÃË“

UMð p¹ s¹« Ë XÝ«dÖ«Ë9ÆXÝ« i



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏¥

q¹U� Ë vI0« ÈU¼ÅV U−�

∫n¹dFð j?š y = L l?ÐUð —«œuL� vI>« V�U−2 «— f«b?Š ÁUÖd¼ bM¹uÖ 9d?¹“ j¹«dý “« vJ¹ q

dÐ9∫býUÐ —«d

 ©n «lim
x → + ∞

f(x) = L

 ©»lim
x → − ∞

f(x) = L

 ‰U¦�µ±∫ lÐUð vI>« ÈU¼ÅV�U−2 

  

x

x2 + 1
 ◊uDš  y =1 Ë   y = − 1 ÆbM²¼ 

  

lim
x → + ∞

x

x2 + 1
= lim

x → + ∞

1

1 +
1

x2

=1

Ë

  

lim
x → − ∞

x

x2 + 1
= lim

x → − ∞

x
− x

1 +
1

x2

= − 1

 ‰U¦2 —œ¥∂ ÈU¼ÅlÐUð ¨h Ë i —«bI2 g¹«e>« UÐ x g?¼U5 UÐ Ë bMÐU¹Åv2 g¹«e>« Ê«d5 ÊËbÐ ¨x ¨h

 Ë g¼U5 Ê«d5 ÊËbÐiXHÖ Ê«uðÅv2 fÄ ÆbÐU¹Åv2 g¹«e>« Ê«d5 ÊËbÐ 

lim
x → ∞

h(x) = lim
x → ∞

i(x) = ∞

 Ëlim
x → − ∞

h(x) = − ∞ Ë lim
x → − ∞

i(x) = ∞∫b�uýÅv2 n¹dFð d¹“ qJý tÐ vK5—uÞÅtÐ ‚u> ÈU¼Åt�uL� 

∫n¹dFð

 ©n? «lim
x → ∞

f(x) = ∞d??¼ È«d??Ð d?Ö« ¨  M1 > 0¨ œb?Ž   M2 > 0d??Ö« t??5 b??ýU?Ð t?²?ý«œ œu?łË 

  x > M2 ÁUÖÅÊ¬ ¨  f(x) > M1Æ

 ©»lim
x → ∞

f(x) = − ∞d¼ È«dÐ dÖ« ̈  M1 > 0 œbŽ ̈  M2 > 0ÅdÖ« t5 býUÐ t²ý«œ œułË   x > M2¨

 ÁUÖÅÊ¬  f(x) < − M1Æ

 ©Ãlim
x → − ∞

f(x) = + ∞ d?¼ È«d?Ð d?Ö« ¨  M1 > 0¨ œb?Ž   M2 > 0d??Ö« t?5 b?ýU?Ð t?²?ý«œ œu?łË 

  x < − M2 ÁUÖÅÊ¬ ¨  f(x) > M1Æ

 ©œlim
x → − ∞

f(x) = − ∞ d¼ È«dÐ dÖ« ¨  M1 > 0 œb??Ž ¨  M2 > 0d??Ö« t??5 b??ýU??Ð t?²?ý«œ œu?łË 

  x < − M2 ÁUÖÅÊ¬ ¨  f(x) < − M1Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏µ

 ÈÅtOC#≤¥∫ dÖ« lim
x → ∞

f(x) = ∞ Ë lim
x → ∞

g(x) = L Ê¬ —œ t5 ¨  L ≠ 0ÁUÖÅÊ¬ ¨

 dÖ« ©n «  L > 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨lim
x → ∞

g(x)f(x) = ∞Æ

dÖ« ©»  L < 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨lim
x → ∞

g(x)f(x) = − ∞Æ

 ‰U¦�µ≤∫

©n «

  
lim
x → ∞

(x3 − 3x2 + 5) = lim
x → ∞

x3 (1 −
3

x
+

5

x2 ) = ∞

©»

  

lim
x → ∞

x2 + 1

x + 5
= lim

x → ∞

x2(1 +
1

x2 )

x(1 +
5

x
)

                                                          = lim
x → ∞

x(1 +
1

x2 )

1 +
5

x

= ∞

Æ©ø«dÇ®

 s¹« ÊU¹UÄ —œ9 ÂuNH2 XLq¹U� V U−�ÆrOM5Åv2 n¹dFð «— 

∫n¹dFð jš y = ax + b lÐUð —«œuL� q¹U2 V�U−2 f(x)«bŠ ÁUÖd¼ ¨XÝ« 9j¹«dý “« vJ¹ q

dÐ d¹“9ÆbýUÐ —«d

 ©n «lim
x → + ∞

f(x) − (ax + b) =0Æ

 ©»

  
lim

x → − ∞
f(x) − (ax + b) =0Æ

 ‰U¦�µ≥∫ dÖ« 

  
f(x) =

x2 + 1

x + 5
ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
f(x) = x − 5 +

26

x + 5

 ÊuÇ Ëlim
x → ∞

26

x + 5
=0 fÄ ̈

  
lim

x → + ∞
f(x) − (x − 5) =0 vMF¹   y = x − 5lÐUð —«œuL� q¹U2 V�U−2 

  
f(x) =

x2 + 1

x + 5
ÆXÝ« 

 l?ÐUð dÖ«f ÈÅÁ“U?Ð q2Uý Á“UÐ p¹ —œ (c, + ∞ ) j?š Ë Áb?ý n¹dFð y = ax + bq?¹U2 V�U−2 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏∂

 s??²??>d??Öd??E??�—œ U?Ð ¨b?ýU?Ð Ê¬ —«œu?L?�h(x) = f(x) − ax − br??¹—«œ q??¹U??2 V??�U??−?2 n?¹d?F?ð o?³?Þ 

  
lim

x → + ∞
h(x) =0Æ

∫rO¹u�Åv2 ‰UŠ

a =
f(x)

x
−

b
x

−
h(x)

x

t−O²�—œ

    a = lim
x → + ∞

f(x)
x

  ®Å±©

sOMâL¼ Ë

    b = f(x) − ax − h(x)  ®Å≤©

         U¹ Ë

b = lim
x → + ∞

(f(x) − ax)

 jš v²9Ë t5 XÝ« vN¹bÐy = ax + b lÐUð —«œuL� V�U−2 y = f(x) ÈU¼bŠ t5 XÝ« ®Å±Ë ©

®≤ÆbMýUÐ t²ý«œ œułË ©

 lÐUð dÖ« t5 œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv2 tÐUA2 o¹dÞ tÐf ÈÅÁ“UÐ q2Uý Á“UÐ p¹ —œ ( − ∞ , c)Ábý n¹dFð 

 Ëy = ax + bÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ Ê¬ —«œuL� q¹U2 V�U−2 

lim
x → − ∞

f(x)
x

= a Ë lim
x → − ∞

(f(x) − ax) = b

©ø«dÇ®

 ‰U¦�µ¥∫ lÐUð È«dÐ 

  
f(x) =

x2

x2 − 1

  
a2 = lim

x → − ∞

x

x2 − 1
= − 1 Ë 

  
a1 = lim

x → + ∞

x

x2 − 1
=1

Ë

  
b1 = lim

x → + ∞
(

x2

x2 − 1
− x) =0

Ë

  
b2 = lim

x → − ∞
(

x2

x2 − 1
+ x) =0



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏∑

 ÈU¼Åjš fÄy = x Ë y = − xÆb�«Å‚u> lÐUð —«œuL� q¹U2 ÈU¼ÅV�U−2 

ين�هاتمر

±Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡

©n «

  
lim
x → ∞

3x2 + 1

2x2 + 5

©»

  
lim
x → ∞

x(x + 1)

(2 x + 5)2(1 − x )

©Ãlim
x → − ∞

( x2 + x − x)

≤dÖ« bOM5 XÐUŁ ‡‡ÅPn Ë Qn È tł—œ UÐ È«ÅtKLłÅbMÇ Ëœ n Ë bMýUÐ an V¹d{ xn
 —œ Pn

 Ëbn  V¹d{xn
 —œ QnÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ 

lim
x → ∞

Pn (x)
Qn (x)

=
an

bn

≥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œułË  —uY —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ q¹U2 Ë vI>« ÈU¼ÅV�U−2 ‡‡

©n «

  
f(x) =

4x

x2 + 5

©»

  
f(x) = x3

x2 − 1

©Ã

  f(x) = x + x2 + 2x

©œ

  
f(x) = x

x − 1

x + 1

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏∏

مجله�ى رياضىمجله�ى رياضى

حد
¨b?M?‡M� ÊU‡OÐ «— bŠ o‡O�œ Âu‡NH� bM�«u²Ð t�Ås¹« “« q‡³� v‡²Š U¼ÅÊ«œÅv{U¹—

Æb?‡?�«Åt?²?ý«œ b?‡Š ÂuNH� “« v‡�—œ ÊU‡²ÝUÐ ÊUO�U�u¹Æb‡�«ÅÁœd�Åv� Y×Ð Ê¬ œ—u‡� —œ

ö?¦�Î v?³?¹d?Ið —«bI� ”bOLý—« ≤πr?E?²?M?� ÈU?¼Åv?F?K{ÅbMÇ jO×� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

b?ÐU?¹Åv?� g?¹«e?=« Ê«d?� ÊËb?Ð Ÿö{« œ«bFð t� v²�Ë ¨bŠ«Ë ŸUFý tÐ Ád¹«œ —œ ◊U×�

È«d??‡?Ð b?Š r?O?¼U?H?� Ÿ«u?�« f?�U?B?�— ÊU?�“ U?ð e?O?� v?D?ÝË ÊËd?� —œ Æœ—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð

ÆXÝ« t²=— —U�ÅtÐ nK²F� ÈU¼ÅqJý XŠUB� Êœ—Ë¬ÅXÝœÅÅtÐ

Ë t?²?ý«œ b?‡?Š “« v?Ðu?‡?š Èœu‡Ný „—œ ¨r¼bH¼ Êd‡� —œ f²OMÐô Ë s‡ðuO�

¨Êd?‡?� Ê¬ —œ t?‡?� Ë U?¼ÅÊ¬ t?� U?�« Æb?‡?�«ÅÁœd?� t?³?ÝU?×?� eO� «— È«ÅÁbOâOÄ ÈU¼bŠ v²Š

Æb�«ÅÁœdJ� tz«—« «— bŠ “« vIO�œ n¹dFð d~¹œ Ê«bMLA�«œ

—œ  d?‡?³?L?‡?Q¬ ¨‰«d?‡?~‡²‡�« Ë q‡OB�«d‡H¹œ »U‡BŠ X=d‡AOÄ “« fÄ Êd‡� p¹

 ‰UÝ±∑µ¥Âu?NH� ÈdAÐ g�«œ “« t‡²ý— s¹« YŠU‡³� vIDM� ÈÅt‡¹UÄ t� œd� Ê«u‡MŽ 

� ÆXÝ« bŠÔv?K?J?ý t?Ð «— ‰«d?~‡²�« Ë q‡OB�«dH¹œ »UBŠ r¼œ“u‡� Êd� q¹«Ë« —œ vA

∫œ«œ tz«—« rO�«ušÅv� d{UŠ ‰UŠ —œ tâ�¬ tO³ý

¨œu?‡?ýÅv?‡?� Áœ«œ X?‡?³?B?‡?� d?‡?O?‡?G²� p¹ t‡Ð t‡� vQ«u‡²� d‡¹œU‡I� t‡� v‡²‡�Ëò

tÐ XÐUŁ —«b‡I� “« U¼ÅÊ¬ ·ö²š« t� È—uÞÅt‡Ð ¨b‡�uý p¹œe� v²ÐU‡Ł œb‡Ž t‡ÐÅÅÅX¹UN�ÅvÐ

b?Š «— X?ÐU?Ł —«b?I?� s?¹« ¨b?ýU?Ð »U?F?²�« q‡ÐU� pÇu� Á“«b‡�« d¼Òd?O?G?²?� d?¹œUI� tL¼ 

åÆbM¹uÖÅv�

ÊbOÝ— È«d‡Ð vÖ—e‡Ð Âb� Ë« v‡QË œu‡³� o‡O�œ r¼ “U‡Ð ¨bŠ “« Ë« n¹d‡Fð tÇd‡Ö«

ÆXý«œdÐ vKF= oO�œ n¹dFð tÐ

ðU «¹s?Å�t Ýd?«�−UÂ Ë¹d?«ý²d?«” œ— �dÊ �u“œ¼r? ðFd?¹n œ�Oo? Šb —« �Dd?Õ �dœ �t?

¼Lu«—Á �u—œ «Ý²MUœ —¹U{vÅœ«�UÊ «ÝX Ë œ— «¹s �²U» �Oe ¬Ë—œÁ ýbÁ «ÝXÆ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∏π

rOM�Åv� ÊUOÐ o²A� ÈÅÁ—UÐ—œ tOC� bMÇ ̈ o²A� ÂuNH� v=dF�“« fÄ qB= s¹« —œ

Ær¹“«œdÄÅv� Ê¬ ÈU¼œdÐ—U� “« všdÐ tÐ fáÝ Ë

¥‡‡±t�bI� ‡‡

ÝdŽX —« Ç~u�t «�b«“ÁÅÖOdÈ �vÅ�MOrø «Öd «ðu�³OKv �BU=X ÐOs œË ýNd —« �t ±≤∞ �OKu�²d

«ÝX œ— œË ÝUŽX ÐáOLU¹b¨ �vÅÖu¹Or ÝdŽX �²uÝj «¹s «ðu�³Oq ∂∞ �OKu�²d œ— ÝUŽX ÐuœÁ «ÝX

ËQv «¹s Ðb¹s �FMv �OBX �t ŽId?ÐtÅÈ ÝdŽXÅÝMZ «ðu�³Oq ¼Lu«—Á Žbœ ∂∞ —« �AUÊ œ«œÁ «ÝXÆ «“

Þd=v? «Öd ÝU?�×t?ÅÈ ðBU?œ=v Ðd?«È «¹s «ðu?�³O?q —Œ œ¼b? Ë Öe«—‘ �U—ýM?U” Ðb?¹s Öu?�t ÐU?ýb �t?

ò«ðu�³?Oq ¼M?~UÂ ðB?Uœ· ÝdŽ²v? Ðd«Ðd ±¥∞ �O?Ku�²?d œ«ý²t? «ÝXå Çt ðF?³OdÈ �v?Åðu«Ê œ«ýXø œ—

«¹sÅłU �vÅðu«Ê ÖHX �t œ— Q×EtÅÈ ðBUœ· ŽIdÐtÅÈ ÝdŽXÅÝMZ Žbœ ±¥∞ —« �LU¹g œ«œÁ Ë �vÅÖu¹Or

ÝdŽX Q×EtÅ«È Ðd«Ðd ±¥∞ ÐuœÁ «ÝXÆ �³öÎ œ— œ—Ë” =Oe¹p �AU¼bÁ �dœÁÅ«¹b �t ÝdŽX �²uÝj¨

�B³?X ®šU—Ã �B?LX© �B?U=X? ÞvÅýbÁ Ðt? Þu‰ “�UÊ ô“Â Ðd?«È «¹s �U— «ÝX? Ë ÝdŽX Q×?EtÅ«È

�²×d„ œ— ¹p “�UÊ šU’¨ �Ib«— ŠbÒÈ ¼LOs ÝdŽX �²uÝj «ÝX¨ ¼dÖUÁ Þu‰ “�UÊ —« �uÇp

Ë �uÇpÅðd �MOrÆ

‰U¦�± ∫ ©È«Åt?E×� XŽdÝ® ∫v?²?=U?B� ÊuJÝ XQUŠ “« œ«“¬ ◊uIÝ ÂU~M¼ vLBł bOM� ÷d=

 dÐ«dÐ  S(t) = 5t2 —œ «— d?²� t—«b?I?� b?MÇ È«dÐ «— „d×²� s¹« jÝuð ÁbýÅvÞ X=UB� ÆbM� vÞ tO�UŁ 

 hFA�t∫bOM�Åv� Áb¼UA� bFÐ ÈÅt×Hw ‰Ëbł —œ 

فصل چهارمفصل چهارمفصل چهارمفصل چهارمفصل چهارم

)١مشتق (



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ∞

t 1 1/01 1/1 2 3

S(t) 5 5 /1005 6 /05 20 45

 v�U�“ ÈÅtKwU= —œ „d×²� s¹« jÝu²� XŽdÝ  t =1 Uð   t = 2UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 t??O??�U??Ł —œ d?²?�

  

S(2) − S(1)
2 − 1

=
20 − 5

1
=15

 v?�U?�“ ÈÅt?K?wU?= —œ „d?×?²?� s?¹« j?Ýu?²?� X?Žd?Ý s?O?M?â?L?¼  t =1 U?ð   t =1/1d?Ð«d?Ð t?O?�U?Ł 

∫UÐ XÝ«

 t??O??�U??Ł —œ d?²?�

  

S(1/1) − S(1)
1/1 − 1

=
6 /05 − 5

0/1
=10/ 5

 v?�U?�“ ÈÅt?K?wU?= —œ „d?×?²?� s¹« jÝu²� XŽdÝ ÁdšôUÐ Ë  t =1U?ð ÅÅ  t =1/01∫U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ tO�UŁ 

 t??O??�U??Ł —œ d?²?�

  

S(1/01) − S(1)
1/01 − 1

=
5 /1005 − 5

0/01
=10/05

 —œ È«Åt?E?×?Q X?Žd?Ý tÐ ¨v�U�“ ÈÅtKwU= Êœd�dðÅpÇu� UÐ Ê«uðÅv� UłÅs¹« —œ  t =1ÆbOÝ— 

 v??�U??�“ ÈÅt??K??wU?= —œ «— „d?×?²?� j?Ýu?²?� X?Žd?Ý d?Ö«t = a U?ð t = a + h U?Ð Vg??¹U?L?� 

ÁU?ÖÅÊ¬ ̈ r?O¼œ

V =
S(a + h) − S(a)

h

V —œ „d?×²� È«ÅtE×Q XŽdÝ t = a∫U?Ð bý b¼«uš dÐ«dÐ 

V = lim
h → 0

S(a + h) − S(a)
h

 —œ „d?×?²?� s¹« È«ÅtE×Q XŽdÝ  t =1U?Ð XÝ« dÐ«dÐ 

  
lim
h → 0

S(1 + h) − S(1)
h

= lim
h → 0

5(1 + h)2 − 5

h
= lim

h → 0

10h + 5h2

h

 t??O??�U??Ł —œ d?²?�ÅÅÅ                                  = lim
h → 0

(10 + 5h) =10

 ‰U¦�≤∫ ÈÅtDI� ©”UL� jš® P(a, f(a)) lÐUð —«œuL� ÈË— «— f dÖ« Æb¹dO~Ð dE� —œ QÈÅtDI� 

 —«œuL� ÈË— Èd~¹œf ◊U?I�ÅÅÅÅ“« t� lÞU� jš ¨býUÐ P Ë Q «— œ—cÖÅv� lQÁ“U?ł« dÖ« ÊuM�« ÆrO�U�Åv� 

 ÈÅtDI� t� rO¼œQ—«œuL� ÈË— f   tÐ P jš ¨œuý p¹œe� lQ ÈÅtDI� ‰uŠ Pvð—uwÅÅ—œ Ë bšdÇÅv� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ±

X?L?Ý t?Ð b?ýU?Ð V?ÝUM� j¹«dý t�

 ÈÅt?D?I� “« t� vDšPË œ—c?ÖÅv� 

 «—ÅÊ¬lÆœd?� b?¼«u?š qO� rO�U�Åv� 

∫bOM� tłuð Ë—ÅtÐË— qJý tÐ

P

x

y

Q
l

Q

l

 jšl◊uDš ÈbŠ XQUŠ t� lÞU�  “« Áb�—cÖ P Ë Q t� v�U~M¼ ¨XÝ« Q tÐ P¨«— bM�Åv� qO� 

—«œuL� dÐ ”UL� jšf  ÈÅtDI� —œ P ÈÅtDI� t� bOM� tłuð® ÆbM�U�Åv� Q·dÞ Ëœ “« p¹d¼ —œ b�«uðÅv� 

 ÈÅtDI�P —«œuL� ÈË— f©œuý —UO²š« 

VOý XOF{Ë vÝ—dÐ tÐ ÊuM�«
±

 UB²F� dÖ« Ær¹“«œdÄÅv� ‚u= ◊uDš “« p¹d¼ ©t¹Ë«“ V¹d{® 

 ÈÅt?DI�Q ¨(x, f(x)) j?š VOý ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ lQ∫U?Ð XÝ« dÐ«dÐ 

f(x) − f(a)
x − a

«Öd h = x − a¨ ¬ÊÅÖUÁ f(x) = f(a + h) Ë —«ÐDtÅÈ =u‚ —« �vÅðu«Ê ÐtÅwu—  “¹d ¼r �uýX∫

f(a + h) − f(a)
h

 ÈÅtDI� d¼ t� UłÅÊ¬ “«Q —«œuL� ÈË— f p¹ UÐ dþUM²� hXÝ«ÅÅ

± —u×� X³¦� XNł UÐ jš Ê¬ t� XÝ« È«Åt¹Ë«“ X�«ó�Uð dÐ«dÐ jš p¹ VOý ‡‡xÆœ“UÝÅv� 

x

P

Q

f(a)

f (a + h)

a a + h



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ≤

 t� v�U~M¼ ËQ  tÐ P ̈ bM�Åv� qO� h jš VOý fÄ ̈ bM�Åv� qO� dHw tÐ l —œ vM×M� dÐ ”UL� ̈PdÐ«dÐ ̈

UÐ XÝ«

  
lim
h → 0

f(a + h) − f(a)
h

 dÖ« t� bOM� tłuð®h ÈÅtDI� ¨býUÐ vHM� Q éÇ XLÝ —œ P —«œuL� ÈË— Ë fÆ©œ—«œ —«d� 
±

¼LUÊÅÖu�t �t œ— �¦U‰Å¼UÈ ± Ë ≤ �AU¼bÁ �dœ¹b¨ œË �HNuÂ �²HUË  «“ =Oe¹p Ë ¼MbÝt Ë�²v

Ðt “ÐUÊ —¹U{v ÐOUÊ ýb�b ¹p ýJq Ë«Šb ÄOb« �dœ�bÆ �vÅðu«Ê �¦U‰Å¼UÈ œ¹~dÈ «“ ÝU¹d ýUštÅ¼UÈ

ŽKuÂ �D?dÕ �dœ �t ¬ÊÅ¼U? �Oe ¼LO?s «¹bÁ —« ÐOU?Ê �vÅ�MMb?Æ Ðt «—«zt ðFd?¹n œ�Oo «¹s? �HNuÂ —¹U?{v

�vÅÄdœ«“¹rÆ

∫n¹dFð lÐUð È«dÐ f ÈÅtDI� v~¹UBL¼ —œ t� adÖ« ¨XÝ« Ábý n¹dFð 

lim
h → 0

f(a + h) − f(a)
h

Å®±©

 b?M?¹uÖÅv� ¨býUÐ t²ý«œ œułËf —œ ab?Š s?¹« Ë XÝ« d¹cÄ o²A� Ò U?Ð «— U²J¹ ′f (a)«— Ê¬ Áœ«œ g¹UL� 

 lÐUð o²A�f  —œ aÆbM�U�Åv� 

∫t²J!∫bMB¹u�Åv� r¼ v¼UÖ 

   ′f (a) = lim
x → a

f(x) − f(a)
x − a

    ®Å≤©

® ÈU?¼bŠ t� r¹«ÅÁb¹œ «d¹“±® Ë ©≤ b?M?B?¹u�Åv� v¼UÖ sOMâL¼ ÆbMQœUF� ©∆ f = f(x) − f(a)Ë 

∆ x = x − aË 

  

  
′f (a) = lim

∆ x → 0

∆ f
∆ x

    ®Å≥©

® t� UłÅÊ¬ “«±® ̈ ©≤® Ë ©≥VÝUM� t� Â«b�d¼ “« Ê«uðÅv� ̈ XOF�u� tÐ tłuð UÐ ̈ b�—«b� vðËUHð r¼ UÐ ©

Æœd� ÁœUH²Ý« XÝ« dðÅÁœUÝ Ë

± dÖ« ‡‡f —œ a Ë býUÐ t²ÝuOÄ 

  
lim
h → 0

f (a + h) − f (a)

h
= ∞ U¹ 

  
lim
h → 0

f (a + h) − f (a)

h
= − ∞ jš ÁUÖ Ê¬ ¨x = a”UL� 

 tDI� —œ vM×M� dÐPÆXÝ«  



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ≥

 ‰U¦�≥∫ lÐUð È«dÐ   f(x) = x3
∫r¹—«œ ¨

  
′f (2) = lim

x → 2

x3 − 8

x − 2

                                                           

  
= lim

x → 2

(x − 2)(x2 + 2x + 4)
x − 2

                                                               = lim
x → 2

(x2 + 2x + 4) =12

 ‰U¦�¥∫ dÖ« f(x) = x Ë   a > 0ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
′f (a) = lim

h → 0

a + h − a
h

Å                                              

  
= lim

h → 0

a + h − a
h

×
a + h + a
a + h + a

                                                          

  
= lim

h → 0

1

a + h + a
=

1

2 a

 ‰U¦�µ∫ lÐUð È«dÐ f(x) = x ¨  ′f (0) —U³Ž bŠ «d¹“ Æœ—«b� œułË 

  

f(0 + h) − f(0)
h

=
h
h

v²�Ë  h → 0 Æœ—«b� œułË éÇ Ë XÝ«— ÈU¼bŠ ÈdÐ«dÐ ÂbŽ qOQœ tÐ ®©ø«dÇ

 ‰U¦�∂∫ l?ÐU?ð d¹œUI� “« všdÐ d¹“ ‰Ëbł f ÈÅt?DI� v~¹UBL¼ —œ «— ±©—UAŽ« r�— tÝ X�œ UÐ® 

Æb¼œÅv� ÊUA�

x 0/ 9 0/ 99 1 1/01 1/1

f (x) 1/ 590 1/ 951 2 2 /051 1/ 611

 sOLFð È«dÐ  UŽöÞ« s¹« “«  ′f (1)∫œd� ÁœUH²Ý«  —uw s¹bÐ Ê«uðÅv� 

  
′f (1) ≈

f(1) − f(0/ 99)
1 − 0/ 99

=
2 − 1/ 951

0/01
= 4 / 9

U¹ Ë

  
′f (1) ≈

f(1) − f(1/01)
1 − 1/01

=
2 − 2 /051

− 0/01
= 5 /1



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ¥

 rOM�Åv� ÷d= UłÅs¹« —œ t� bOM� tłuð  ′f (1) Ë œ—«œ œułË h—UO²š« pÇu� ÊUJ�« bŠ Uð «— 

 t� rO�«bÐ sOMâL¼ dÖ« ÆrOM�Åv�  f(0/ 999) =1/ 995 Ë   f(1/001) = 2 /005Èd²NÐ sOLFð ÁUÖ Ê¬ ̈

 È«dÐ  ′f (1)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
′f (1) ≈

f(1) − f(0/ 999)
1 − 0/ 999

=
2 − 1/ 995

0/001
= 5 /00

U¹ Ë

  
′f (1) ≈

f(1) − f(1/001)
1 − 1/001

=
2 − 2 /005

− 0/001
= 5 /00

¥‡‡≤v~²ÝuOÄ Ë Èd¹cÄÅo²A� ‡‡

 ‰U¦� —œ≤jš býUÐ VÝUM� j¹«dý dÖ« t� rO²HÖ ¨lÐUð p¹ —«œuL� dÐ ”UL� jš vÝ—dÐ ÂU~M¼ ¨

 dÖ« øXBOÇ j¹«dý s¹« ªœ—«œ œułË ”UL�f —œ a ÈÅtDI� U¹¬ býUÐ t²ÝuOÄU� QtÐ —«œuL� ÈË— b�«uðÅv� 

Pö³� «— Ê¬  U³Ł« t� d¹“ ÈÅtOC� øbM� qO� Î v~²ÝuOÄ t� bM�Åv� ÊUOÐ b¹«ÅÁb¹œ f —œ aÆXÝ« Â“ô vÞdý 

 ÈÅtOC/±∫ lÐUð dÖ« f ÈÅtDI� —œ aÆXÝ« t²ÝuOÄ tDI� Ê¬ —œ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ d¹cÄÅo²A� 

∫t²J! ‰U¦� µ ÈÅtOC� fJŽ t� b¼œÅv� ÊUA� ± XÝ« sJL� vMF¹ ¨XBO� —«d�dÐ fÈ«ÅtDI� —œ 

 ÈÅt?O?C?� “« s?O?MâL¼ ÆbýU³� d¹cÄÅo²A� tDI� Ê¬ —œ vQË ¨býUÐ t²ÝuOÄ± d?Ö« t?� œuýÅv� t−O²� f—œ 

 l?ÐU?ð Êu?Ç ¨t?�u?L?� È«d?Ð Æœ—«b� o²A� tDI� Ê¬ —œ býUÐ t²ÝuOÄU� È«ÅtDI�f(x) = x[ ] ÈÅt?DI� —œ ±

Æœ—«b� eO� o²A� tDI� Ê¬ —œ ¨XÝ« t²ÝuOÄU�

 ‰U¦�∑∫ lÐUð o²A� f(x) = mx + b Á«uFQœ ÈÅtDI� —œ aUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

′f (a) = lim
x → a

f(x) − f(a)
x − a

                                                   = lim
x → a

(mx + b) − (ma + b)
x − a

= m

 dÐ«dÐ Ë XÐUŁ o²A� s¹«dÐUMÐmVOý ¨X=—Åv� r¼ —UE²�« Ë b¹œd� Áb¼UA� t� —uÞÅÊUL¼ ÆXÝ« 

‰U?¦?� tÐ tłuð UÐ «— VKD� s¹« ÆXÝ« XÐUŁ ÈœbŽ jš p¹≤ t� v�U~M¼ ¨f(x) = mx + bÊ«u?ðÅv� 

 —«œuL� v²�Ë bOM� X�œ ¨b¹œf œuš dÐ o³DM� tDI� d¼ —œ Ê¬ dÐ ”UL� ¨býUÐ jš p¹ fÆXÝ« 

 ‰U¦�∏∫ lÐUð —«œuL� dÐ ”UL� jš ÈÅtQœUF� 

  
f(x) =

1

4
x2

 ÈÅtDI� —œ ®Å±\≤s¹« tÐ Ê«uðÅv� «— ©



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπµ

 ÈÅtDI� —œ ”UL� jš VOý «b²Ð« t� œ—Ë¬ XÝœÅtÐ VOðdð≤ ¨  ′f (2)∫œd� t³ÝU×� «— ¨

  
′f (2) = lim

x → 2

1

4
x2 − 1

x − 2

                                      = lim
x → 2

1

4

(x − 2)(x + 2)
(x − 2)

= lim
x → 2

1

4
(x + 2) =1

® ÈÅtDI� “« t� vDš ÈÅtQœUF� fáÝ Ë±Ë≤ VOý UÐ ©±Æœ—Ë¬ XÝœ tÐ «— œ—cÖÅv� 

  y = x − 1

 ‰U¦�π∫ lÐUð f(x) = sin x ÈÅtDI� —œ ∞«d¹“ XÝ« d¹cÄÅo²A� 

′f (0) = lim
h → 0

sin(0 + h) − sin(0)
h

                                                                           = lim
h → 0

sin(h)
h

=1

 jš Ëy = xÆXÝ« ”UL� √b³� —œ Ê¬ —«œuL� dÐ 

 ‰U¦�±∞∫ “« Èd¹œUI� tÇ È«“« tÐ m Ë b lÐUð f(x)t� 

f(x) =
mx + b       x < a

x2              x ≥ a





 ÈÅtDI� —œaøXÝ« d¹cÄÅo²A� 

 ÈÅtOC�® Èd¹cÄÅo²A� Â“ô ◊dý tÐ tłuð UÐ± lÐUð ¨©f ÈÅtDI� —œ b¹UÐ as¹«dÐUMÐ ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

lim
x → a −

f(x) = lim
x → a +

f(x) = f(a)

vMF¹

  ma + b = a2

b¹UÐ sOMâL¼ Ë

  
lim
h → 0

f(a + h) − f(a)
h

 —œ éÇ Ë XÝ«— ÈU¼bŠ XBO=U� t� t²ý«œ œułË  h =0fÄ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ Ë œułu� 

  
lim

h → 0+

f(a + h) − f(a)
h

= lim
h → 0+

(a + h)2 − a2

h
= 2a



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ∂

Ë

lim
h → 0−

f(a + h) − f(a)
h

= lim
h → 0−

m(a + h) + b − (ma + b)
h

= m

 s¹«dÐUMÐ  m = 2aÁdšôUÐ Ë 

b = a2 − ma = − a2

∫gÝdÄ lÐUð l�u� tÇ f ÈÅtDI� —œ aøXBO� d¹cÄÅo²A� 

 lÐUð ¨b¹œd� Áb¼UA� t�—uÞÅÊUL¼f ÈÅtDI� —œ aÁUÖd¼ œ—«œ o²A� 

  
lim
h → 0

f(a + h) − f(a)
h

  ®Å¥©

 lÐUð È«dÐ d¹“ ÈU¼ÅXQUŠ “« vJ¹ q�«bŠ dÖ« ÆbýUÐ t²ý«œ œułËf ¨b²HOÐ ‚UHð« f —œ a∫œ—«b� o²A� 

± ‡‡f tDI� v~¹UBL¼ êO¼ —œ a bM�U�® býUÐ ÁbA� n¹dFð x ÈÅtDI� —œ ∞Æ©

≤ ‡‡f v~¹UBL¼ —œ tÇdÖ a lÐUð bM�U�® býU³� t²ÝuOÄ tDI� Ê¬ —œ vQË Ábý n¹dFð x[ ] ÈÅtDI� —œ∞Æ©

≥® ÈÅtDÐ«— —œ ‡‡¥ lÐUð bM�U�® bMýUÐ dÐ«dÐU� vQË œułu� éÇ Ë XÝ«— ÈU¼bŠ ©x ÈÅtDI� —œ ∞Æ©

¥® ÈÅtDÐ«— —œ ‡‡¥ lÐUð bM�U�® bMýU³� œułu� éÇ Ë XÝ«— ÈU¼bŠ “« vJ¹ q�«bŠ ©  x3
—œ 

 ÈÅtDI�∞Æ©

 lÐUð d¹“ qJý —œf UÐ   Df = a1,a6[ ] ÈÅtDI� gý —œ  a1 ¨  a2 ¨ì ¨  a6 Æœ—«b� o²A� ®©ø«dÇ

y

x
a1 a2 a 3 a4 a 5 a 6

∫t²J! t� vð—uwÅÅÅÅ—œ 

  
lim

h → 0+

f(a + h) − f(a)
h

 lÐUð XÝ«— o²A� «— Ê¬ ̈ býUÐ t²ý«œ œułË f—œ 

a UÐ ÁbO�U� ′f + (a) dÖ« ¨d~¹œ ·dÞ “« ÆbM¼œÅv� g¹UL� 

  
lim

h → 0−

f(a + h) − f(a)
h

¨b?ýUÐ t²ý«œ œułË 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ∑

 «— Ê¬ éÇ o²A�f —œ a UÐ ÁbO�U� ′f − (a)¨XÝ«— U¹ éÇ ÈU¼Åo²A� “« X³×w ÂU~M¼ ÆbM¼œÅv� g¹UL� 

ÆbýUÐ Ábý n¹dFð d~¹œ ·dÞ —œ lÐUð t� XBO� È“UO�

 t� bOM� X�œ′f (a) dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« œułu� ′f + (a) Ë ′f − (a)UÐ ÆbMýUÐ dÐ«dÐ Ë œułu� 

 ‰U¦� tÐ tłuðµ lÐUð È«dÐ ¨f(x) = x ÈÅtDI� —œ∞ r¹—«œ   ′f + (0) =1 Ë   ′f − (0) = − 1Æ

ين�هاتمر

± “« fÄ v�d×²� ÊUJ� ‡‡tÆXÝ« Ábý Áœ«œ d²� VBŠdÐ d¹“ ‰Ëbł —œ √b³� “« tO�UŁ 

  

t 0 0/ 2 0/ 4 0/ 6 0/ 8 1

s(t) 0 0/ 25 0/ 9 1/ 55 3 / 25 4 / 8

 ÈÅÁ“UÐ —œ „d×²� jÝu²� XŽdÝ ©nQ«  0,1[ ]øXÝ« —bIÇ 

 —œ „d×²� È«ÅtE×Q XŽdÝ ©»  t =0/ 2U³¹dIð ¨tO�UŁ ÎøXÝ« —bIÇ 

≤ È tE×Q —œ Ê¬ ÊUJ� t� bM�Åv� X�dŠ È«Åt�uÖÅtÐ XÝ«— jš p¹ ÈË— vLBł ‡‡tVBŠdÐ® 

 ©tO�UŁ  S(t) = 2t2 + 2ÆXÝ« d²� 

 v�U�“ ÈÅtKwU= —œ „d×²� jÝu²� XŽdÝ ©nQ«  2 ≤ t ≤ 3øXÝ« —bIÇ 

 v�U�“ ÈÅtKwU= —œ „d×²� jÝu²� XŽdÝ ©»  2 ≤ t ≤ 2 /1øXÝ« —bIÇ 

 —œ „d×²� È«ÅtE×Q XŽdÝ ©Ã  t = 2øXÝ« —bIÇ 

≥ “« f?Ä √b?³� “« Ê¬ ÈÅtKwU= t� bM� X�dŠ È«Åt�uÖÅtÐ —u×� ÈË— vLBł dÖ« ‡‡tdÐ«dÐ tO�UŁ 

  S(t) = − t2 + 4t  œu?ýÅv?� n?�u?²?� r?B?ł È«Åt?E?×Q tÇ —œ ¨býUÐ d²� ®d?H?w Ê¬ È«Åt?E?×?Q XŽdÝ

ø©œuýÅv�

¥—«œuL� dÐ ”UL� jš v³¹dIð VOý ‡‡

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

x

y

A

B

C

D

E
F



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅπ∏

ÆbOM� sOOFð «— U¼ÅtDI� Ê¬ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ‰Ëbł —œ tDI� Èœ«bFð —œ

                                                                                                
VOý 

  

− 2 − 1 0
1

2
1 3

                                                                                                              
tDI�

µ lÐUð ‡‡ÅÅ  f(x) = x3 + 1Æb¹dO~Ð dE� —œ «— 

 —«œuL� ©nQ«fÆbOM� rÝ— «— 

 —«œuL� dÐ ”UL� jš ©»f® ÈÅtDI� —œ «— πÅ\≤ÆbOM� rÝ— ©

ÆbOM� sOOFð v³¹dIð —uÞÅtÐ «— ”UL� jš s¹« VOý ©Ã

 ÈU¼ÅtDI� “« Áb�—cÖ lÞU� jš VOý ©œ  (2,9) Ë   (1/ 999,1 + (1/ 999)3 ) ÆbOM� t³ÝU×� «—

 ÈÅtDI� —œ «— ”UL� jš VOý ©‡¼  (2,9)UIO�œ ÎÆbOM� sOOFð 

∂∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ÁbýÅÁœ«œ ◊UI� —œ «— d¹“ lÐ«uð o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅ

 ©nQ«  f(x) = x3
 ÈÅtDI� —œ ±Æ

 ©»  f(x) = x2 + 1 ÈÅtDI� —œ ∞Æ

∑ ÈÅtDI� —œ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ o²A� ‡‡ÅÅaÆbOM� sOOFð 

 ©nQ«  f(x) = 4x2 − 3Æ

 ©»  g(x) = x4
Æ

 ©Ãh(x) =
1

x
 È«dÐ   a ≠ 0 ÈÅtDI� —œ XOF{Ë Æ∞øXBOÇ 

∏ÆbOM� Y×Ð ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅtDI� —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ Èd¹cÄÅo²A� œ—u� —œ ‡‡ÅÅ

©nQ«

  
f(x) =

x     x ≤ 0

x2    x > 0





 ÈÅtDI� —œ     ∞

©»

  

f(x) =
2x + 1   x < 1

3           x =1

x2 + 3    x > 1









    ÈÅtDI� —œ ±

π lÐUð —«œuL� ‡‡  f(x) = (x − 1) x[ ] ÈÅÁ“UÐ ÈË— «—  0,2[ ] Ë bOM� rÝ—Å  ′f − (1) Ë   ′f + (1) Ë   ′f (1)

ÆbOÐUOÐ «—

±∞ lÐUð È«dÐ t� bO¼œ ÊUA� ‡‡f(x) = cosx ¨  ′f (0) =0Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅππ

±± lÐUð dÖ« ‡‡f ÈÅtDI� —œ ± lÐUð bO¼œ ÊUA� ̈ býUÐ t²ÝuOÄ g(x) = (x − 1)f(x) —œ ±d¹cÄÅo²A� 

ÆXÝ«

¥‡‡≥tOC/ bMÇ ‡‡

ÆXBO� ÊUÝ¬ Á—«uL¼ lÐ«uð o²A� t³ÝU×� È«dÐ n¹dFð “« ÁœUH²Ý«

«— U¼ Ê¬ “« všdÐ Ë ÊUOÐ ̈ bM�Åv� ÁœUÝ «— U¼ÅlÐUð o²A� ÈÅt³ÝU×� t� tOC� bMÇ ̈ XLB� s¹« —œ

ÆrOM�Åv� XÐUŁ

 ÈÅt?OC/≤ ∫ dÖ«f Ë g ÈÅt?DI� —œ Ëœ d¼ a Ë b?M?ýUÐ d¹cÄÅo²A� cÁU?ÖÅÊ¬ ¨býUÐ XÐUŁ œbŽ p¹ 

 ÈU¼ÅlÐUðf ± g ¨cf Ë fg —œ eO� aË b�d¹cÄÅo²A� 

 ©nQ«(f ± g ′) (a) = ′f (a) ± ′g (a)Æ

 ©»(cf ′) (a) = c ′f (a)Æ

 ©Ã(fg ′) (a) = ′f (a)g(a) + f(a) ′g (a)Æ

∫ U³Ł«ÆXÝ« Ê«“u�¬Åg�«œ ÁbNŽ tÐ U¼ÅXLB� d¹UÝ  U³Ł« ¨rOM�Åv� XÐUŁ «— ©Ã® XLB� 

 t� bOM� ÷d=F = fg —uw s¹« —œ Æ

F(a + h) − F(a)
h

=
f(a + h)g(a + h) − f(a)g(a)

h

   =
f(a + h)g(a + h) − f(a)g(a + h) + f(a)g(a + h) − f(a)g(a)

h

           =
f(a + h) − f(a)

h
g(a + h) + f(a)

g(a + h) − g(a)
h

 ÊuÇ Ëf Ë g —œ Ëœ d¼ afÄ ¨b�d¹cÄÅo²A� 

  
lim
h → 0

f(a + h) − f(a)
h

= ′f (a)

Ë

lim
h → 0

g(a + h) − g(a)
h

= ′g (a)

 v~²ÝuOÄ qOQœ tÐ ¨Ê¬ dÐÅÁËöŽg —œ a

  
lim
h → 0

g(a + h) = g(a)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞∞

s¹«dÐUMÐ

lim
h → 0

F(a + h) − F(a)
h

= ′f (a)g(a) + f(a) ′g (a)

 ÈÅtOC/≥∫ d?Ö« f Ë g ÈÅtDI� —œ Ëœ d¼ a Ë d?¹cÄÅo²A� g v?~¹UBL¼ p¹ —œ ad?Hw nQUF� 

 lÐ«uð ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ

  

1

g
 Ë 

f
g

 —œ aË b�«d¹cÄÅo²A� 

  
(
1

g
′) (a) =

− ′g (a)

g2(a)

  
(

f
g

′) (a) =
′f (a)g(a) − f(a) ′g (a)

g2(a)

∫ U³Ł«ÆXÝ« Ê«“u�¬Åg�«œ ÁbNŽ tÐ ÂËœ XLB�  U³Ł« Ë rOM�Åv� XÐUŁ «— nQ« XLB� 

 lÐUð

  
F =

1

g
 ÈÅtDI� v~¹UBL¼ p¹ —œ a È«dÐ fÄ ÆXÝ« Ábý n¹dFð h t� F(a + h)n¹dFð 

r¹—«œ ¨býUÐ Ábý

  

F(a + h) − F(a)
h

=
1

h
1

g(a + h)
−

1

g(a)











                                                 

  
=

1

h
g(a) − g(a + h)
g(a + h)g(a)











                                

  
=

− 1

g(a)g(a + h)
g(a + h) − g(a)

h






 ÊuÇ Ëg —œ ar¹—«œ ¨XÝ« d¹cÄÅo²A� 

  
lim
h → 0

F(a + h) − F(a)
h

=
− 1

g2(a)
′g (a)

 ‰U?¦�±± ∫ l?ÐU?ð ÁbM¼œÅqOJAð ¡eł Ëœ d¼  f(x) = x3 + (4x + 2) ÈU?¼Å‰U?¦� dÐ UMÐ ≥ Ë ∑—œ 

 ÈÅtDI�≤ ÈU¼Åo²A� VOðdðÅtÐ Ë b�d¹cÄÅo²A� ±≤ Ë ¥∫XHÖ Ê«uðÅv� fÄ ¨b�—«œ 

′f (2) =12 + 4 =16



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞±

 ÈÅtDI� —œ lÐUð s¹« —«œuL� dÐ ”UL� jš ÈÅtQœUF�  (2,18)dÐ«dÐ 

y =18 + 16(x − 2)

©XÝ« œuLŽ tDI� Ê¬ —œ ”UL� jš dÐ t� vDš® tDI� Ê¬ —œ lÐUð s¹« —«œuL� dÐ rzU� jš ÈÅtQœUF� Ë
±

dÐ«dÐ

y =18 −
1

16
(x − 2)

ÆXÝ«

 ‰U¦�±≤∫ ÈU¼ÅlÐUð dÖ«   f1 ¨  f2 ¨ì ¨f n ÈÅtDI� —œ v~L¼ aÊuÇ ¨bMýUÐ d¹cÄÅo²A� 

    (f1 + f2 + L + f n )(a) = (f1 + f2 + L + f n − 1)(a) + f n (a)

gFÐ® Ë «dI²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐnQ«  ÈÅtOC� ©≤lÐUð t� X=dÖ t−O²� Ê«uðÅv� 

    f1 + f2 + L + f n

 —œ eO�aË ©ø«dÇ® XÝ« d¹cÄÅo²A� 

(f1 + f2 + L + f n ′) (a) = ′f1(a) + ′f2(a) + L + ′f n (a)

 lÐUð s¹«dÐUMÐ  f(x) = x3 + 4x + 2 + x ÈÅtDI� —œ ≤r¹—«œ Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� 

  
′f (2) =12 + 4 +

1

2 2
=16 +

1

2 2

ÆrOM�Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— d¹“ ÈÅtOC�

 ÈÅtOC/¥∫ È«dÐ   n ∈ N¨

 lÐUð ©nQ«f(x) = xn
 ÈÅtDI� d¼ —œ aË XÝ« d¹cÄÅo²A� 

  ′f (a) = nan − 1

 l?ÐUð ©»  g(x) = x
1

n
 ÈÅt?D?I� d¼ —œ  a ≠ 0¨b?ýU?Ð Áb?ý n?¹d?F?ð Ê¬ v?~?¹UBL¼ p¹ —œ lÐUð t� 

Ë XÝ« d¹cÄÅo²A�

  
′g (a) =

1

n
a

1

n
− 1

± ‡‡∫È—Ë¬œU¹ dÐ«dÐ tDI� p¹ —œ ©XBO� vI=« U¼ÅÊ¬ “« p¹ÅêO¼ t�® r¼ dÐ œuLŽ jš Ëœ VOý »d{ÅqwUŠ ±ÆXÝ« ≠



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞≤

 ‰U¦�±≥∫ ÈÅtł—œ È«ÅtKLłÅbMÇ n

          (Cn =0)                Pn (x) = c0 + c1x + L + cnxn

 ÈÅtDI� d¼ —œaË XÝ« d¹cÄÅo²A� 

    ′Pn (a) = c1 + 2c2a + 3c3a2 + L + ncnan − 1

 ‰U¦�±¥∫ È«dÐ   n ∈ N lÐUð rO¼œÅv� ÊUA� f(x) = x − n
 È«dÐ   a ≠ 0Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� 

  ′f (a) = − na − n − 1

 ÊuÇf(x) = x − n =
1

xn ÈÅtOC� tÐ UMÐ ¨≥

  
′f (a) = − nan − 1

a2n = − na − n − 1

 ‰U¦�±µ∫ È«dÐ   m ∈ N lÐUð o²A� f(x) = x
−

1

m
 ÈÅtDI� d¼ —œ ¨  a > 0«d¹“ ¨œ—«œ œułË 

  

f(x) = x
−

1

m =
1

x
1

m

 ÈU¼ÅtOC� dÐ UMÐ «cQ≥ Ë¥

  

′f (a) =
−

1

m
a

1

m
− 1

a
2

m

= −
1

m
a
−

1

m
− 1

 ‰U¦�±∂∫ lÐUð o²A� 

  
f(x) = x5 +

1

x
 ÈÅtDI� —œ   a > 0«d¹“ ¨œ—«œ œułË 

f(x) = x
1

5 + x
−

1

2

  
′f (a) =

1

5
a
−

4

5 −
1

2
a
−

3

2 =
1

5 a45 −
1

2 a3

 ‰U?¦?�±∑∫ ÈU?¼Ål?ÐUð f(x) = sin x Ë g(x) = cosx t?D?I?� d¼ —œ   a ∈ RË b?�d?¹c?ÄÅo?²A� ¨

′f (a) = cosa Ë ′g (a) = − sin a ®Æ©ø«dÇ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞≥

ين�هاتمر

± lÐUð o²A� tÐ ◊uÐd� d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹ d¼ ‡‡f ÈÅtDI� —œ a ÆXÝ« f Ë aÆbOM� sOOFð «— 

 ©nQ«

  
lim
h → 0

(3 + h)2 + 2(3 + h) − 15

h
»                     ©    

  
lim
x → 2

x3 + x − 10

x − 2

øbM²B¼ U²J¹ Áb�¬ÅXÝœÅtÐ ÈU¼ÅlÐUð U¹¬

≤ Á«u?F?Qœ ÈÅt?D?I?� —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ o²A� ‡‡a È«d?Ð U?¹¬ ÆbOM� »UBŠ aÂ“ô vÞdý 

øXÝ«

 ©nQ«  f(x) = c3
»                                                © f(x) = tan x

   ©Ã  f(x) = − 3x − 8 + 2 x

≥ l?ÐU?ð —«œu?L?� d?Ð r?zU?� j?š Ë ”U?L?� jš ÈÅtQœUF� ‡‡  f(x) = 3x2 − 6x + 1ÈÅt?D?I� —œ «— 

  (1, − 2)ÆbOB¹uMÐ 

¥ ÈÅtDI� —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ Èd¹cÄÅo²A� œ—u� —œ ‡‡aÆbOM� oOI×ð 

  ©nQ«f(x) = x x[ ]           a =1

  ©»

  
f(x) = x2                  x < − 1

− 1 − 2x           x ≥ − 1





    a = − 1

µ tDI� —œ d¹“ lÐ«uð Èd¹cÄÅo²A� œ—u� —œ ‡‡ÅÅ  a =0ÆbOM� oOI×ð 

f(x) =
x  sin

1

x
  x ≠ 0

0            x =0







Ë

  

g(x) =
x2 sin

1

x
  x ≠ 0

0            x =0







¥‡‡¥o²A� lÐUð ‡‡

 l?ÐU?ð Èd¹cÄÅo²A� ÊuM�Uðft?Ð «— n?¹d?Fð t� rO¼«ušÅv� ÊuM�« Ær¹œd� vÝ—dÐ tDI� p¹ —œ «— 

ÆrO¼œ ‘d²BÖ Á“UÐ p¹ ◊UI� ÈÅtOK�

∫n¹dFð lÐUð ÁUÖd¼ f “UÐ ÈÅÁ“UÐ ◊UI� ÂULð —œ I bM¹uÖÅv� ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ d¹cÄÅo²A� f  ÈË—Id¹cÄÅo²A� 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞¥

 ÂU� tÐ Èb¹bł lÐUð ¨XQUŠ s¹« —œ ÆXÝ«o²A� lÐUð   ( ′f :I → R) d¼ È«dÐ t� œ—«œ œułË x ∈ I

′f (x) = lim
h → 0

f(x + h) − f(x)
h

 UÐ «— lÐUð s¹«′f U¹ ′y ® v²�Ëy = f(x)©ÆbM¼œÅv� g¹UL� 

 dÖ« v²Š t� bOM� tłuðf ◊UI� “« všdÐ —œ I ̈ o²A� lÐUð Ê«uðÅv� ̈ býU³� d¹cÄÅo²A� ′fÈË— «— ̈

 o²A� t� vÞUI�fvMF¹ ¨œd� n¹dFð œ—«œ œułË 

′f (x) } ∫œ—«œ œułË D ′f = x ∈ I{

 ‰U¦�±∏∫b¹œd� Áb¼UA� ÊuM�Uð t� v¹U¼Å‰U¦� tÐ tłuð UÐ 

 lÐUð ©nQ«  f(x) = x2
 ÈË—   R Ë XÝ« d¹cÄÅo²A�   ′f (x) = 2xÆ

 lÐUð ©»f(x) = x ÈË—  (0, ∞ ) Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� 

  
′f (x) =

1

2 x
Æ

 lÐUð È«dÐ ©Ãf(x) = x                                           ¨

œ—«b� œułË Å′f (x) =
− 1               x < 0

                   x =0

1                 x > 0







 s¹«dÐUMÐ    D ′f = ( − ∞ ,0)U(0, ∞ )

 ÈÅt²J!±∫ “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— t� vFÐUð t� bOM� tłuð I ÈÅtOC� tÐ UMÐ ̈ býUÐ d¹cÄÅo²A� ±Ê¬ ÈË— ̈

ÆXÝ« t²ÝuOÄ Á“UÐ

 ÈÅt?²J!≤∫ l?ÐUð ¨vK�—uÞÅtÐ f ÈÅt?ŽuL−� ÈË— dÐ   A ⊂ R ÁU?Öd¼ XÝ« d¹cÄÅo²A� fÂULð —œ 

 ÈU¼ÅtDI�AÆbýUÐ d¹cÄÅo²A� 

 ‰U?¦?�±π∫ ÈÅt?D?I?� “«   P(1, − 2)j?š Ëœ Ê«u?ðÅv?� 

 —«œu?L?� d?Ð ”U?L�  f(x) = x2 + 1r?O?¼«u?šÅv?� Æœd?� rÝ— 

ÆrOÐUOÐ «— U¼Åjš s¹« ÈÅtQœUF�

x

y

P



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞µ

 «— ”ULð q×� dÖ«A Ê¬  UB²�� ̈ rO�UMÐ   (a,a2 + 1) ÊuÇ v�dÞ “« ÆXÝ«   ′f (x) = 2xVOý ̈

”UL� jš  —œ —«œuL* dÐA dÐ«dÐ ¨≤a —œ —«œuL* dÐ ”UL� jš ÈÅt.œUF� t−O²*—œ Ë AUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  y =1 + a2 + 2a(x − a)

 ÈÅtDI* “« b¹UÐ jš s¹«PfÄ ¨œ—c~Ð 

  − 2 =1 + a2 + 2a(1 − a)

U¹ Ë

  a
2 − 2a − 3 =0

 vMF¹  a = − 1 U¹   a = 3“« bMð—U³Ž ”UL� ÈU¼Åjš ÈÅt.œUF� fÄ Æ

  y = 6x − 8 Ë   y = − 2x

¥ÅÅ‡‡ÅµV�d� lÐUð o²A� ‡‡ 

«— Ê¬ t?? ¨X?Ý« V?d� lÐUð o²A� ÈÅtOCD ÈdOÖ—U?ÅtÐ v~*u~Ç Ë ÊUOÐ g�Ð s¹« vKG« ·b¼

ÆXÝ« Ábý dE*Å·dG tOCD  U³Ł« “« ÆbM�U*Åv� eO* ÈdO$“ ÈÅÁbŽUD

 ÈÅt?OC�µ∫©Èd?O$“ ÈÅÁbŽU�®  lÐUð dÖ« g ÈÅt?DI* —œ a lÐUð Ë f —œ g(a)¨b?M?ýUÐ d¹cÄÅo²A� 

 lÐUð ÁUÖÅÊ¬F=fog —œ eO* aË XÝ« d¹cÄÅo²A� 

′F (a) = (fog ′) (a) = ′f (g(a)) ′g (a)

 ‰U¦�≤∞∫ dÖ« f(x) = xn
 Ê¬ —œ t? ¨  n ∈ Z ÈÅtOCD tÐ UMÐ ¨µlÐUð o²A� ¨

f(x) = (g(x))n

 ÈÅtDI* d¼ —œa  t? gUÐ XÝ« dÐ«dÐ Ë t²ý«œ œułË ¨býUÐ d¹cÄÅo²A� Ê¬ —œ 

  ′F (a) = n(g(a))n − 1 ′g (a)

 dÖ« t²³.«n ◊dý ¨býUÐ vHM�   g(a) ≠ 0 XÝ« Â“ô eO* ®Æ©ø«dÇ

 ‰U¦�≤±∫ lÐUð o²A�   F(x) = (x2 + 3x − 1)5
 Á«u)œ ÈÅtDI* —œ aUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  ′F (a) = 5(a2 + 3a − 1)4 (2a + 3)

 lÐUð o²A� Ë

  
G(x) =

1

(x4 + 2x2 + 2)2
 Á«u)œ ÈÅtDI* —œ aUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  ′G (a) = − 2(a4 + 2a2 + 2) − 3 (4a3 + 4a)

©ø«dÇ®



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞∂

 dÖ« t? r¹«ÅÁœ«œ ÊUA* ÊuM?Uð ¨b¹œd? Áb¼UA� t? —uÞÅÊUL¼r©dHG U¹ vHM� ¨X³¦�® `O×G œbŽ 

 ÈU¹uÖ œbŽ U¹ Ë

  

1
m

 ®Åm lÐUð ¨býUÐ ©vHM� U¹ X³¦� `O×G œbŽ f(x) = xr
 ÈÅtDI* d¼ —œ   a ≠ 0 t? f

Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� ¨býUÐ Ábý n¹dFð Ê¬ v~¹U[L¼ —œ

  ′f (a) = rar − 1

ÆXÝ« XÝ—œ eO* U¹uÖ œbŽ d¼ È«dÐ d�« s¹« t? rO¼œÅv� ÊUA* ‰UŠ

 ÈÅtOC�∂∫ dÖ« r lÐUð ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ U¹uÖ œbŽ p¹ f(x) = xr
 —œ   a ≠ 0 t?Ås¹« dÐ ◊ËdA� ̈f—œ 

 v~¹U[L¼aË ÁœuÐ d¹cÄÅo²A� ¨býUÐ Ábý n¹dFð 

  ′f (a) = rar − 1

∫ U³Ł« XÝ« v�U? r =
n
m

Ë —UO²š« 

  f(x) = x
n
m = (xn )

1
m

 —uG s¹« —œ ¨œuý t²�dÖ dE* —œ

  
′f (a) =

1
m

(an )
1
m

− 1
(nan − 1)

  
=

n
m

a
n
m

− n
an − 1 =

n
m

a
n
m

− 1
ÅÅÅÅ       

 ‰U¦�≤≤∫ l?ÐU?ð rO*«bÐ rO¼«ušÅv� bOM? ÷d�   f(x) = (x4 − 1)
3
4

d?¹cÄÅo²A� v¹U¼ÅtDI* tÇ —œ 

øXÝ«

ôË«Î l?ÐUð n¹dFð ÈÅtM�«œ t? bOM? tłuð f t?ŽuL−� x —œ t? XÝ« v¹U¼  x ≥ 1U?Ð ÆbM?Åv� ‚bG 

 ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— t?Ås¹« tÐ tłuð  (1 , ∞ ) Ë   ( − ∞ , − 1) lÐUð ¨  x4 − 1eO* Ë ÁœuÐ d¹cÄÅo²A� Ë dHG n.U�� 

 lÐUð  f(x) = x
3
4

 X³¦� ◊UI* ÈÅtL¼ —œ xÈdO$“ ÈÅÁbŽUD dÐ UMÐ ¨XÝ« d¹cÄÅo²A� 

  
′f (x) =

3
4

(x4 − 1)
−

1
4 (4x3 ) =

3x2

x4 − 1
4



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞∑

ين�هاتمر

±r[ł XŽdÝ Uð bA?Åv� ‰uÞ —bDÅtÇ ‡‡Å‰UŠ —œ ◊uIÝ  ‰U¦� ± tÐ ¨≤µÆbÝdÐ tO*UŁ —œ d²� 

≤ l?ÐU?ð —«œu?/ d?Ð ”U2 jš t? bOM? sOOFð «— vÞUI* ÈÅtOK? ‡‡Å  f(x) = x3 − x2
◊U?I* Ê¬ —œ 

ÆbýUÐ vI�«

≥ ÈÅtDI* “« ‡‡Å  (2,5) —«œu/ tÐ Ê«uðÅv� jš Ëœ   f(x) = 4x − x2
s¹« ÈU¼Åt.œUF� Æœd? ”U2 

øbM�«b? jš Ëœ

¥v?M?×?M?� ÈË— X?Ý«— tÐ éÇ “« v¹UC� ÈÅtMOHÝ p¹ ‡‡Å  y = x2
s?¹« ÁU?Öd?¼ ÆbM?Åv� X?dŠ 

X?dŠ tDI* Ê¬ —œ dO[� dÐ ”U2 jš ÈË— bFÐ tÐ tE( Ê¬ “« ̈ bM? ‘u�Uš «— œuš ÈU¼—uðu� tMOHÝ

 ÈÅtDI* “« tMOHÝ Uð b*uý ‘u�Uš b¹UÐ U¼—uðu� È«ÅtDI* tÇ —œ Æœd? b¼«uš  (4,15)Æœ—c~Ð 

µ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ È«dÐ ‡‡ÅD ′fÆbOM? h�A� «— 

©n.«  f(x) = x2 + x − 1

©»f(x) = x[ ]

©Ãf(x) = sgn(x) =
− 1  x < 0

 0   x =0

 1   x > 0







∂ dÖ« ‡‡Å  n ∈ NË 

f(x) =
0    x ≤ 0

xn  x > 0





 “« Èd¹œUI� tÇ È«dÐn lÐUð ¨f ÈË—   RøXÝ« d¹cÄÅo²A� 

∑ r?O?*«bÐ dÖ« ‡‡Å  ′f (0) =1 ¨  g(0) =0 Ë   ′g (0) = 3 l?ÐU?ð o?²A� Æ  F = f0g ÈÅt?DI* —œ «— ∞t?Ð 

Æb¹—Ë¬ XÝœ

∏Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð È«dÐ «— o²A� lÐUð ‡‡Å

 ©n.«  f(r) = r3 − 2r + 5 ©»  f(x) = cos3 (2x + 1)

π dÖ« ‡‡Å  g(x) = x2 − 1 Ë   ′f (x) = 3x + 4 Ë   F = f0g ¨býUÐ ′F (x)Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞∏

±∞ lÐUð t? bOM? ÷d� ‡‡ÅfÆbO¼œ ÊUA* ÆXÝ« d¹cÄÅo²A� tDI* d¼ —œ 

 lÐUð dÖ« ©n.«flÐUð ¨býUÐ ÃË“ ′fÆXÝ« œd� 

 lÐUð dÖ« ©»flÐUð býUÐ œd� ′fÆXÝ« ÃË“ 

±±dÖ« ‡‡Å  f(x) = x2
 Ë g(x) = x[ ] lÐUð o²A� ¨býUÐ   F = f0g ◊UI* —œ «—   a =1 Ë 

  
a =

3
2

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ

±≤ È«dÐ dÖ« ‡‡Å  x > 0 ¨′f (x) =
1
x

d¹“ lÐ«uð o²A� X[ÐuKD� ¨

 ©n.«  g(x) = f(x2 + 1)

 ©»g(x) = f( x ) È«“« tÐ   x ≠ 0

¥ÅÅ‡‡Å∂vML{ lÐUð o²A� ‡‡ 

 tDÐ«— t? œ«œ ÊUA* Ê«uðÅv�  x
2 + y2 = 25lÐUð Ëœ b*«uðÅv� 

  y = f(x) = 25 − x2

y = g(x) = − 25 − x2

 ÈË— «—  − 5,5[ ] ÈÅÁ“UÐ ÈË— lÐUð Ëœ d¼ ÆbM?Å sOOFð   ( − 5,5)lD«Ë —œ ¨b*d¹cÄÅo²A� 

  
′g (x) =

− x

25 − x2
 Ë 

  
′f (x) =

− x

25 − x2

 l?Ð«u?ð `?¹d?G  —u?G ÈÅt?³ÝU×� ÊËbÐ Ê«uðÅv� U¹¬f Ë gU?¹ Ë t?.œU?F� ÈË— “« «— U¼ÅÊ¬ o²A� ¨

øœ—Ë¬ XÝœ tÐ lÐUð vML{  —uG

 t?Ås¹« dÐ ◊ËdA� ¨œ«œ ÂU$« «— —U? s¹« Ê«uðÅv� v²Š«— tÐ ÈdO$“ ÈÅÁbŽUD “« ÁœUH²Ý« UÐy«— 

 “« d¹cÄÅo²A� vFÐUðx∫r¹dO~Ð dE* —œ 

  2x + 2y ′y =0

 tDÐ«— s¹« “« Ë′y vMF¹ ̈ r¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ «— ′y = −
x
y

ÈÅtDI* —œ o²A� —«bI� ÈÅt³ÝU×� ·b¼ dÖ« Æ

≥ —«bI� ¨býUÐ y ¨dOE*   ± 4 «c. Ë XÝ« 

  
′y = ±

3
4

 lÐUð Ëœ “« p¹ Â«b? t?Ås¹« V[Š dÐ Æf U¹ Ë g—œ 

ÆbýUÐ Ábý t²�dÖ dE*



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞π

 ÈÅt.œUF� t? bOM? tłuð  x
2 + y2 = 25tKLł “« Èd~¹œ ÈU¼ÅlÐUð vML{  —uG b*«uðÅv� 

  

h(x) =
25 − x2      − 5 ≤ x ≤ 3

− 25 − x2     3 ≤ x ≤ 5






 

 ÈÅt?D?I* —œ t? býUÐ≥È«d?Ð ‘Ë— s?¹« “« v?ð—u?G —œ ¨«c?. Ë Æœ—«b?* o?²?A� fÄ X[O* t²ÝuOÄ v²Š 

 t? ¨rOM?Åv� ÁœUH²Ý« o²A� ÈÅt³ÝU×�yÆbýUÐ d¹cÄÅo²A� 

 ‰U¦�≤≥∫Åt³ÝU×� È«dÐ ′y “«   x
2 + 5y3 = x + 9Xýu* Ê«uðÅv� ¨

  2x + 15y2 ′y =1

  
′y =

1 − 2x

15y2   (y ≠ 0)

 ‰U¦�≤¥ ∫ —«œu/ dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF� rO¼«ušÅv�  x
3 + xy2 + x3y5 = 3ÈÅtDI* —œ «— 

  P(1 ,1) ÆrO[¹uMÐ ® ÈÅtDI* t? bOM? tłuðP©Æœ—«œ —«dD —«œu/ ÈË— 

—U? s¹« È«dÐ ÆrOM?Åv� sOOFð tDI* s¹« —œ «— ”U2 jš VOý «b²Ð«′y∫rOM?Åv� t³ÝU×� «— 

  3x2 + y2 + 2xy ′y + 3x2y5 + 5x3y4 ′y =0

Ë

  
′y = −

3x2 + y2 + 3x2y5

2xy + 5x3y4

 —œ Ê¬ —«bI� t?  (1,1) dÐ«dÐ   − 1“« XÝ«  —U³Ž ”U2 jš ÈÅt.œUF� s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« 

  y = 2 − x

¥ÅÅ‡‡Å∑”uJF� lÐUð o²A� ‡‡ 

 l?ÐU?ð o?²?A� sOÐ ◊U³ð—« Ê¬ ”UÝ«dÐ t? rOM?Åv� ÊUOÐ «— È«ÅtOCD XL[D s¹« —œfl?ÐUð o²A� Ë 

 Ê¬ ”u?J?F�  f − 1
Ê¬  U?³?Ł« “« Ë œu?ýÅv?� Áb?O?�U?* ”u?J?F?� l?ÐU?ð o?²A� ÈÅtOCD s¹« ÆœœdÖÅv� ÕdD� 

œu?łË È«dÐ t? rOM?Åv� VKł t²J* s¹« tÐ «— ULý tłuð tOCD  —uG ÊUOÐ “« q³D ÆrOM?Åv� dE*Å·dG

  f − 1
 l?ÐUð XÝ« Â“ô f t?? r?O?M??Åv� ÷d� g�Ð s¹« —œ ÆbýUÐ p¹ tÐ p¹ vFÐUð fv?~?¹U[L¼ p¹ —œ 

 ¨dE* œ—u� ÈÅtDI*aÆXÝ« d¹cÄÅ”uJF� ¨



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±∞

 ÈÅtOC�∑∫©”uJF� lÐUð o²A�®  lÐUð dÖ« f ÈÅtDI* v~¹U[L¼ —œ aÁœuÐ p¹ tÐ p¹ Ë t²ÝuOÄ 

 Ë′f (a)ÅÅlÐUð ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ dHG dOž Ë œułu�   f − 1
 ÈÅtDI* —œ b = f(a)Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� 

(f − 1 ′) (b) =
1
′f (a)

 Ê¬ —œ t?  a = f − 1(b)Æ

 ‰U¦�≤µ∫ lÐUð   y = f(x) = x3 + x ÈË—   Rœ«œ ÊUA* Ê«uðÅv� ÆXÝ« t²ÝuOÄ Ë p¹ tÐ p¹ 

 o?²A� t?f t?? r?O?*«œÅv?� s?OMÇÅr¼ ÆXÝ« dHG dOž   f(2) =10 7?�U?¹ ÊËb?Ð rO¼«ušÅv� Æ  f − 1
—«b?I� 

  (f − 1 ′) (10)Ær¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— 

 ÈÅtOCD tÐ tłuð UÐ∑

  
(f − 1 ′) (10) =

1
′f (2)

=
1

13

 ‰U¦�≤∂∫ lÐUð y = f(x) =
1 + x
1 − x

 È«dÐ   x ≠ 1 ® ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË—  (1 , ∞ ) Ë   ( − ∞ ,1)©Ë t²ÝuOÄ 

UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ ”uJF� Æœ—«œ dHG dOž o²A� Ë XÝ« p¹ tÐ p¹

  
x = f − 1(y) =

y − 1
y + 1

  (y ≠ − 1)

 ÊuÇ

  
′f (x) =

2

(1 − x)2
 d¼ È«dÐ fÄ ¨  y ≠ − 1

(f − 1 ′) (y) = 1
′f (x)

= (1 − x)2

2

=
(1 −

y − 1
y + 1

)2

2
=

2

(y + 1)2
Å             

 ‰U¦�≤∑∫lÐUð 

y = f(x) =
x

1 + x2

 ÈÅÁ“UÐ ÈË—  (1 , + ∞ )Ê¬ o²A� lÐUð Ë XÝ« p¹ tÐ p¹ Ë t²ÝuOÄ vFÐUð 

  
′f (x) =

1 − x2

(1 + x2)2



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±±

 Êu?Ç ¨ÁËö?Ž tÐ′f (2) =
− 3
25

 f?Ä ¨(f − 1 ′) (
2
5

) = − 25
3

 ® `?¹d?G Âd?� t?³?ÝU×� UÐ  f
− 1(y)Ë 

Æ©bOM? oOI% «— ‚u� t−O²* Ê¬ “« ÈdOÖÅo²A�

 ‰U??¦?�≤∏∫ l??ÐU?ð h(t) = Arcsin t t??D?I?* d?¼ —œ   a ∈ ( − 1,1)d??Ö« «d??¹“ X??Ý« d??¹c?ÄÅo?²?A?� 

f(b) = sin b Ë b = h(a)ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
′h (a) = (f − 1 ′) (a) =

1
′f (b)

=
1

′f (h(a))

 v.Ë′f (b) = cos bfÄ ¨

′f (h(a)) = cos(Arcsin a)

  = 1 − sin2(Arcsin a) = 1 − a2
ÅÅÅÅÅÅ            

v²DË bOM? XDœ   − 1 < a < 1 ̈−
π
2

< Arcsin a <
π
2

 t−O²* —œ Ë   cos(Arcsin a) > 0s¹«dÐUMÐ 

  
′h (a) =

1

1 − a2

¥ÅÅÅ‡‡Å∏dðôUÐ Vð«d� o²A� ‡‡ÅÅÅ

 l?ÐUð dÖ«f “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— I ªv?M?F¹ ¨býUÐ d¹cÄÅo²A� I ⊂ D ′fl?ÐUð ¨ ′f—œ XÝ« sJ2 œuš 

 q¦� È«ÅtDI*a ◊UI* ÈÅtL¼ U¹ Ë IdÖ« ¨ vð—U³Ž tÐ ÆbýUÐ d¹cÄÅo²A� 

  
lim
h → 0

′f (a + h) − ′f (a)
h

 rO¹uÖÅv� ¨býUÐ œułu� ÂËœ ÈÅt³ðd� o²A�f —œ aXÝ« œułu�  UÐ «— Ê¬ Ë ′′f (a)ÆrO¼œÅv� g¹U/ 

Åt? vð—uG —œ Ë′′f ◊UI* ÈÅtL¼ È«dÐ I rO¹uÖÅv� ¨býUÐ œułu� f —œ IÆœ—«œ ÂËœ ÈÅt³ðd� o²A� 

 ‰U¦�≤π∫ lÐUð È«dÐ   f(x) = (x2 + x + 1)3

  ′f (x) = 3(x2 + x + 1)2(2x + 1)

Ë

  ′′f (x) = 6(x2 + x + 1)2(2x + 1)2 + 6(x2 + x + 1)2

 Uð ¨Â—UNÇ ¨ÂuÝ ÈÅt³ðd� ÈU¼Åo²A� Ë œ«œ t�«œ« r¼ “UÐ Ê«uðÅv� «— qLŽ s¹«n lÐUð Â«fÆœd? n¹dFð «— 

 UÐ VOðdð tÐ «— U¼Åo²A� s¹«′′′f ¨  f (4)
 Uð Ë f (n)

 bM¼œÅv� g¹U/ ®ÅÅÈU¼ÅX�öŽ œ«bFð t?Ås¹« È«dÐ( ′ )



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±≤

 UÐ «— bFÐ tÐ Â—UNÇ ÈÅt³ðd� ÈU¼Åo²A� ¨œuA* œU¹“  f (4)
ÅË   f (5)

bM¼œÅv� g¹U/ ì Ë ©Æ

 ‰U¦�≥∞∫ tł—œ È«ÅtKLł bMÇ p¹ n¨

    Pn (x) = c0 + c1x + c2x2 + L + cnxn    (cn ≠ 0)

Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� t³ðd� d¼ “«

    ′Pn (x) = c1 + 2c2x + 3c3x2 + L + ncnxn − 1

    ′′Pn (x) = 2c2 + 6c3x + L + n(n − 1)cnxn − 2

    ′′′Pn (x) = 6c3 + 12c4x + L + n(n − 1)(n − 2)cnxn − 3

  MÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

    Pn
(n) (x) = n(n − 1)(n − 2) L × 1 × cn = n!cn

 d¼ È«dÐ vK? —uÞ tÐ Ëk > n¨  Pn
(k) (x) =0

 lÐUð t?Ås¹« È«dÐ bOM? tłuðfÈË—  “UÐ ÈÅÁ“UÐ It³ðd� o²A� È«—«œ  n® býUÐ Â«f (n)
t²ý«œ œułË 

 t? XÝ« Â“ô qD«bŠ ©býUÐ  f (n − 1)
 ÈË— IÆ©Â“ô ◊dý® býUÐ t²ÝuOÄ 

 ‰U¦�≥± ∫ö³DÎ—œ «— X?dŠ ‰UŠ —œ r[ł p¹ ÊUJ� dÖ« t? b¹œd? Áb¼UA�  ÈÅtE( t UÐ S(t)

 ̈ rO¼œ ÊUA*V(t) = ′S (t) p¹eO� —œ ÆXÝ« X?dŠ s¹« È«ÅtE( XŽdÝ d~*UOÐ ′V (t) = ′′S (t)t? ̈

ÅÊ¬ —œ′V «— Ê¬ Ë XÝ« tłuð œ—u� eO* ̈ XÝ« ÊU�“ tÐ X³[* XŽdÝ o²A� »U²ýÆbM�U*Åv� X?dŠ s¹« 

 ‰U¦� —œ t‡*u/ È«d‡Ð± È«d‡Ð   S(t) = 5t2 ¨  V(t) = ′s (t) =10t Ë   ′′S (t) =10tO*UŁ —Ëc−� dÐ d²� 

ÆXÝ« v²ÐUŁ »U²ý È«—«œ ◊uIÝ sOŠ —œ r[ł vMF¹ ÆœuÐ b¼«uš r[ł Ê¬ ◊uIÝ »U²ý

 ‰U?¦�≥≤∫ l?ÐU?ð Èd¹cÄÅo²A� f(x) = x x ÈË— «— Ê¬ d?ðôU?Ð V?ð«d� ÈU¼Åo²A� Ë   RvÝ—dÐ 

rO*«œÅv� ÆrOM?Åv�

f(x) =
− x2    x < 0

x2      x ≥ 0







ÊuÇ

  
′f (0) = lim

h → 0+

h2 − 0
h

=0

  
= lim

h → 0−

− h2 − 0
h

=0ÅÅÅ      



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±≥

s¹«dÐUMÐ

  

′f (x) =
− 2x    x < 0

 0      x =0

2x      x > 0







sOMâL¼ Ë

lim
h → 0+

2h − 0
h

= 2

  
lim

h → 0−

− 2h − 0
h

= − 2

 fÄ  ′′f (0)v.Ë Æœ—«b* œułË ′′f ◊UI* d¹UÝ —œ   RvMF¹ ¨œ—«œ œułË 

 ÅÅœ—«b* œułË

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ           ÅÅÅÅÅÅ  

  

′′f (x) =
− 2           x < 0

              x =0

 2            x > 0







 È«dÐ Ë  n ≥ 3

  f
(n) (x) =0   (x ≠ 0)

©ø«dÇ®

ين�هاتمر

±‡‡′yÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ d¼ œ—u� —œ «— 

 ©n.«

  

x
y

− 2y = x2

 ©»  x y − y + x =1

≤ —«œu/ dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF� ‡‡Å  2x3 + y2 = 3ÅÅÈÅtDI* —œ «—   (1, − 1)ÆbO[¹uMÐ 

≥ —«œu?/ d?Ð œuLŽ ÈU¼Åjš ÈÅt.œUF� ‡‡Å

  
y = x2 − 1 ◊U?I* —œ «—   (0,1) Ë   (1,0) —uG —œ ¨

ÆbO[¹uMÐ ¨œułË

¥ —«œu/ ÈË— vÞUI* tÇ —œ ‡‡Å  x
2 − xy + y2 =1vÞUI* tÇ —œ øXÝ« vI�« vM×M� dÐ ”U2 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±¥

XÝ« rzUD ¨”U2ø

µ —œ «— ”uJF� lÐUð o²A� —«bI� d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ È«dÐ ‡‡Å

  
b ∈ D

f − 1ÆbOM? «bOÄ 

 ©n.«  f(x) = 4x3 + 5x + 1 —œ   b =10

 ©»f(x) =
x + 1
x − 1

 —œ   b = 5

∂ —«œu/ dÐ ”U2 jš ÈÅt.œUF� d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ È«dÐ ‡‡Å  x = f − 1(y) ÈÅtDI* —œ «— P

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ

 ©n.«f(x) =
x

x − 4
 —œ   P( − 3, 3)

 ©»f(x) =
x + 1
x − 5

 —œ   P(2,11)

∑¨ÂËœ ÈÅt³ðd� o²A� ‡‡Å′′fÅ¨ÂuÝ ÈÅt³ðd� Ë ¨′′′fd¼ ÈÅtM�«œ Ë bO[¹uMÐ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð È«dÐ «— ¨

ÆbOM? h�A� «— p¹

 ©n.«  f(x) = (1 + x2)3

 ©»  f(x) = 5x10 + 10x5 + 4

∏ “« È—«bI� tÇ È«dÐ ‡‡Åa ¨b Ë ¨clÐUð 

  

f(x) =
x3                x ≤ 1

ax2 + bx + c   x > 1







 ÈÅtDI* —œ±Æœ—«œ ÂËœ ÈÅt³ðd� o²A� 

¥ÅÅ‡‡ÅπdOOGð @M¼¬ ‡‡Å

Š t?? b?¹œd?? Áb¼UA� qB� È«b²Ð« —œbÒ ÊU?L?¼ ©È«Åt?E?( XŽdÝ® ÊU�“ tÐ X³[* X�U[� dOOGð

ÆX�U¹ Ê«uðÅv� eO* Èd~¹œ qzU[� —œ «— o²A� ÂuNH� t? rO²HÖ Ë XÝ« ÊU�“ tÐ X³[* X�U[� lÐUð o²A�

 lÐUð È«dÐf Ë a ∈ Df v²DË ̈h¨XÝ« vJÇu? —«bI�  

f(a + h) − f(a)
h

 “« v³¹dIð ′f (a)‰UŠ ÆXÝ« 

 dÖ«  h =1Æœuý —UO²š« 

  ∆ f = f(a + 1) − f(a)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±µ

U?³¹dIð eO*ÎÅd?Ð«dÐ ′f (a) d?O?OGð Ê«eO� «c. ÆXÝ« f —œ ab?M??Åv?� d?OOGð bŠ«Ë p¹ Ê¬ dOG²� t? v�U~M¼ «— 

 UÐ Ê«uðÅv�′f (a) Æœd?? s¹e~¹Uł ′f (a) d?OOGð @M¼¬ f d?OG²� tÐ X³[* x ÈÅt?DI* —œ x = aÁbO�U* 

ÆœuýÅv�

xa a + 1

y

∆ f ′f (a )

 ‰U?¦�≥≥ ∫ d?Ð«d?Ð v?ŽU?F?ý «u?¼ “« u?K?2 ÈËd?? vJM?œUÐ bOM? ÷d�≤∞d?Ö« Æœ—«œ d?²?�Åv²*UÝ 

±dOOGð @M¼¬® øX�U¹ b¼«uš g¹«e�« —«bI� tÇ pM?œUÐ r−Š ̈ œuý ÁœËe�« Ê¬ ŸUFý tÐ d~¹œ d²�Åv²*UÝ

Å©øXÝ« —bIÇ r−Š

 Ê¬ ŸUFý “« vFÐUð Ád? r−Š bO*«œÅv� t? —uÞÅÊUL¼ r¨XÝ«

V =
4
3
π r3

UÐ XÝ« dÐ«dÐ ŸUFý tÐ X³[* r−Š dOOGð Ê«eO�

  ′V (r) = 4π r2

 vMF¹± Vłu� ŸUFý —œ dOOGð bŠ«Ë   4π r2
dOOGð @M¼¬ fÄ Æbý b¼«uš r−Š —œ dOOGð bŠ«Ë 

  4π r2
ÆXÝ« 

 UłÅs¹« —œ  r = 20 f?Ä ¨∆ V ≈ ′V (20) =1600π ≈ 5026 / 6 ÁU?Öd¼ vMF¹ ¨±t?Ð d²�Åv²*UÝ 

U³¹dIð Ê¬ r−Š ¨œuý t�U{« pM?œUÐ ŸUFýÎ µ∞≤∂[∂ÆœuýÅv� ÁœËe�« VFJ� d²�Åv²*UÝ 

ÆrOM?Åv� VKł eO* r−Š dOOGð vFD«Ë Ê«eO� tÐ «— ULý tłuð ‰U¦� s¹« —œ

VFJ� d²�Åv²*UÝ  V(21) − V(20) = 38792 / 39 − 33510/ 32 = 5282 /07

 p?M??œUÐ ŸUFý dÖ« t? bOM? XDœ  r =10 s?O?L¼ Ë œuÐ d²�Åv²*UÝ ±ÁœËe?�« ŸU?Fý tÐ d²�Åv²*UÝ 

 —«bI� tÐ Ê¬ r−Š býÅv�  400π ≈ 1256 / 6ÆX�U¹Åv� g¹«e�« VFJ� d²�Åv²*UÝ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±∂

 ‰U?¦�≥¥∫ œu?š  ôu?B?×?� ‘Ëd?� È«dÐ X?dý p¹ t? bOM? ÷d� xt?M¹e¼ “Ë— —œ ÊU�uð 

 X?dý œuÝ Ë ¨býUÐ t²ý«œ  UGOK³ð±∞∞y Ê¬ —œ t? býUÐ   y = 2500 + 36x − 0/ 2x2
‰UŠ —œ dÖ« Æ

 t*«“Ë— X?dý d{UŠ∂∞ÊU�uð p¹ È«“« tÐ œuÝ ÊbýÅt�U{« @M¼¬ ¨býUÐ t²ý«œ  UGOK³ð tM¹e¼ ÊU�uð 

 dÖ« t? œd? t³ÝU×� o¹dÞ s¹« tÐ Ê«uðÅv� «—  UGOK³ð ÈÅtM¹e¼ g¹«e�«  P =100yÆbýUÐ œuÝ Ê«eO� 

′P (x) =100 ′y (x) =100(36 − 0/ 4x)

 È«“« t?Ð Ë  x = 60 ¨  ′P (x) =1200 È«“« t?Ð œu?Ý g?¹«e?�« vMF¹ ¨ÊU�uð ± U?G?O?K?³?ð ÈÅtM¹e¼ ÊU�uð 

U³¹dIð v�U{«Î ±≤∞∞ÆXÝ« ÊU�uð 

 t?*«“Ë— X?dý dÖ«±∞∞ È«“« t?Ð v?M?F?¹ ¨b?ýU?Ð t²ý«œ  UGOK³ð ÈÅtM¹e¼ ÊU�uð   x =100ÁUÖÅÊ¬ ¨

  ′P (x) = − 400U?³?¹d?Ið vMF¹ ÆÎ ¥∞∞v?�U?{«  U?G?O?K?³?ð g?¹«e?�« ÊU�uð d¼ È«“« tÐ œuÝ g¼U? ÊU�uð 

 °Xý«œ b¼«uš
±

 ‰U¦�≥µ∫ —U?A?� »d?{ÅqGUŠ ¨q¹uÐ Êu*UD ¨U¼“UÖ ◊U[³*« Êu*UD o³Þ P r?−Š —œ “UÖ VÊ¬ 

 Ê«eO� tÐ —UA� g¹«e�« dŁ« ÆXÝ« XÐUŁ È—«bI� Á—«uL¼± t? v�U~M¼ `DÝ bŠ«Ë dÐ ÂdÖÅuKO?   P = 4

 Ë lÐd� d²� dÐ ÂdÖÅuKO?  V = 8∫r¹—«œ ÆXÝ« t³ÝU×� qÐUD VOðdð s¹bÐ ¨býUÐ VFJ� d²� 

PV = c

V =
c
P

′V (P) =
c

P2

 d?E*Åœ—u� ÊU�“ —œ Ë′V (4) = −
32
16

= − 2V?łu?� t?E?( Ê¬ —œ —U?A� ÂdÖuKO? p¹ g¹«e�« vMF¹ ¨

 g¼U?≤ÆœuÐ b¼«uš “UÖ r−Š “« VFJ� d²� 

 ‰U¦�≥∂ ∫ Ã«d?�²Ý«t d?Ð«d?Ð È«ÅtM¹e¼ ÊbF� p¹ “« f� sð C = f(t)ÆX?ý«œ b¼«uš ÊU�uð 

′f (2000) =10000øb*UÝ—Åv� «— v�uNH� tÇ 

Ž³U—  �u‚ Ðb¹s �FMv «ÝX ?t ¼dÖUÁ ðBLOr Ð~Od¹r «“ �Fb*v ?t œ— ŠU‰ «Ý²�d«Ã ≤∞∞∞ ðs �f

«“ ¬Ê ¼[²Or¨ ¹p ðs œ¹~d «Ý²�d«Ã ?MOr¨ �vÅÐU¹[X ðId¹³UÎ ¼e¹MtÅÈ «{U�v ±∞∞∞∞ ðu�UÊ —« Ðádœ«“¹rÆ

¨Èœułu� bM*U� U¼dOG²� “« všdÐ —œ dOOGð t? bM*«bÐ b*bM�ÅtDöŽ U¼ÅX?dý ÊU³ŠUG Ë ÊU*«œœUB²D«

±ôuLF�  UŽöÞ« s¹« ‡‡ÅÎÆb¹¬Åv� XÝœ tÐ U¼ÅÊ¬ tÐ ◊uÐd� È—U�¬ ÈU¼ÅÁœ«œ Ë tÐUA� œ—«u� “« ÁœUH²Ý« UÐ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±∑

v²Š Ë Â—uð ¨œuÝ ¨‘Ëd� ¨U{UIð bM*U� Èd~¹œ ÈU¼dOG²� ÈË— t*u~Ç XLOD Ë ¨mOK³ð ¨ÁdOš– ¨bO.uð

v¹UN* qOK% Ë t¹e& «— qzU[� t*uÖ s¹« ÆXý«cÖ b¼«uš dŁ« È—UJOÐ
±

åv¹UN*ò XG. ̈ lD«Ë —œ ÆbM�U*Åv� 

Æb*dÐÅv� —U? tÐ dOOGð @M¼¬ ÈUł tÐ ÊU*«œÅœUB²D« «—

 v²DËx∫œd? n¹dFð Ê«uðÅv� rN� lÐUð tÝ ¨býUÐ ‰uB×� —«bI� 

 ¨tM¹e¼ lÐUðC(x)bO.uð tM¹e¼ ª

 ¨b�¬—œ lÐUðR(x)‘Ëd� “« qGUŠ b�¬—œ ª

 ¨œuÝ lÐUðP(x)‘Ëd� “« qGUŠ œuÝ ª

 r¹—«œ ËP(x) = R(x) − C(x)

VOðdð tÐ Ê«uðÅv� ̈ býUÐ dE*Åœ—u� bŠ«Ë d¼ jÝu²� œuÝ Ë ̈ jÝu²� b�¬—œ ̈ jÝu²� ÈÅtM¹e¼ dÖ«

 ÈU¼ÅtDÐ«— “« «— U¼ÅÊ¬

C(x)
x

 Ë 

R(x)
x

 Ë 

P(x)
x

ÈÅtM¹e¼ 7�U¹ ·b¼ t? vð—uG —œ Ë œ—Ë¬ XÝœ tÐ 

 d?Ð«d?Ð «— U?¼ÅÊ¬ V?O?ðd?ð tÐ Ê«uðÅv� ¨býUÐ v¹UN*ÅœuÝ Ë v¹UN* b�¬—œ ¨v¹UN*′C (x) Ë ′R (x) Ë ′P (x)

ÆX�dÖ

 ‰U¦�≥∑∫“Ë— —œ @*— ÈÅÁbMM?ÅbO.uð pÇu? X?dý p¹ 

  C(x) =10000 + 5x + 0/01x2

 bO.uð È«dÐ tM¹e¼ ÊU�uðx t? bOM? tłuð Æœ—«œ @*— ÂdÖÅuKO?   C(0) =10000v²Š t? b¼œÅv� ÊUA* 

©ì Ë œe?L²Ýœ ¨tLOÐ ¨sHKð ¨Á—Uł« qO³D “«® v¹U¼ÅtM¹e¼ qL×²� X?dý œuA* bO.uð v.uB×� êO¼ dÖ«

 t*«“Ë— t? v�U~M¼ X?dý v¹UN* ÈÅtM¹e¼ ÆœuÐ b¼«ušxUÐ XÝ« dÐ«dÐ bM?Åv� bO.uð @*— ÂdÖuKO? 

′C (x) = 5 + 0/02x

 Ë  ′C (500) =15 X?dý v²DË vMF¹ µ∞∞ bO.uð ÈÅtM¹e¼ bM?ÅÅv� bO.uð @*— uKO? µ∞±« ÔÂdÖÅuKO? sO�

U³¹dIð @*—Î ±µ vFD«Ë tM¹e¼ ÆœuÐ b¼«uš ÊU�uð µ∞±« ÔUÐ XÝ« dÐ«dÐ @*— ÂdÖÅuKO? sO�

  ÊU�uð  C(501) − C(500) =15015 /01 − 15000=15 /01

 ‰U¦�≥∏∫ ÛUÇ ÈÅtM¹e¼ t? bOM? ÷d� x uŽœ  —U?  

  C(x) = 8300 + 3 / 25x + 40 x3

 ÛUÇ v¹UN* ÈÅtM¹e¼ eO* Ë jÝu²� ÈÅtM¹e¼ býUÐ ÊU�uð±∞∞∞øXÝ« —bDÅtÇ  uŽœ  —U? 

± XG. ÈÅtLłdð åv¹UN*ò ‡‡ÅmarginalÆXÝ« Ábý tLłdð eO* åÈ«ÅtOýUŠò Ë åÈ«ÅÁ—UM?ò t? XÝ« 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±∏

Ábý ÊUOÐ  U×O{uð tÐ tłuð UÐ

  
=

C(x)
x

=
8300 + 3 / 25x + 40 x3

x
jÝu²� tM¹e¼ 

  
= ′C (x) = 3 / 25 +

40
3

x
−

2
3

v¹UN* ÅtM¹e¼ 

 È«“« tÐ t?  x =1000 dÐ«dÐ VOðdð tÐ v¹UN* ÈÅtM¹e¼ Ë jÝu²� ÈÅtM¹e¼ ̈±±[πµ Ë ≥[≥∏bM¼«uš ÊU�uð 

  uŽœ  —U? d¼ ÛUÇ tM¹e¼ jÝu²� —uÞ tÐ vMF¹ ÆœuÐ±±[πµ È«dÐ ÊU�uð ±∞∞∞Ë ¨XÝ« ‰Ë«  —U? 

U³¹dIð ÈbFÐ  —U? ÛUÇ tM¹e¼Î ≥[≥∏ÆœuÐ b¼«uš ÊU�uð 

¥ÅÅ‡‡Å±∞t²CÐ«Ë dOOGð ÈU¼Å@M¼¬ ‡‡Å

“« vFÐUð U¼ÅXOL? s¹« ÈËœ d¼ tJKÐ ̈ b*«Å◊uÐd� r¼ tÐ ©dOG²�® XOL? Ëœ UNMð t* qzU[� “« všdÐ —œ

OL? Ëœ “« p¹ d¼ dOOGð @M¼¬  —uG s¹« —œ ÆbM²[¼ ©ÊU�“ œ—«u� VKž« —œ® ÂuÝ dOG²�
Ò

tÐ X³[* X

OL?
Ò

∫bOM? tłuð t*u/ bMÇ tÐ ÆœdOÖ —«dD vÝ—dÐ œ—u� b*«uðÅv� ÂuÝ X

 ‰U?¦�≥π∫ —«œu?/ ÈË— v??d?×?²?� d?Ö« rO*«bÐ rO¼«ušÅv�   y = x2 − 4 ¨  x ≥ 2È«Åt?*u?Ö tÐ 

 ÈÅtH.R� g¹«e�« @M¼¬ t? bM? X?dŠx Ê¬ µ È«dÐ ̈ býUÐ tO*UŁ —œ d²�   x = 3 tH.R� yv~M¼¬ tÇ UÐ Ê¬ 

ÆbÐU¹Åv� g¹«e�«

 U?łÅs¹« —œx Ë y “« v?F?ÐUð Ëœ d¼ t r?O*«œÅv� Ë b*«  ′x (t) = 5 r?O?¼«ušÅv� Æ′y (t)X?Ýœ tÐ «— 

ÈdO$“ ÈÅÁbŽUD dÐ UMÐ v.Ë Ær¹—Ë¬

′y =
x ′x

x2 − 4

 t? v²DË vMF¹ dE* œ—u� ÈÅtE( È«dÐ Ë  x = 3 tH.R� g¹«e�« @M¼¬ ¨y ¨  ′y (t) = 3 5tO*UŁ —œ d²� 

ÆXÝ«

3
x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±±π

 ‰U¦�¥∞ ∫ ŸU?Hð—« tÐ v¹U¹—œ ÃdÐ p¹ ÈôUÐ “« ÈdþU* dÖ«µ∞Ë b?M? ÁU~* œuš ·«dÞ« tÐ ¨d²� 

 ÈÅtKGU� —œ t? o¹UD p¹≤∞∞ XŽdÝ UÐ œ—«œ —«dD ÃdÐ ÈUÄ “« Èd²� µ¨œuý p¹œe* ÃdÐ tÐ tO*UŁ —œ d²� 

ÆbOM? tłuð d¹“ qJý tÐ ÆbM?Åv� dOOGð v²ŽdÝ tÇ UÐ o¹UD Ë dþU* ÈÅtKGU� rO*«bÐ rO¼«ušÅv�

50
s

x

 XOL? Ëœ UłÅs¹« —œx Ë ©ÃdÐ “« o¹UD tKGU�® ¨SÈÅt.œUF� jÝuð ¨©dþU* “« o¹UD ÈÅtKGU�® ¨

  S
2 = x2 + 2500

 sOMÇÅr¼ Æb*«Å◊uÐd� r¼ tÐx Ë S “« vFÐUð Ëœ d¼ t Æb*«ÅÊU�“ vMF¹ ′x (t)ÃdÐ tÐ o¹UD ÊbýÅp¹œe* XŽdÝ 

 Ë′S (t)ÈdO$“ ÈÅÁbŽUD pL? tÐ ÆXÝ« dþU* tÐ o¹UD ÊbýÅp¹œe* XŽdÝ 

  2S ′S (t) = 2x ′x (t)

 U¹′S (t) =
x
S

′x (t) t? ¨dE* œ—u� ÈÅtE( —œ fÄ Æ  x = 200 ¨  S = 206 /16

tO*UŁ —œ d²�

  
′S (t) =

200
206 /16

× ( − 5) = − 4 / 85

 XŽdÝ UÐ o¹UD vMF¹¥[∏µÆœuýÅv� p¹œe* dþU* tÐ tO*UŁ —œ d²� 

 ‰U¦�¥±∫ ‰uÞ tÐ v*UÐœd* ∂∫œ—«œ tOJð d¹“ qJý oÐUD� È—«u¹œ tÐ d²� 

x

6



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤∞

 ÈÅtKGU� —œ ÊUÐœd* ÈUÄ t? v�U~M¼ dÖ«¥ XŽdÝ UÐ œ—«œ —«dD —«u¹œ “« Èd²� ∞[µtO*UŁ —œ d²� 

øbý b¼«uš p¹œe* sO�“ tÐ v²ŽdÝ tÇ UÐ ÊUÐœd* ÈUN²*« ¨œuý —Ëœ —«u¹œ “«

 UÐ «— ÊU�“ dÖ« ¨bOM?Åv� Áb¼UA� qJý —œ t? t*uÖÅÊUL¼t«— —«u¹œ “« ÊUÐœd* ÈUÄ tKGU� Ë ©tO*UŁ® 

 UÐx UÐ «— —«u¹œ ÈUÄ “« ÊUÐœd* ÈUN²*« ÈÅtKGU� Ë ©d²�® y∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ ¨rO¼œ g¹U/ ©d²�® 

  x
2 + y2 = 36

 UłÅÅs¹« —œ′x (t) —u×� ÈU²Ý«— —œ —«u¹œ “« ÊUÐœd* ÈUÄ Êbý —Ëœ XŽdÝ x Ë ′y (t)XŽdÝ 

 —u×� ÈU²Ý«— —œ sO�“ “« ÊUÐœd* ÈUN²*« ÊbýÅ—Ëœy dÖ«® ÆXÝ« ′y (t)“« ÊUÐœd* ÈUN²*« býUÐ X³¦� 

 dÖ« Ë œuýÅv� —Ëœ sO�“′y (t)bý b¼«uš p¹œe* sO�“ tÐ ÊUÐœd* ÈUN²*« býUÐ vHM� ©Æ

2x ′x (t) + 2y ′y (t) =0

′y (t) = −
x
y

′x (t)

 t? ¨dE* œ—u� ÈÅtE( —œ Ë  ′x (t) =0/ 5 Ë   x = 4 Ë   y = 4 / 472¨

  ′y (t) = − 0/ 447

 ‰U¦�¥≤∫‰uŠ Ád¹«œ qJý tÐ XH* tJ. p¹ ̈ XÝ« Áœ«œ Œ— g?ÅXH* p¹ —œ t? È—U−H*« dŁ« dÐ 

 X?ÐU?Ł X?Žd?Ý U?Ð X?H?* t?J?. s?¹« ŸUFý dÖ« ÆXÝ« Ábý œU−¹« gJ²H*∞[µ¨b?ÐU?¹ g?¹«e?�« tO*UŁ —œ d²� 

 dÐ«dÐ tJ. ŸUFý t? v�U~M¼ XH* tJ. s¹« `DÝ rO*«bÐ rO¼«ušÅv�≥∞g?¹«e�« v²ŽdÝ tÇ UÐ ¨XÝ« d²� 

øX�U¹ b¼«uš

 UÐ «— ÊU�“ dÖ« UłÅs¹« —œt UÐ «— tJ. ŸUFý Ë ©tO*UŁ® r UÐ «— tJ. `DÝ Ë ©d²�® Ag¹U/ ©lÐd� d²�® 

r¹—«œ ¨rO¼œ

  A = π r2

 Ër Ë A “« vFÐUð Ëœ d¼ tÈdO$“ ÈÅÁbŽUD pL? tÐ Æb*« 

  ′A (t) = 2π r ′r (t)

 ÊuÇ  ′r (t) =0/ 5 dE* œ—u� ÈÅtE( —œ Ë   r = 30fÄ ¨

 tO*UŁ —œ lÐd� d²�   ′A (t) = 30π ≈ 94 / 248

r



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤±

 ‰U¦�¥≥ ∫“« ‰u?K?×?� p¹ tOHBð È«dÐ XÝ« —«dD

◊Ëd�� qJý tÐ ·dþ p¹ “« ¨XÝ« oKF� Ê¬ —œ t? vð«—–

ÁœUH²Ý« ̈ XÝ« Ábý tO³Fð Èe¹— —UO[Ð Œ«—uÝ Ê¬ ”√— —œ t?

∫qJý oÐUD� ªœuý

4

r

16

h

 ◊Ëd‡�‡� ŸUHð—« d‡‡Ö«±∂ Ê¬ Áb‡‡ŽU‡‡D ŸUFý Ë ¥ XÐUŁ XŽdÝ U‡Ð ‰uK×� Ë ¨býUÐ d²�Åv²*UÝ ≤

 ‰uK×� ŸUHð—« t? v�U~M¼ ¨œuý Ã—Uš ·dþ “« tIODœ —œ VFJ� d²�Åv²*UÝ∏XŽdÝ ¨XÝ« d²�Åv²*UÝ 

øXÝ« —bDÅtÇ ·dþ —œ ‰uK×� ŸUHð—« g¼U?

 dÖ«t ¨rOM? ÷d� ÊU�“ «— v ¨œułu� ‰uK×� r−Š h Ë ¨‰uK×� ŸUHð—« r—œ l¹U� `DÝ ŸUFý 

 ÈÅtE( —œ ·dþt sOÐ ¨bMýUÐ r Ë h Ë V ÈÅtE( —œ tÈÅtDÐ«— 

V =
1
3
π r2h

 ¨X?Ý« —«dDdÐ′h (t) r?O?*«œÅv� Ë XÝ« dE* œ—u�  ′V (t) = − 2 ®d?O?G?²� UłÅs¹« —œ t? bOM? XDœ ©ø«dÇ

 UÐ t? œ—«œ œułË eO* Èd~¹œt Ê¬ Ë bM?Åv� dOOGð r V[Š dÐ «— Ê¬ È«Åt*uÖ tÐ XÝ« Â“ô fÄ ÆXÝ« h

 U¹Vr¹—«œ tÐUA� ÈU¼ÅYK¦� ÈÅt[¹UI� “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆrOM? ÊUOÐ 

  

r
h

=
4

16

 fÄ

  
r =

1
4

ht−O²* —œ Ë  V =
1

48
π h3

fÄ

′V (t) =
1

16
π h2 ′h (t)

U¹ Ë

  
′h (t) =

16

π h2 ′V (t)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤≤

 v²DË t?  h = 8 ¨′h (t) =
− 1
2π ≈ − 0/16 ®‰uK×� ŸUHð—« t? v�U~M¼ vð—U³Ž tÐ Æ©tIODœ —œ d²�Åv²*UÝ

 ·dþ —œ∏ XŽdÝ UÐ ŸUHð—« ¨XÝ« d²�Åv²*UÝ ∞[±∂ÆbÐU¹Åv� g¼U? tIODœ —œ d²�Åv²*UÝ 

 ‰U¦�¥¥∫ÈÅtDÐ«— tÐ p¹eO� —œ „“U* ÈU¼ÅvÝbŽ vÖó¹Ë ÈÅtF.UD� ÂU~M¼ 

1
s
+

1
S

=
1
f

 Ê¬ —œ t? r¹—ušÅv�dÐs ¨v?ÝbŽ “« r[ł ÈÅtKGU� S Ë v?ÝbŽ “« d¹uBð ÈÅtKGU� fv*u*U? ÈÅtKGU� 

 vÝbŽ p¹ v*u*U? ÈÅtKGU� ÆXÝ« vÝbŽ∂ vÝbŽ UÐ Ê¬ ÈÅtKGU� t? vL[ł dÖ« ÆXÝ« d²�Åv²*UÝ ±∞

 XÐUŁ XŽdÝ UÐ ¨XÝ« d²�Åv²*UÝ≤UÐ vÝbŽ “« d¹uBð tKGU� ¨œuý p¹œe* vÝbŽ tÐ tO*UŁ —œ d²�Åv²*UÝ 

øbM?Åv� dOOGð v²ŽdÝ tÇ

×× S′S

7�U¹ ·b¼ UłÅs¹« —œ′S (t) rO*«œÅv� t? v.UŠ —œ XÝ«   ′s (t) = − 2 ®r¹—«œ U�« Æ©ø«dÇ

  
−

′s (t)

s2 −
′S (t)

S2 =0

fÄ

  
′S (t) = −

S2

s2 ′s (t)

 dE*Åœ—u� ÈÅtE( —œ t?  s =10 Ë   S =15fÄ ¨XÝ« d²�Åv²*UÝ 

   tO*UŁ —œ d²�Åv²*UÝ  ′S (t) = 4 / 5

ÆœuýÅv� —Ëœ vÝbŽ “« Ê¬ d¹uBð œuýÅv� p¹œe* vÝbŽ tÐ r[ł t? v�U~M¼ bOM? XDœ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤≥

 ‰U?¦�¥µ∫ ‰u?Þ t?Ð d�²Ý« p¹ —œ µ∞ ÷d?Ž Ë d²� ≤∞ o?L?ŽÅr?? g�Ð ŸUHð—« ¨d²� ±Ë d?²� 

 oOLŽ g�Ð ŸUHð—«¥qJý oÐUD� ÆXÝ« d²� 

x

h

4m

50m
1m

 XŽdÝ UÐ »¬≥∞oOLŽ g�Ð “« Èd²� p¹ —œ »¬ `DÝ Ë ¨œuýÅv� d�²Ý« œ—«Ë tIODœ —œ d²O. 

ÆrOM? »U[Š «— »¬ ŸUHð—« g¹«e�« XŽdÝ rO¼«ušÅv� Æœ—«œ —«dD

 oOLŽ g�Ð —œ «— »¬ ŸUHð—« dÖ« UłÅs¹« —œh «— d�²Ý« —œ œułu� »¬ r−Š ̈VvA�Ð ‰uÞ Ë 

 t²�dÖ —«dD Ê¬ —œ »¬ t? «— d�²Ý« “«xUÐ XÝ« dÐ«dÐ d�²Ý« —œ œułu� »¬ r−Š ÁUÖÅÊ¬ ¨rO�UMÐ 

V = 20 ×
1
2

xh =10xh

Å7�U¹ ·b¼′h (t) rO*«œÅv� t? vð—uG —œ XÝ«   ′V (t) =0/03 ® dOG²� Æ©tIODœ —œ VFJ� d²�xeO* «— 

 V[ŠdÐ Ê«uðÅv�h∫œ—Ë¬ XÝœ tÐ d¹“  —uG tÐ 

  

h
3

=
x
50

 fÄ ©ø«dÇ®V =
500
3

h2
U¹ Ë 

′V (t) =
1000

3
h ′h (t)

 È«dÐ Ë  h =1r¹—«œ 

   tIODœ —œ d²�′h (t) =
3

1000
0/03 =0/00009

 XŽdÝ UÐ ŸUHð—« vð—U³Ž tÐ∞[∞∞πÆbÐU¹Åv� g¹«e�« tIODœ —œ d²�Åv²*UÝ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤¥

ين�هاتمر

± ‰U¦� pM?œUÐ `DÝ XŠU[� —œ dOOGð Ê«eO� ‡‡Å≥≥¨ŸUFý g¹«e�« d²�Åv²*UÝ p¹ È«“« tÐ «— 

 dÐ«dÐ ŸUFý t? v�U~M¼≤∞ ŸUFý dÖ« ÆbOM? t³ÝU×� XÝ« d²�Åv²*UÝ ±∞dOOGð s¹« Ê«eO� býUÐ d²�Åv²*UÝ 

øœuÐ b¼«uš —bDÅtÇ

≤ ‰U¦� pM?œUÐ ŸUFý XHÖ Ê«uðÅv� ‡‡Å≥≥t?Åv�U~M¼ Æ©”uJF� lÐUð® XÝ« Ê¬ r−Š “« vFÐUð eO* 

 pM?œUÐ r−Š  400π ̈ XÝ« VFJ� d²�Åv²*UÝ ±Ê¬ ŸUFý tÐ —«bI� tÇ ̈ r−Š g¹«e�« VFJ� d²�Åv²*UÝ 

øbM?Åv� t�U{«

≥ d¹cÄÅo²A� lÐUð rO*«bÐ dÖ« ‡‡ÅP(t)ÊU�“ —œ «— tF�Uł p¹ XOFLł ̈t —œ Æb¼œÅv� ÊUA* bFÐ ‰UÝ 

  —uG s¹«  ′P (5) =10000 Ë   ′P (10) = − 2000øb*—«œ v�uNH� tÇ 

¥ÈÅtDÐ«— “« „Uš —œ »¬ –uH* ŸUHð—« rOM?Åv� ÷d� ‡‡Å  y = 3 t—œ »¬ vMF¹ ̈ b¹¬Åv� XÝœ tÐ 

  b� ÷dŽt —«bI� tÐ XŽUÝ   3 tÆbM? –uH* „Uš —œ d²�Åv²*UÝ 

 ÂuNH� ©n.«

  

3

2 t
øX[OÇ 

 v²DË ¨„Uš —œ »¬ –uH* @M¼¬ ÈÅÁ—UÐ—œ ©»tøXHÖ Ê«uðÅv� tÇ ¨býUÐ ¯—eÐ 

µ bO.uð È«dÐ È«Åt*Uš—U? ‡‡Åxvâ� XŽUÝ 

C(x) = 2000 + 10x +
x2

100

ÆbM?Åv� tM¹e¼ ÊU�uð

 bO.uð È«dÐ ©n.«∞©bO.uð tO.Ë« ÈÅtM¹e¼® øbM? tM¹e¼ b¹UÐ Ê«eO� tÇ XŽUÝ 

øX[OÇ v¹UN* ÈÅtM¹e¼ ©»

 v²DË v¹UN* ÈÅtM¹e¼ ©Ã  x = 50øX[OÇ 

 bO.uð ÈÅtM¹e¼ ©œµ± vMF¹ ¨XŽUÝ sO�«   C(51) − C(50)øXÝ« —bDÅtÇ 

∂ ÈÅt?DI* ‡‡ÅP d?O[� ÈË— y = x3 + 17 t?? v?�U?~M¼ ÆXÝ« X?dŠ —œ P —œ   (2,5)—«dD 

 dÖ« œ—«œy XŽdÝ UÐ ≤ ¨bÐU¹ g¹«e�« tO*UŁ —œ d²� xøbM?Åv� dOOGð v²ŽdÝ tÇ UÐ 

∑ XŽdÝ UÐ VFJ� p¹ lK{ d¼ ‰uÞ dÖ« ‡‡Å≥v�U~M¼ Ê¬ r−Š ¨bÐU¹ g¹«e�« tO*UŁ —œ d²�Åv²*UÝ 

 Ê¬ lK{ ‰uÞ t?±∞øbÐU¹Åv� g¹«e�« v²ŽdÝ tÇ UÐ XÝ« d²�Åv²*UÝ 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤µ

∏ XŽdÝ UÐ Ád¹«œ p¹ ŸUFý dÖ« ‡‡ÅÅ≤v�U~M¼ Ê¬ `DÝ XŠU[� ¨bÐU¹ g¹«e�« tO*UŁ —œ d²�Åv²*UÝ 

 ŸUFý t?µø©»¬ —œ @MÝ p¹ ÊœU²�«® bÐU¹Åv� g¹«e�« v²ŽdÝ tÇ UÐ XÝ« d²�Åv²*UÝ 

π “« fÄ Èd²?UÐ Áœuð p¹ ‡‡Åt Âdł È«—«œ XŽUÝ   m(t) = t + 2t3
ÆXÝ« ÂdÖ 

 ¨Â—UNÇ XŽUÝ —œ Èd²?UÐ Áœuð s¹« Âdł ©n.«  3 ≤ t ≤ 4øbÐU¹Åv� g¹«e�« ÂdÖ bMÇ ¨

ÈÅtE( —œ Èd²?UÐ Áœuð Âdł bý— @M¼¬ ©»  t = 3øXÝ« —bDÅtÇ 

±∞dO[� ÈË— È«ÅÁ—– dÖ« ‡‡Å

  

xy2

1 + y2 =
8
5

 ÈÅtH.R� Ë bM? X?dŠx XŽdÝ UÐ Ê¬ ∂ ÈÅtDI* —œ Á—– t? v�U~M¼ ̈ bÐU¹ g¹«e�« tO*UŁ —œ d²�   (1,2)—«dD 

∫œ—«œ

 ÈÅtH.R� ©n.«yøbM?Åv� dOOGð v²ŽdÝ tÇ UÐ 

ø◊uIÝ ‰UŠ —œ U¹ XÝ« 7�dÖ ÃË« ‰UŠ —œ Á—– ©»

±± XŽdÝ UÐ ̈ qJý ÈËd? s.UÐ p¹ qš«œ tÐ “UÖ Êœd?dÄ ÂU~M¼ ‡‡Å±≤ŸUFý v²DË tIODœ —œ d²O. 

 Ê¬≤ÆbÐU¹Åv� g¹«e�« v²ŽdÝ tÇ UÐ s.UÐ dDD ¨XÝ« d²� 

±≤ bD UÐ Èœd� ‡‡Å±∑∞ XŽdÝ UÐ ̈ d²�Åv²*UÝ≥∞vž«dÇ dOð ·dÞ tÐ vI�« v*UÐUOš —œ tO*UŁ —œ d²� 

 Ê¬ ŸUHð—« t? bM?Åv� X?dŠ∂øbM?Åv� dOOGð v²ŽdÝ tÇ UÐ œd� s¹« ÈÅt¹UÝ ‰uÞ ÆXÝ« d²� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤∂

 lÐUð o²A� “« t? r¹“«œdÄÅv� VKD� s¹« vÝ—dÐ tÐ «b²Ð« qB� s¹« —œfvðUŽöÞ« tÇ 

Õd?D?� «— Ê¬ ÈU?¼œd?Ð—U?? “« d?~?¹œ v?šd?Ð f?á?Ý Ë œ—Ë¬ X?Ýœ tÐ Ê«uðÅv� Ê¬ œ—u� —œ

ÆrOM?Åv�

µÅÅ‡‡ÅÅÅ±v³CD ÈU¼Å3d²C�« ‡‡Å

Ðt šUÞd ¬Ë—¹b ?t œ— Ðd—Ýv Ë¹óÖvÅ¼UÈ ðu«Ðl ÄOuÝ²t ÖH²Or ?t «Öd f —ËÈ a,b[ ] ÄOuÝ²t ÐUýb ̈  x1

Ë   x2 œ— «¹s ÐU“Á Ëłuœ œ«—*b ?t f Ðt ðdðOV œ— ¬ÊÅ¼U �OMOLr �DKo Ë �U?[OLr �DKo «ÝX Ë.v Ðt �×q «¹s

*IU◊ Ë Ç~u*~v ¹U�7   x1 Ë   x2 «ýU—Á *Jdœ¹r?Æ «¹s *IU◊ —« Ç~u*t �vÅðu«Ê ¹U�Xø D³q «“ ÄUÝa Ðt «¹s

ÝR«‰ �U?[OLr *[³v¨ �OMOLr *[³v Ë «?[²d3 *[³v —« ðFd¹n �vÅ?MOrÆ Ðt �¦U‰ “¹d ðułt ?MObÆ

 ‰U¦�±∫ bM*U� vFÐUð —«œu/ d¹“ qJý f ÈÅÁ“UÐ ÈË— «— a,b[ ]Æb¼œÅv� ÊUA* 

فصل پنجمفصل پنجمفصل پنجمفصل پنجمفصل پنجم

)٢مشتق (

y

xa x1 x2 x3 x4 b



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤∑

f —œ   x4ÅÅ—œ Ë oKD� rLO[?U�   x1 ◊UI* v.Ë œ—«œ oKD� rLOMO�   x2 Ë   x3ÈÅÁ“UÐ p¹ t? v�U~M¼ ̈

—œ ÆXÝ« rLOMO� U¹ rLO[?U� ◊UI* Á“UÐ Ê¬ —œ VOðdð tÐ eO* b*uý t²�dÖ dE* —œ ◊UI* Ê¬ q�Uý pÇu?

ÆrOM?Åv� n¹dFð sOMÇ lD«Ë

 ∫n¹dFð lÐUð dÖ«f “UÐ ÈÅÁ“UÐ q�Uý È«ÅÁ“UÐ ÈË— I Ë ̈ býUÐ Ábý n¹dFð c ∈ IbýUÐ t²ý«œ œułË 

 d¼ È«dÐ t?x ∈ I rOýUÐ t²ý«œ f(x) ≥ f(c) bM¹uÖÅv� ÁUÖÅÊ¬ ¨f —œ c p¹ È«—«œ v³CD rLOMO�XÝ« 

 Ëc ÈÅtDI* «— v³CD rLOMO� fÆbM�U*Åv� 

∫n¹dFð lÐUð dÖ« f “UÐ ÈÅÁ“UÐ q�Uý È«ÅÁ“UÐ ÈË— I Ë ¨Ábý n¹dFð c ∈ It? býUÐ t²ý«œ œułË 

 d¼ È«dÐx ∈ I rOýUÐ t²ý«œ f(c) ≥ f(x) bM¹uÖÅv� ÁUÖÅÊ¬ ¨f —œ c p¹ È«—«œ v³CD rLOC�U�XÝ« 

 Ëc ÈÅtDI* «— v³CD rLOC�U� fÆbM�U*Åv� 

∫n?¹dFð d?Ö« f —œ c b?M?¹u?ÖÅv?� ¨b?ýU?Ð v?³?[?* r?L?O[?U� U¹ v³[* rLOMO� È«—«œ f —œ cÈ«—«œ 

v³CD 3d²C�« Ë XÝ« c tDI* «— v³CD 3d²C�« fÆbM�U*Åv� 

 ‰U¦� —œ± ¨f ◊UI* —œ   x1 Ë   x3 ◊UI* —œ Ë v³[* rLOMO�   x2 Ë   x4vMF¹ ¨œ—«œ v³[* rLO[?U� 

f tDI* —UNÇ d¼ —œ   x1 ̈  x2Å¨  x3 Ë   x4 lÐUð v³[* 3d²[?« ◊UI* ‚u� ◊UI* Ë œ—«œ v³[* 3d²[?« fÆb*«

 ÈÅt²JD±∫ lÐUð dÖ« fÈË— jI� ÅÅa,b[ ] ÊuÇ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ Ábý n¹dFð f ◊UI* v~¹U[L¼ —œ aË 

b v³[* 3d²[?« ◊UI* bM*«uðÅv/ ¨tDI* Ëœ s¹« ¨XÝ« ÁbA* n¹dFð fÆbMýUÐ 

 ÈÅt²JD≤∫

 t? œ—«b* v�Ëe. ‡‡fÆbýUÐ d¹cÄÅo²A� U¹ Ë t²ÝuOÄ v³[* 3d²[?« ◊UI* —œ 

 oKD� 3d²[?« ÈÅtDI* b*«uðÅv� v³[* 3d²[?« ÈÅtDI* ‡‡fbýUÐ eO* 
±

Æ

 dÖ« ‡‡c lÐUð oKD� 3d²[?« ÈÅtDI* fn¹dFð tDI* Ê¬ v~¹U[L¼ —œ lÐUð Ë býUÐ Ê¬ ÈÅtM�«œ ÈË— 

 tDI* ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ Ábýc v³[* 3d²[?« ÈÅtDI* fÆXÝ« eO* 

 ‰U?¦�≤∫ X?ÐU?Ł lÐUð È«dÐ ©n.« f(x) = kt?D?I?* d?¼ l?D«Ë —œ ÆXÝ« v³[* 3d²[?« tDI* d¼ ¨

©ø«dÇ® œuý vIKð v³[* rLOMO� U¹ v³[* rLO[?U� ÈÅtDI* b*«uðÅv�

 l?ÐUð È«dÐ ©»g(x) = x[ ]v?³?[?* r?L?O[?U� tDI* d¼ lD«Ë —œ ÆXÝ« v³[* 3d²[?« tDI* d¼ ¨

ÆbM²[¼ eO* v³[* rLOMO� `O×GÅdOž ◊UI* Ë XÝ«

±ÆœuýÅv� ÁbO�U* oKD� 3d²[?« ÈÅtDI* ¨oKD� rLOMO� U¹ Ë oKD� rLO[?U� ÈÅtDI* d¼ ‡‡Å



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤∏

y

x

 lÐUð È«dÐ ©Ãh(x) = x − x[ ] ◊UI* ¨  x ∈ Z¨

©ø«dÇ® Æb*«ÅlÐUð v³[* rLOMO� ◊UI*

y

x

dÖ« ©œ  0,1[ ] lÐUð ÈÅtM�«œ k(x) = x2 − 1 oKD� rLO[?U� È«—«œ lÐUð ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ ±rLOMO� Ë 

 oKD�∞ dÖ« t? v.UŠ —œ Æœ—«b* v³[* 3d²[?« ÈÅtDI* ÅêO¼ Ë XÝ«   0,2[ ]lÐUð ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ lÐUð ÈÅtM�«œ 

 o?KD� rLO[?U� È«—«œ≥ oKD� rLOMO� Ë ∞ X?.UŠ s¹« —œ t? bOM? tłuð ÆXÝ«   x =1r?LOMO� ÈÅtDI* 

 v³[*fÆXÝ« 

1 2
x

y

3

 ÈÅtOC�±∫ l?ÐUð dÖ« f ÈÅtDI* —œ c Ë b?ýUÐ v³[* 3d²[?« È«—«œ ′f (c)¨býUÐ t²ý«œ œułË 

 ÁUÖÅÊ¬  ′f (c) =0ÆXÝ« 

∫ U³Ł« t? bOM? ÷d� f —œ c ◊UI* È«dÐ  —uG s¹« —œ ̈ XÝ« v³[* rLO[?U� È«—«œ xp¹ —œ 

 v~¹U[L¼c r¹—«œ   f(x) − f(c) ≤ 0 dÖ« ‰UŠ Æx > cÁUÖ Ê¬ ¨

f(x) − f(c)
x − c

≤ 0

t−O²* —œ Ë

®±©

  
lim

x → c +

f(x) − f(c)
x − c

= ′f + (c) = ′f (c) ≤ 0



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≤π

 dÖ« eO* Ë ©ø«dÇ®x < cÁUÖÅÊ¬ ¨

f(x) − f(c)
x − c

≥ 0

t−O²* —œ Ë

®≤©

  
lim

x → c −

f(x) − f(c)
x − c

= ′f − (c) = ′f (c) ≥ 0

®±® Ë ©≤ t? b¼œÅv� t−O²* ©  ′f (c) =0Æ

 t? v².UŠ È«dÐ  U³Ł«f—œ  cÆXÝ« ‚u�  U³Ł« tÐUA� œ—«œ v³[* rLOMO� 

∫n¹dFð ÈÅtDI* c ∈ Df «— v½«d×Ð ÈÅtDI½
±

 lÐUð f ÁUÖd¼ ¨bM�U*Åv� ′f (c)býUÐ ÁbA* n¹dFð 

 U¹  ′f (c) =0Æ

∫t?²JD v?³?[?* 3d?²?[??« ÈÅtDI* d¼ bOM? XDœ f v?*«d?×Ð ÈÅtDI* ¨fp?¹ t??ÅÅvð—uG —œ ¨XÝ« 

 ÈÅtDI* bM*U� ¨býU³* v³[* 3d²[?« ÈÅtDI* XÝ« sJ2 v*«d×Ð ÈÅtDI*  x =0 lÐUð È«dÐ   f(x) = x3
Æ

 ‰U???¦??�≥∫ l???ÐU???ð v???*«d??×??Ð ÈÅt??D??I??* U??N??M??ð ©n??.«   f(x) = x2 + 3x ¨

  
x = −

3
2

«d??¹“ X??Ý« 

  ′f (x) = 2x + 3Ë 

′f (x) =0 ⇔ x = −
3
2

 ÈÅÁ“UÐ —œ lÐUð t? bOM? tłuð  ( − 1,1)Æœ—«b* v*«d×Ð ÈÅtDI* 

lÐUð ©»

g(x) =
x             − 1 ≤ x < 0

2x2 − x    0 ≤ x ≤ 1





 ÈÅt?M�«œ UÐ  Dg = − 1,1[ ] v?*«d?×Ð ◊UI* È«—«œ ¨  x1 = − 1 ¨  x2 =0 ¨  x3 =0/ 25 Ë   x4 =1

ÊuÇ ÆXÝ«

± ÈÅtDI* v¼UÖ ‡‡Å(c, f (c)) —«œu/ ÈË— f lÐUð —«œu/ v*«d×Ð ÈÅtDI* «— fÆbM�U*Åv� 

  

′g (x) =
1              − 1 < x < 0

                 x =0

4x − 1        0 < x < 1






œ—«b* œułË



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥∞

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ        ÅÅÅÅÅÅ

′g ◊UI* —œ   − 1 ¨∞ Ë ± Ë œ—«b* œułË   ′g (0/ 25)Æ

lÐUð ©Ã

  h(x) = 1 − x2

 ÅtM�«œ UÐ  Dh = − 1,1[ ] v*«d×Ð ◊UI* È«—«œ   − 1 ¨∞Ë ±«d¹“ XÝ« 

  
′h (x) =

− x

1 − x2

′h◊UI* —œ   − 1 Ë ± Ë ÁbA* n¹dFð   ′h (0) =0Æ

ÆXÝ« Ábý r¼«d� b²�«Åv� ‚UHð« U¼ÅÊ¬ —œ oKD� 3d²[?« t? vÞUI* sOOFð È«dÐ Â“ô —«eÐ« ÊuM?«

 ÈÅtOC�≤ ∫ lÐUð dÖ«f ÈÅÁ“UÐ ÈË— a,b[ ] ÈÅtDI* Ë Ábý n¹dFð c ̈a < c < b3d²[?« ÈÅtDI* 

 ÁUÖ Ê¬ ¨býUÐ Á“UÐ s¹« ÈË— lÐUð oKD�c v*«d×Ð ÈÅtDI* fÆXÝ« 

∫ U³Ł« ÊuÇ f ÈÅtDI* v~¹U[L¼ —œ c ¨XÝ« Ábý n¹dFð c v³[* 3d²[?« p¹ f‰UŠ ¨XÝ« 

 dÖ«′f (c) ̈ býUÐ t²ý«b* œułË c v*«d×Ð ÈÅtDI* f dÖ« Ë XÝ« ′f (c)ÈÅtOCD tÐ UMÐ ̈ býUÐ t²ý«œ œułË 

± ¨  ′f (c) =0 r¼ “UÐ t? c v*«d×Ð ÈÅtDI* fÆXÝ« 

∫Åt²JD ÈÅt²ÝuOÄ lÐUð oKD� ÈU¼Å3d²[?« 7�U¹ È«dÐ f ÈÅÁ“UÐ ÈË— a,b[ ]—œ U¹ 3d²[?« ÊuÇ 

a U¹ ¨b v*«d×Ð ◊UI* U¹ Ë f —œ (a, b) v?*«d×Ð ◊UI* 7�U¹ “« fÄ ¨bM²�«Åv� ‚UHð« f—œ (a, b)sOOFð Ë 

 d¹œUI�f UÐ U¼ÅÊ¬ t[¹UI� Ë U¼ÅÊ¬ —œ f(a) Ë f(b) oKD� rLOMO� Ë oKD� rLO[?U� Ê«uðÅv� ¨d~¹bJ¹ UÐ Ë f

œd? sOOFð «— Á“UÐ s¹« —œ
±

Æ

 ‰U¦�¥∫lÐUð 

A(x) =100x − x2

 ÈÅÁ“UÐ ÈË—  [0,100]¨XÝ« t²ÝuOÄ Ë Ábý n¹dFð 

  0 < x < 100              ′A (x) =100 − 2x

 fÄ  x = 50* UNMð I v*«d×Ð ÈÅtDfÅ® —œ ±∞∞ ËÅ ∞Ë XÝ« ©

  A(0) =0 ,  A(50) = 2500 ,A(100) =0

 fÄA —œ µ∞KD� rLO[?U� È«—«œ I dÐ«dÐ v≤µ∞∞ÆXÝ« 

± XÝ«— o²A� t? v�U~M¼ ̈ U¼Å»U²? “« všdÐ —œ ‡‡Åf —œ a éÇ o²A� Ë f —œ b ̈ býUÐ t²ý«œ œułË a U¹ bv*«d×Ð ÈÅtDI* «— 

 dÖ« ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« ‘Ë— sOL¼ “« oKD� 3d²[?« sOOFð È«dÐ v.Ë b*dOÖÅv/ dE* —œa, b[ ] lÐUð ÈÅtM�«œ “« vzeł fÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ 

 ÈÅtM�«œ «b²Ð« Ê«uðÅv�f tÐ «— a, b[ ]ÆX�U¹ «— Ê¬ v*«d×Ð ◊UI* fáÝ Ë œËb×� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥±

 ‰U¦�µ∫lÐUð È«dÐ 

  
C(r) = 45 π r2 +

303750π
r

 t v�U~M¼  0 < r ≤ 30KD� rLOMO� ¨o� tÇ —œ IUHð« È«ÅtD‚øb²$«Åv� 

 lÐUð t bOM tłuðC —œ   r =0 Ë XÝ« ÁbA� n¹dFð   lim r → 0+ C(r) = ∞t XÝ« ÕdD� ‰«RÝ s¹« Æ

KD� 3d²5« dÖ«o® ÈÅÁ“UÐ —œ ≥∞ Ë ∞UHð« ©‚� tÇ —œ ̈ b²HOÐ I tÐ tłuð UÐ ÆœuÐ b¼«uš È«ÅtD< ÈÅtOC≤¨

� XÝ« v$UI v�«d×Ð ◊UC (r)ÆrOÐUOÐ Á“UÐ s¹« —œ «— 

  
′C (r) = 90π r −

303750π
r2

 UÐ Ë< Êœ«œ —«d  ′C (r) =0 Xý«œ rO¼«uš ¨  r =15� UÐ Ë It5¹U

C(15) = 30375π  ,  C(30) = 50625π
 t rOÐU¹Åv� —œC —œ   r =15KD� rLOMO� È«—«œ oÆXÝ« 

ين�هاتمر

±� ‡‡I?K?D?� rLO5U� ◊UoK?D?� rLOMO� Ë os?O?O?Fð Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— «— lÐ«uð “« p¹ d¼ 

ÆbOM

 ©nF«  f(x) = x2
 ÈË—   [ − 1 ,2]

 ©»g(x) = sin x ÈË— [ − π  , π ]

 ©Ã  h(x) = x (x − 2) ÈË—   [ − 1 ,2]

≤� ‡‡IÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ œułË  —uK —œ «— d¹“ lÐ«uð v�«d×Ð ◊U

 ©nF«f(x) = 3x4 + x 3
 ©»f(t) = t4 + 2t 3 − 5t2

 ©Ã

  
f(t) =

t

1 + t2

≥� ‡‡IÆbOÐUOÐ œułË  —uK —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ v³5� ÈU¼ÅrLOMO� Ë rLO5U� ◊U

 ©nF«f(x) = x x ©»f(x) = [sin x] ÈË— [ − π , π ]

 ©Ãf(x) = [x] − x ÈË—   [0, 3] ©œ

  

f(x) =
x            x < 1

1 − x2      x ≥ 1







○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥≤

µ‡‡ ≤sO~UO� —«bI� Ë ‰Ë— ÈU¼ÅtOC� ‡‡

 ÊU?OÐ tÐ ÊuM«< l?ÐU?ð “« Èd²AOÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë 7$U¹ È«dÐ Ê¬ “« t r¹“«œdÄÅv� È«ÅtOCfÁœU?H²Ý« 

 s¹« Æœd rO¼«uš< ÂU� tÐ tOC<ÆXÝ« ·ËdF� ‰Ë— ÈÅtOC

 ÈÅt?OC�≥∫©‰Ë— ÈÅtOC�®  l?ÐUð dÖ« f ÈË— [a,b] ÈË— Ë t?²ÝuOÄ (a,b)²A� o?Ë b?ýUÐ d¹cÄÅ

f(a) = f(b)«bŠ ÁU~�¬ ¨<� p¹ qI ÈÅtDc¨a < c < b Ê¬ È«dÐ t œ—«œ œułË   ′f (c) =0Æ

∫t²J j¹«dý ÈÅÁbMM ÊUOÐ d¹“ qJýÅ <∫XÝ« ‰Ë— ÈÅtOC

œ—«b� œułË

y

xa c

b

�I$« —«œu/ dÐ ”U2 U¼ÅÊ¬ —œ t vÞUI� ¨XÝ« vI ◊Uc —œ <Æb�«ÅtOC

 ‰U¦�∂∫ lÐUð   f(x) = x(4 − x) ÈÅÁ“UÐ ÈË—   [0,4] ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ë t²ÝuOÄ   (0,4)²A� od¹cÄÅ

∫r¹—«œ Ë XÝ«

  

′f (x) =
2 − x

x(4 − x)

 s?O?M?âL¼  f(0) = f(4) =0 j?¹«d?ý ÂU9 fÄ ¨<d?Ð ‰Ë— ÈÅt?OC<� ÆX?Ý« —«dI? ÈÅt?D  c = 2◊dý —œ 

  ′f (c) =0bK ‚ÆbMÅv� 

 ‰U¦�∑∫ t²ÝuOÄ lÐUð   f(x) = x − 1 j¹«dý —œ   f( − 1) = f(1) =0bK ‚Ë bMÅv� 

  

′f (x) =
− 1                 x < 0

                     x =0

 1                  x > 0









 

²A� ◊dýo Èd¹cÄÅ<dÐ ‰Ë— ÈÅtOC<� œułË ÂbŽ «cF Ë X5O� —«dI bM�U� È«ÅtDc Ê¬ È«dÐ t   ′f (c) =0

UM²�< UÐ i<ÆX5O� tOC



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥≥

œ b¹UÐ< p¹ t−O²� “« vð—uK —œ t œd X<Ê¬ j¹«dý ÂU9 t œd ÁœUH²Ý« Ê«uðÅv� tOC

<d?Ð tOC<j?¹«d?ý t? s?¹« U?Ð t? bMýUÐ t²ý«œ œułË v¹U¼Å‰U¦� XÝ« sJ2 sOMâL¼ ÆbýUÐ —«d

<œUK U¼ÅÅÊ¬ È«dÐ tOC‚ ÈÅt−O²� ¨X5O� <dÐ tOC<ÆbOM tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦� tÐ ÆbýUÐ —«d

 ‰U¦�∏∫lÐUð 

  

f(x) =

2x + 2            − 1 ≤ x < 0

x2 − x + 2      0 ≤ x < 1

− 2x + 4          1 ≤ x ≤ 2









 

 ÈË—  [ − 1,2]Ë XÝ« t²ÝuOÄ 

  

′f (x) =

 2                   − 1 < x < 0

                     x =0

2x − 1            0 < x < 1

                     x =1

− 2                  1 < x < 2














 

 fÄf ÈÅÁ“UÐ ÈË—   ( − 1,2)²A� o vFË X5O� d¹cÄÅ

  
′f (

1
2

) =0Æ

 ‰U?¦�π∫ “« ÁœU?H²Ý« UÐ < ÈÅt?FœU?F?� t rO¼œÅv� ÊUA� ‰Ë— ÈÅtOC  x 3 − 3x2 + 27x − 2 =0

œ<OIUÎÆœ—«œ tA¹— p¹ 

 dÖ« «d¹“f(x) = x 3 − 3x2 + 27x − 2 ̈ œuý t²$dÖ dE�—œ   f(0) = − 2 Ë   f(1) = 23s¹«dÐUMÐ 

 ÊuÇf® ÈÅÁ“UÐ —œ XÝ« t²ÝuOÄ ±¨Å∞«bŠ ©< dÖ« ‰UŠ Æœ—«œ tA¹— p¹ qf È«—«œ ≤býUÐ d²AOÐ U¹ tA¹— 

 Ë  x1 Ë   x2 ̈ bMýUÐ tFœUF� ÈÅtA¹— Ëœ   f(x1) = f(x2 ) =0 tÐ UMÐ fÄ ̈<«bŠ È«dÐ b¹UÐ ‰Ë— ÈÅtOC<q

Å p¹ c sOÐÅÅ  x1 Ë   x2 rOýUÐ t²ý«œ ¨   ′f (c) =0vFË 

′f (x) = 3x2 − 6x + 27 = 3(x2 − 2x + 9)

  
= 3  (x − 1)2 + 8[ ]

 UÐ s¹« Ë ¨XÝ« X³¦� Á—«uL¼<UMð ‰Ë— ÈÅtOC< t s¹« ÷d$ fÄ Æœ—«œ ifœ—«œ tA¹— p¹ “« gOÐ 

ÆXÝ« jKž

∫t²J “« <²A� lÐUð ÈÅtA¹— Ëœ d¼ sOÐ t œuýÅv� t−O²� ‰Ë— ÈÅtOCo d¹cÄÅf²A� ¨o f«bŠ <q

œ—«b� œułË

œ—«b� œułË



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥¥

 ‰U¦� —œ Æœ—«œ tA¹— p¹πÆXÝ« Ábý ÁœdÐ —U tÐ t−O²� s¹« 

 Z?¹U?²� s¹dðÅrN� “« vJ¹< ¨‰Ë— ÈÅt?OC< ÂU?� t?Ð XÝ« È«ÅtOC<� ÈÅtOCI?ÊËb?Ð t? sO~�UO� —«b

ÆrOMÅv� ÊUOÐ  U³Ł«

 ÈÅtOC�¥∫©sO~UO� —«bI� ÈÅtOC�®  lÐUð ÁUÖd¼ f ÈÅÁ“UÐ ÈË— [a ,b]ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ë t²ÝuOÄ  

(a,b)²A� o«bŠ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ d¹cÄÅ<� p¹ qI ÈÅtDc¨a < c < bt œ—«œ œułË ¨

′f (c) =
f(b) − f(a)

b − a

∫t²J j¹«dý ÈÅÁbMM ÊUOÐ t d¹“ qJý tÐ <� ÈÅtOCIÆbOM tłuð XÝ« sO~�UO� —«b

y

xbca ′C

(b,f (b))

(a , f (a))

f(b) − f(a)
b − a

� “« Áb�—cÖ jš VOý I ◊U(a,f(a)) Ë (b,f(b)) XÝ«  t−O²� —œ Ë<t bMÅv� ÊUOÐ tOC

 dÖ«f²?A� o� —œ ÁU?~�¬ ¨býUÐ d¹cÄÅI q?¦� È«ÅtDc� d?Ð«d?Ð v³Oý È«—«œ vM×M� dÐ ”U2 jš Iu$ —«b‚

ÆœuÐ b¼«uš

 ‰U¦�±∞∫ t²ÝuOÄ lÐUð f(x) = 2x 3 − 8x + 3 ÈÅÁ“UÐ ÈË— «—   [ − 1, 3]∫r¹—«œ b¹dO~Ð dE� —œ 

  f( − 1) = 9  ,  f(3) = 33

Ë

  

f(3) − f( − 1)
3 − ( − 1)

= 6

 ÊuÇ Ë′f ÈÅÁ“UÐ ÈË—   ( − 1, 3)«bŠ b¹UÐ XÝ« œułu� <� qI t býUÐ t²ý«œ œułË È«ÅtD  ′f (c) = 6Æ

vFË

  ′f (x) = 6x2 − 8

fÄ

  6c2 − 8 = 6

 ÁdšôUÐ Ë

  
c = ±

7
3

≈ ± 1/ 528 œbŽ UNMð t µ≤∏[± ÈÅÁ“UÐ—œ   [ − 1, 3] <Æœ—«œ —«d



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥µ

 ‰U¦�±±∫lÐUð 

  
f(x) =

x2 − 4x + 5
x − 2

 ÈÅÁ“UÐ ÈË— «—  [1, 3] t œuý v� Áb¼UA� ¨b¹dO~Ð dE�—œ   f(1) = − 2 Ë   f(3) = 2

Ë

  
f(3) − f(1)

3 − 1
= 2

� U¹¬Iu$ ÈÅÁ“UÐ —œ È«ÅtD‚ t? œ—«œ œułË   ′f (c) = 2œ ø < lÐUð t bOM Xf ÈÅÁ“UÐ —œ   [1, 3]t?²ÝuOÄ 

 j¹«dý —œ vMF¹ ¨X5O�<� ÈÅtOCI “« fÄ ¨bMÅv/ ‚bK sO~�UO� —«b<t X$dÖ t−O²� Ê«uðÅv/ ÅtOC

� sOMÇIÈÅt³ÝU×� UÐ ¨œ—«œ œułË È«ÅtD

′f (x) =
x2 − 4x + 3

(x − 2)2

 È«dÐ  ′f (c) = 2 ÈÅt?FœUF� ¨  c
2 − 4c + 5 =0� s?O?M?Ç fÄ Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ œ—«b� »«uł t ¨IÈ«Åt?D

Æœ—«b� œułË

 ‰U¦�±≤∫ÈÅt²ÝuOÄ lÐUð 

f(x) =
x 3       0 ≤ x ≤ 1

x2       1 < x ≤ 2







 ÈÅÁ“UÐ ÈË— «—  [0,2]²A� Æb¹dO~Ð dE�—œ olÐUð s¹« 

 

  

′f (x) =
3x2                     0 < x < 1

                          x =1

2x                       1 < x < 2









 t? b?OM tłuð

  
f(2) − f(0)

2 − 0
= 2 j?¹«d?ý t s¹« UÐ Ë <� ÈÅt?OCI?d?Ð s?O~�UO� —«b<¨X?5?O� —«d

  
′f (

2
3

) = 2
Æ

 ‰U¦�±≥∫Š œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ IOI v  x1 Ë   x2ÈÅtFœUF�U� rO¼œÅv� ÊUA� 

  
sin x1 − sin x2 ≤ x1 − x2

ÆXÝ« —«d<dÐ

K? Êœ«œ X?Ýœ “« ÊËb?ÐÒ œd? ÷d?$ Ê«u?ðÅv?� t?K?¾?5?� XO  x1 < x2l?ÐU?ð X?Ý« v?$U? ¨©ø«d?Ç® 

f(x) = sin x ÈÅÁ“UÐ ÈË— «—   [x1, x2 ] Ær¹dO~Ð dE�—œ f ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ë t²ÝuOÄ   (x1, x2 )²A� od¹cÄÅ

œ—«b� œułË



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥∂

 dÐ UMÐ fÄ ¨XÝ«<� ÈÅtOCI� sO~�UO� —«bI ÈÅtDc ¨  x1 < c < x2t œ—«œ œułË ¨

  sin x1 − sin x2 = (cosc)(x1 − x2 )

U¹ Ë

  
sin x1 − sin x2 = cosc x1 − x2

 ÊuÇ Ë  cosc ≤ 1fÄ ¨XÝ« 

  
sin x1 − sin x2 ≤ x1 − x2

 “« È«Åt−O²� UłÅs¹« —œ<� ÈÅtOCI²?A� ÈÅt³ÝU×� —œ t «— sO~�UO� —«boÈ«ÅtDÐU{bMÇ lÐ«uð 

ÆrOMÅv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ œË—Åv� —UÅtÐ

∫t−O² lÐUð dÖ« f� —œ I ÈÅtDc ·Ëc×� v~¹U5L¼ p¹ —œ Ë t²ÝuOÄ c²A� oË býUÐ d¹cÄÅ

lim
x → c

′f (x) = l

 ÁU~�¬′f (c) dÐ«dÐ Ë œułu� l vMF¹® XÝ« f —œ c²A� oÆ©XÝ« d¹cÄÅ

 ‰U¦�±¥∫� tÇ ¡«“«  tÐ I “« Èd¹œUm Ë blÐUð 

f(x) =
mx + b       x < a

x2             x ≥ a







� —œI tDa²A� oøXÝ« d¹cÄÅ

dÐ È«dÐ< v~²ÝuOÄ ◊dý È—«df —œ a b¹UÐ ¨  a
2 = ma + b

ÊuÇ Ë

  
′f (x) =

m        x < a

2x       x > a







 Ë

  
lim

x → a +
′f (x) = 2a Ë lim

x → a −
′f (x) = m X5O$U ¨  m = 2a t−O²� —œ Ë býUÐ   b = − a2

Æ

<ö³Î²A� t b¹œd Áb¼UA� o²A� t vFÐUð d¼ U¹¬ vFË ¨XÝ« dHK dÐ«dÐ XÐUŁ lÐUð o¨býUÐ dHK dÐ«dÐ Ê¬ 

 tÐ øXÝ« v²ÐUŁ lÐUð<ÆbOM tłuð d¹“ tOC

 ÈÅtOC�µ ∫ lÐUð dÖ«f ÈÅÁ“UÐ ÈË— I²A� oË ÁœuÐ d¹cÄÅ′f ÈË— I� dÐ«dÐ I¨býUÐ dHK XÐUŁ —«b

 ÁUÖÅÊ¬f ÈË— IÆXÝ« XÐUŁ 

∫ U³Ł«� I Á«u)œ ÈÅtDa ∈ Id¼ È«dÐ t rO¼œÅv� ÊUA� ¨rOMÅv� —UO²š« «— x ∈ I ¨f(x)dÐ«dÐ 
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f(a) t?−?O?²� —œ Ë XÝ« f t? b?O?M? ÷d$ ÆXÝ« XÐUŁ a < x l?ÐUð ¨f ÈÅÁ“UÐ ÈË— [a,x]j?¹«dý —œ 

<� ÈÅtOCIbK sO~�UO� —«b‚fÄ ¨bMÅv� 

f(x) − f(a) = ′f (c)(x − a)

 vFË  ′f (c) =0∫t−O²� —œ Ë ¨

f(x) = f(a)

 dÖ«x < aXÝ« v$U ¨ f ÈÅÁ“UÐ ÈË— «— [x,a]©ø«dÇ® ÆrOÝdÐ »uKD� t−O²� tÐ Uð r¹dO~Ð dE�—œ 

²O−t∫ «Öd f —ËÈ I �A²oÅÄc¹d ÐUýb ̈�A²o f —ËÈ I KHd «ÝX «Öd Ë ðMNU «Öd f ðUÐl ŁUÐX ÐUýbÆ

 ‰U¦�±µ∫ l?ÐUð f(x) = [x]� —œ I ◊Ux ∈ Z²?A?� t?−O²� —œ Ë XÝ« t²ÝuOÄU� oË X?5O� d¹cÄÅ

 tŽuL−� ÈË—R − Z²A� È«—«œ o UÐ ‰U¦� s¹« U¹¬ ¨X5O� XÐUŁ lÐUð vFË XÝ« dHK <u$ ÈÅtOC‚—œ 

øX5O� œUCð

 ‰U¦�±∂∫ “« ÁœUH²Ý« UÐ rO¼«ušÅv� < ÈÅtOCµŠ œbŽ d¼ È«dÐ t rO¼œ ÊUA� ¨IOIvx

  sin2 x + cos2 x =1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  ÅÅÅÅ    lÐUð

  f(x) = sinx
2 + cos2 x

 ÈË— «—R ̈ b¹dO~Ð dE�—œ f²A� Ë t²ÝuOÄ vFÐUð o r¹—«œ Ë XÝ« d¹cÄÅ  ′f (x) =0 tÐ UMÐ fÄ Æ< ÈÅtOCµ¨

f(x) = k Êœ«œ ÊUA� Æ  k =1ÆXÝ« ÁbM�«uš ÈÅÁbNŽ tÐ 

∫t²J²A� lÐUð Ëœ È«dÐ dÖ« o d¹cÄÅf Ë g ÈÅÁ“UÐ ÈË— IrO�«bÐ ¨

x ∈ I          ′f (x) = ′g (x)

 ÁU?~�¬f(x) = g(x) + k²?A?� «d?¹“ ¨o l?ÐU?ð h(x) = f(x) − g(x) ÈË— Id?ÐU?M?Ð Ë X?Ý« d?H?K dÐ«dÐ 

< ÈÅt?O?Cµ d?¼ È«dÐ x ∈ I ¨h(x) = k —œ U¹ I ¨h ≡ k ª® l?ÐU?ð b?O�«u{Ðh� U?Ð b?×²� I? X?ÐUŁ —«bk

²?A� ¨d‡~‡¹œ  —U³Ž t‡Ð Æ©XÝ«o lÐUð Ëœ f Ë g ÈÅÁ“U‡Ð ÈË— I$ Ë d?Ö« ¨b�dÐ«dÐ r¼ UÐ I d‡Ö« jf − g

ÈË— I  bM�U� XÐUŁ vFÐUðkÆbýUÐ 

ÆbOM tłuð Ë—ÅtÐË— qJý tÐ

y

x
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� d?¼ —œ lÐUð Ëœ ÁUÖd¼ vMF¹I²?�« U?Ð Ê«u?ðÅv� «— vJ¹ —«œu/ ¨bMýUÐ t²ý«œ VOý p¹ Á“UÐ p¹ ÈÅtDI‰U

 ÈÅÁ“«b�« tÐ Èd~¹œk —u×� œ«b²�« —œ yÆœ—Ë¬ XÝœ tÐ ¨©sO¹UÄ U¹ ôUÐ ÈuÝ tÐ® 

 ‰U¦�±∑∫% rO¼«ušÅv� IOo ÈË— v¹U¼ÅlÐUð U¹ lÐUð tÇ t rOM R²A� t b�—«œ œułË oU¼ÅÊ¬ 

 dÐ«dÐ

  

1

1 + x2
ÆXÝ« 

<ö³Î d?Ö« t r¹b¹œ f(x) = Ar  c tan x ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
′f (x) =

1

1 + x2
 U?¼ÅlÐUð s¹« “« vJ¹ fÄ Æf

� Êœd t$U{« UÐ Ë XÝ«I? tÐ v²ÐUŁ —«bfs?¹« ÂU?9 vMF¹ ¨bM¹¬Åv� XÝœ tÐ vÖó¹Ë sOL¼ UÐ Èd~¹œ lÐ«uð 

 Âd$ tÐ lÐ«uð(Ar  c tan x) + kÆbM²5¼ 

ين�هاتمر

± j¹«dý ¨Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— d¹“ lÐ«uð È«dÐ ‡‡< —uK —œ Ë bOM vÝ—dÐ «— ‰Ë— ÈÅtOC

dÐ<� ¨j¹«dý È—«dI²A� U¼ÅÊ¬ —œ t «— vÞUoÆbOÐUOÐ XÝ« dHK 

 ©nF«f(x) = x2 − 2x − 3 ÈÅÁ“UÐ ÈË—   [ − 1, 3]

 ©»f(x) = x 3 − 6x2 + 10x − 5 ÈÅÁ“UÐ ÈË—   [1,4]

 ©Ã  f(x) = sin x + cosx − 1 ÈÅÁ“UÐ ÈË—   [0,4  π ]

≤ j¹«dý Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— d¹“ lÐ«uð È«dÐ ‡‡<� ÈÅtOCI—œ Ë bOM vÝ—dÐ «— sO~�UO�  —«b

dÐ  —uK<� ¨j¹«dý È—«dI� U¹ tDI ◊Uc —œ —uc� <ÆbOÐUOÐ «— tOC

 ©nF«  f(x) = x2 + 81 ÈË—   [12,40]

 ©»f(x) = x4 + x 3 − 3x2 + 2x ÈË—   [ − 2, − 1]

 ©Ã

  
f(x) = cosx −

x
2

 ÈË— [ − π , π ]

≥ l?ÐU?ð È«dÐ ‡‡  f(x) = 2x
2
3

 ÈË—   [ − 1,1] œb?Ž ê?O?¼ t bO¼œ ÊUA� c—œ t? œu?ýÅv/ X$U¹ 

 ÈÅtDÐ«—<� ÈÅtOCIbK sO~�UO� —«b‚ø«dÇ ÆbM 

¥ “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡<∫bOM XÐUŁ ‰Ë— ÈÅtOC

 ¨Ëœ tł—œ È«ÅtKLłbMÇ d¼ ©nF«  c0 + c1x + c2x2
 d¦«bŠ ¨≤Æœ—«œ tA¹— 

 ¨tÝ tł—œ È«ÅtKLłbMÇ d¼ ©»  c0 + c1x + c2x2 + c3x 3
 d¦«bŠ ¨≥Æœ—«œ tA¹— 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
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 tł—œ È«ÅtKLłbMÇ d¼ ©Ãn ¨  n ≥ 1¨pn (x)¨ d¦«bŠ nÆœ—«œ tA¹— 

µ “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ < ÈÅtOCµ bOM XÐUŁ ¨

  
Arcsin x + Arccosx = π

2

∂²A� t bO¼œ ÊUA� ‡‡ oX�öŽ lÐUð 

  

f(x) = sgn(x) =
− 1     x < 0

 0      x =0

 1      x > 0









� —œI j¹«dý ÆXÝ« dHK dÐ«dÐ œ—«œ œułË t vÞU< ÈÅtOCµÆbOM vÝ—dÐ lÐUð s¹« È«dÐ «— 

µ‡‡ ≥v+Ëe Ë ÈœuF0 ÈU¼ÅlÐUð ‡‡

 s¹«—œ< rN� ÈU¼œdÐ—U “« d~¹œ vJ¹ tÐ XL5<� ÈÅtOCIÈœuFK sOÐ ◊U³ð—« t sO~�UO� —«b

²A� Ë lÐUð ÊœuÐ vFËe� ËoÆr¹“«œdÄÅv� ¨bMÅv� ÊUOÐ «— Ê¬ 

∫n¹dFð lÐUð f ÈÅÁ“UÐ ÈË— «— I ÈœuF0 d¼ È«dÐ dÖ« ̈ bM�U�   x2 ∈ I ̈  x1 t ̈  x1 < x2t²ý«œ 

 rOýUÐ  f(x1) ≤ f(x2 )Æ

∫n¹dFð lÐUð f ÈÅÁ“UÐ ÈË— «— I v+Ëe d¼ È«dÐ dÖ« ¨bM�U�   x2 ∈ I ¨  x1 t ¨  x1 < x2t²ý«œ 

 rOýUÐ  f(x1) ≥ f(x2 )

∫n¹dFð ÈÅÁ“UÐ ÈË— t «— vFÐUð I ¨býUÐ vFËe� U¹ Ë ÈœuFK «uMJ¹ÆbM�U� 

u$ ÈU¼Ån¹dFð®‚� b?O« vFËe� Ë bO« ÈœuFK ÈU¼Ån¹dFð UÐ «— I d?Ö« bOM tłuð ÆbOM t5¹Uf

XÝ« ©vFËe�® ÈœuFK Á“UÐ Ê¬ ÈË— ¨býUÐ ©bO« vFËe�® bO« ÈœuFK È«ÅÁ“UÐ ÈË—
±

©

 ‰U¦�±∏∫ lÐUð ©nF« f(x) = x ÈË— RÆXÝ« ÈœuFK 

 lÐUð ©»  g(x) = x2
 ÈË—   ( − ∞ ,0] ÈË— Ë vFËe�   [0, + ∞ ) ÆXÝ« ÈœuFK ®©ø«dÇ

 lÐUð ©Ãh(x) = [x] ÈË— RÆXÝ« ÈœuFK 

œ© ðU?Ðl? 

  
k(x) =

1
x

 —ËÈ   (0, + ∞ ) Ë —ËÈ  ( − ∞ ,0) �e?ËFv? «ÝX? ËFv œ— œ«�M?t?Å«‘ ¹J?M?u?«

�O5XÆ

±ÆbMMÅv� ÁœUH²Ý« ÈœuFK ÈUł tÐ vFËe�dOž Ë bO« ÈœuFK ÈUł tÐ ÈœuFK kHF “« U¼Å»U² “« všdÐ —œ ‡‡
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 ‰U¦�±π∫ lÐUð f ÈË— ¨r¹—«œ «— Ê¬ —«œu/ t R

ÆXÝ« vFËe� t� Ë ÈœuFK t�

1 2 4 x

y

 ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— vFË  ( − ∞ ,0) Ë   [1,4) ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— Ë ÈœuFK   [0,2] Ë   (4, + ∞ )œ ÆXÝ« vFËe� <X

 t bOMf Á“UÐ ÈË—   [1,2]Kð b�«uðÅv� ÈœuFK r¼ Ë vFËe� r¼ t−O²� —œ XÝ« XÐUŁ IÆœuý v

 ‰U¦�≤∞∫lÐUð 

  
f(x) =

1          x

0          x







 ©ø«dÇ® X5O� «uMJ¹ È«ÅÁ“UÐ êO¼ ÈË—

 ÈÅtOC�∂∫

 d¼ È«dÐ dÖ« ©nF«x ∈ I ¨  ′f (x) > 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨f ÈË— IÆXÝ« bO« ÈœuFK 

 d¼ È«dÐ dÖ« ©»x ∈ I ¨  ′f (x) < 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨f ÈË— IÆXÝ« bO« vFËe� 

∫ U³Ł« <ÆXÝ« Ê«“u�¬Åg�«œ ÁbNŽ tÐ »  U³Ł«Ë rOMÅv� XÐUŁ «— nF« XL5

� ËœI Á«u)œ ÈÅtD  x1 Ë   x2 —œ «— I t? rOMÅv� —UO²š«   x1 < x2 lÐUð Æf ÈÅÁ“UÐ ÈË—   [x1, x2 ]—œ 

 j¹«dý<� ÈÅtOCIbK sO~�UO� —«b‚  œbŽ «cF ¨bMÅv� ct œ—«œ œułË  

f(x2) − f(x1) = ′f (c)(x2 − x1)          x1 < c < x2

 v??FË  x2 − x1 > 0 Ë   ′f (c) > 0 f?Ä   f(x2 ) − f(x1) > 0 v??M??F?¹ Æ  f(x1) < f(x2 ) t??−??O?²?� —œ Ë f

ÆXÝ« bO« ÈœuFK

 ÈÅt?²J±∫ lÐUðdÖ« f q?Jý tÐ v¹U¼ÅÁ“UÐ ÈË— ( − ∞ ,a] U?¹ [a, b] U¹ Ë [b, + ∞ )b?ýUÐ t²ÝuOÄ 

 ÊœuÐ bO« ÈœuFK È«dÐf XÝ« v$U ¨ ′f ÈË— VOðdð tÐ ( − ∞ ,a) U¹ (a, b) U¹ Ë (b, + ∞ )œułu� 

 ÊœuÐ bO« vFËe� œ—u� —œ «— VKD� sOL¼ ÆbýUÐ X³¦� ËfÆœd ÊUOÐ Ê«uðÅv� tÐUA� —uÞ tÐ 

 ÈÅt²J≤∫ ÈÅÁ“UÐ ÈË— dÖ«  I ¨  ′f ≥ 0 ¨býUÐ f dÖ« Ë ÈœuFK   ′f ≤ 0 ¨býUÐ fÆXÝ« vFËe� 

J²tÅÈ ≥∫ «Öd ðUÐl f —ËÈ ÐU“ÁÅ¼UÈ (a,c) Ë (c,b) KFuœÈ ®KFuœÈ «Ob© Ë œ— �IDtÅÈ C ÄOuÝ²t

rK«

U¹uÖ
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ÐUýb¨ ¬�~UÁ f —ËÈ ÐU“ÁÅÈ (a,b) KFuœÈ ®KFuœÈ «Ob© «ÝXÆ Ë �Oe «Öd f —ËÈ ÐU“ÁÅ¼UÈ (a,c) Ë(c,b)

�eËFv ®�eËFv «Ob© Ë œ— �IDtÅÈ c ÄOuÝ²t ÐUýb¨ ¬�~UÁ f —ËÈ ÐU“ÁÅÈ (a,b) �eËFv ®�eËFv «Ob© «ÝXÆ

 ‰U¦�≤±∫Æb�«ÅÈœuFK Ábý ÕdD� ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð 

 ©nF«f(x) = sin x ÈË— 

  
[ −

π
2

,
π
2

]

  ©»  g(x) = x 3 + 1 ÈË— R

  ©Ã

  

h(x) =
x + 1            x < − 1

  0               − 1 ≤ x ≤ 0

Arc tan x       x > 0









 ÈË— R

 ‰U¦�≤≤∫Æb�«ÅvFËe� Ábý ÕdD� ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð 

  ©nF«f(x) = cosx ÈË—   [0, π ]

  ©»

  
g(x) =

1
x

 ÈË—   (0, ∞ ) ÈË— U¹   ( − ∞ ,0)

  ©Ã  h(x) = x − 2 − x − 1 ÈË— R

�¦U‰ ≤≥∫ Ðd«È ðUÐl h(x) = tan x¨ �vÅœ«�Or t

 k ∈ Z        

  
x ≠ kπ +

π
2

         ′h (x) =1 + tan2 x

Ë ′h —ËÈ ÐU“ÁÅ¼U¹v t Ëłuœ œ«—œ �¦³X «ÝX¨ ¬¹U �vÅðu«Ê ÖHX t ðUÐl tan x —ËÈ R KFuœÈ «ÝXø

 lÐUð —U²$— ‰Ëbł “« vA{ÐhÆbOMÅv� Áb¼UA� «— 

x − 5 π
2

− 3 π
2

− π
2

+ π
2

3 π
2

′h + + + +

h

«¹s ÐU— Ðt œFOq ŽbÂ ÄOuÝ²~v ðUÐl h œ— �IU◊ 

  
kπ +

π
2

 ̈/vÅðu«Ê ÖHX t ðUÐl œ— R KFuœÈ «ÝXÆ

 ‰U¦�≤¥∫ œb‡Ž È«d‡Ð rO¼œÅv‡‡� ÊUA�   a > 0‡Š œb‡‡Ž  ¨IO‡I ÈU²‡J¹ vbt‡‡ œ—«œ œu‡‡łË 

 b = an

 ÈÅt?²?Ýu?O?Ä lÐUð XÝ« v$Uf(x) = x n − a ÈÅÁ“UÐ ÈË— «—   [0, ∞ ) r?¹d?O?~Ð dE�—œ   f(0) = − a < 0Ë 

lim
x → ∞

f(x) = + ∞ tÐUMÐ fÄ Æ<� ÈÅtOCI v�UO� —«bf«bŠ Á“UÐ s¹« —œ <f?Ä ÆœuýÅv� dHK —UÐ p¹ q
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Š œbŽIOI vb t œ—«œ œułË   f(b) =0 ® d¼ È«dÐ ÊuÇ Ë ©ø«dÇx Á“UÐ s¹« —œ   ′f > 0 ̈ XÝ« bÆXÝU²J¹ÅÅÅ

 s¹«< ÊUOÐ UÐ «— XL5<tÐ œd ÁœUH²Ý« Ê«uðÅv� U¼ÅÈËU5�U�“« všdÐ  U³Ł« È«dÐ Ê¬ “« t È«ÅtOC

Ær¹dÐÅv� ÊU¹UÄ

 ÈÅtOC�∑∫ ÈU¼ÅlÐUð dÖ« f Ëg ÈÅÁ“UÐ ÈË— [a,b) ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ë t²ÝuOÄ (a,b)²A� obMýUÐ d¹cÄ 

 Ëf(a) =g(a) d¼ È«dÐ eO� Ë x ¨a < x < b

′f (x) < ′g (x)

 d¼ È«dÐ ÁUÖÅÊ¬x ¨a < x < b ¨f(x) < g(x)Æ

 ‰U¦�≤µ∫ dÖ« t rO¼œÅv� ÊUA� n ∈ NË   n ≥ 2ÈËU5�U� ÁUÖÅÊ¬ ¨

   (1 + x)n > 1 + nx

 ÂU9 È«dÐxŠ ÈU¼IOIdÐ X³¦� Ë v<ÆXÝ« —«d

 d?Ö«  F(x) =1 + nx Ë   g(x) = (1 + x)n
 ÈË— U?¼Ål?ÐU?ð s?¹« Æb?�uý —UO²š«   [0, + ∞ )ÈË— Ë t?²?ÝuOÄ 

  (0, + ∞ )²A� oË b�d¹cÄÅ

′f (x) = n           ′g (x) = n(1 + x)n − 1

 d¼ È«dÐ ÊuÇ Ëx ¨X³¦� ′g (x) > ′f (x) ¨XÝ« ® tÐ UMÐ ©ø«dÇ< ÈÅtOC∑dÐ dE�œ—u� ÈËU5�U� ¨<—«d

 “« dðÅ¯—eÐ ÈU¹uÖ œbŽ d¼ È«dÐ ÈËU5�U� s¹« œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� ÆXÝ«±vMF¹ ¨XÝ« XÝ—œ eO� 

  x > 0 ,  r ∈ Q  ,  r > 1        (1 + x)r > 1 + rx

µ‡‡ ¥o²A� ÈU¼ÅÊu�“¬ ‡‡

� 7$U¹ È«dÐ t r¹œd Áb¼UA�IKD� U¹ Ë v³5� 3d²5« ◊Uo� b¹UÐ Iv¹UÝUMý «— lÐUð v�«d×Ð ◊U

� t r¹b¹œ eO� Ë rOMIU�ËeF v�«d×Ð ◊UÎ∫bOM tłuð d¹“ ÈU¼ÅqJý tÐ ÆbM²5O� 3d²5« 

y

xc

(3)

y

xc

(2)

y

xc

(1)

y

xc

(4)

y

xc

(5)

y

xc

(6)
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�I?? ÈÅt???D??c� I??ÆX???Ý« q???³???< ÈÅt???×???H??K ÈU??¼—«œu??/ ÈÅt??L??¼ È«d??Ð v??�«d??×??Ð ÈÅt??D??

® —œ±® Ë ©¥ ̈ ©c� I U¼—«œu/ Ë XÝ« v³5� rLOMO� ÈÅtD< “« q³cÆb�«ÅÈœuFK Ê¬ “« bFÐ Ë vFËe� 

® —œ≤® Ë ©µ ¨©c� I? U?¼—«œu?/ Ë X?Ý« v?³?5?� r?L?O5U� ÈÅtD< “« q?³cÊ¬ “« b?F?Ð Ë ÈœuFK 

Æb�«ÅvFËe�

® —œ Ë≥® Ë ©∂ ̈ ©c� I U¼—«œu/ Ë ̈ X5O� 3d²5« ÈÅtD< “« bFÐ Ë q³cÊœuÐ vFËe� U¹ ÈœuFK tÐ 

ÆbM¼œÅv� t�«œ« œuš

 —œ Ê«uðÅv� bý Áb¼UA� ôUÐ ÈU¼ÅqJý —œ t «— tâ�¬<rOMÅv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ t d¹“ ÈÅtOC

Æœd tKöš

 ÈÅtOC�∏∫©‰Ë« o?²A� Êu�“¬® bOM ÷d$ c  ¨ a < c < b� ¨I? lÐUð v�«d×Ð ÈÅtDf Ë b?ýUÐ f

 ÈÅÁ“UÐ ÈË—(a,b)ôUL²Š« e−Ð Ë t²ÝuOÄ Î —œ c²A� oÆbýUÐ d¹cÄÅ

 dÖ« ©nF«′f ÈË— (a,c) ÈË— Ë X³¦� (c,b) ÁU~�¬ ¨býUÐ vHM� f —œ cÆœ—«œ v³5� rLO5U� 

 dÖ« ©»′f ÈË— (a,c) ÈË— Ë vHM� (c,b) ÁU~�¬ ¨býUÐ X³¦� f —œ cÆœ—«œ v³5� rLOMO� 

 dÖ« ©Ã′f ÈË— (a,c) Ë (c,b) ÁU~�¬ ¨býUÐ X�öŽ r¼ f —œ cÆœ—«b� 3d²5« 

 ‰U¦�≤∂∫� rO¼«ušÅv� I lÐUð 3d²5« ◊U

  
h(x) =

sin x
2 + cosx

 ÈË— «— RÆrOM sOOFð 

∫r¹—«œ

′h (x) =
2cosx + 1

(2 + cosx)2

� ËI ◊U?

  
x = 2kπ ±

2π
3

� I v?�«d×Ð ◊Uh—œ t? «— l?ÐU?ð —U?²$— ‰Ëbł “« vA{Ð ÆbM¼œÅv� qOJAð «— 

 ÈÅÁ“UÐ[ − π , π ] <ÆbOMÅv� Áb¼UA� œ—«œ —«d

x − π − 2 π
3

2 π
3

π

′h − 0 + 0 −

h

 Ëh —œ 

  
−

2π
3

 —œ Ë v³5� rLOMO� 

  
2π
3

 ÊœuÐ »ËUM²� qOFœ tÐ Ë œ—«œ v³5� rLO5U� ht XHÖ Ê«uðÅv� 

� —œI ◊U

  
2kπ −

2π
3

�—œ Ë v?³5� rLOMO� I ◊U

  
2kπ +

2π
3

 œ—«œ v?³5� rLO5U� (k ∈ Z) ÆhÈ«—«œ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥¥

KD� rLOMO�o 

  

− 3
3

≈ − 0/ 58KD� rLO5U� Ë o 

  

3
3

≈ 0/ 58 ÆXÝ« ®©ø«dÇ

 ‰U¦�≤∑∫ lÐUð  È«dÐ f(x) = 3x5 − 5x 3
 ¨′f (x) =15x4 − 15x2

� fÄ ÆI ◊U  − 1 ¨∞ ¨Å±

�IlÐUð —U²$— ‰Ëbł “« vA{Ð Æb�«Åv�«d×Ð ◊Uf ÆXÝ« d¹“  —uK tÐ 

x − 1 0 1

′f + 0 − 0 − 0 +
f

� œu?ýÅv?� Áb¼UA� t —uÞÅÊUL¼I ÈÅtD  − 1� I� ¨v?³?5� rLO5U� ÈÅtDI ÈÅt?D±� Ir?LOMO� ÈÅtD

� Ë v³5�I ÈÅtD∞� t s¹« UÐ I lÐUð v�«d×Ð ÈÅtDf� vFË XÝ« IÆX5O� v³5� 3d²5« ÈÅtD

«u?� “« všdÐ —œ<²?A?� X?�ö?Ž sOOFð lo? <� “« b?FÐ Ë q³I?¨X?5?O?� È«ÅÁœU?Ý —U v�«d×Ð ÈÅtD

<²A� “« t «— Èd~¹œ —«eÐ« d¹“ ÈÅtOCo� Ÿu� v¹UÝUMý XNł ̈ œdOÖÅv� pL lÐUð ÂËœ I3d²5« ÈÅtD

 U� —UO²š« —œ<Æb¼œÅv� —«d

 ÈÅtOC�π∫©ÂËœ o²A� Êu�“¬®  dÖ« c� I lÐUð v�«d×Ð ÈÅtDf Ë ′′f (c)Ë býUÐ œułu� 

 ©nF«  ′′f (c) > 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨f —œ cÆœ—«œ v³5� rLOMO� 

©»   ′′f (c) < 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨f —œ cÆœ—«œ v³5� rLO5U� 

∫t²J t v²FUŠ —œ   ′′f (c) =0ÆXÝ« t−O²�ÅvÐ Êu�“¬ ¨

 ‰U¦�≤∏∫ lÐUð È«dÐ 

  
h(x) =

sin x
2 + cosx

     ¨

  
′′h (x) =

2sin x(cosx − 1)

(2 + cosx)2
Ë 

 

  
′′h (2kπ −

2π
3

) = − 0/ 77    ¨

  
′′h (2kπ +

2π
3

) = − 0/ 77

 fÄh� —œ I ◊U

  
2kπ −

2π
3

� —œ Ë v³5� rLOMO� I ◊U

  
2kπ +

2π
3

Æœ—«œ v³5� rLO5U� 

 ‰U¦�≤π∫ lÐUð v³5� ÈU¼Å3d²5« œ—u� —œ Å

  
g(x) =

2
2

x − sin x ÈË— R% IOoÆrOMÅv� 

r¹—«œ

  
′g (x) =

2
2

− cosx Ë ′′g (x) = sin xÆ

�I????? ◊U?????

  
(k ∈ Z)x = 2kπ ±

π
4

� I???? l?????ÐU?????ð v?????�«d?????×?????Ð ◊U???? g Ë b?????�«′′g (2kπ + π
4

) = 2
2

Ë 

  
′′g (2kπ −

π
4

) = −
2

2
 f?Ä g� —œ I ◊U?

  
2kπ +

π
4

 —œ Ë v?³?5?� r?L?OMO� È«—«œ 

  
2kπ −

π
4

È«—«œ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥µ

 ÆXÝ« v³5� rLO5U�g —œ RKD� rLO5U� È«—«œ oKD� rLOMO� Ë oÆbOM tłuð d¹“ qJý tÐ ÆX5O� 

y

x

 ‰U¦�≥∞∫²A� o� —œ d¹“ ÈU¼ÅlÐUð ÈÅtL¼ ÂËœ I ÈÅtD  c =0ÆXÝ« dHK dÐ«dÐ 

 ©nF«  f(x) = − x4

 ©»  g(x) = x2 + cos2 x

 ©Ã  h(x) = tan − 1 x

�—œI d?HK ÈÅtDf ¨v?³5� rLO5U� È«—«œ g Ë X?Ý« v³5� rLOMO� È«—«œ hv?³5� rLO5U� t� 

©ø«dÇ® v³5� rLOMO� t� Ë œ—«œ

 ‰U¦�≥±∫ÈÅtDÐ«— UÐ Ábý »UðdÄ pýu� p¹ ŸUHð—« dÖ« 

  t ≥ 0        s = f(t) = − t 3 + 96t2 + 195t + 5

Ç pýu� ŸUHð—« d¦«bŠ ¨œuý h{A� tO�UŁ —œ d²�IøXÝ« —b

  «d?OOGð ÈÅtM�«œ t œd ÷d$ Ê«uðÅv�t ÈÅÁ“UÐ ,T]ÅÅ∞ [  p?¹ È«dÐ   T > 07$U¹ È«dÐ ÆXÝ« 

 rLO5U�f∫r¹—«œ ¨

′f (t) = − 3t2 + 192t + 195

  = − 3(t − 65)(t + 1)

 ÈÅtFœUF� ÈU¼ÅtA¹— t  ′f (t) =0 “« bMð—U³Ž   t = − 1 ® dE�œ—u� ÈÅÁ“UÐ —œ t< Ë ©œ—«b� —«d  t = 65Æ

 t³ÝU×� UÐ  ′′f (65) = − 198 t rOÝ— v� t−O²� s¹« tÐ f —œ   t = 65� Ë œ—«œ rLO5U� IdÐ«dÐ Ê¬ —«b

±¥≥∂µµ t XÝ« d²� ∂µœ® Æb¹¬Åv� XÝœ tÐ pOKý “« fÄ tO�UŁ < t bOM Xf È«dÐ   t > 65vFËe� 

Æ©XÝ«

 ‰U¦�≥≤∫Ý ÊËb?Ð —U³�« p¹ 7šUÝ È«dÐ It?Ð q?J?ý lÐd� vMO�“ —œ t�«u²Ý« p¹ qJý tÐ n



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥∂

 lK{∂∞ dÐ«dÐ n lÐd�d²� d¼ XšUÝ ÈÅtM¹e¼ ¨d²� ¥µ—«u¹œ lÐd�d²� d¼ XšUÝ ÈÅtM¹e¼ Ë ÊU�uð—«e¼ 

 dÐ«dÐ±≥µ d?Ð«d?Ð vL−Š —U³�« s¹« rO¼«ušÅv� ÆXÝ« ÊU�uð —«e¼   1125 π ≈ 3534t?²ý«œ VFJ�d²� 

 ŸUFý ¨býUÐ<Ç t�«u²Ý« s¹« ŸUHð—« Ë ÁbŽUIørOýUÐ t²ý«œ «— XšUÝ ÈÅtM¹e¼ s¹d²L Uð býUÐ —b

 dÖ«r ŸUFý < Ë Áb?ŽUh `?DÝ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t�«u²Ý« ŸUHð—« < d?Ð«dÐ ÁbŽU  π r2
Ê¬ v³�Uł `DÝ Ë 

 dÐ«dÐ  2π rhUÐ XÝ« dÐ«dÐ t�«u²Ý« s¹« r−Š ÆXÝ« 

  π r2h =1125 π

 vð—U³Ž tÐ U¹

  
h =

1125

r2
UÐ XÝ« dÐ«dÐ —U³�« s¹« XšUÝ ÈÅtM¹e¼ v$dÞ “« Æ

  
C(r) = 45 π r2 + 135( 2π r(

1125

r2
) )

  
= 45 π r2 + 303750

π
r

  ‰U¦�—œ t bOM tłuð ÆÊU�uð—«e¼µ ¡«“« tÐ lÐUð s¹« t r¹œ«œ ÊUA�   r =15� It «— œuš rLOMO� —«b

ðIU³¹dÎ dÐ«dÐ   30375 π ≈ 95426ÆXý«œ b¼«uš XÝ« ÊU�uð —«e¼ 

ين�هاتمر

±�  U?B?²?{?� Ë d¹“ lÐ«uð —U²$— ‰Ëbł ‡‡I? —u?K —œ® «—U?¼ÅÊ¬ v?³?5?� r?LOMO� Ë rLO5U� ◊U

ÆbOM sOOFð ©œułË

 ©nF«  y = 2x 3 − 9x2 + 12x + 1 ©»  y = x2 (x + 2)3

 ©Ã

  
y =

x
2x − 1

 ©œ

  
y = x +

1
x

≤ È«dÐ bOM XÐUŁ ‡‡  0 < x < π ¨

  
x −

x 3

6
< sin xÆ

≥‡‡ łbË‰ —$²U— ðu«Ðl “¹d Ë �IU◊ �U5OLr Ë �OMOLr �5³v ¬ÊÅ¼U —« ®œ— Ku—  Ëłuœ© ðFOOs MObÆ

 ©nF«  y = (x − 1)x
2
3

 ©»

  
y = x2 − 2x

¥� Ë  «dOOGð XNł ‡‡Is?O?OFð »ËUMð ÈÅÁ—Ëœ p¹ —œ «— d¹“ lÐ«uð v³5� rLOMO� Ë rLO5U� ◊U

ÆbOM

 ©nF«y = 2sin x + cos2x ©»y = tan x + cot x

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥∑

µV?5?Šd?Ð »U?5?Š s?O?ýU� vŽu� ÈÅÁbMM bOFuð ÈÅt�Uš—U p¹ ÈÅt�«“Ë— jÝu²� ÈÅtM¹e¼ ‡‡ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨ÊU�uð

  x > 0        

  
A(x) =0/0001x2 − 0/08x + 40 +

5000
x

 Ê¬ —œ tx% ÆXÝ« “Ë— —œ Ábý bOFuð »U5Š sOýU� œ«bFð IOo t�«“Ë— bOFuð dÖ« t bOM µ∞∞œbŽ 

ÆœuýÅv� rLOMO� jÝu²� tM¹e¼ ¨býUÐ

µ ‡‡ µnDŽ ÈÅtDI ¨dFIð XNł ‡‡ 

ÆbOM tłuð d¹“ ÈU¼ÅqJý tÐ

y

x

y

x

 ÈÅÁ“UÐ ÈË— lÐUð Ëœ d¼ tÇdÖ(a,b)ð vJ¹ —œ vFË b�«ÅÈœuFK I—«œu/ ©ÈœuÖ U¹ vÖbOLš® dF

ÆXÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— Èd~¹œ —œ Ë ôUÐ tÐ Ë—

∫n¹dFð dÖ« ′f “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ið XNł bM¹uÖ ¨býUÐ bO« ÈœuFK I —«œu/ dFf ÈË— IË— 

 dÖ« Ë XÝôUÐ tÐ′f “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ið XNł bM¹uÖ ¨býUÐ bO« vFËe� I —«œu/ dFf ÈË— IsO¹UÄ tÐ Ë— 

ÆXÝ«

∫t²J ÈÅÁ“UÐ ÈË— t œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� Ið X?Nł ¨IdÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« ôUÐ tÐ Ë— —«œu/ dF

«Ë Ê¬ d¹“ —œ —«œu/ dÐ ”U2 ◊uDš< ÈÅÁ“UÐ ÈË— sOMâL¼ Æb�uý lIð XNł IsO¹UÄ tÐ Ë— —«œu/ dF

«Ë —«œu/ ÈôUÐ —«œu/ dÐ ”U2 ◊uDš dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ«<Æb�uý l

 ‰U¦�≥≥∫ lÐUð —«œu/ —œ ©nF«   f(x) = x 3
ð XNł I ÈÅÁ“UÐ ÈË— dF  (0, ∞ )«d¹“ XÝôUÐ tÐ Ë— 

 Á“UÐ s¹« —œ  ′f (x) = 3x2
ð XNł eO� Ë XÝ« ÈœuFK I ÈÅÁ“UÐ ÈË— dF  ( − ∞ ,0)«d¹“ XÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— 

′fÆXÝ« vFËe� Á“UÐ s¹« —œ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥∏

 —œ< ÊœuÐ vFËe� Ë ÈœuFK d¹“ ÈÅtOC′f²A� pL UÐ oÆXÝ« Ábý v¹UÝUMý Ê¬ 

 ÈÅtOC�±∞∫ dÖ« ©nF« ′′f “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ið XNł ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ X³¦� Á—«uL¼ Ë œułu� IdF

 —«œu/fÆXÝôUÐ tÐ Ë— Á“UÐ s¹« ÈË— 

 dÖ« ©»′′f “UÐ ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ið XNł ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ vHM� Á—«uL¼ Ë œułu� I —«œu/ dFfs¹« ÈË— 

ÆXÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— Á“UÐ

 ‰U?¦�≥¥∫ l?ÐU?ð È«dÐ   h(x) = x
1
3

 d?Ö« ¨  x ≠ 0 ¨

  
′h (x) =

1
3

x
−

2
3

 Ë 

  
′′h (x) = −

2
9

x
−

5
3

Ë 

 ÊuÇ′′h ÈÅÁ“U?Ð ÈË—   ( − ∞ ,0)ð X?Nł ¨XÝ« X³¦� IÊu?Ç Ë X?ÝôU?Ð tÐ Ë— Á“UÐ s¹« —œ —«œu/ dF

 ÈÅÁ“UÐ ÈË—  (0, ∞ )ð XNł XÝ« vHM� IÆXÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— ÈÅÁ“UÐ s¹« —œ —«œu/ dF

 t bOM tłuð′h —œ ∞ÆXÝ« ÁbA� n¹dFð 

∫n¹dFðð XNł dÖ« I —«œu/ dFf —œ c —«œu/ Ë bM dOOGð ¨f —œ (c,f(c))¨býUÐ t²ý«œ ”U2 

 ÁUÖÅÊ¬(c,f(c)) —«œu/ nDŽ ÈÅtDI� «— fÆbM�U�Åv� 

 rO¹u~Ð t s¹« ÈUł tÐ v¼UÖ(c,f(c))� I —«œu/ nDŽ ÈÅtDf rO¹uÖÅv� tKöš —uÞ tÐ XÝ« c

�I nDŽ ÈÅtDfÆXÝ« 

 ‰U¦�≥µ∫ð XNł I lÐUð dFf(x) = tan x ÈÅÁ“UÐ ÈË— 

  
(0,

π
2

) ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ë ôUÐ tÐ Ë— 

  
(
π
2

, π )

 t XHÖ Ê«uðÅv/ vFË XÝ« sO¹UÄ tÐ Ë—f —œ 

  
π
2

� I”U2 jš t X5O� t²ÝuOÄ «d¹“ œ—«œ nDŽ ÈÅtD

ÆbýUÐ t²ý«œ

∫t?²J� 7$U¹ È«dÐ I� X?Ý« v?$U lÐUð —«œu/ nDŽ ◊UI t vÞU′′fU?¹ œ—«b� œułË U¼ÅÊ¬ —œ 

X�öŽ Ë sOOFð «— XÝ« dHK dÐ«dÐ′′f «— <� s¹« “« bFÐ Ë q³I� s¹«—œ «— ”U2 jš œułË eO� Ë ◊UI◊U

y

x



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥π

Æœd vÝ—dÐ

 ‰U?¦�≥∂∫  t?²?ÝuOÄ lÐUð È«dÐ 

  
g(x) = x2 − 2xð X?N?ł t? œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� ¨I—«œu?/ dF

 ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË—  ( − ∞ ,0)  Ë   (2, ∞ ) ÈÅÁ“UÐ ÈË— Ë ôUÐ tÐ Ë—   (0,2)� —œ tÇdÖ ÆXÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— I◊U

  x =0 Ë   x = 2ð XNł I� s?¹« ¨”U?2 j?š œułË ÂbŽ qOFœ tÐ vFË t²$U¹ dOOGð —«œu/ dFI� ¨◊UI?◊U

ÆbM²5O� nDŽy

x2

 ‰U?¦?�≥∑∫ l?ÐU?ð È«dÐ h(x) = x
4
3

 ¨

  
′h (x) =

4
3

x
1
3

 È«d?Ð Ë   x ≠ 0 ¨

  
′′h (x) =

4
9

x
−

2
3

Ë Æ

 ÊuÇ′′h —œ ∞X�öŽ¨œ—«b� œułË ′′h fÄ¨b�«ÅX³¦� Ëœ d¼ t rOMÅv� vÝ—dÐ Ê¬ “« bFÐ Ë q³< «— 
∞

�I nDŽ ÈÅtDhÆX5O� 

µ‡‡ ∂—«œu/ rÝ— ‡‡ 

 lÐUð “« t vðUŽöÞ« pL UÐ f²A� ËolÐUð —«œu/ Ê«uðÅv� ¨b¹¬Åv� XÝœÅtÐ Ê¬ ÂËœ Ë ‰Ë« ÈU¼Å

œ UÐ «—<U²³5� XÎ∫“« bMð—U³Ž  UŽöÞ« s¹« ¨œd rÝ— vÐuš 

 n¹dFð ÈÅtM�«œ Å‡‡f

öð q×� ‡‡< UB²{� ÈU¼—u×� Ë —«œu/ v

 U¹¬ tJM¹« ‡‡føÂ«bJâO¼ U¹ œd$ U¹ XÝ« ÃË“ 

 »ËUMð ÈÅÁ—Ëœ ‡‡fÆÊœuÐ »ËUM²�  —uK—œ 

  t v¹U¼ÅÁ“UÐ ‡‡fÆXÝ« vFËe� U¹ ÈœuFK U¼ÅÊ¬ —œ 

� Å‡‡IÆœułË  —uK —œ v³5� ÈU¼Å3d²5« d¹œU



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ∞

ð XNł ‡‡I —«œu/ dFfÆnK²{� ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ 

� ‡‡I —«œu/ nDŽ ◊UfÆœułË  —uK —œ 

  lÐUð —U²$— Å‡‡f� È«dÐ I pÇu Ë ¯—eÐ —UO5Ð d¹œUxÆ“UO�  —uK —œ 

$« ÈU¼ÅV�U−� ‡‡IÆœułË  —uK —œ q¹U� Ë ÈœuLŽ ¨v

u$ œ—«u� “« všdÐ sOOFð XÝ« sJ2 t bOýUÐ t²ý«œ tłuð t²³F«‚ÆbýU³� d¹cÄÅÊUJ�« vÖœUÝ tÐ 

 ÈU?¼Å‰UÝ —œ<$ U?łÅs?¹« —œ ¨b?¹«ÅÁb?¹œ n?K?²?{?� lÐ«uð —«œu/ rÝ— “« ÈœbF²� ÈU¼Å‰U¦� q³Ij?

ÆrO¼œÅv� tz«—« «— ‰U¦� bMÇ È—Ë¬œU¹ XNł

 ‰U¦�≥∏∫ lÐUð —«œu/   f(x) = x4 − 2x 3
ÆrOMÅv� rÝ— «— 

œ«�Mt ðUÐl   R¨ �×q ðö<v /uœ«— f ÐU �×u— y œ— �³b√ Ë ÐU �×u— x Ðt łe �³b√ œ—   x = 2 «ÝXÆ

′f (x) = 4x 3 − 6x2 = 2x2 (2x − 3)

 È«d?Ð fÄ

  
x <

3
2

 È«d?Ð Ë v?FËe� lÐUð 

  
x >

3
2

� Ë X?Ý« Èœu?FK lÐUð I ÈÅt?D

  
x =

3
2

� IÈÅt?D

KD� Ë v³5� rLOMO�o fË ©ø«dÇ® XÝ« 

′′f (x) =12x2 − 12x =12x(x − 1)

 fÄ  ′′f (0) = ′′f (1) =0 È«dÐ Ë   x < 0 È«dÐ sOMâL¼ ¨  x > 1 ¨  ′′f > 0ð fÄ XÝ« I—«œu/ dF

 È«dÐ Ë XÝôUÐ tÐ Ë—  0 < x < 1 ¨  ′′f < 0ð fÄ ¨I� «c?F ÆXÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— —«œu/ dFI ◊U∞ Ë ±� I◊U

sOMâL¼ bM²5¼ —«œu/ nDŽ

lim
x → + ∞

f(x) = lim
x → − ∞

f(x) = + ∞

 —«œu/ Æœ—«b� r¼ v³�U−� t�uÖÅêO¼ lÐUðfÆbOMÅÅv� Áb¼UA� d¹“ qJý —œ «— 

1 20 3

2
3 4− 1− 2− 3− 4

− 1

27

16

_

1

2

x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ±

 ‰U¦�≥π∫ lÐUð —«œu/ 

  
h(x) =

x

1 + x2
ÆrOMÅv� rÝ— «— 

 ¨lÐUð ÈÅtM�«œRöð q×� Ë < UB²{� √b³� tÐ X³5� lÐUð Ë XÝ« √b³� —œ U¼—u×� UÐ —«œu/ v

²�I ÊuÇ XÝ« Ê—Uh( − x) = − h(x) —U²$— XÝ« v$U «cF ¨h —œ «—   [0, ∞ )—«œu/ fáÝ Ë vÝ—dÐ 

∫r¹—«œ ÆrOM q�U «— Ê¬

′h (x) =
1 − x2

(1 + x2 )2

ÐMUÐd«¹s �IDtÅÈ ± ̈�IDtÅÈ Ð×d«�v h «ÝX Ë ÇuÊ ′h —ËÈ ÐU“ÁÅÈ   (1, + ∞ ) �MHv «ÝX h œ— «¹s

ÐU“Á �eËFv Ë —ËÈ ÐU“ÁÅÈ   (0,1) KFuœÈ «ÝXÆ Äf h œ—   x =1 œ«—«È �U5OLr �5³v «ÝXÆ ¼LâMOs

  
′′h (x) =

2x(x2 − 3)

(1 + x2 )3

� fÄI —«œu/ t vÞUh� U¼ÅÊ¬ —œ b�«uðÅv� I� “« bMð—U³Ž býUÐ t²ý«œ nDŽ ÈÅtDI ◊U  x =0Ë 

  x = ± 3 UNMð t Æ  3 ÈÅÁ“UÐ —œ   (0, ∞ ) < X�öŽ Æœ—«œ —«d′′hÁ«dL¼ tÐ d¹“ ‰Ëbł —œ Ê«uðÅv� «— 

u$  UŽöÞ« d¹UÝ‚Æœd Áb¼UA� 

x 0 1 3 3

′h + 0 − −

′ ′h 0 − − 0 +

h 0
1

2 4

3

�I? ÈÅt?D?  3� I ÈÅÁ“U?Ð —œ l?ÐU?ð n?D?Ž ÈÅt?D  (0, ∞ )

 s??O?M?â?L?¼ ÆX?Ý«  limx → ∞ h(x) =0 f??Ä ¨  y =0

$« V?�U−�I? —«œu?/ vh —«œu?/ ÆXÝ« hÁb?¼UA� «— 

ÆbOMÅv�

x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ≤

� t bOM tłuðI ◊U  − 3 ̈ Å  3 Ë ∞� I� Ë nDŽ ◊UI ÈÅtD±� IKD� rLO5U� ÈÅtDo� Ë IÈÅtD

  − 1� IKD� rLOMO� ÈÅtDo h©ø«dÇ® ÆbM²5¼ 

 ‰U¦�¥∞∫ lÐUð —«œu/ 

  
k(x) =1 +

1

x2 − 2x
ÆrOMÅv� rÝ— «— 

 l?ÐUð s¹« ÈÅtM�«œ
    R = − 0,2{ }öð q×� Ë XÝ« < —u?×� UÐ —«œu/ vx�—œ ¨I ‰u?Þ tÐ È«ÅtD±ÆXÝ« 

∫r¹—«œ

′k (x) =
2 − 2x

(x2 − 2x)2

 Ë  ′k (x) =0 b¼œÅv� t−O²�   x =1� fÄ ¨I ÈÅtD±� I v�«d×Ð ÈÅtDksOMâL¼ ÆXÝ« 

  
′′k (x) =

2(3x2 − 6x + 4)

(x2 − 2x)3

 Ë  ′′k (x) ≠ 0 lÐUð —U²$— ‰Ëbł “« vA{Ð Æk∫bOMÅv� Áb¼UA� «— 

x − 1 0 1 2 3

′k + + 0 − −

′′k + − − +

k 2

3

4

3
0

eO� Ëlim
x → − ∞

k(x) = lim
x → + ∞

k(x) =1

 jš fÄ  y =1$« V�U−� I —«œu/ vkÊuÇ Ë XÝ« 

lim
x → 0−

k(x) = lim
x → 2 +

k(x) = + ∞

  
lim

x → 0+
k(x) = lim

x → 2 −
k(x) = − ∞

0 1 32

 t bOM tłuðk —œ   x =1ÆXÝ« v³5� rLO5U� È«—«œ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ≥

 ‰U¦�¥±∫ lÐUð —«œu/ 

  
f(x) =

x2 − 1

x 3
ÆrOMÅv� rÝ— «— 

 l??ÐU??ð t??M?�«œ    R − {0} —u??×??� Ê¬ —«œu?/ Ë x —œ «—   x =1 Ë   x = − 1 <Êu??Ç Æb??M??Åv??� l?D?

  
lim

x → + ∞
f(x) =0 ® U¹

  
lim

x → − ∞
f(x) =0© jš ¨  y =0$« V�U−� I vf ÊuÇ Ë XÝ« 

  
lim

x → 0+
f(x) = − ∞

 U¹®

  
lim

x → 0−
f(x) = + ∞© jš ¨  x =0 V�U−� <²A� ÆXÝ« rzUo ¨lÐUð 

  
′f (x) =

− x4 + 3x2

x6
È«—«œ ¨

 ÈU¼ÅtA¹—  3 Ë   − 3²A� Ë XÝ« o ¨lÐUð ÂËœ 

  
′′f (x) =

2x2 − 12

x5
 ÈU¼ÅtA¹— t   6 Ë   − 6

œ® ∫“« bMð—U³Ž lÐUð s¹« —«œu/ Ë —U²$— ‰Ëbł Æœ—«œ< bOM Xf√b³� tÐ X³5� Ê¬ —«œu/ «cF Ë œd$ vFÐUð 

  UB²{�<Æ©XÝ« tM¹d

  

 x − 6 − 3      0 3 6        

 ′f − 0 +   + 0 −        

 ′′f − 0 + − 0       +

f
− 5 6

36
− 2 3

9
 

− 2 3
9

5 6
36

       

− 1

3−6−
1 3 6

x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ¥

 ‰U¦�¥≤∫ lÐUð —«œu/ Å  f(x) = x + x2 − 1∫rOMÅv� rÝ— «— 

 tM�«œf tŽuL−� ( − ∞ , − 1)U[1, + ∞ )ÊuÇ XÝ« 

  

lim
x → − ∞

(x + x2 − 1) = lim
x → − ∞

1

x − x2 − 1
=0

 jš fÄ  y =0$« V�U−� I lÐUð —«œu/ vf ÊuÇ ÆXÝ« lim
x → + ∞

f(x) = ∞b�«uðÅv� lÐUð s¹«dÐUMÐ ̈

¨býUÐ t²ý«œ q¹U� V�U−�

  
a = lim

x → + ∞

f(x)
x

= lim
x → ∞

x + x2 − 1
x

= 2

Ë

b = lim
x → + ∞

(f(x) − ax) = lim
x → + ∞

( x2 − 1 − x) =0

 jš t−O²� —œ Ë  y = 2x q¹U� V�U−� fÆXÝ« 

²A�o ¨lÐUð ′f (x) =1 +
x

x2 − 1
=

x2 − 1 + x

x2 − 1
Æb�—«œ tA¹— 

∫“« bMð—U³Ž lÐUð —«œu/ Ë —U²$— ‰Ëbł

x − 1 1

′f − +
f − 1 1

1

1

2

2 3

1_2_3_

1_

2_

3_

x

y

 ‰U¦�¥≥∫ lÐUð —«œu/ g(x) = x − cosxÆrOMÅv� rÝ— «— 

l?ÐU?ð s¹« ÈÅtM�«œ   R —u?×� ¨—«œu/ Ë XÝ«y� —œ «— I? ÷d?Ž tÐ È«ÅtD  − 1 —u?×� Ë x—œ «— 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µµ

�I ‰uÞ tÐ È«ÅtDc ¨

  
0 < c <

π
2

 < ÆbMÅv� lD®ÊuÇ Æ©ø«dÇ

  ′g (x) =1 + sin x

 È«dÐ Ë  x ∈ R ̈  ′g ≥ 0 ̈g� Ë XÝ« ÈœuFK vFÐUð I ÈÅtDcöð q×� UNMð < —u×� UÐ —«œu/ vxÆXÝ« 

  
x = 2kπ +

3 π
2

,(k ∈ Z)� I?? v??�«d??×?Ð ◊U?gs??O??M??â??L??¼ Æb??M??²??5??O?� 3d?²?5?« p?O?â?O?¼ v?FË b?�«

′′g (x) = cosx Ë Æ′′g ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— 

  
(2kπ −

π
2

,2kπ +
π
2

)ð Ë X?³¦� IXÝôUÐ tÐ Ë— —«œu/ dF

Ë′′g ÈU¼ÅÁ“UÐ ÈË— 

  
(2kπ +

π
2

,2kπ +
3 π
2

)ð Ë vHM� IÈ«dÐ t−O²� —œ Ë ÆXÝ« sO¹UÄ tÐ Ë— —«œu/ dF

 d¼  k ∈ Z� ̈I ÈÅtD

  
kπ +

π
2

� I ÆXÝ« —«œu/ nDŽ ÈÅtD® sOMâL¼ ©ø«dÇlimx → + ∞ g(x) = + ∞¨

limx → − ∞ g(x) = − ∞ Ë gt?? b??¹œ Ê«u??ðÅv??� s??O??M??â??L??¼ ÆX??5??O??� v??³??�U?−?� t?�u?ÖÅê?O?¼ È«—«œ 

g(x + 2π ) = g(x) + 2πö?¦?� X?Ý« v$U fÄ ¨Î g ÈÅÁ“UÐ —œ «—   [0,2π ] t?Ð f?áÝ Ë Áœd rÝ—   R

 —«œu/ ÆrO¼œ ‘d²5ÖgÐUD� oÆXÝ« qJý 

y

x

ين�هاتمر

±ð X?Nł ‡‡I� e?O?� Ë n?K²{� ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ dFIs?O?O?F?ð œułË  —uK —œ «— d¹“ lÐ«uð nDŽ ◊U

ÆbOM

 ©nF«

  
f(x) =

4

x2 + 3
 ©»f(x) =

2(x + 1)

(x − 2)2

≤ ‡‡a Ë b t bOM sOOFð ÊUMÇ «—   A(1, 3)� I lÐUð —«œu/ nDŽ ÈÅtD

  
f(x) =

ax + b

x2 + 1
ÆbýUÐ 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ∂

≥ÆbOM rÝ— «— d¹“ lÐ«uð —«œu/ Ë —U²$— ‰Ëbł ‡‡

 ©nF«  f(x) = x 3 − 3x2
 ©»

  
f(x) =

x2

x2 + 1

 ©Ã

  
f(x) =

2x2

x2 − 8x + 12

¥ ÈÅÁ“UÐ —œ «— d¹“ lÐ«uð —«œu/ Ë —U²$— ‰Ëbł ‡‡  [0,2π ]ÆbOM rÝ— 

 ©nF«f(x) = sin x − cosx ©»

  
f(x) =

1
sin x + cosx

µÆbOM rÝ— «— d¹“ lÐ«uð —«œu/ Ë —U²$— ‰Ëbł ‡‡ 

 ©nF«  f(x) = 2x 4 − x2
 ©»

  

f(x) =
x

x2 + 2

∂� Å‡‡ I lÐUð —«œu/ nDŽ ◊U  f(x) = x2 + 2 2(sin x + cosx) ÈÅÁ“UÐ —œ «—   [0,2π ]sOOFð 

ÆbOM

µ‡‡ ∑‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU� ‡‡
±

 ÊUOÐ ÂU~M¼<bŠ ÈU¼ÅtOC
Ò

 Ã—Uš < lÐUð Ëœ XL5f Ë g d5 Ãd{� Ë  —uK bŠ t v²FUŠ 

f
g

 dOE� vKUš ÈU¼ÅXFUŠ —œ d~� ̈ b�uýÅv� dHK Ëœd¼

sin x
x

 Ë 

  
1 − cosx

x
 vÝ—dÐ œ—u� ̈<ÆbM²$d~� —«d

 s¹« —œ< tÐ Ær¹“«œdÄÅv� tÐUA� œ—«u� d¹UÝ Ë XFUŠ s¹« tÐ XL5<ÆbOM tłuð d¹“ ÈÅtOC

 ÈÅtOC�±±∫® < lÐ«uð dÖ« ©‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽUf Ë g ÈÅÁ“UÐ ÈË— I = (a, b)²A� o Ë d¹cÄÅ′g—œ 

� d?¼I t?D?I ¨b?ýU?Ð d?H?K n?FU{�   limx → a + f(x) = lim
x → a + g(x) =0 ¨lim

x → a +
′f (x)
′g (x)

= L

 ÁUÖÅÊ¬lim
x → a +

f(x)
g(x)

= LÆ

 ÈÅt²J±∫UŠöDK« «— XFUŠ s¹« ÅÎ ÊUOÐ “« ·b¼ Ë bM�U�Åv� rN³�  —uK p¹ <‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU

� 7$U¹I«Ë —«b< vFlim
x → a +

f(x)
g(x)

 “« ÁœUH²Ý« UÐ 
′f (x)
′g (x)

� 7$U¹ ÆXÝ« I«Ë —«b<«— rN³�  —uK vF

ÆbM�U�Åv� ÂUNÐ« l$—

±ÆXÝ« Ábý Z¹«— Ë kHKð ¨t²ýu� ‰U²OÄu¼ ÁU³²ý« tÐ vÝ—U$ —œ ¨Ê«bO{U¹— ¨‰U²OÄuF ‡‡



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ∑

± ·Ëc×� v~¹U5L¼ XFUŠ s¹« —œ ‡‡ aÆœuýÅv� t²$dÖ dE� —œ 

 ÈÅt?²J≤∫ V?ÝU?M� ÈÅÁ“UÐ »U{²�« UÐ I —œ < ÈÅt?OC±± ¨lim
x → a +“« p?¹d?¼ UÐ Ê«uðÅv� «— 

lim
x → a − ¨limx → a ¨  limx → − ∞

1
 U¹ Ë limx → − ∞Æœd s¹e~¹Uł 

 ‰U¦�¥¥∫� ÈÅt³ÝU×� I —«b

  
lim

x → 0+
sin x

x
ÆXÝ« dE�œ—u� 

 rOMÅv� Áb¼UA�  limx → 0+ x = lim
x → 0+ sin x =0 j¹«dý Æ<dÐ tOC<∫r¹—«œ ÊuÇ Ë XÝ« —«d

lim
x → 0+

cosx
1

2 x

= lim
x → 0+

2 x cosx =0

 fÄ

  
lim

x → 0+
sin x

x
=0Æ

 ‰U¦�¥µ∫� I? —«b

  
lim

x →
π
4

2 cosx − 1

1 − tan2 x
d?Ð qOFœ tÐ eO� «— < j?¹«dý È—«d<U?Ð Ê«uðÅv� tOC

<∫œd »U5Š ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU

lim
x → x

4

− 2 sin x
− 2tan x(1 + tan2 x)

= 1
4

� fÄIbŠ —«bÒ dÐ«dÐ eO� dE� œ—u� 

  
1
4

ÆXÝ« 

 ‰U¦�¥∂∫ —«bI� s²$U¹ È«dÐ dÖ« 

  
limx → 0

tan x
1 + x

 r?O¼«uš ¨rOM ÁœUH²Ý« ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU< “«

∫Xý«œ

  

  
lim
x → 0

1 + tan2 x

1
=1

¨XÝ« t²ÝuOÄ vFÐUð dHK v~¹U5L¼ —œ tFFUD� œ—u� d5 t t²J� s¹« “« ÁœUH²Ý« UÐ t vFUŠ—œ

  
limx → 0

tan x
1 + x

=0ÆbO¼œ `O{uð «— ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU< “« XÝ—œU� ÈdOÖÅt−O²� XKŽ Æ

 ‰U¦�¥∑∫ —«bI� 

  

limx → ∞
x

− 4
3

sin
1
x

ÆrOMÅv� »U5Š «— 

  
limx → ∞  x

− 4
3 = limx → ∞  sin(

1
x

) =0 ÈÅÁ“UÐ ÈË— lÐUð Ëœ d¼ Ë ¨  (1, ∞ )Ë b�d¹cÄÅo²A� ¨



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ∏

  

lim
x → ∞

−
4

3
x

−
7

3

( −
1

x2 )cos
1

x

= lim
x → ∞

4

3

x
−

1

3

cos
1

x

=0

 ÈÅt?²J�≥∫ ‰U?²?OÄu¼ ÈÅÁbŽU� —œ dÖ« lim
x → a +  

′f (x)
′g (x)

= ± ∞t?−?O?²?� Ê«uðÅv� r¼ “UÐ býUÐ 

t# X%dÖ

lim
x → a +

f(x)

g(x)
= ± ∞

 ‰U¦�¥∏∫ d¹œUI� 

  
lim

x → 0−

tan x

x2 Ë 

  
lim

x → 0+

tan x

x2ÆrOM#Åv� »U,Š «— 

 t# œuýÅv� Áb¼UA�

  
lim
x → 0

 tan x = lim
x → 0

 x2 =0ÊuÇ Ë 

  
lim

x → 0+

1 + tan2 x

2x
= + ∞ Ë 

  
lim

x → 0−

1 + tan2 x

2x
= − ∞

 fÄ

  
lim

x → 0+

tan x

x2 = + ∞ Ë 

  
lim

x → 0−

tan x

x2 = − ∞Æ 

 ÈÅt²J�¥∫‰U¦� tÐ ̈ œuý ÁœUH²Ý« ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU� “« —UÐ p¹ “« gOÐ t# býUÐ Â“ô XÝ« sJL� 

ÆbOM# tłuð d¹“

 ‰U¦�¥π∫ —«bI� 

  
lim
x → 0

cosx2 − 1

x4ÆrOM#Åv� »U,Š «— 

œuýÅv� Áb¼UA�

lim
x → 0

(cosx2 − 1) = lim
x → 0

x4 =0

Ë

  
lim
x → 0

− 2xsin x2

4x3 = lim
x → 0

−
1

2

sin x2

x2

«œb−� Ê«uðÅv�Î∫œd# ÁœUH²Ý« ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU� “« 

  
−

1

2
lim
x → 0

2x cosx2

2x
= −

1

2
lim
x → 0

cosx2 = −
1

2

 dE�œ—u� bŠ —«bI� fÄ

  
−

1

2
ÆXÝ«  



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µπ

d~¹œ rN³� ÈU¼Å —u�

ÅÅ¨lÐUð ËœÅXL,� Ã—UšbŠÅÈÅt³ÝU×�ÅÂU~M¼
f

g
 tÐ lÐUð Ëœ XÝ« sJL� ¨Å+ ∞ U¹ − ∞ÆbMM# qO� 

 ÈÅt?O?C?� tÐUA� È«ÅtOC� ÊUOÐ UÐ Ê«uðÅv� eO� UłÅs¹« —œ ÆXÝ« rN³� —uK “« vJ¹ r¼ s¹«±±s¹« “« ¨

 bŠ ÈÅt³ÝU×� ÂU~M¼ XÝ« sJL� sOMÇÅr¼ Æœd# ÂUNÐ« l%— eO� XLUŠfg lÐUð Ëœ »d{ÅqKUŠ ¨ f Ë g

«— Ê¬ Ê«uðÅv� Ë XÝ« rN³� —uK “« d~¹œ vJ¹ r¼ s¹« t# bM# qO� dHK tÐ Èd~¹œ Ë œuý Ê«d#ÅvÐ vJ¹

∫bOM# tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦� tÐ Æœuý q¹b³ð vK³� XLUŠ Ëœ “« vJ¹ tÐ t# Xýu� vð—uK tÐ

 ‰U¦�µ∞∫—«bI� 

  
lim
x → ∞

x + x

2x + 1

 UłÅs¹« —œlimx → ∞ (2x + 1) = + ∞ Ë limx → ∞ (x + x ) = + ∞∫Xýu� Ê«uðÅv� fÄ 

lim
x → ∞

1 +
1

2 x
2

=
1

2
 dÐ«dÐ dE�œ—u�  —U³Ž bŠ vMF¹

  

1

2
ÆXÝ« 

 ‰U?¦�µ±∫ —«b?I?� 

  
limx → ∞ xsin

1
x

 U?łÅs?¹« —œ Ær?O?M?#Åv?� t?³ÝU×� «— limx → ∞ x = ∞Ë 

  
limx → ∞ sin

1
x

=0fÄ ÆXÝ« 

  

lim
x → ∞

xsin
1

x
= lim

x → ∞

sin
1

x
1

x

ÊuÇ Ë

  

lim
x → ∞

−
1

x2 cos
1

x

−
1

x2

= lim
x → ∞

cos
1

x
=1

 dÐ«dÐ dE�œ—u�  —U³Ž bŠ±ÆXÝ« 

 ¨bŠ t³ÝU×� ÂU~M¼ XÝ« sJL� ÁdšôUÐf Ë g tÐ Ëœd¼ + ∞ ÆbMM# qO� f − grN³�  —uK 

∫bOM# tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ Æœd# ÂUNÐ« l%— «— Ê¬ Ê«uðÅv� vK³� —uK tÐ Ê¬ q¹b³ð UÐ t# XÝ« Èd~¹œ

 ‰U¦�µ≤∫ ÈÅt³ÝU×� È«dÐ 

  
lim

x → 0− (
1
x

− 1
cosx − 1

)∫r¹—«œ 

  
lim

x → 0−
(
1

x
−

1

cosx − 1
) = lim

x → 0−

cosx − 1 − x

x(cosx − 1)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂∞

‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU� “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë

  
lim

x → 0−

− sin x − 1

cosx − 1 − xsin x
= + ∞

µÅÅ‡‡ÅÅ∏UDš Ë È“UÝÅvDš ¨qO,�«dH¹œ ‡‡ÅÅ

 lÐUð dÖ« ¨r¹b¹œ dOOGð @M¼¬ Y×Ð —œy = f(x) ÈÅtDI� —œ aÆbýUÐ d¹cÄÅo²A� 

∆ y = f(a + 1) − f(a) ≈ ′f (a)

 lÐUð  «dOOGð È«dÐ v³¹dIð —«bI�f dOG²� —œ bŠ«Ë p¹ g¹«e%« È«“« tÐ xdJ% s¹« “« X,O� Â“ô ÆœuÐ 

dOOGð È«dÐ «— Ê¬ Ê«uðÅv� Ë œd# ÁœUH²Ý« b¼œÅv� ÈË— vA¹«e%« sOMÇ dOG²� —œ t# v�U~M¼ UNMð  v³¹dIð

 Ê«eO� tÐ∆ x È«dÐ vMF¹ Æœd# ÊUOÐ eO� ∆ x pÇu# 
∆ y

∆ x
 “« v³¹dIð «— ′f (a) U¹ Ë ′f (a) ∆ xv³¹dIð «— 

 “«∆ yÆbOM# tłuð d¹“ qJý tÐ ÆX%dÖ dE�—œ 

x

y

a a + ∆ x

H

′H

P

A

AH = ∆ y = f(a + ∆ x) − f(a)

 ÈÅtDI� Ë′H ‰uÞ tÐ È«ÅtDI� a + ∆ x —«œuL� dÐ ”UL� jš ÈË— f —œ P(a, f(a)) XÝ« ®s¹« tLœUF�

 jšy = f(a) + ′f (a)(x − a)XÝ« ©Ë 

H ′H = ′f (a) ∆ x

U³¹dIð t#Î dÐ«dÐ AH —«bI� ÆXÝ« ′f (a) ∆ x lÐUð qO,�«dH¹œ «— f ÈÅtDI� —œ ajš vM¹e~¹Uł qLŽ Ë 

 ÈU?łÅt?Ð ”UL�fU?ŠöDK« «— Î s?O?Ð t?KKU% Ë È“UÝÅvDš ∆ y Ë ′f (a) ∆ x v?MF¹ ¨A ′HÈU?Dš «— 

 Êœd# pÇu# UÐ ÆbM�U�Åv� È“UÝÅvDš∆ x∫r¹—«œ vK# XLUŠ —œ ÆbÐU¹Åv� g¼U# UDš s¹« —«bI� 

∫n¹dFð dÖ« y = f(x) ÈÅtDI� —œ x ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ d¹cÄÅo²A� ′f (x) ∆ x qO,�«dH¹œ «— fÊ¬ ÁbO�U� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂±

 UÐ «—df U¹® dyÆbM¼œÅv� ÊUA� © 

df = ′f (x) ∆ x

∫t²J� ÈÅÁb?ý Áœ«œ lÐUð p¹ È«dÐ f —«bI� ¨ df X?OL# Ëœ d¼ tÐ x Ë ∆ xÈ«dÐ Æœ—«œ v~²,Ð 

¨t�uL�

  d(x2) = 2x∆ x

  d(x) =1 × ∆ x = ∆ x

Xýu� Ê«uðÅv� qOLœ sOL¼ tÐ Ë

df = ′f (x)dx

U¹ Ë

dy

dx
= ′f (x)

 ‰U?¦?�µ≥∫ l??ÐU?ð   y = f(x) = x2 + 2x + 3 ÈÅt?D?I?� —œ «—   x =1Êu??Ç Ær?¹d?O?ÖÅv?� d?E?�—œ 

  ′f (1) = 4¨

   dy = df = 4dx

 È«dÐ ‰UŠ  dx =0/1 ¨   dy =0/ 4Ë 

  ∆ y = ((1/1)2 + 2(1/1) + 3) − (6) =0/ 41

 È«d?Ð  dx =0/1 U??Ð X??Ý« d??Ð«d?Ð U?D?š   ∆ y − dy = 0/ 41 − 0/ 4 =0/01 È«d?Ð Ë   dx = − 0/01¨

  dy = − 0/04Ë 

  ∆ y = ((0/ 99)2 + 2(0/ 99) + 3) − 6 = − 0/0399

 È«dÐ Ë  dx = − 0/01UÐ XÝ« dÐ«dÐ UDš 

  ∆ y − dy = − 0/0399 − ( − 0/04) =0/0001

 tÇd¼ bOM#Åv� Áb¼UA� t# —uÞÅÊUL¼dxU¹ œuýÅv� d²L# È“UÝÅvDš ÈUDš ¨œuý dðÅpÇu# 

 vð—U³Ž tÐdy “« Èd²NÐ V¹dIð ∆ y ÈÅt?DI� ·«dÞ« —œ lÐUð s¹e~¹Uł jš sOMÇÅr¼ ÆœuýÅv� ±dÐ«dÐ ¨

y = 6 + 4(x − 1) = 4x + 2ÆXÝ« 

 ‰U¦�µ¥∫ v³¹dIð —«bI� rO¼«ušÅv�   263
lÐUð ÆrOM# t³ÝU×� «— y = f(x) = x3

dE�—œ «— 

 ÈÅt??D??I??� —œ «— q??O??,??�«d??H??¹œ r??¹d??O??ÖÅv??�  x = 27 È«d??Ð Ë   dx = − 1Êu???Ç Ær??O??M??#Åv??� »U??,??Š 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂≤

  
′f (27) =

1

27
≈ 0/037 r¹—«œ   dy ≈ − 0/037 —«bI� Ë ∆ y∫“« XÝ«  —U³Ž tDI� s¹« —œ 

∆ y = f(26) − f(27) = 263 − 273 = 263 − 3

 V¹dIð “« t#∆ y ≈ dyœuýÅv� t−O²� 

  263 = 27 − 13 ≈ 3 − 0/037 = 2 / 963

 ÈÅt²J�±∫ t#Ås¹« tÐ tłuð UÐ 

dy

dx
= ′f (x) ¨

dy

dx
o²A� È«dÐ t# XÝ« v¹U¼œUL� “« d~¹œ vJ¹ 

 ÂËœ ÈÅt³ðd� o²A� sOMÇÅr¼ ÆœË—Åv� —U#ÅtÐ lÐUð p¹ ‰Ë«y vMF¹ ¨ 

d

dx
(
dy

dx
) œUL� UÐ «— 

  

d2y

dx2g¹UL� 

ÆbM¼œÅv�

 ÈÅt²J�≤∫∫œd# ÊUOÐ «— d¹“ Z¹U²� Ê«uðÅv� qO,�«dH¹œ Ë o²A� sOÐ p¹œe� ◊U³ð—« sOL¼ qOLœ tÐ 

 ÁUÖd¼f Ë g ÈÅtDI� —œ Èd¹cÄÅo²A� lÐ«uð x Ë bMýUÐ cÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ XÐUŁ ÈœbŽ 

  d(c) =0

  d(xn ) = nxn − 1dx

d(f + g) = df + dg

d(cf ) = cdf

d(fg) = gdf + fdg

  
d(

f

g
) =

1

g2 (gdf − fdg)     g(x) ≠ 0

  d(f n ) = nf n − 1df

 ÈÅt²J�≥∫  lÐUð dÖ« g ÈÅtDI� —œ x lÐUð Ë f ÈÅtDI� —œ g(x)ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ d¹cÄÅo²A� 

df(g) = ′f (g)dg

 ‰U¦�µµ∫ÆXÝ« Áb�¬ d¹“ —œ lÐUð bMÇ qO,�«dH¹œ 

  d(x2 + 1) = 2xdx

d(sin x) = cosxdx

  
d(Arc tan x) =

dx

1 + x2



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂≥

  
d(

tan x

x
) =

xsec2 x − tan x

x2 dx

  d(cosx2) = − 2xsin x2dx

ÆXÝ« d¹cÄÅo²A� lÐUð t# r¹dOÖÅv� dE�—œ v¹U¼ÅÁ“UÐ ÈË— «— lÐUð qO,�«dH¹œ t# b¹—«œ tłuð t²³L«

 ‰U¦�µ∂∫ v³¹dIð —«bI� rO¼«ušÅv� t# bOM# ÷d%     sin1o
 Ë     sin15o

ÆrOM# »U,Š «— 

 rO�«œÅv�  sin0=0 ÊuÇ Ë ± UÐ dÐ«dÐ tł—œ 

  

π
180

≈ 0/0175‰u�d% “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ XÝ« ÊU¹œ«— 

 È«dÐ qO,�«dH¹œy = sinx∫r¹—«œ 

dy = cos xdx

 ÈÅtDI� —œ Ë∞ ¨dy = dx È«d?Ð fÄ Æ   dx ≈ 0/0175 ¨  dy ≈ 0/0175 vMF¹ Æ    sin1o ≈ 0/0175

 v³¹dIð —«bI� ÈÅt³ÝU×� È«dÐ U�« ÆXÝ« vF�«Ë —«bI� dÐ«dÐ —UAŽ« r�— —UNÇ Uð —«bI� s¹« t#    sin15o
¨

 r?¹—«œ  dx ≈ 15 × 0/0175 ≈ 0/ 2625 t?−?O²� —œ Ë ¨    sin15o ≈ 0/ 2625—œ v?F?�«Ë —«b?I?� U?Ð t# 

 œËbŠ∞[∞∞¥Æœ—«œ ·ö²š« 

 ‰U¦�µ∑∫ ŸUFý t# «u¼ “« uKL� qJý ÈËd# pM#œUÐ ≤∞ ‰U¦�® d²�Åv²�UÝ ≥≥ qB% ¥œ—«œ ©

 dÖ« ¨XÝ« ÷ËdH�∞[≤øbý b¼«uš œU¹“ —bIÇ Ê¬ r−Š ¨œuý ÁœËe%« Ê¬ ŸUFý tÐ d²�Åv²�UÝ 

 Áb?ý ÊU?O?Ð V?LU?D?� tÐ tłuð UÐ  dv = 4π r2dr È«“« t?Ð Æ  r = 20 ¨  dr =0/ 2X?ý«œ r?O¼«uš 

  dv =1005 / 3U?³?¹dIð vMF¹ Î Ê«e?O� tÐ r−Š ±∞∞µ[≥ŸU?F?ý d?Ö« ÆœuýÅv� ÁœËe%« VFJ� d²�Åv²�UÝ 

 pM#œUÐ∞[≤ Ê«eO� tÐ r−Š ¨bÐU¹ g¼U# d²�Åv²�UÝ ±∞∞µ[≥ÆbÐU¹Åv� g¼U# VFJ� d²�Åv²�UÝ 

ين�هاتمر

±ÆbOM# »U,Š ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡

 ©nL«

  
lim
x → 0

x − sin x

x3 ©»

  
lim

x → 3 +

sin
π x

3
x2 − 5x + 6

 ©Ã

  
lim
x → 2

(x2 − 4) tan
π x

4

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂¥

≤ÁœUH²Ý« ‰U²OÄu¼ ÈÅÁbŽU� “« Ê«uðÅv� U¼ÅÊ¬ ÈÅt³ÝU×� È«dÐ U¹¬ ÆbOM# »U,Š «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡

øœd#

 ©nL«lim
x → 0

x2 sin
1

x
sin x

 ©»lim
x → ∞

x + sin x

x

≥Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ Ábý Áœ«œ ÈÅtDI� —œ «— d¹“ lÐ«uð “« p¹d¼ qO,�«dH¹œ ‡‡

 ©nL«

  
f(x) = −

1

2
x2 + 3x − 1 ÈÅtDI� —œ ¨  x =1

 ©»

  
f(x) = x +

2

x
 ÈÅtDI� —œ ¨  x = − 1

 ©Ãf(x) = 3x
7

3 − 2x
5

2
 ÈÅtDI� —œ ¨x = a

¥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ œ«bŽ« v³¹dIð —«bI� ‡‡

 ©nL«  10 ©»  99 / 7 ©Ã  81/ 64
 ©œ    sin29o

µ lÐUð È«dÐ ‡‡ÅÅÅy = f(x) = Arc tan x

 qO,�«dH¹œ ©nL«f ÈÅtDI� —œ «—   x =1ÆbOÐUOÐ 

 g¹«e%« v³¹dIð —«bI� ©»f t# v�U~M¼ x “« ± tÐ ±[∞≥øXÝ« —bIÇ bÐU¹Åv� g¹«e%« 

 g¹«e%« dðÅoO�œ —«bI� dðuOá�U# U¹ »U,Š sOýU� pL# UÐ ©Ãf t# v�U~M¼ «— x “« ± tÐ ±[∞≥

ÆbOM# «bOÄ bÐU¹Åv� g¹«e%«

∂ÆbOM# »U,Š ‰U²OÄu¼ ÁbŽU� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡ÅÅÅ

 ©nL«

  

lim
x → π −

2

(x tan x − π
2

sec x) ©»         lim
x → π

4

cot2x tan(x + π
4

)

 ©Ã

  
limx → 0(

1
sin2 x

− 1
x2 ) ©œ         limx → − ∞ (x + x2 + 4x + 5 )

∑ Ê¬ ŸUFý t# qJý ÈËd# ÈÅtLuKÖ p¹ —œ ‡‡±[± ŸUFý dÖ« ̈ XÝ« d²�Åv²�UÝ ∞[∞∞µd²�Åv²�UÝ 

øbM#Åv� dOOGð —bIÇ r−Š ¨œuý t%U{«

∏∫œuý t³ÝU×� d¹“ ‰u�d% jÝuð dDš @�“ “« vKUš Ÿu� È«dÐ U{UIð lÐUð dÖ« ‡‡ÅÅÅÅ

  
P = f(x) =

30000

0/02x2 + 1



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂µ

 Ê¬ —œ t#x bŠ«Ë V,ŠdÐ® U{UIð Ê«eO� ±∞∞∞ Ë ©œbŽ PUÐ ÆXÝ« ©ÊU�uð V,ŠdÐ® bŠ«Ë d¼ XLO� 

 “« U{UIð t# v�U~M¼ «— bŠ«Ë d¼ XLO� dOOGð Ê«eO� qO,�«dH¹œ “« ÁœUH²Ý«µ∞∞∞ tÐ µµ∞∞—œ ÁU~²Ýœ 

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ ¨bÐU¹Åv� dOOGð ÁU�

µÅÅ‡‡Åπ ÈÅt4œUF� qŠ ‡‡ÅÅ∞ f(x) =

Ê¬ ÈU¼ÅtA¹— s²%U¹ vMF¹ tLœUF� p¹ qŠ tÐ d−M� q¹U,� “« È—UO,Ð qŠ bO�«œÅv� t# —uÞÅÊUL¼

ÈU?¼ÅX?LU?Š —œ «— o?O?�œ »«uł Ê«uðÅv� UNMð Ë X,O� È«ÅÁœUÝ —U# Á—«uL¼ tLœUF� p¹ qŠ ÆœuýÅv�

v?³?¹d?Ið —«bI� Æœd# «bOÄ «— U¼ÅtA¹— v³¹dIð —«bI� Ê«uðÅv� œ—«u� VKž« —œ U�« Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ vKUš

 lÐUð —«œuL� dÖ« øX%U¹ Ê«uðÅv� t�u~Ç «— tLœUF� p¹ ÈU¼ÅtA¹—f ÈÅtDI� ̈ rOM# rÝ— «—   x0v�öð q×� 

 —u×� UÐ —«œuL�x ÈÅtLœUF� ÈÅtA¹— ∞ f(x) = v³¹dIð —«bI� t# XÝ«   x0—œ ÆX%dÖ Á“«b�« Ê«uðÅv� «— 

∫Xýu� Ê«uðÅv� r¼ œ—«u� “« všdÐ

f(x) = g(x) − h(x)

 lÐ«uð ÈU¼—«œuL� rÝ— UÐ  —uK s¹« —œ t#g Ë h ̈    x0—«bI� ̈ XÝ« U¼ÅÊ¬ —«œuL� v�öð q×� ‰uÞ t# 

 ÈÅtLœUF� tA¹— v³¹dIð∞ f(x) =ÆbM#Åv� hsA� «— 

 ‰U¦�µ∏∫ÈU?¼Åt?A?¹— v³¹dIð —«bI� 

 ÈÅt?????LœU????F????�  f(x) = 2x2 − sin x =0«— 

l???Ð«u???ð ÈU???¼—«œu???L???� r???Ý— U???Ð Ê«u???ðÅv??�

  g(x) = 2x2
 Ë h(x) = sin xp?????????¹ —œ 

Æœd# sOOFð  UB²s� ÁU~²Ýœx

y

0/5

2x 2

sin(x )

oO�œ t# vð—uK —œ® qJý ÈË— “«

 ©—«œuL� Ëœ v�öð q×� v³¹dIð ‰uÞ® tA¹— v³¹dIð —«bI� t# X%dÖ t−O²� Ê«uðÅv� ©býUÐ Ábý rÝ—∞[µ

 lÐUð d¹œUI� ÆXÝ«f ÈÅÁ“UÐ ÈUN²�« Ë «b²Ð« —œ «—   0/ 4,0/ 6[ ]ÆrOM#Åv� t³ÝU×� 

  f(0/ 4) = − 0/069

  f(0/ 6) =0/155



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂∂

 ÈÅt²ÝuOÄ lÐUð s¹«dÐUMÐfp¹ È«—«œ v�UO� —«bI� ÈÅtOC� tÐ UMÐ Ë Áœ«œ X�öŽ dOOGð Á“UÐ s¹« —œ 

ÆXÝ« Á“UÐ s¹« —œ tA¹—

ÈU?¼Å‘Ë— t?Ð U?� Æœ—Ë¬ X?Ýœ t?Ð v%U# X�œ UÐ Ê«uðÅv� ‘Ë— s¹bMÇ UÐ «—  ôœUF� ÈU¼ÅtA¹—

ÆrOM#Åv� ÁbM,Ð åsðuO�ò Ë åÊœd# nB�ò

Êœd7 nB� ‘Ë—

ö³� «— ‘Ë— s¹«ÎrOýUÐ Áœd# Á—Uý« Ê¬ ÂU� tÐ t# Ê¬ ÊËbÐ ©v�UO� —«bI� ÈÅtOC� ÊUOÐ “« fÄ® r¼ 

 lÐUð t# XÝ« s¹« dÐ ÷d% ‘Ë— s¹« —œ Ær¹«ÅÁœdÐ —U# tÐf ÈÅÁ“UÐ —œ [a,b]Ë XÝ« t²ÝuOÄ ∞ f(a)f(b) <Æ

 «— Á“UÐ s¹«  a1, b1[ ] ÈÅtDI� Ë rO�U�Åv� 

  
c1 =

a1 + b1

2
 dÖ« Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «—   f(c1) =0 t#   c1tA¹— 

 U?¹  —u?KÅs?¹« d?O?ž —œ ÆX?Ý«  f(a)f(c1) < 0 U?¹ Ë   f(c1)f(b) < 0ÈÅÁ“U?Ð —œ U?¹ t?A?¹— f?Ä ÆX?Ý« 

  a1, c1[ ] ÈÅÁ“UÐ —œ U¹ Ë   c1, b1[ ] œ—«œ —«d� Ê¬ —œ tA¹— t# «— È«ÅÁ“UÐ ¨œ—«œ —«d�   a2, b2[ ]ÆrO�U�Åv� 

 ÈÅÁ“UÐ ‰uÞ t# bOM# tłuð  a2, b2[ ] ÈÅÁ“UÐ ‰uÞ nB�   a1, b1[ ]«œb−� ÆXÝ« Î ÈÅtDI� 

  
c2 =

a2 + b2

2

 dÖ« Ë t²%U¹ «—  f(c2) ≠ 0 ÈU¼ÅÁ“UÐ “« vJ¹ —œ tA¹— ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ   a2, c2[ ] U¹ Ë   c2, b2[ ]Ê¬ ̈ œ—«œ —«d� 

 XÝ« tA¹— q�Uý t# «—  a3 , b3[ ] Á“UÐ s¹« ‰uÞ ÆrO�U�Åv� 

  

1

4
OLË« ÈÅÁ“UÐ ‰uÞ Ò «— —U# s¹« ÆXÝ« tn—UÐ 

 Ë r?O?¼œÅv?� t�«œ«n ÈÅÁ“U?Ð ‰u?Þ U?ð r?¹d?OÖÅv� ¯—eÐ —b� Ê¬ «— an , bn[ ]r?O?¼«u?s?Ð t?# —«b?I� d¼ “« 

—«bI� “« d²L# ÈUDš UÐ v³¹dIð ÈÅtA¹— b�«uðÅv� Á“UÐ s¹« —œ ÈœbŽ d¼  —uK s¹« —œ Æœuý dðÅpÇu#

 Á«usLœ

  

b − a

2nÆœuý vIKð ¨

 t²J�±∫ tLU³�œ t# bOM# X�œ an{ } tLU³�œ Ë —«b�«d# Ë ÈœuFK bn{ }bŠ Ë b�—«b�«d# Ë vLËe� Ò

 tLœUF� tA¹— ÊUL¼ bŠ s¹« —«bI� ¨XÝ« ÊU,J¹ U¼ÅÊ¬∞ f(x) =ÆXÝ« 

 t²J�≤∫ÆXÝ« dE�œ—u� —«bI� “« gOÐ Áb�¬ XÝœ tÐ È—UAŽ« ÂU�—«  U³ÝU×� “« È—UO,Ð —œ 

ôuLF�ÎsOLË« dÖ« t# VOðdð s¹« tÐ ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« Êœd# œdÖ ‘Ë— “« v%U{« ÂU�—« s¹« ·cŠ È«dÐ 

 ¨œu?ýÅv?� ·cŠ t# vL�—∞ Uð ¥—œ Ë r?O?¼œÅv?L?� Èd?OOGð êO¼ b�U�Åv� v�UÐ t# vL�— s¹dš¬ —œ býUÐ 

 ̈ œuýÅv� ·cŠ t# vL�— sOLË« t# vð—uKµ Uð π b�U�Åv� v�UÐ t# vL�— s¹dš¬ tÐ býUÐ ±t%U{« bŠ«Ë 

ÆrOM#Åv�



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂∑

 ‰U¦�µπ ∫ œ«bŽ« ©nL«≥[¥µ∞≤π∂ Ë ¥[≤∏∑±¥∏r�— —UNÇ ¨—UAŽ« r�— tÝ Uð VOðdð tÐ t# 

ÆbOM#Åv� Áb¼UA� d¹“ —œ «— b�«ÅÁbý œdÖ —UAŽ« r�— ZMÄ Ë —UAŽ«

  

4 / 287 3 / 450

4 / 2871 3 / 4503

4 / 28715 3 / 45030

 œbŽ Ëœ ©»≤[∑¥¥ Ë ≤[∑≥µÊU?,?J?¹ ÈÅt?−?O?²� ¨b�uý œdÖ —UAŽ« r�— Ëœ Uð t# vð—uK —œ 

≤[∑¥Æœ«œ bM¼«uš «— 

 ÈÅt²J�≥∫ X�œ UÐ »«uł s²%U¹ ·b¼ dÖ« Êœd# nB� ‘Ë— —œ kv�U~M¼ ¨býUÐ —UAŽ« r�— 

œ«bŽ« ÈÅÁbý œdÖ t# an Ë bn —œ kË ¨ÁœuL� n�u²� «—  U³ÝU×� b�bý dÐ«dÐ d~¹bJ¹ UÐ —UAŽ« r�— 

Ær¹dOÖÅv� U¼ÅÊ¬ „d²A� —«bI� dÐ«dÐ «— tA¹—

 ‰U?¦�∂∞∫ ÈÅt?LœU?F� ÈÅtA¹— rO¼«ušÅv�   2x2 − sin x =0»U?,?Š —UAŽ« r�— Ëœ X�œ UÐ «— 

Æb¼œÅv� ÊUA� nK²s� qŠ«d� —œ «— U¼Åt³ÝU×� Z¹U²� d¹“ ‰Ëbł ÆrOM#

 ̈ rAý ÈÅtKŠd� —œ t# bOM# tłuð  a6 Ë   b6 dÐ«dÐ —UAŽ« r�— Ëœ Uð Ëœd¼ ∞[¥∏t−O²� —œ Ë ÁœuÐ 

  

n an bn f (an ) f (bn ) cn f (cn )

1 0/ 4 0/ 6 − 0/069 0/155 0/ 5 0/021

2 0/ 4 0/ 5 − 0/069 0/021 0/ 45 − 0/030

3 0/ 45 0/ 5 − 0/030 0/021 0/ 475 − 0/006

4 0/ 475 0/ 5 − 0/006 0/021 0/ 488 0/006

5 0/ 475 0/ 488 − 0/006 0/006 0/ 482 0/0001

6 0/ 475 0/ 482

 X�œ UÐ tA¹— —«bI� rO¹uÖÅv�≤ dÐ«dÐ —UAŽ« r�— ∞[¥∏ÆXÝ«

sðuO� ‘Ë—

 d?Ö« ÆrOM#Åv� ÁœUH²Ý« È“UÝ vDš “« ‘Ë— s¹« —œ  x1 ÈÅtLœUF� ÈÅtA¹— “« v³¹dIð ∞ f(x) =

 lÐUð —«œuL� dÐ ”UL� jš Ê«uðÅv� býUÐf ÈÅtDI� —œ   (x1, f(x1))UÐ «— Ê¬ v�öð q×� Ë œd# rÝ— «— 

 —u×�xjš s¹« ÈÅtLœUF� Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ   y = f(x1) + ′f (x1)(x − x1)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂∏

 —u?×?� U?Ð v�öð ÈÅtDI� Ë XÝ«x ¨ 

  
x2 = x1 −

f(x1)

′f (x1)
 ÆXÝ« ® t?# s?¹« dÐ ◊ËdA�  ′f (x1)n?LUs� 

 t?# bOM# tłuð ©ÆbýUÐ dHK  x2 ÈÅt?LœU?F� ÈÅtA¹— “« v³¹dIð eO� ∞ f(x) =d?Ð ”UL� jš ‰UŠ ÆXÝ« 

 —«œuL�f ÈÅtDI� —œ   (x2, f(x2)) —u?×� UÐ jš s¹« v�öð ÈÅtDI� ¨Áœd# rÝ— «— x «—   x3¨rO�U�Åv� 

 tDÐ«— —œ XÝ« v%U# —U# s¹« È«dÐ

  
x2 = x1 −

f(x1)

′f (x1)
 ÈUł tÐ   x1 Ë   x2 VOðdð tÐ   x2 Ë   x3¨r¹—«c~Ð 

 vMF¹

  
x3 = x2 −

f(x2)

′f (x2)
—«b?I� “« vL«u²� V¹dIð Ëœ ·ö²š« Uð rO¼œÅv� t�«œ« —b�ÅÊ¬ «— qLŽ s¹« Æ

t?Ð U?¹ Ë œu?ý d?²?L?# ‰u?³?� œ—u?� ÈU?D?š

ÂU?�—« œ«b?F?ð U?Ð vL«u²� V¹dIð Ëœ vð—U³Ž

—œ Æb�uý dÐ«dÐ r¼ UÐ “UO� œ—u� È—UAŽ«

«— ”U?L� ◊uDš Ë ◊UI� XOF{Ë qJý

∫bOM#Åv� Áb¼UA�

x

y

x 3 x 2 x 1

f (x)

 ÈÅt?DI� t# vð—uK —œ  x1 ÈÅt?LU³�œ t# Xý«œ —UE²�« Ê«uðÅv� býUÐ tA¹— p¹œe� xn{ }b?OLuð 

ÈÅtDÐ«— UÐ Ábý

    
xn + 1 = xn −

f(xn )

′f (xn )
    n =1,2,L

 lÐUð ÈÅtA¹— tÐfÆbýUÐ «d~L¼ 

 ‰U?¦�∂±∫ ÈÅt?LœU?F?� ÈÅt?A¹— s²%U¹ È«dÐ   2x2 − sin x =0ÈÅt?O?LË« V?¹d?I?ð UÐ sðuO� ‘Ë— UÐ 

  x1 =0/ 5∫œd# qLŽ sOMÇ Ê«uðÅv� 

  f(x) = 2x2 − sin x

′f (x) = 4x − cosx

Ë

  
xn + 1 = xn −

2xn
2 − sin xn

4xn − cosxn



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∂π

 È«dÐ Ë  x1 =0/ 5r¹—«œ ¨

  
x2 =0/ 5 −

2(0/ 5)2 − sin(0/ 5)

4(0/ 5) − cos(0/ 5)

  
≈ 0/ 5 −

0/ 5 − 0/ 4794

2 − 0/ 8776
=0/ 4816

Ë

  
x3 =0/ 4816 −

2(0/ 4816)2 − sin(0/ 4816)

4(0/ 4816) − cos(0/ 4816)

  ≈ 0/ 4809

 X?�œ U?Ð tA¹— —«bI� ¨s¹«dÐUMÐ≤ dÐ«dÐ —UAŽ« r�— ∞[¥∏ö?¦?� Èd²AOÐ X�œ dÖ« ÆXÝ« Î ≥r�— 

œ«œ t�«œ« «— t³ÝU×� Ê«uðÅv� býUÐ “UO� œ—u�

  
x4 =0/ 4809 −

2(0/ 4809)2 − sin(0/ 4809)

4(0/ 4809) − cos(0/ 4809)

  ≈ 0/ 4809

 »«uł fÄ∞[¥∏±ÆXÝ« 

 ‰U¦�∂≤∫ ÈÅtLœUF� ÈÅtA¹—   f(x) = x3 − 3x2 + 27x − 2 =0 r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— ®‰U¦� —œ

π ÈÅÁ“UÐ —œ tLœUF� s¹« t# r¹b¹œ   0,1[ ]œ—«œ tA¹— p¹ UNMð ©ÆrOM#Åv� ÁœUH²Ý« sðuO� ‘Ë— “« 

  
xn + 1 = xn −

xn
3 − 3xn

2 + 27xn − 2

3xn
2 − 6xn + 27

 »U?s?²�« UÐ  x1 =0 ÈÅt?LU?³?�œ Ê«u?ðÅv� ¨xn{ }d?¹“ ‰Ëb?ł —œ «— d?¹œU?I� s¹« Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

ÆbOM#Åv� Áb¼UA�

 dÐ«dÐ tA¹— —«bI� s¹«dÐUMÐ∞[∞∑¥∑ Uð Ê¬ X�œ Ë ¥ÆXÝ« —UAŽ« r�— 

  

n xn f (xn ) ′f (xn ) f (xn ) ′f (xn )

1 0 − 2 27 − 0/0741

2 0/0741 − 0/0161 26 / 5721 − 0/0006

3 0/0747 0/0008 26 / 5685 0/0000

4 0/ 747



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑∞

 ‰U¦�∂≥∫ —«bI�   3 Æœd?# »U?,Š d¹“ o¹dÞ tÐ Ê«uðÅv� sðuO� ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ «—   3

 ÈÅtLœUF� X³¦� ÈÅtA¹—  f(x) = x2 − 3 =0∫r¹—«œ sðuO� ‘Ë— UÐ t# ¨XÝ« 

  
xn + 1 = xn −

xn
2 − 3

2xn

  
=

1

2
(xn +

3

xn

)

ö?¦�Î —«b?I?� t³ÝU×�   3 X?�œ UÐ «— ∏ ÈÅt?O?LË« V?¹d?Ið UÐ —UAŽ« r�—   x1 = 2d?¹“ ‰Ëbł —œ 

ÆbOM#Åv� Áb¼UA�

 —«b?I?� Êœd# »U,Š È«dÐ vK# XLUŠ —œ Ëa È«dÐ ¨  a > 0 r?O�«œÅv� aÈÅt?LœUF� X³¦� ÈÅtA¹— 

  f(x) = x2 − a =0r¹—«œ sðuO� ‘Ë— UÐ t# XÝ« 

  
xn + 1 =

1

2
(xn +

a

xn

)

∫t²J�ôuLF� ‘Ë— s¹« —œ Î lÐUð t# œuýÅv� ÷d% fo²A� Ë t²ÝuOÄ ̈ tA¹— q�Uý ÈÅÁ“UÐ p¹ —œ 

 ¨Ê¬′fÆœœd~� œU−¹« vLUJý« tLU³�œ d¹œUI� s²%U¹ —œ Uð XÝ« dHK nLUs� Á“UÐ Ê¬ —œ eO� 

 ‰U¦�∂¥∫ lÐUð v³,� r�d²,#« ◊UI� rO¼«ušÅv� f(x) = xsinxlÐUð s¹« v³¹dIð —«œuL� ̈ rOÐUOÐ «— 

∫XÝ« d¹“  —uK tÐ

  

n xn

1 2

2 1/ 75

3 1/ 73214286

4 1/ 73205081

5 1/ 73205081

x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑±

 v³,� r�d²,#« ◊UI� s²%U¹ È«dÐfÆr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— Ê¬ v�«d×Ð ◊UI� «b²Ð« ¨ 

 Èd?¹c?ÄÅo²A� qOLœ tÐf ÈË— R t?# b?�«Åv?ÞUI� lÐUð v�«d×Ð ◊UI� ¨   ′f (x) =0ÈU?¼Åt?A¹— vMF¹ ¨

 ÈÅtLœUF�  sin x + x cosx =0 l?ÐU?ð —«œuL� rÝ— UÐ Ê«uðÅv� eO�  «— U¼ÅtA¹— s¹« v³¹dIð q×� ÆtanxË 

− xÆœ—Ë¬ XÝœÅtÐ 

Tan

y

− x

x1

x

ÁœUH²Ý« UÐ Ê«uðÅv� t# œ—«œ tA¹— È—ULýÅvÐ œ«bFð ‚u% ÈÅtLœUF� ̈ bOM#Åv� Áb¼UA� t# —uÞÅÊUL¼

—œ t?LœU?F?� s?¹« X?³?¦?� ÈÅt?A¹— sOLË« t�uL� È«dÐ ÆXš«œdÄ U¼ÅÊ¬ v³¹dIð ÈÅt³ÝU×� tÐ sðuO� ‘Ë— “«

 ÈÅtDI� vJ¹œe�  x1 = π∫r¹—«œ Ë œ—«œ —«d� 

  
xn + 1 = xn −

sin xn + xn cosxn

2cosxn − xn sin xn

UÐ XÝ« dÐ«dÐ qKUŠ ÈÅtLU³�œ Ë

 ¨tLœUF� X³¦� ÈÅtA¹— sOLË« fÄ≤[∞≤πÊuÇ Ë XÝ« 

′′f (x) = 2cosx − xsin x

′′f (2 /029) ≈ − 2 / 7044

  

n xn

1 3 /1416

2 1/ 5708

3 2 / 2074

4 2 /0360

5 2 /0287

6 2 /0287



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑≤

 v³,� rLO,#U� ÈÅtDI� ¨tDI� s¹«fÆXÝ« 

ين�هاتمر

± ÈÅt?LœU?F?� ÈÅtA¹— ¨Êœd# nB� ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡x3 − 3x2 + 27x − 2 =0—œ t# «— 

 ÈÅÁ“UÐ  0,1[ ]Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ —UAŽ« r�— Ëœ X�œ UÐ œ—«œ —«d� 

≤ ÈÅtLœUF� ‡‡  x3 − 3x2 + 1=0 ÈÅÁ“UÐ —œ È«ÅtA¹— È«—«œ   0,1[ ]ÁœUH²Ý« UÐ «— tA¹— s¹« ̈ XÝ« 

ÆbOÐUOÐ —UAŽ« r�— Ëœ Uð Êœd# nB� ‘Ë— “«

≥ X³¦� ÈÅtA¹— s¹dðÅpÇu# sðuO� ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡  tan x = x − 1—U?AŽ« r�— Ëœ Uð «— 

ÆbOÐUOÐ

¥ tLœUF� t# bO¼œ ÊUA� «b²Ð« ‡‡  f(x) =12x3 + 4x2 − 15x − 4 =0vIOIŠ tA¹— tÝ È«—«œ 

ÆbOÐUOÐ —UAŽ« r�— Ëœ Uð «— U¼ÅtA¹— s¹« —«bI� sðuO� ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ fáÝ Ë XÝ«

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑≥

مجله�ى رياضىمجله�ى رياضى

چه كسى حساب ديفرانسيل و انتگرال را ابداع كرد؟

Æb�«ÅÁœuÐ ‰«d~²�« Ë qO,�«dH¹œ »U,Š sOŽd²s� f²OM³¹ô Ë sðuO� t# œuýÅv� t²HÖ

�«ÒÈÅt?O?C?� ’U?š —u?ÞÅt?Ð Ë ‰«d?~?²�« Ë o²A� UÐ tDÐ«— —œ œułu�  UŽöÞ« ”UÝ«dÐ U

Ê«œÅv{U¹— Ëœ s¹« «dÇ t# XÝ« ÕdD� ‰«RÝ s¹« ¨‰«d~²�« Ë qO,�«dH¹œ »U,Š ÈœUOMÐ

t?# v?LU?Š —œ ¨b?�«ÅÁbý —uNA� ÈdAÐ g�«œ “« tšUý s¹« Ê«—«cÖÅÊUOMÐ Ê«uMŽ tÐ ¯—eÐ

¨Ê¬ dÐ ÁËöŽ ÆXÝ« ÁœuÐ Z¹«— U¼ÅvM×M� dÐ ”UL� ÈÅt³ÝU×� ÈÅÁu×� ̈ U¼ÅÊ¬ “« q³� vKOš

œu?łË U?¼Åv?M?×M� rLOMO� Ë rLO,#U� sOOFð È«dÐ výË— ¨vI%« ÈU¼Å”UL� “« ÁœUH²Ý« UÐ

Áœu?Ð —œU?� r?¼ ”b?O?L?ý—« v?²?Š ¨b¹¬Åv� ÊUO� tÐ XŠU,� “« ssÝ v²�Ë ÆXÝ« t²ý«œ

ö¦� ÆbM# »U,Š «— b�«ÅÁbýÅv� —uB×� ’Uš v¹U¼ÅvM×M� UÐ t# v¹U¼ÅtOŠU� XŠU,�ÎË« 

t?Ð «— Ád?¹«œ —œ ◊U?×?� r?E²M� ÈU¼ÅvFK{bMÇ XŠU,� ¨Ád¹«œ XŠU,� ÈÅt³ÝU×� È«dÐ

ÆXÝ« Áœd#Åv� d²AOÐ «— Ÿö{« œ«bFð d²AOÐ X�œ È«dÐ Ë Áœ—Ë¬Åv� XÝœ

ÐtÅ¼dŠU‰ œ— «Ë«¹q �dÊ ¼Hb¼r¨ ÄOAJ,uðUÊ —¹U{v —Ë‘Å¼UÈ ÄOAd%²tÅðdÈ —«

Ðd«È «�b«“ÁÅÖOdÈ �,UŠXÅ¼U? Ë �×UÝ³tÅÈ ¬ÊÅÇt Ðt «�²~d«‰ �FdË· «ÝX¨ œ— œÝX

œ«ý²MbÆ Š²v ðU—¹sâtÅÈ �COtÅÈ ÐMOUœÈ Š,U» œ¹Hd«�,Oq Ë «�²~d«‰ �Oe Ðt �³q «“

“�UÊ ô¹³MO²f Ë �Ouðs �vÅ—ÝbÆ ÐU—Ë �FKr �Ouðs œ— #L³d¹Z¨ ÐbËÊ «ÞöŸ «“ �HNuÂ

œ�Oo? �A²?o Ë «�²~?d«‰¨ ¹p? �FU?œ‰ ¼MbÝv? �CO?tÅÈ ÐMO?UœÈ —« ÐO?UÊ Ë «Ł³?U  #dœÁ

«ÝXÆ

„—œ ¨bMÝUMAÐ rKŽ s¹« Ê«—«cÖÅt¹UÄ Ê«uMŽ tÐ «— dH� Ëœ s¹« Ábý YŽUÐ t# tÇÅÊ¬

Ë ÈdOÖÅ‰«d~²�« Ë ÈdOÖÅo²A� È«dÐ pOðUL²,OÝ ‘Ë— p¹ œułË tÐ dAÐ “UO� “« U¼ÅÊ¬

Èœu?N?ý ÈU?¼Å U?³?Ł« ÈU?łÅt?Ð v?IDM� ÈU¼Å‰ôb²Ý« ÊUOÐ Ë Z¹«—  U�öŽ ÈdOÖ—U#ÅtÐ eO�

ÆXÝ«



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑¥

qO,�«dH¹œ »U,Š vÝUÝ« ÈÅtOC� pL# tÐ t# b�œ«œ hOsAð f²OM³¹ô Ë sðuO�

bMLA�«œ Ëœ s¹« ̈ Ê¬ dÐ ÁËöŽ Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— nK²s� lÐ«uð ‰«d~²�« Ê«uðÅv� ‰«d~²�« Ë

Æb�œd# nA# lÐ«uð VO#dð ‰«d~²�« Ë o²A� È«dÐ «— vMO�«u�

 ÈÅt¼œ jÝ«Ë« —œ sðuO�±∂∂∞f²OM³¹ô t# vLUŠ —œ ̈ X%U¹ vÝd²Ýœ —UJ%« s¹« tÐ 

 ÈÅt?¼œ q?¹«Ë« “« «— œuš —U#±∂∑∞ÛU?Ç t?Ð d?ðœË“ «— U?¼ÅÊ¬ f?²?OM³¹ô U�« Æœd# “Už¬ 

U¼Ås¹« Æb�œuÐ sðuO� ÈU¼ÅÈ—«cÖÅX�öŽ “« dðÅVLUł —UO,Ð Ë« ÈU¼ÅÈ—«cÖÅX�öŽ Ë b�UÝ—

Æb�Ë—Åv� —U#ÅtÐ r¼ d{UŠ ‰UŠ —œ t# bM²,¼ vLzöŽ ÊUL¼

ÁuKł r# f²OM³¹ô Ë sðuO� ÈU¼—U# oOLŽ dOŁQð t# X,O� s¹« dÐ bB� t# vLUŠ —œ

—œ Æœ—«œ v?K?³?� ÈU?¼—U?# d?Ð ÈœU¹“ ÈÅtOJð U¼ÅÊ¬ —UJ%« t# XÝ« d#– tÐ Â“ô tJKÐ ¨bM#

«— g�«œ s¹« UÐ tDÐ«— —œ Ê—b� ÈU¼Å‘Ë— Ë vK³� ÈU¼ÅÁb¹« sOÐ —«u²Ý« vKÄ U¼ÅÊ¬ XIOIŠ

Æb�«ÅÁœUN� UMÐ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑µ

∂‡‡ÅÅ±t�bI� ‡‡

XŽdÝ Ê«uðÅv� jš p¹ ÈË— X#dŠ dO,� ÈÅtLœUF� “« ÁœUH²Ý« UÐ t# r¹b¹œ o²A� Y×³� —œ

rO¼«usÐ È«ÅtE×L XŽdÝ s²ý«œ UÐ vMF¹ ¨býUÐ dE�œ—u� VKD� fJŽ dÖ« ‰UŠ Æœd# «bOÄ «— È«ÅtE×L

 ÈÅtE×L Uð Ábý vÞ X%U,�tørO¼œ ÂU−�« b¹UÐ vKLŽ tÇ ¨rOM# t³ÝU×� «— 

 dÐ«dÐ Ë XÐUŁ XŽdÝ dÖ«  v0ÆXÝ« ÊU�“ —bÐd{ XŽdÝ dÐ«dÐ X%U,� t# XÝ« `{«Ë ¨býUÐ 

  s(t) = v0. t

∫bOM# tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ‰UŠ

 ‰U¦�±∫—œ ©bÐU¹Åv� g¹«e%« g²ŽdÝ Z¹—bð tÐ t#® ¡vý p¹ X#dŠ œ—u� —œ «— d¹“  UŽöÞ« 

∫r¹—«œ nK²s�  UE×L

فصل ششمفصل ششمفصل ششمفصل ششمفصل ششم

انتگرال

 µ       ¥       ≥         ≤        ±        ∞        ©tO�UŁ® ÊU�“  

≤µ     ≤¥     ≤≤      ±π      ±µ      ±∞     ©tO�UŁ dÐ d²�® XŽdÝ

 ÈÅt?E?×?L U?ð Áb?ý vÞ X%U,� oO�œ —«bI� rO�«uðÅvL�µV?¹d?I?ð —u?ÞÅtÐ vLË ÆrOM# «bOÄ «— tO�UŁ 

∫rOM# qLŽ sOMÇ rO�«uðÅv�

t?O?�U?Ł s?O?LË« —œ Áb?ý v?Þ X?%U,� ¨XÝ« t²%U¹ g¹«e%« Vðd� —uÞÅtÐ XŽdÝ t# s¹« tÐ tłuð UÐ

bŠ q�«±∞ q�«bŠ tO�UŁ sO�Ëœ —œ ¨d²� ±µq�«bŠ ŸuL−� —œ VOðdð sOL¼ tÐ ì Ë d²� 

  10 + 15 + 19 + 22 + 24 = 90



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑∂

d¦#«bŠ sOMÇÅr¼ Ë d²�

d²�                                                               15 + 19 + 22 + 24 + 25 =105

 vMF¹® ÆXÝ«  90 < s(5) < 105©Æ

È«ÅtE×L ÈU¼ÅXŽdÝ UÐ —ËU−� ◊UI� v�U�“ ÈU¼ÅtKKU% vMF¹® rOýUÐ t²ý«œ Èd²AOÐ  UŽöÞ« dÖ«

ö¦� Ë ©býUÐ d²L# ¨ÂuKF�Î¨rOýUÐ t²ý«œ «— d¹“ ‰Ëbł 

µ        ¥[µ     ¥      ≥[µ      ≥     ≤[µ     ≤     ±[µ      ±      ∞[µ      ∞      ©tO�UŁ® ÊU�“

≤µ    ≤¥[µ    ≤¥     ≤≥       ≤≤     ≤±     ±π     ±∑[µ      ±µ     ±≥      ±∞      ©tO�UŁ dÐ d²�® XŽdÝ

bŠ ÁUÖÅÊ¬Ò® È«dÐ V¹dIð ÈôUÐ Ë sO¹UÄ µ ©sVOðdð tÐ 

 d²�0/ 5(10 + 13 + L + 24 / 5) = 94 / 5

Ë

    0/ 5(13 + 15 + L + 25) =102

 fÄ Æbý b¼«uš d²�  94 / 5 < s(5) < 102rOM# dðÅÁUðu# «— v�U�“ ÈU¼ÅtKKU% rO�«uðÅv� VOðdð sOL¼ tÐ 

ÆrOÝdÐ dðÅoO�œ »«uł tÐ Uð

ö¦� v�U�“ ÈÅtKKU% ©Á“UÐ® d¼ —œ t# r¹«Åt²%d¹cÄ XIOIŠ —œÎ ] ∞[µ ¨Å∞Å[Ë r¹«Åt²ý«œ XÐUŁ XŽdÝ 

 VOðdð tÐ Á“UÐ s¹« —œ Ábý vÞ X%U,� d¦#«bŠ Ë q�«bŠ «cL  0/ 5 × 10= 5 Ë   0/ 5 × 13 = 6 / 5d²� 

Æbý b¼«uš dðÅoO�œ »«uł ¨býUÐ dðÅÁUðu# v�U�“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ‰uÞ tÇ d¼ fÄ ¨XÝ« ÁœuÐ

 ÈÅÁ“UÐ —œ vM×M� d¹“ XŠU,� È«dÐ «— tK¾,� sOL¼[a,b]∫r¹—«œ 

XÝ« Ê¬ ÷dŽ —œ ‰uÞ »d{ÅqKUŠ ¨qOD²,� p¹ XŠU,� t# rO�«œÅv� vK# —uÞÅtÐ

s = ab

 —«œuL� d¹“ ̀ DÝ XŠU,� dÖ« ‰UŠ∞ y = f(x) ≥ ÈÅÁ“UÐ —œ «— [a,b]È—U# ̈ rOM# «bOÄ rO¼«usÐ 

v¹U¼ÅqOD²,� UÐ «— ̀ DÝ vMF¹ ÆrOM#Åv� —«dJð ÁbýÅv� ÂU−�« vFO³Þ —uÞÅtÐ Ë —Ëœ —UO,Ð ÈU¼ÅÊU�“ “« t# «—

È—UO,Ð È«dÐ t# XÝ« vN¹bÐ ÆrOM#Åv� »U,Š «— U¼ÅqOD²,� s¹« ÈU¼ÅXŠU,� ŸuL−� Ë rO�UýuÄÅv�

 ¨b?�U?�Åv?� v?�UÐ `DÝ “« v²L,� Ë X,O� d¹cÄÅÊUJ�« —U# s¹« ÕuDÝ “«v?�UBI� V¹dIð—u?³−� U¹ Ë ¨

 t# rO�UýuáÐ «— Èd²AOÐ ̀ DÝ r¹uýÅv�vDU{« V¹dIðtłuð bFÐ ÈÅt×HK qJý Ëœ tÐ Æb¹¬Åv� XÝœ tÐ 

ÆbOM#



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑∑

 ÈÅÁ“UÐ l�«Ë —œ[a,b] ÈU¼ÅÁ“UÐ tÐ «—     x0, x1[ ]  ,  x1, x2[ ]  ,  L ,  xn − 1, xn[ ]Ê¬ —œ t# 

a = x0 < x1 < x2 < x3 < L < xn = b

 ÈU?¼Åt?K?KU?% t?# œ—«b?� v?�ËeL tÇ dÖ« ÆrOM#Åv� rO,Ið  xi − xi − 1v?ÖœU?Ý È«d?Ð v?LË ¨bMýUÐ ÈËU,� 

ôuLF�Î d¼ È«dÐ  —uK s¹« —œ Ær¹dOÖÅv� ÈËU,� «— U¼ÅÊ¬ i ¨    i =1,2,L , nr¹—«œ 

  
xi − xi − 1 = ∆ x =

b − a

n

 lÐUð dÖ« ‰UŠf∫“« XÝ«  —U³Ž v�UBI� V¹dIð ÁUÖÅÊ¬ ¨©‚u% ÈU¼ÅqJý bM�U�® býUÐ ÈœuFK 

f(x0) ∆ x + f(x1) ∆ x + L + f(xn − 1) ∆ x = ∑
i=1

n
f(xi − 1) ∆ x

∫“« XÝ«  —U³Ž v%U{« V¹dIð Ë 

    
f(x1) ∆ x + f(x2) ∆ x + L + f(xn ) ∆ x = ∑

i=1

n
f(xi ) ∆ x

Ë< ∑
i=1

n
f(xi ) ∆ x qJý XŠU,� ∑

i=1

n
f(xi − 1) ∆ x <

 lÐUð dÖ« U�«fË v�UBI� V¹dIð qJý oÐUD� vMF¹ r¹—«œ «— VKD� s¹« fJŽ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ vLËe� 

Æb�uýÅv� UłÅtÐUł v%U{«

y

x

y

x
v�UBI� V¹dIð vDU{« V¹dIð

y

x

y

x

v�UBI� V¹dIð vDU{« V¹dIð



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑∏

  
< ∑

i=1

n
f(xi − 1) ∆ x qJý XŠU,� 

  
∑
i=1

n
f(xi ) ∆ x <

 g¹«e%« UÐ dÖ« ‰UŠn ÈU¼ÅÁ“UÐ ‰uÞ g¼U#®   xi − 1, xi[ ]©tÐ Ë b�uý p¹œe� r¼ tÐ —«bI� Ëœ s¹« 

 vM×M� d¹“ XŠU,� vIOIŠ œbŽ s¹« ÁUÖÅÊ¬ ̈ bMM# qO� œbŽ p¹y = f(x) ÈÅÁ“UÐ —œ «— [a,b]hsA� 

ÆbM#Åv�

 lÐUð v²Š dÖ«f ÈÅÁ“UÐ —œ ¨ [a,b]tÐ —«bI� Ëœ s¹« t# œ—«œ œułË ÊUJ�« s¹« r¼ “UÐ býU³� «uMJ¹ 

∫bOM# tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ÆbMM# qO� œbŽ p¹

 ‰U¦�≤∫ vM×M�   y = 2x − x2
 ÈÅÁ“UÐ —œ «— 

  
0,

3

2






∫bOM# tłuð d¹“ ‰Ëbł tÐ ¨t²%dÖ dE�—œ 

  

n ∑
i=1

n
f (xi ) ∆ x ∑

i=1

n
f (xi − 1) ∆ x

2 1/ 265625 0/ 703125

10 1/175625 1/063125

50 1/136025 1/113525

250 1/127241 1/122741

2500 1/125451 1/124551

x

y

 g¹«e%« UÐ d¹œUI� s¹« œuýÅv� Áb¹œ t# —uÞÅÊUL¼nÆb�uýÅv� p¹œe� r¼ tÐ ¨ 

∫n¹dFð lÐUð dÖ« f ÈÅÁ“UÐ ÈË— [a,b] d¼ È«dÐ Ë býUÐ t²ÝuOÄ x ∈ a,b[ ] ¨  f(x) ≥ 0È«dÐ Ë ¨

 d¼n ∈ N ÈÅÁ“UÐ [a,b]ÈU¼ÅÁ“UÐd¹“ tÐ «— 

     x0, x1[ ]  ,  x1, x2[ ]  ,  L ,  xn − 1, xn[ ]
“«d%«

±

vMF¹ ¨rOM# 

    x0 = a < x1 < x2 < L < xn − 1 < xn = b

± ÈÅÁ“UÐ U¼ÅÊ¬ ÈÅtL¼ ŸUL²ł« Ë b�—«b� v#d²A� ÈÅtDI� UN²�« Ëœ —œ ełÅtÐ U¼ÅÁ“UÐ ‡‡[a,b]ÆXÝ« 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑π

  d¼ È«dÐ rOM# ÷d% Ëi ¨    i =1,2,L , n¨

 

  
xi − xi − 1 = ∆ x =

b − a

n

 È«dÐ Ë d¼i ̈  f(li ) lÐUð oKD� rLOMO� —«bI� f ÈÅÁ“UÐ —œ   xi − 1, xi[ ]býUÐ 
±

vM×M�d¹“ XŠU,� ÁUÖÅÊ¬ ̈

y = f(x) ◊uDš tÐ —uB×� x = a ¨ x = b Ë ∞ y =∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

A = lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(li ) ∆ x

 d?¼ È«d?Ð t?# X?Ý« v?M?F� s¹« tÐ tDÐ«— s¹«  ε > 0 v?F?O³Þ œbŽ ¨Nd?¼ È«d?Ð t?# œu?ýÅv� X%U¹ 

n ≥ N¨

  
∑
i=1

n
f(li ) ∆ x − A < ε

«bFÐÎ ¨t# rO¼œÅv� ÊUA� li ÈÅÁ“UÐ —œ œbŽ d¼ Ê«uðÅv� «—   xi − 1, xi[ ]Æœd# —UO²š« 

 ‰U¦�≥∫ YK¦� XŠU,� OAB jš d¹“ XŠU,� dÐ«dÐ d¹“ qJý oÐUD�   y = 8 − 2x sOÐ ∞Ë 

¥ÆXÝ« 

x

y

B

A

 d¼ È«dÐn ̈  

  
∆ x =

4 − 0

n
=

4

n
 d¼ È«dÐ ̈ XÝ« vLËe� lÐUð ÊuÇ Ë i ̈  

  
li = xi =

4

n
i Æ®Æ©ø«dÇ

∫r¹—«œA = lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(li ) ∆ x

  
= lim

n → ∞
∑
i=1

n
(8 − 2xi )

4

n
= 4 lim

n → ∞
( ∑

i=1

n 8

n
−

2

n
∑
i=1

n
xi )

± lÐUð ÊuÇ ‡‡f ÈÅt²,Ð ÈÅÁ“UÐ ÈË— 
  

xi − 1, xi[ ]Æœ—«œ œułË —«bI� s¹« ¨XÝ« t²ÝuOÄ 

O



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏∞

  
= 4 lim

n → ∞
(8 −

2

n
∑
i=1

n
i
4

n
) = 4 lim

n → ∞
(8 −

8

n2 ∑
i=1

n
i)

  
= 4 lim

n → ∞
(8 −

8

n2
n(n + 1)

2
) =16

∫“« XÝ«  —U³Ž YK¦� XŠU,� ÊuÇ ÆX,O� —UE²�« “« —Ëœ t−O²� s¹«

 ©`DÝ bŠ«Ë®  (8 × 4) ÷ 2 =16

U?Ð U?¼ÅÊ¬ “« È—U?O?,?Ð t# r¹—«œ “UO� v¹U¼Å‰u�d% tÐ XŠU,� ÈÅt³ÝU×� È«dÐ r¹b¹œ t# —uÞÅÊUL¼

b�«ÅtKLł Ê¬ “« Æb�«Å U³Ł« qÐU� v{U¹— È«dI²Ý«

  
∑
i=1

n
i =

n(n + 1)

2

  
∑
i=1

n
i2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6

  
∑
i=1

n
i3 =

n2(n + 1)2

4

  
∑
i=1

n
i4 =

n(n + 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30

ö¦� ¨œ«œ dOOGð «— ÈbMÐÅlLł f¹b�« XÝ« Â“ô v¼UÖ sOMÇÅr¼Ît# rO�«œÅv� 

  
∑
i=1

n
(i − 1)2 = ∑

i=0

n − 1
i2  ,  ∑

i=1

n
(i − 1) = ∑

i=0

n − 1
i

vK# —uÞÅtÐ Ë

∑
i=1

n
ai − 1 = ∑

i=0

n − 1
ai

 ‰U¦�¥∫ vM×M� d¹“ XŠU,�   y = x2
 sOÐ ± Ë ≥∫“« XÝ«  —U³Ž 

A = lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(li ) ∆ x

  
= lim

n → ∞

2

n
∑
i=1

n
xi − 1

2 = 2 lim
n → ∞

1

n
∑
i=0

n − 1
xi

2

x

y

1 3



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏±

 t# bOM# X�œ®

  
∆ x =

3 − 1

n
=

2

n
©�« ÆÒU

  
xi =1 +

2i

n

  
xi

2 =1 +
4i2

n2 +
4i

n

  
∑
i=0

n − 1
xi

2 = ∑
i=0

n − 1
1 + ∑

i=0

n − 14i2

n2 + ∑
i=0

n − 14i

n

  
= n +

4

n2 ∑
i=0

n − 1
i2 +

4

n
∑
i=0

n − 1
i

  
= n +

4

n2 (
(n − 1)(n)(2(n − 1) + 1)

6
) +

4

n
(
(n − 1)n

2
)

  
= n +

2(n − 1)(2n − 1)

3n
+ 2(n − 1)

  
=

2(n − 1)(2n − 1)

3n
+ 3n − 2

Ë

  
A = 2 lim

n → ∞
(
2

3
(
n − 1

n
)(

2n − 1

n
) + 3 −

2

n
)

  
= 2(

4

3
+ 3) =

26

3
≈ 8 / 6667

 d?¼ È«d?Ð Ê«u?ðÅv� ‰U¦� s¹« —œi ¨   xi − 1 t?Ð «— xiœ—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð «— t?−?O?²?� ÊUL¼ Ë œd# q¹b³ð 

 È«dÐ v�UBI� Ë v%U{« V¹dIð d¹œUI� t³ÝU×� UÐ t# œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� ©°bOM# oOI×ð®  n =100∫r¹—«œ ̈

  8 / 6650 < A < 8 / 6683

t?�u?~?Ç X?LUŠ s¹« —œ bOMO³Ð ÆX,O� —«d�dÐ lÐUð ÊœuÐ vHM�U� ◊dý b¹¬Åv� d¹“ —œ t# vLU¦� —œ

ÆrOM#Åv� »U,Š «— XŠU,�

 ‰U¦�µ∫ lÐUð —«œuL� sOÐ —uB×� XŠU,�   y =1 − x2
 ÈU?¼Åjš ¨  y =0 ¨  x = − 1 Ë   x = 2

ÆrOM#Åv� «bOÄ «—



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏≤

 lÐUð  f(x) =1 − x2
 ÈÅÁ“UÐ —œ   − 1,1[ ] ÈÅÁ“UÐ —œ vLË vHM�U�   1,2[ ]XŠU,� —«bI� ÆXÝ« X³¦�U� 

 ÈÅÁ“UÐ —œ  1,2[ ] v?M?×M� d¹“ XŠU,� —«bI� ÈËU,� y = − f(x)Ê«u?ðÅv?� «cL Ë XÝ« Á“UÐ sOL¼ —œ 

 ÈÅÁ“U?Ð —œ «— v?M×M� d¹“ XŠU,�  − 1,1[ ] v?M?×M� d¹“ XŠU,� UÐ Ë œd# «bOÄ y = − f(x)ÈÅÁ“U?Ð —œ 

  1,2[ ]∫r¹—«œ Æœd# lLł 

A = A1 + A2 + A3

 t?# v²�Ë  A1 + A2 v?M?×?M� d¹“ XŠU,�   y =1 − x2
 ÈÅÁ“UÐ —œ   − 1,1[ ] Ë   A3v?M?×?M�d¹“ XŠU,� 

  y = − (1 − x2) = x2 − 1 ÈÅÁ“UÐ —œ   1,2[ ]∫r¹—«œ ÆXÝ« 

A2 = lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(xi ) ∆ x

  
= lim

n → ∞
∑
i=1

n
(1 − (

i

n
)2)

1

n

  
= lim

n → ∞
(1 − ∑

i=1

n i2

n3 ) =
2

3

 œ«œ ÊUA� Ê«uðÅv� VOðdð sOL¼ tÐ

  
A1 =

2

3
 Ë 

  
A3 =

4

3
 ® fÄ ¨©ø«dÇ

  
A =

8

3
Æ

ين�هاتمر

± v?MOýU� ‡‡µ s?¹« n?K?²?s�  UE×L —œ XŽdÝ Æb²,¹«Åv� s²%dÖ e�dð “« fÄ tO�UŁ µ—œ t?O�UŁ 

y

x
A1 A2 A3

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏≥

∫XÝ« Áb�¬ d¹“ ‰Ëbł

 µ       ¥       ≥         ≤        ±        ∞        ÊU�“           

 ∞       µ     ±≤[µ    ≤∞      ≥∞      ¥¥       ©tO�UŁ dÐ d²�® XŽdÝ

 µ             ¥          ≥            ≤            ±            ∞                   ©tO�UŁ® t

≥[∂±     ¥[¥±     µ[≥∏      ∂[µ≥      ∏[∞≥      π[∏±       ©tO�UŁ lÐd� dÐ d²�® a

 s?¹« ÷d?Ž —œ s?O?ýU?� t?# v?²?%U?,?� È«d?Ð v?�UBI� Ë v%U{« V¹dIð XÝ« »uKD�µv?Þ tO�UŁ 

ÆbM#Åv�

≤ ŸUFý Ë  UB²s� √b³� e#d� tÐ Ád¹«œ lÐ— XŠU,� v�UBI� Ë v%U{« V¹dIð d¹œUI� ‡‡±È«dÐ «— 

  n = 4 Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ ® œbŽ —«bI� s¹«

  

π
4

ø«dÇ ¨b�“Åv� V¹dIð «— ©

≥ v?M?×?M?�d?¹“ XŠU,� v�UBI� Ë v%U{« V¹dIð d¹œUI� ‡‡

  
y =

1

x
 s?OÐ «— ± Uð ≤ È«dÐ   n = 4

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

¥ ‰U¦� —œ Ábý Áœ«œ ÈÅtOŠU� XŠU,� ‡‡≥XÝœ tÐ tOŠU� dÐ jO×� ÈU¼ÅqOD²,� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

øbOM#Åv� Áb¼UA� vðËUHð tÇ Æb¹—Ë¬

µ jš d¹“ XŠU,� ‡‡ÅÅy = mx È«dÐ®   m > 0© sOÐ «— a Ë b ¨   (b > a > 0)ÆbOM# »U,Š 

∂ ‰U?¦� —œ bOM# XÐUŁ ‡‡ÅÅ± d?¼ —œ «— È«Åt?E×L XŽdÝ —«bI� dÖ« 

  

1

10
ÁU?ÖÅÊ¬ ¨rOýUÐ t²ý«œ tO�UŁ 

 d¦#«bŠ X%U,� È«dÐ v�UBI� Ë v%U{« V¹dIð q{UHð±[µÆXÝ« d²� 

∑g?¹«e?%« t?Ð Ë— g²ŽdÝ d²Ç Êbý “UÐ Uð ¨bM#Åv� »UðdÄ «— œuš ULOÄ«u¼ “« È“UÐd²Ç v²�Ë ‡‡

 ¨“UÐd²Ç È«ÅtE×L »U²ý d¹“ ‰Ëbł ÆbÐU¹Åv� g¼U# Ë« »U²ý «u¼ X�ËUI� qOLœÅtÐ vLË XÝ«ad¼ —œ «— 

∫XÝ« Áœd# X³Ł tO�UŁ

 ÈÅtE×L —œ «— XŽdÝ v%U{« Ë v�UBI� V¹dIð d¹œUI�µ t =Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∂‡‡ÅÅ≤OF� ‰«d~²�« ‡‡Òs

 È«dÐ rOM#Åv� ÷d% «b²Ð« ̈ r¹—«œ vÖœU�¬ sOF� ‰«d~²�« n¹dFð È«dÐ ÊuM#«a < b lÐUð fÈÅÁ“UÐ —œ 

 t²,Ð[a,b] ◊dý t# bOM# X�œ® býUÐ t²ÝuOÄ ¨   f(x) ≥ 0°X,O� È—Ëd{ © ÈÅÁ“UÐ ‰UŠ [a,b] tÐ «— n



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏¥

ÈÅÁ“UÐ d¹“

    x0, x1[ ]  ,  x1, x2[ ]  ,  L ,  xn − 1, xn[ ]
Ê¬ —œ t#

    a = x0 < x1 < x2 < x3 <  L < xn = b

 d?¼ È«dÐ Ë rOM#Åv� “«d%«i ¨  ∆ ix = xi − xi − 1ôuLF� ÆÎ ∆ ix = ∆ x =
b − a

n
È«d?Ð ÆœuýÅv� ÷d% 

 d¼    i =1,2,L , n ÈÅtDI� ¨ci ÈÅÁ“UÐ —œ «—   xi − 1, xi[ ]Ær¹dOÖÅv� dE�—œ Á«usLœ —uÞÅtÐ 

Rn (f ) = ∑
i=1

n
f(ci ) ∆ x

 l?ÐU?ð ÊU?L¹— ŸuL−� «—f ÈÅÁ“U?Ð ÈË— [a,b]v?²?Š Ê«u?ðÅv?� t?# b?O?M# X�œ® bM�U�Åv� ‚u% “«d%« È«dÐ 

∆ ixU¼ Xýu� Ë ÁœdJ� ÷d% d~¹bJ¹ UÐ dÐ«dÐ «— 

  
∑
i=1

n
f(ci ) ∆ ixÆ©

 lÐUð v~²ÝuOÄ s²%dÖ dE�—œ UÐ ‰UŠf ÈÅÁ“UÐ ÈË— [a,b]“« p¹d¼ —œ lÐUð s¹« t# œuýÅv� t−O²� ̈

 ÈU¼ÅÁ“UÐ d¹“  xi − 1, xi[ ]Æœ—«œ oKD� rLOMO� Ë rLO,#U� U¼ÅÁ“UÐ d¹“ s¹« “« p¹ d¼ —œ «cL Ë XÝ« t²ÝuOÄ 

 d?¼ È«d?Ð dÖ«    i =1,2,L , n ¨li Ë o?K?D?� r?L?O?MO� ÈÅtDI� ui o?K?D?� r?L?O?,#U� ÈÅtDI� fÈÅÁ“UÐ —œ 

  xi − 1, xi[ ]r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ 

f(li ) ≤ f(ci ) ≤ f(ui )

‰UŠ

  
Un (f ) = ∑

i=1

n
f(ui ) ∆ x

 lÐUð ÊUL¹— ÈôUÐ ŸuL−� «—f ÈÅÁ“UÐ —œ [a,b]Ë ‚u% “«d%« È«dÐ 

  
Ln (f ) = ∑

i=1

n
f(li ) ∆ x

 l???ÐU???ð ÊU??L??¹— s??O??¹U??Ä Ÿu??L??−??� «—f ÈÅÁ“U??Ð —œ [a,b]t???# œu???ýÅv??� Áb??¹œ v??²??Š«— t??Ð Ær??O??�U??�Åv??� 

Ln (f ) ≤ Rn (f ) ≤ Un (f ) 
±

Æ

±d¼ È«dÐ t# bOM# X�œ ‡‡  f¨Ln (f ){ } ¨Rn (f ){ } Ë Un (f ){ }Æb�«ÅtLU³�œ tÝ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏µ

± t?²?,?Ð Á“U?Ð —œ t?# v¹U¼ÅlÐUð È«dÐ jI% Èd¹cÄÅ‰«d~²�« ‡‡[a,b]ÈË— ‰«d?~?²?�« Æœ—«œ Âu?NH� bMýUÐ —«b�«d# Ë Ábý n¹dFð 

ÆXÝ« Ã—Uš »U²# s¹« œËbŠ “« vK# —uÞÅtÐ vLË XÝ« n¹dFð qÐU� bŠ ÂuNH� “« ÁœUH²Ý« UÐ r¼ d~¹œ ÈU¼ÅÁ“UÐ

∫t²J� lÐUð dÖ« f ÈÅÁ“UÐ —œ [a,b]rLO,#U� —«bI� U¼ÅÁ“UÐ d¹“ “« p¹d¼ È«dÐ vLË býU³� t²ÝuOÄ 

 Ê«uðÅv� r¼ “UÐ bMýUÐ t²ý«œ œułË oKD� rLOMO� —«bI� Ë oKD�Un (f ) Ë Ln (f )V?Oðdð sOL¼ tÐ «— 

Æœd# n¹dFð

∫n¹dFð lÐUð f t²,Ð ÈÅÁ“UÐ dÐ [a,b]bM¹uÖ d¹cÄÅ‰«d~²�« «— 
±

ÁUÖd¼  ¨

lim
n → ∞

Ln (f ) = lim
n → ∞

Un (f )

bŠ „d²A� —«bI� s¹« ËÒOF� ‰«d~²�« «— ÈÒ lÐUð sf ÈÅÁ“UÐ ÈË— [a,b] UÐ «— Ê¬ Ë bM�U�Åv� ∫ a
b f(x)dx

ÆbM¼œÅv� ÊUA�

 XIOIŠ —œ∫ a
b f(x)dxO?F� ‰«d~²�« —«bI� «— Ê¬ t# XÝ« vIOIŠ œbŽ p¹ Ò ¨bM�U�Åv� sflÐUð 

 ¨XÝ« ‰«d~²�« d¹“a Ë ‰«d~²�« vMO¹UÄ bŠ b > aÆXÝ« ‰«d~²�« v¹ôUÐ bŠ 

 X�öŽ’’∫ ’’ s?²ýu� v²MÝ ‘Ë— “« S Ÿu?L−� XGL ÈUłÅtÐ ’’Sum’’ Ë X?Ý« Ábý t²%dÖ dx

 qO,�«dH¹œ ÊUL¼xÆXÝ« 

 ÈÅt²J�±∫ ÁUÖd¼ lim
n → ∞

Ln (f ) = lim
n → ∞

Un (f ) ® lÐUð vMF¹f ÈÅÁ“UÐ —œ [a,b]©œuÐ d¹cÄÅ‰«d~²�« 

  —uK Ê¬ —œlim
n → ∞

Rn (f )ÆœuÐ b¼«uš —«bI� sOL¼ r¼ 

 ÈÅt?²J�≤∫Š ÊuÇ bÒ�  d?O?G²� tÐ ÊUL¹— ŸuL−x Ê«u?ðÅv� œ—«b� v~²,Ð xd?~?¹œ dOG²� d¼ tÐ «— 

∫r¹—«œ Ë œd# q¹b³ð

f(x)
a

b
∫ dx = f(t)

a

b
∫ dt

 ‰U¦�∂∫ dÖ«   b > 0 ÈÅt³ÝU×� È«dÐ ¨

  
xdx

0

b
∫ ¨∆ x =

b − 0
n

=
b
n

 d¼ È«dÐ Ë Æi ¨xi = i
b
n

Æ

Ln (f ) =
b
n

(0 +
b
n

+
2b
n

+ L + (n − 1)
b
n

)

    
=

b2

n2 (1 + 2 + 3 + L + (n − 1))ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ        

  
=

b2

n2
(n − 1)n

2
=

b2

2
(1 −

1
n

)ÅÅ       Å  

x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏∂

VOðdð sOL¼ tÐ

Un (f ) =
b
n

(
b
n

+
2b
n

+ L + n
b
n

)

  
=

b2

n2
n(n + 1)

2
=

b2

2
(1 +

1
n

)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ        

fÄ

  
lim
n → ∞

Ln (f ) = lim
n → ∞

Un (f ) =
b2

2

vMF¹

xdx
0

b
∫ =

1
2

(b2)

ö¦� ËÎ xdx
0

1
∫ =

1
2

t� œd� XÐUŁ Ê«uðÅv� vK� —uÞ tÐ Æ

xdx
a

b
∫ =

1
2

(b2 − a2)

rOM�Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ XÝ« Èd¹cÄÅ‰«d~²0« È«dÐ v1U� ◊dý t� «— d¹“ ÈÅtOC6

 ÈÅtOC�±∫ lÐUð dÖ« f ÈÅt²9Ð ÈÅÁ“UÐ —œ a,b[ ] ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ÝuOÄ fd¹cÄÅ‰«d~²0« Á“UÐ s¹« —œ 

ÆXÝ«

 ‰U?¦?�∑∫ d?¼ È«dÐ   x > 1 l?ÐU?ð ¨

  
f(t) =

1
t

 t?²?9?Ð ÈÅÁ“UÐ —œ   1, x[ ]t?−?O?²?0 —œ Ë X?Ý« t?²?ÝuOÄ

ÆXÝ« d¹cÄÅ‰«d~²0«

∫t²J� lÐUð t� œ—«b0 v�Ëe@ f∫bOM� tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ÆbýUÐ d¹cÄÅ‰«d~²0« Uð býUÐ t²ÝuOÄ 

 ‰U¦�∏∫ÅÅÅÅ

  
f(x) =

0    x ≠ 0

1    x =0




 Á“UÐ —œ lÐUð s¹«  − 1 ,1[ ] X9O0 t²ÝuOÄ ®ÆXÝ« d¹cÄÅ‰«d~²0« v@Ë ©ø«dÇ

  
Ln (f ) = ∑

i=1

n
f(li ) ∆ x =0

  
0 ≤ Un (f ) = ∑

i=1

n
f(ui ) ∆ x ≤

4
n



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏∑

 ÈÅt?DI0 XÝ« sJ2 t� bOM� X6œ®∞ v?MF¹ “«d1« “« Á“UÐ Ëœ tÐ   xi ,xi + 1[ ] Ë   xi − 1 , xi[ ]oKFð 

 ¨býUÐ t²ý«œUn (f ) =
4
n

 tDI0 U¹ Ë ∞ ¨býUÐ t²ý«œ oKFð U¼ÅÊ¬ “« vJ¹ tÐ Un (f ) =
2
n

©

 fÄ

  
lim
n → ∞

Ln (f ) = lim
n → ∞

Un (f ) =0 vMF¹ ¨fË XÝ« d¹cÄÅ‰«d~²0« 

  
f(x)dx =0

− 1

1
∫

 ‰U¦� —œ∏ lÐUð ¨f ÈÅtDI0 d~� ◊UI0 ÈÅtL¼ —œ ∞ XÐUŁ lÐUð UÐ ∞Áb¹œ t� —uÞÅÊUL¼ Ë XÝ« dÐ«dÐ 

 ÈÅÁ“UÐ —œ lÐUð Ëœ s¹« ‰«d~²0« œuýÅv�  − 1,1[ ]XÐUŁ Ê«uðÅv� «— d¹“ VKD� vK� —uÞ tÐ Ë b0dÐ«dÐ r¼ UÐ 

Æœd�

∫t²J� lÐUð Ëœ ÁUÖd¼ f Ë gd~� Á“UÐ s¹« ◊UI0 tL¼ —œ Ë Ábý n¹dFð t²9Ð ÈÅÁ“UÐ p¹ ◊UI0 ÂU9 —œ 

d¹œUI� Ë XÝ« d¹cÄÅ‰«d~²0« r¼ Èd~¹œ ¨U¼ÅÊ¬ “« vJ¹ Èd¹cÄÅ‰«d~²0« ◊dý tÐ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ Ê¬ “« È«ÅtDI0

Æb0dÐ«dÐ ‰«d~²0« Ëœ s¹«

 sOF� ‰«d~²0« ‰UŠ tÐ Uðf(x)dx
a

b
∫ È«dÐ «— a < bs¹« d¹“ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨r¹œd� n¹dFð 

 d¼ È«dÐ «— ‰«d~²0«b Ë a∫œd� n¹dFð Ê«uðÅv� 

 ∫n¹dFð± dÖ« ‡‡Åa > b Ë f(x)dx
b

a
∫rOM�Åv� n¹dFð ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ œułË 

f(x)dx
a

b
∫ = − f(x)dx

b

a
∫

≤ dÖ« ‡‡Åf(a)rOM�Åv� n¹dFð ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ œułË 

  
f(x)dx

a

a
∫ =0

 ‰U¦� —œ t� —uÞÅÊUL¼∑ d¼ È«dÐ ̈ r¹b¹œ   x > 1 ̈

  

dt
t1

x
∫∫rOM�Åv� n¹dFð ‰UŠ ̈ XÝ« Ábý n¹dFð 

 ∫n¹dFð d¼ §«“« tÐ  x ∈ (0, ∞ ) ¨

  

dt
t1

x
∫ v?FO³Þ r²¹—U~@ «— x UÐ «— Ê¬ Ë bM�U0Åv� ln xg¹U/ 

 l?ÐU?ð ÊU?L?¹— lLł qZUŠ “« ÁœUH²Ý« UÐ Ê«uðÅv� «— lÐUð s¹« v³¹dIð —«bI� ÆbM¼œÅv�

  

1
t

 Á“UÐ —œ   1, x[ ]
 È«dÐ  x > 1 U¹ Ë   x,1[ ] È«dÐ   0 < x < 1Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 l?ÐU?ð —«bI� t� È«ÅvIOIŠ œbŽln dÐ«dÐ Ê¬ —œ ± UÐ «— XÝ« eÁb?O?�U0 dá0 œbŽ Ë rO¼œÅv� g¹U/ 

® œuýÅv�  ln e =1©Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏∏

 ∫t?²?J� œb?Ž s?¹«e ‰U?¦?�® ÆX?Ý« Áb?ý d?¼U?þ r?¼ d~¹œ œ—«u� —œ ±πÊ¬ d?Ð ÁËö?Ž ©ÂËœ qB1 

ln x = loge
x

 ® ÊUL¼ vFO³Þ r²¹—U~@ vMF¹log ÈUM³� —œ e©ÆXÝ« 

∂‡‡Å≥sOF� ‰«d~²�« ÈU¼ÅvÖó¹Ë ‡‡Å

∫rOM�Åv� ÊUOÐ XL96 s¹« —œ «— sOF� ‰«d~²0« rN� ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« všdÐ

�¦U‰ π∫ dx
a

b
∫ Ž³U—  «ÝX «“ «0²~d«‰ ðUÐl ŁUÐX   f ≡ 1 œ— ÐU“ÁÅÈ a,b[ ] Ë �vÅðu«Ê ŁUÐX �dœ∫

dx
a

b
∫ = b − a

 ÈÅtOC�≤∫ dÖ« f ÈÅÁ“UÐ —œ a,b[ ] Ë d¹cÄÅ‰«d~²0« kÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ XÐUŁ vIOIŠ œbŽ p¹ 

kf(x)dx = k
a

b
∫ f(x)dx

a

b
∫

∫  U³Ł«

kf(x)dx =
a

b
∫ lim

n → ∞
∑
i=1

n
kf(ci ) ∆ x = lim

n → ∞
k ∑

i=1

n
f(ci ) ∆ x

= k lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(ci ) ∆ x = k f(x)dx

a

b
∫ÅÅ               ÅÅÅÅÅÅÅ

 ÈÅtOC�≥∫ dÖ« f Ë g ÈÅÁ“UÐ —œ d¹cÄÅ‰«d~²0« lÐUð Ëœ a,b[ ]ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ 

(f(x) + g(x))dx =
a

b
∫ f(x)dx

a

b
∫ + g(x)dx

a

b
∫

∫ U³Ł«

  
lim
n → ∞

∑
i=1

n
(f(ci ) + g(ci )) ∆ x = lim

n → ∞
( ∑

i=1

n
f(ci ) ∆ x + ∑

i=1

n
g(ci ) ∆ x)

= lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(ci ) ∆ x + lim

n → ∞
∑
i=1

n
g(ci ) ∆ xÅÅ                                    

Æ= f(x)dx +
a

b
∫ g(x)dx

a

b
∫ÅÅÅ                                    

∫rOM�Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtOC6

 ÈÅtOC�¥∫ dÖ« f  ◊UI0 q�Uý t� È«Åt²9Ð ÈÅÁ“UÐ —œa ¨b Ë cÁU~0¬ ¨býUÐ d¹cÄÅ‰«d~²0« XÝ« 

f(x)dx =
a

b
∫ f(x)dx

a

c
∫ + f(x)dx

c

b
∫



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±∏π

U�Ëe@Î œbŽ c sOÐ a Ë bÆX9O0 

∫t²J� ÈÅtOC6 “« ÁœUH²Ý« UÐ ¥Ábý n¹dFð t²9Ð ÈÅÁ“UÐ p¹ —œ vFÐUð dÖ« t� œd� XÐUŁ Ê«uðÅv� ¨

¨býUÐ éÇ Ë XÝ«— ÈU¼bŠ È«—«œ ◊UI0 s¹« —œ lÐUð Ë býUÐ t²ý«œ v~²ÝuOÄU0 ÈÅtDI0 v¼UM²� Èœ«bFð Ë

∫bOM� tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ÆXÝ« d¹cÄÅ‰«d~²0« Á“UÐ Ê¬ —œ lÐUð r¼ “UÐ

 ‰U¦�±∞∫ 

  
x[ ] dx = x[ ] dx +

0

1

∫0

3

∫ x[ ] dx
1

2

∫ + x[ ] dx
2

3

∫

  
= 0dx

0

1
∫ + dx

1

2
∫ + 2dx

2

3
∫

  =0 + (2 − 1) + 2(3 − 2)

  =1 + 2 = 3

 ÈÅt?OC�µ∫dÖ«  f Ë g ÈÅÁ“U?Ð —œ d?¹c?ÄÅ‰«d~²0« lÐUð Ëœ a,b[ ] d?¼ È«dÐ Ë ¨bMýUÐ x ∈ a,b[ ]¨

f(x) ≤ g(x)ÁUÖÅÊ¬ ¨

f(x)dx ≤ g(x)dx
a

b
∫a

b
∫

 ÈÅtOC6 “« ÁœUH²Ý« UÐµ dÖ« t� X1dÖ t−O²0 Ê«uðÅv� ¨a ≤ bÁUÖÅÊ¬ ¨

f(x)dx
a

b
∫ ≤ f(x)

a

b
∫ dx

 ÈÅt?OC�∂∫ l?ÐU?ð dÖ« f ÈÅÁ“UÐ —œ a,b[ ] Ë t?²?ÝuOÄ m Ë MË o?K?D?� r?L?O?MO� —«bI� VOðdð tÐ 

ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ Á“UÐ s¹« —œ lÐUð oKD� rLO9�U�

m ≤
1

b − a
f(x)dx

a

b
∫ ≤ M

∫ U³Ł« d¼ È«dÐ t� XÝ« `{«Ë x ∈ a,b[ ] ¨m ≤ f(x) ≤ M

fÄ

mdx ≤ f(x)dx
a

b
∫a

b
∫ ≤ Mdx

a

b
∫

U¹ Ë

m(b − a) ≤ f(x)dx ≤ M(b − a)
a

b
∫



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π∞

vMF¹

m ≤
1

b − a
f(x)dx ≤ M

a

b
∫

 —«bI�

1
b − a

f(x)dx
a

b
∫ lÐUð sO~0UO� U¹ jÝu²� —«bI� ̈f ÈÅtDI0 “« a ÈÅtDI0 Uð b ®ÈÅÁ“UÐ —œ U¹

a,b[ ]©∫œd� ÊUOÐ d¹“ Õdý tÐ Ê«uðÅv� «— È—«cÖÅÂU0 s¹« qO@œ ÆœuýÅv� ÁbO�U0 

 ÈÅÁ“U?Ð dÖ«a,b[ ] tÐ «— n Ë r?O?M?� rO9Ið ÈËU9� XL96 ∆ x =
b − a

n
È«d?Ð Ê«u?ðÅv� ÁUÖÅÊ¬ ¨

qZUŠ “«d1«

    x0, x1[ ] , x1, x2[ ] L xn − 1, xn[ ]
∫X1dÖ dE0 —œ «— ÊUL¹— ÈU¼ÅlLłÅqZUŠ “« vJ¹

  
∑
i=1

n
f(xi ) ∆ x = (b − a)

∑ i=1
n f(xi )

n

 sOF� ‰«d~²0« tâ0UMÇ dÖ« Ëf ÈÅÁ“UÐ dÐ a,b[ ]ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ œułË 

lim
n → ∞

∑
i=1

n
f(xi ) ∆ x = lim

n → ∞
(b − a) ∑

i=1

n f(xi )
n

= f(x)dx
a

b
∫

V¹dIð —uÞ tÐ «c@ Ë

  

1
b − a

f(x)dx
a

b
∫ ≈

∑ i=1
n f(xi )

n

 d?¹œUI� sO~0UO� U¹ jÝu²� —«bI� ÊUL¼ XÝ«— ·dÞ  —U³Ž t�    f(xn ),L, f(x1)r¼ qJý tÐ ÆXÝ« 

 vM×M� d¹“ XŠU9� —«bI� Áœ—uš —uýU¼ XL96 ¨bOM� tłuðy = f(x) ÈÅÁ“UÐ —œ a,b[ ]t� ÆXÝ« 

 ÈU?¼Å‰u?Þ tÐ Ê¬ Ÿö{« t� vKOD²9� XŠU9� UÐ XŠU9� s¹«b − a jÝu²� —«bI� Ë fd?Ð«dÐ ¨bM²9¼ 

ÆXÝ«



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π±

 ‰U¦�±± ∫È«dÐ vMO¹UÄ Ê«d� Ë ôUÐ Ê«d� ¨‰«d~²0« ÈÅt³ÝU×� ÊËbÐ rO¼«ušÅv�

  
(x3 − 6x2 + 9x + 1)dx1

2

4
∫

Ær¹—Ë¬ XÝœ tÐ

  f(x) = x3 − 6x2 + 9x + 1

 ÈÅÁ“UÐ —œ

  

1
2

,4





 oKD� rLO9�U� —«bI� È«—«œ µ oKD� rLOMO� Ë ±©ø«dÇ® ÆXÝ« 

fÄ

1 (4 −
1
2

) ≤ (x3 − 6x2 + 9x + 1)dx1
2

4
∫ ≤ 5(4 −

1
2

)

  
3 / 5 ≤ (x3 − 6x2 + 9x + 1)dx1

2

4
∫ ≤ 17 / 5ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 ÈÅt??O?C?�∑∫ d??Ö« ©U??¼Å‰«d??~?²?0« È«d?Ð s?O?~?0U?O?� —«b?I?� ÈÅt?O?C?6® f t??²?9?Ð ÈÅÁ“U?Ð —œ a,b[ ]
 vIOIŠ œbŽ ÁUÖÅÊ¬ býUÐ t²ÝuOÄc ¨a ≤ c ≤ bt� œ—«œ œułË 

f(x)dx
a

b
∫ = f(c)(b − a)

∫ U?³Ł« ÊuÇ 

1
b − a

f(x)dx
a

b
∫ o?K?D?� rLO9�U� —«bI� Ëœ sOÐ M o?K?D?� rLOMO� Ë m lÐUð f

 ¨v0UO� —«bI� ÈÅtOC6 tÐ UMÐ ¨XÝ«c ∈ a ,b[ ]t� œ—«œ œułË 

f(c) =
1

b − a
f(x)dx

a

b
∫

 ÈÅtDI0 XÝ« sJ2 t²³@«cÆbýU³0 U²J¹ 

 ‰U??¦??�±≤∫ l??ÐU??ð   f(x) = x2
 ÈÅÁ“U??Ð —œ «—   1,4[ ]œ«œ ÊU??A??0 Ê«u??ðÅv??� Æb??¹d??O??~??Ð d??E??0 —œ 

  
x2

1

4
∫ dx = 21Æ

 U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ lÐUð jÝu²� —«bI�

  

x2
1

4
∫ dx

3
= 7 —«b?I� Æc t?� b?ýUÐ È—uÞ b¹UÐ   f(c) = 7¹ U

  c
2 = 7 ÈÅÁ“U?Ð —œ »«u?ł U?NMð t�   1,4[ ] ¨  7 ÈÅÁ“U?Ð —œ v?M?×?M?� d¹“ XŠU9� ÆXÝ«   1,4[ ]d?Ð«dÐ 

 Ÿö{« tÐ qOD²9� XŠU9�  f( 7 ) = 7 Ë ≥ ÈÅÁ“UÐ ‰uÞ®   1,4[ ]©ÆXÝ« 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π≤

ÆrOM�Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— ¨sOF� ‰«d~²0« ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« d~¹œ všdÐ

± d?Ö« ‡‡Åf —œ Ë œd?1 vFÐUð − a ,a[ ] b?ýU?Ð d?¹cÄÅ‰«d~²0«® d?¼ È«d?Ð vMF¹x ¨(f( − x) = − f(x)¨

ÁUÖÅÊ¬

  
f(x)dx =0

− a

a
∫

≤ d?Ö« ‡‡Åf —œ Ë ÃË“ v?FÐUð − a ,a[ ] b?ýU?Ð d?¹c?ÄÅ‰«d~²0« ® d?¼ È«d?Ð vMF¹x ¨f( − x) = f(x)©¨

ÁUÖÅÊ¬

  
f(x)dx = 2

− a

a
∫ f(x)dx

0

a
∫

∫œd� Áb¼UA� Ê«uðÅv� d¹“ ÈU¼ÅqJý —œ «— dOš« vÖó¹Ë Ëœ d¹uBð

  
x3dx =0

− 1

1
∫

x2dx = 2
− 1

1
∫ x2dx

0

1
∫ =

2
3

x

y

1 2 3 4− 1− 2− 3− 4

− 1

− 2

1

2

x

y

1 2− 1− 2− 3− 4 3 4



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π≥

ين�هاتمر

± d¹œUI� Ë Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ d¹“ lÐ«uð È«dÐ «— ÊUL¹— sO¹UÄ Ë ôUÐ ŸuL−� ‡‡ÅnÆbOM� t³ÝU×� 

 ©n@«f(x) = sin x ÈÅÁ“UÐ —œ   0, π[ ] È«dÐ   n = 6

 ©»  g(x) = x3
 ÈÅÁ“UÐ —œ   − 1,1[ ] È«dÐ   n = 8

 ©Ãh(x) = cosx ÈÅÁ“UÐ —œ 

  
0 ,

π
2







 È«dÐ   n = 3

 ©œ

  
t(x) =

1
x

 ÈÅÁ“UÐ —œ   1,2[ ] È«dÐ   n =10

≤ d¼ È«dÐ t� bOM� XÐUŁ ‡‡Å  b > 0¨

x2dx =
b3

30

b
∫Ë  x3dx =

b4

40

b
∫

≥ l?ÐU?ð —«œu/ ‡‡Åf ÈÅÁ“UÐ —œ   − 2,2[ ] —u?×?� t?Ð X³90 y ÈÅÁ“U?Ð —œ Ë X?Ý« Ê—U?I²�   − 2,5[ ]
 dÖ« Æ©qJý oÐUD�® XÝ« t²ÝuOÄ

  
A = f(x)dx

− 2

2
∫ Ë 

  
B = f(x)dx

0

5
∫XÝ« »uKD� ¨

©n@«

  
f(x)dx

2

5
∫

»© �Ib«— �²uÝj ðUÐl f —« œ— ÐU“ÁÅÈ   0 ,5[ ] Ë 0Oe �Ib«— �²uÝj ðUÐl f —« œ— ¼LUÊ ÐU“Á ÄOb« �MObÆ

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

2− 2 5
x

y

¥ rO0«bÐ dÖ« ‡‡Å

  
3x2dx

1

3
∫ = 26 Ë 

  
2xdx

1

3
∫ = 8XÝ« »uKD� ¨

  
(x2 − x)dx

1

3
∫



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π¥

µÆbOM� t³ÝU×� «— d¹“ sOF� ÈU¼Å‰«d~²0« ‡‡Å

 ©n@«

  
(x3 + 2)dx

− 1

1
∫ ©»

  
x dx

− 1

2
∫

 ©Ã

  
(x5 − 3x3 + 2)dx

1

− 1
∫

∂ÆbOM� XÐUŁ «— d¹“ ÈU¼ÅÈËU9�U0 ‡‡Å

 ©n@«

  

3
26

≤
1

x2 + 1
dx ≤

3
52

5
∫ ©»0 ≤ sin(

π
2

x)dx ≤ 2
0

2
∫

∑ lÐUð jÝu²� —«bI� ‡‡Å  f(x) = x2
 ÈÅÁ“UÐ —œ «—   − 1,2[ ]s¹« “« È«ÅtDI0 tÇ —œ Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 lÐUð —«bI� Á“UÐfÆbO¼œ g¹U/ «— Áb�¬ XÝœ tÐ ÈÅt−O²0 vÝbM¼ dE0 “« øXÝ« dÐ«dÐ lÐUð jÝu²� —«bI� UÐ 

∏ d¼ È«dÐ bOM� XÐUŁ ‡‡Åb Ë a¨

  
x3dx

a

b
∫ =

b4 − a4

4

πlÐUð ‡‡Å

 U¹uÖÅÅÅÅ          ÅÅÅ        

  
f(x) =

1       x

0       x


  rZ«

    Å Å           

 t²9Ð ÈÅÁ“UÐ —œ «—

  

i
n

,
i + 1
n







 È«dÐ n ∈ N Ë   0 ≤ i ≤ n − 1Æb¹dO~Ð dE0 —œ 

ÆbOM� «bOÄ U¼ÅÁ“UÐ s¹« “« p¹ d¼ —œ «— lÐUð s¹« oKD� rLOMO� Ë rLO9�U� —«bI� ©n@«

 ©»Ln (f ) Ë Un (f ) ÈÅÁ“UÐ —œ «—   0,1[ ]Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ 

 lÐUð U¹¬ ©Ãf ÈÅÁ“UÐ —œ   0,1[ ]øXÝ« d¹cÄÅ‰«d~²0« 

±∞ ‡‡Å

  
x3 x 1

4
∫ dxÆbOM� »U9Š «— 

∂‡‡Å¥ÅÈœUOMÐ ÈU¼ÅtOC� ‡‡Å
±

Ê«uðÅv� o²A� 7ý«œ UÐ ¨d~¹œ ·dÞ “« œË—Åv� —U� tÐ  «dOOGð X³90 Ê«uMŽ tÐ o²A� t� r¹b¹œ

ö¦� Æœ—Ë¬ XÝœ tÐ lÐUð UÐ tDÐ«— —œ «— vðUŽöÞ«ÎÆr¹œd� «bOÄ È«ÅtE( XŽdÝ “« ÁœUH²Ý« UÐ «— X1U9� 

±ÆbM�U0Åv� r¼ vKZ« U¹ vÝUÝ« ÈU¼ÅÅtOC6 «— U¼ÅÅtOC6 s¹« ‡‡Å



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±πµ

qO90«dH¹œ »U9Š ÈœUOMÐ ÈU¼ÅtOC6 Æœ—«œ œułË o²A� Ë ‰«d~²0« sOÐ vIDM� vÞU³ð—« b¹¬Åv� dE0 tÐ «c@

‰U¦� tÐ Ê¬ “« q³6 U�« ÆbM¼œÅv� ÊUA0 «— ◊U³ð—« s¹« b0bý  U³Ł« oO6œ —uÞ tÐ r¼bH¼ Êd6 —œ t� ‰«d~²0« Ë

∫bOM� tłuð d¹“

 ‰U¦�±≥∫ lÐUð tÐ   F(x) = 3x + 1 XÐUŁ lÐUð ¨lÐUð s¹« o²A� ÆbOM� tłuð   f ≡ 3Ë XÝ« 

  
f(x)dx =

a

b
∫ 3dx =

a

b
∫ 3(b − a)

UÐ XÝ« dÐ«dÐ t�

  F(b) − F(a) = 3b + 1 − (3a + 1)

  = 3(b − a)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                 

∫r¹—«œ vK� —uÞ tÐ

 ÈÅtOC�∏∫Ë« ÈœUOMÐ ÈÅtOC6® 
Ò

 dÖ« ©‰«d~²0« Ë qO90«dH¹œ »U9Š ‰f ÈÅÁ“UÐ —œ t²ÝuOÄ vFÐUð I

 ÈÅtDI0 q�Uýa lÐUð Ë býUÐ F ÈÅtM�«œ UÐ I∫œuý n¹dFð d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ 

F(x) = f(t)dt
a

x
∫

 ÁUÖÅÊ¬F ÈË— Id¼ È«dÐ Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� x ∈ I ¨′F (x) = f(x)Æ

∫ U³Ł« l?ÐUð v~²ÝuOÄ qO@œ tÐ f ÈË— I d¼ È«dÐ ¨x ¨F(x)rO¼œÅv� ÊUA0 ‰UŠ ÆXÝ« œułu� 

∫XÝ« d¹cÄÅo²A� lÐUð s¹«

  
′F (x) = lim

h → 0

F(x + h) − F(x)
h

  
= lim

h → 0

f(t)dt − f(t)dt
a

x
∫a

x + h
∫

h
Å ÅÅ       

  
= lim

h → 0

f(t)dt
x

x + h
∫

h
ÅÅ        Å

�«Ò dÐUMÐ U sO~0UO� —«bI� ÈÅtOC6

1
h

f(t)dt
x

x + h
∫ = f(c) t� c sOÐ x Ë x + h v²6Ë fÄ Æœ—«œ —«d6 h

 ¨œd� qO� dHZ XLÝ tÐc tÐ x v~²ÝuOÄ qO@œ tÐ Ë bM�Åv� qO� f∫r¹—«œ 

lim
h → 0

1
h

f(t)dt
x

x + h
∫ = lim

c → x
f(c) = f(x)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π∂

t−O²0 —œ

′F (x) = f(x)

 ÈÅtOC�π ∫Ëœ ÈœU?OMÐ ÈÅtOC6®Ò d?Ö« ©‰«d?~²0« Ë qO90«dH¹œ »U9Š Âf t?²9Ð ÈÅÁ“UÐ —œ a ,b[ ]
 l?ÐU?ð Ë býUÐ t²ÝuOÄg d?¼ È«d?Ð t?� býUÐ È«Åt0uÖ tÐ xÅÅÅÈÅÁ“UÐ —œ a ,b[ ] r?OýUÐ t²ý«œ ′g (x) = f(x)¨

ÁUÖÅÊ¬

f(t)dt
a

b
∫ = g(b) − g(a)

∫ U³Ł« dÖ« F(x) = f(t)dt
a

x
∫¹dFð  d¼ È«dÐ t� r¹b¹œ œuý nx ∈ a ,b[ ] ¨′F (x) = f(x)Æ

 d?¼ È«d?Ð fÄx ¨  (F − g ′) (x) =0 v?M?F¹ F − g ≡ k t� k ÆX?Ý« X?ÐU?Ł —«b?I� p¹ ®d?¼ È«d?Ð v?MF¹

x ∈ a ,b[ ] ¨ÅF(x) = g(x) + k©

U�«

F(b) = g(b) + k = f(t)dt
a

b
∫

Ë

  
F(a) = g(a) + k = f(t)dt =0

a

a
∫

t−O²0 —œ

k = − g(a)

r¹—«œ Ë

f(t)dt =
a

b
∫ g(b) − g(a)

g(b) − g(a) UÐ «— g(x)
b

a
ÆbM¼œÅv� g¹UL0 eO0 

∫t²J� ÈÅtOC6 —œ π XÝ« v1U� ′g (a) lÐUð XÝ«— o²A� ̈g ÈÅtDI0 —œ a Ë ′g (b)éÇ o²A� ̈

 ÈÅtDI0 —œ lÐUðbÆbýUÐ 

 ‰U¦�±¥ ∫ dÖ«′g (t) = f(t) = t Ë   g(0) = 2 —«bI� ̈g(b) ◊UI0 —œ «— ∞Å , Å∞[≤Å , ∞[¥ÅÅÅË ì ±



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π∑

ÆrOM�Åv� «bOÄ

  
g(b) − g(0) = f(t)dt =

0

b
∫ tdt

0

b
∫

U¹

  
g(b) = 2 + t dt

0

b
∫

 ‰U¦� —œ∂ ¨

  
tdt

0

b
∫ nK²z� d¹œUI� È«dÐ «— b r¹—«œ Ë Áœd� «bOÄ g(b) = 2 +

1
2

b2
ö¦� fÄ ÆÎ

 ‰U¦�±µ∫Å lÐUð o²A� ÊuÇ g(x) = − cosx lÐUð ¨f(x) = sin xfÄ ¨XÝ« 

sin xdx =
0

π
2∫ − cosx

π
2
0

=1

∫Åt²J�Áœ«œ sOF� ‰«d~²0«  —uZ tÐ t� vFÐ«uð “« všdÐ o²A� ÈÅt³ÝU×� È«dÐ ‰Ë« ÈÅtOC6 “« 

d� ÁœUH²Ý« Ê«uðÅv� ¨b0«ÅÁbýö¦� ¨œÎ∫r¹—«œ 

 d?????Ö«F(x) = f(t)dt
a

x
∫ ÁU??????ÖÅÊ¬ ¨′F (x) = f(x) d?????Ö« Ë F(x) = f(t)dt

a

g(x)
∫ÁU??????ÖÅÊ¬ ¨

′F (x) = ′g (x)f(g(x)) ®©ø«dÇ

ين�هاتمر

± lÐUð —«œuL0 dÖ« ‡‡Åf� ÅË býUÐ qJý oÐUD′F = f Ë   F(0) =0 XÝ« »uKD� ¨F(b)◊UI0 È«dÐ 

  b =1 ,2, 3,5,6Æ

  

b 0 0/ 2 0/ 4 0/ 6 0/ 8 1

g(b) 2 2 /02 2 /08 2 /18 2 / 32 2 / 5

1 2 3 4 5 6 7
x

y

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±π∏

≤ dÖ« ‡‡Å  f(x) = 2x Ë   F(x) = x2
¨

 t� bO¼œ ÊUA0 ©n@«′F = fÆ

 ©»f(x)dx
a

b
∫ÆbOM� t³ÝU×� sOF� ‰«d~²0« n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

 t� bO¼œ ÊUA0 ©Ãf(x)dx
a

b
∫ = F(b) − F(a)

≥Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ Ábý Áœ«œ sOF� ‰«d~²0« ÈÅt³ÝU×� ÊËbÐ «— d¹“ ÈU¼Åo²A� ‡‡Å

 ©n@«

d
dx

sin t
t1

x
∫ dt ©»

  

d
dt

cosy

1 + y2− π

t
∫ dy

¥ÆbOM� «bOÄ «— d¹“ ÈU¼Åo²A� ‡‡Å

 ©n@«

  

d
dt

dx

4 − x20

cos t
∫ ©»

  

d
dt

dx

4 − x2sin t

cos t
∫

µ lÐUð o²A� t�Ås¹« Ë ÈœUOMÐ ÈÅtOC6 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅF(x) =
1
4

x4
 UÐ XÝ« dÐ«dÐ   f(x) = x3

 d¼ È«dÐ  b > 0 ¨

  
x3dx

0

b
∫ÆbOM� t³ÝU×� «— 

∂ d¼ È«dÐ bO¼œ ÊUA0 ‡‡Å  a > 0 Ë   b > 0

dt
t

= ln
b
aa

b
∫

∑ÅÆb¹—Ë¬ XÝœ tÐ ÊUAH¹dFð ÅtM�«œ —œ «— d¹“ lÐ«uð o²A� ‡‡Å

 ©n@«f(x) = ln x ©»g(x) = ln(cosx)

∂ÅÅ‡‡ÅµË« lÐUð ‡‡ÅÅÒ‰«d~²�«® tO2OF�U� Ò©s

ÈÅtOC6 v@Ë XÝ« ÁbMM�Åt²9š Ë v0ôuÞ —UO9Ð ¨n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ sOF� ‰«d~²0« ÈÅt³ÝU×�

 dÖ« b¹uÖÅv� t� ‰«d~²0« Ë qO90«dH¹œ »U9Š ÈœUOMÐ′F (x) = f(x)r¹—«œ 

f(x)dx = F(b) − F(a) = F(x) a
b

a

b
∫

—Ëýv —« Ðd«È �×UÝ³?tÅÈ «0²~d«‰ �FOs «—«zt �v?Åœ¼b �t ÐU «Ý²HUœÁ «“ ¬Ê łu«» œ6O?o —« �vÅðu«Ê Ýd¹FUÎ

Š9U» �dœÆ «¹s —Ë‘ ÐtÅýdÞv ÐtÅ�U— �vÅ—Ëœ �t Ðd«È ðUÐl f¨ ðUÐl F Ëłuœ œ«ý²t ÐUýb �t ′F = fÆ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±ππ

 ‰U¦�±∂∫ ÈÅt³ÝU×� È«dÐ 

  
(8 − 2x)dx

0

4
∫

 dÖ« rOMOÐÅv�  F(x) = 8x − x2
 ÁU~�¬ ¨  ′F (x) = 8 − 2xfÄ Æ

  
(8 − 2x)dx

0

4
∫ = 8x − x2

0
4 =16

²J�∫ Åt

 lÐUð Ëœ È«dÐ ‡‡F Ë G ¨′F = ′G dÖ« UNMð Ë dÖ« G = F + k Ê¬ —œ t$ kÆXÝ« XÐUŁ 

 lÐUð Êœd$Å«bOÄ ‡‡F Ê¬ È«dÐ t$ ′F = fÆXÝ« ÈdOÖÅo²A� qLŽ fJŽ XIOIŠ —œ ¨

 Êœ—Ë¬ÅXÝœÅtÐ ‡‡Fö?¦� ¨X4O� d¹cá�UJ�« Ë ÁœUÝ Á—«uL¼ Î lÐUð È«dÐ   f(x) = sin x2
vÖœUÝÅtÐ 

 bM�U� vFÐUð Ê«uðÅvL�F Ê¬ È«dÐ t$ œd$ «bOÄ ′F (x) = f(x)Æ

 ∫n¹dFð dÖ«f t²4Ð ÈÅÁ“UÐ q�Uý È«ÅÁ“UÐ —œ t$ býUÐ vFÐUð a,b[ ]  ÁU~�¬ ¨býUÐ Ábý n¹dFðF«— 

« lÐUðË
Ò

tO@
±

OF�U� ‰«d~²�« U¹ 
Ò

 lÐUð sf d¼ È«dÐ dÖ« bM�U�Åv� x ∈ a,b[ ] ̈′F (x) = f(x)lÐUð ÈÅtO@Ë« lÐUð Æ

fUÐ «— 

f(x)dx∫
ÆbM¼œÅv� g¹UL�

 XÐUŁ vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ t$ bOM$ XDœk ̈f(x)dx = F(x) + k∫ t$ v²DË ̈′F (x) = f(x)Æ

« lÐUð t$ lÐUð d¼ fÄË
Ò

Ë« lÐUð X¹UN�ÅvÐ ̈ býUÐ t²ý«œ tO@ÒœbŽ dÐ«dÐ vEö²š« U¼ÅÊ¬ “« ÃË“ d¼ v@Ë ̈ œ—«œ tO@

 XÐUŁk∫bOM$ tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ Æb�—«œ 

 ‰U¦�±∑∫ lÐUð È«dÐ   f(x) = 8 − 2xlÐ«uð Ê«uðÅv� ¨

  F1(x) = 8x − x2

  F2(x) = 8x − x2 + 1

  F3 (x) = 8x − x2 − 1

Ë« l?ÐU?ð Ê«uMŽÅtÐ «—Òö?¦?� ÆXEdÖ dE� —œ tO@ÎË« l?ÐUð dÖ« Ò¨œ—c?~?Ð √b?³?� “« Ê¬ —«œuL� t$ rO¼«uLÐ È«ÅtO@

∫r¹—«œ

  ′F (x) = 8 − 2x

±Ë« lÐUð ‡‡ÅÅÒXÝ« dðÅ`O×N v@Ë« lÐUð r¼ vÝ—UE ÊUÐ“ —u²Ýœ dE� “« ÆXÝ« Ábý ÁbO�U� r¼ v@Ë« lÐUð ̈ U¼Å»U²$ “« všdÐ —œ tO@

Ær¹dÐÅv� —U$ÅtÐ «— Ê¬ ‰Ë«b²� XG@ ÊUL¼ U� v@Ë



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞∞

 fÄ  F(x) = 8x − x2 + k rO¼«ušÅv� ÊuÇ Æ  F(0) =0 ¨  k =0 Ë   F1 ÆXÝ« dE� œ—u� »«uł   F2

 Ë  F3 tO@Ë« lÐ«uð eO�   8 − 2x ◊UI� “« VOðdðÅtÐ U¼ÅÊ¬ —«œuL� t$ bM²4¼   (0,1)  Ë   (0, − 1)Æb�—cÖÅv� 

y

x

 ÈÅt²J�±∫œuýÅv� ÁœUH²Ý« X�öŽ p¹ “« sOF�U� ‰«d~²�« Ë sOF� ‰«d~²�« g¹UL� È«dÐ tÇdÖ« 

 t?$ œd$ XDœ b¹UÐ v@Ëf(x)
a

b
∫ dx t?$ v@UŠ—œ XÝ« vIOIŠ œbŽ p¹ f(x)dx∫l?Ð«uð “« È«Åt²Ýœ ¨

 dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ o²A� t$bM²4¼fÆXÝ« 

sOMâL¼

f(x)
a

b
∫ dx = f(x)dx a

b∫
 ÈÅt²J�≤∫Ë« lÐUð “« ÁœUH²Ý« UÐ sOF� ‰«d~²�« ÈÅt³ÝU×� È«dÐ Òp¹ Â«b$ “« t$ œ—«b� vðËUHð ̈ tO@

Ë« ÈU¼ÅlÐUð “«ÒÊuÇ rOM$ ÁœUH²Ý« tO@

f(x)
a

b
∫ dx = F(x) a

b = F(b) − F(a)

= F(b) + k − (F(a) + k)

= G(b) − G(a) = G(x) a
b

 t?$ v²DË′F = ′′G = f s?²?ýu?� “« Ê«u?ðÅv?� s?O?F?� ‰«d~²�« ÈÅt³ÝU×� —œ fÄ Ækd?E�Å·dN 

Æœd$



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞±

 ‰U?¦�±∏∫ ÈU?¹u?Ö œb?Ž d¼ È«dÐ r d?Ö« ÊuÇ   f(x) = xr+1
 ÁU?~?�¬ ¨  ′f (x) = (r +1)xr

fÄ ¨

 È«“«ÅtÐ  r ≠ − 1¨∫r¹—«œ 

  
xrdx =

1

r +1
xr+1 + k∫

ö¦# ËÎ

  
x2

1

3
∫ dx =

1

3
x3

1
3 = 9−

1

3
=

26

3
≈ 8 / 667

U¹ Ë

dx
x

=
1

4

∫ x
−1

2dx = 1

− 1
2

+1
x

−1
2

+1
 

1

4

∫
 4

 1
= 2

 ‰U¦�±π ∫ lÐUð o²A# VOðdðÅtÐ ÊuÇsinx dÐ«dÐ cosx Ë cosx dÐ«dÐ − sin x¨XÝ« 

cosxdx = sin x + k∫
Ë

sin xdx = − cosx + k∫
ö¦# ËÎ

  
sin xdx = − cosx 0

π = − cos π + cos0 = 1+1 = 2
0

π
∫

  
cosxdx = sin x 0

π = sin π − sin0 = 0
0

π
∫

« lÐUð ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« všdÐËÒtO�

 lÐ«uð o²A# t/Ås¹« tÐ tłuð UÐF ± G dÐ«dÐ ′F ± ′′G lÐUð o²A# Ë cF dÐ«dÐ c ′FÆXÝ« 

(f(x) ± g(x))dx = f(x)dx∫∫ ± g(x)dx∫
Ë

cf(x)dx = c f(x)dx∫∫
vK/—uÞÅtÐ Ë

±

  c1f(x) + c2g(x){ } dx = c1 f(x)dx + c2 g(x)dx∫∫∫
±« lÐUð ‡‡ÅÅË

Ò
 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ t/ œd/ XÐUŁ Ê«uðÅv# v{U¹— È«dI²Ý« UÐÆXÝ« vDš vKLŽ s²@dÖ tOAn¨

  ∫  (c1f1(x) +  c2f2(x)  +  ...  +  cnf n (x))dx = c1   ∫  f1(x)dx  +  ...  +  cn   ∫  f n (x)dx



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞≤

 ‰U¦�≤∞∫

  (8 −2x)dx = 8 x0dx −2 xdx∫∫∫
                                                                = 8x −

2

2
x2 + k

                                                                    = 8x − x2 + k

Ë

  
(x3 −6x2∫ +9x +1)dx =

x2

4
−2x3 +

9

2
x2 + x + k

U¹ Ë

  
(x3 −6x2 +9x +1)dx =

679

64
≈ 10/ 60941

2

4
∫

eO� Ë ©ø«dÇ®

  (sin x + 3cosx)dx = sin xdx + 3 cosxdx∫∫∫
ÅÅ                                             = − cosx + 3sin x + k

U¹ Ë

  
(sin x −

2

x3
)dx = − cos+

4

x
+ k∫

∫rOM/Åv#  U³Ł« ÈdO−�“ ÈÅÁbŽUI “« ÁœUH²Ý« UÐ «— È«ÅtOCI U−M¹« —œ

 ÈÅtOC!±∞∫

′g (x)f(g(x))dx = F(g(x)) + k∫
 Ê¬ —œ t/FË« lÐUð Ò lÐUð ÈÅtOAfÆXÝ« 

∫ U³Ł« o²A# F(g(x)) + kUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

′g (x) ′F (g(x)) = ′g (x)f(g(x))

 ‰U¦�≤±∫

  
x3 x4 + 5dx∫ =

1

4
(4x3 ) x4 + 5dx∫

                                                 

  
=

1

4
(4x3 ) x4 + 5dx∫

                                                 

  
=

1

4
×

2

3
(x4 + 5)

3

2 + k



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞≥

                                                    

  
=

1

6
(x4 + 5)3 + k

Ë

x2 cosx3dx =
1

3
(3x2)cosx3dx∫∫

=
1

3
sin x3 + k

ين�هاتمر

±Ë« lÐUð ¨d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ È«dÐ ‡‡ÒÁb?ý Áœ«œ ÈÅtDI� “« Ê¬ —«œuL� t/ bOM/ «bOÄ «— È«ÅtOA

Æœ—c~Ð

 ©nA«  f(x) = 3 UB²R# √b³# “« 

 ©»f(x) = x “« ®Å≤Ë±©

 ©Ãf(x) = sin x “« ®Å≤ Ë ∞©

≤Ë« lÐUð ‡‡ÒÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtOA

 ©nA«

  

1

x
dx∫ ©»

  
(x3 + 5 x −

2

x3 )dx∫

 ©Ã(t
3

2 + t
−

3

2 )dt∫ ©œ  (5sin θ + 4cos θ )d θ∫
≥∫bOM/ «bOÄ «— d¹“ sOF# ÈU¼Å‰«d~²�« ‡‡

 ©nA«

  
(sin x +2cosx)dxπ

6

0
∫ ©»

  
xdx

1

2
∫

¥ lÐUð jÝu²# —«bI# ‡‡

  
V(x) =

6

x2 ÈÅÁ“UÐ —œ   1, c[ ] dÐ«dÐ ± —«bI# ÆXÝ« cÆbOM/ «bOÄ «— 

µË« lÐUð ‡‡ÅÅÒ∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtOA

©nA«  x∫ (x2 + 3)2dx ©»  x2∫ sin(x3 + 5)dx

 ©Ã

cos x
x

dx∫

∂ ÈÅt?O?C?I “« ÁœU?H?²Ý« ÊËbÐ Ë ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅ±∞ ¨  4x(x2 +1)dx∫Æb?¹—Ë¬ X?ÝœÅtÐ «— 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞¥

∑ t$ bO¼œ ÊUA� ©n@« ‡‡

  

(
x4

4
) + 6x

(
x3

3
)

Ë« lÐUð Ò lÐUð ÈÅtO@

  

x3 + 6

x2ÆX4O� 

Ë« lÐUð ©»Ò ÈÅtO@

  

x3 + 6

x2Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∏Ë« lÐ«uð “« vJ¹ t$ bO¼œ ÊUA� ‡‡ÅÅÅÒ lÐUð ÈÅtO@

  

2

1 + 4t2
 lÐUð ¨  Arc tan(2t)ÆXÝ« 

π—«b?I?� “« q?I?²?4?� t?$ X?ÐU?Ł ÈU¼ÅtM¹e¼ ¨œ—«œ œułË XH� ÁUÇ È—UHŠ È«dÐ tM¹e¼ Ÿu� Ëœ ‡‡

 dHŠ UÐ «— tM¹e¼ —«bI� g¹«eE« t$ È—UM$ ÈU¼ÅtM¹e¼ Ë XÝ« È—UHŠ±ÆœdOÖÅv� dE� —œ dð tEU{« d²� 

U?$d?²?A?� U?¼Åt?M¹e¼ s¹«Î d?Ð«d?Ð v?K?$ ÈÅt?M¹e¼ C d?Ð«d?Ð X?ÐU?Ł t?M?¹e?¼ d?Ö« Æb?M¼œÅv� XÝœÅtÐ «— ±∞∞∞∞Ë 

  ′C (x) = 4000 + 10x t?$ v?²?DË ¨d?²?� d?Ð ‰U?¹— Êu?O?KO� V4ŠdÐ ¨x¨X?Ý« Áb?ý È—U?H?Š ÁUÇ oLŽ 

 oLŽ tÐ v¼UÇ vK$ ÈÅtM¹e¼ XÝ« »uKD� ÆbýUÐ±∞∞Æd²� 

±∞Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ œËbŠ sOF� ‰«d~²�« ÂuNH� “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

 ©n@«lim
x → ∞

(
n

n2 + 1
+

n

n2 + 4
+

n

n2 + 9
+ L +

n

2n2 )

 ©»

    
lim
x → ∞

π
n

(sin
π
n

+ sin
2π
n

+ L + sin
nπ
n

)



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞µ

مسائل تكميلى

±ÆbM²4¼ «dÖ«Ë U¼Åt@U³�œ s¹« t$ bOM$ XÐUŁ t²ýu� «— d¹“ ÈU¼Åt@U³�œ “« p¹d¼ ‰Ë« ÈÅtKLł bMÇ ‡‡

 ©n@«

  

n + ( − 1)n n
n + 1









 ©»

  
n( − 1)n{ }

≤ t@U³�œ p¹ ‰Ë« ÈÅtKLł ‡‡  a1 =1 d¼ È«dÐ Ë   n ∈ N ¨  an + 1 = 2an + 3‰Ë« ÈÅtKLł bMÇ ¨

 bOM$ XÐUŁ ¨t²ýu� «— t@U³�œ s¹«  an = 2n + 1 − 3øXÝ«d~L¼ t@U³�œ s¹« U¹¬ Æ

≥∫bOM$ Y×Ð d¹“ ÈU¼Åt@U³�œ “« p¹d¼ ÊœuÐ«uMJ¹ Ë ÊœuÐÅ—«b�«d$ œ—u� —œ ‡‡

 ©n@«

  
n2 + cos

π
n









»            © 

  
(2 −

1

2n )2







Ã             © an{ }

                                                                                     t$ nœdE 

  

an =
 1   

−
π
2





                                                                                               nÃË“ 

¥ ÈU¼ t@U³�œ bO¼œ ÊUA� ‡‡an{ }t$ 

 ©n@«  an + 1 = 2an   ,   a1 =1

 ©»

  
an + 1 =

2(an + 1)
3

  ,   a1 =1

bŠ Æb�«ÅÈœuFN Ë —«b�«d$ÒÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— p¹d¼ 

µÆbOM$ XÐUŁ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅ

 ©n@«

  
lim
x → 3

x2 − 6

x − 2
= 3Æ

 ©»

  
lim
x → 2

x2 + 2

5x − 8
= 3Æ

 ©Ã

  
lim

x → 2+

x + 4

− x[ ] − 3
= − 1Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞∂

∂bŠ œ—u� —œ ‡‡ÅÅÒ lÐUð x[ ] È tDI� —œa  ôUŠ® bOM$ Y×Ð   a ∈ Z Ë   a ∉ Zt�UÖ«bł —uÞÅtÐ «— 

Æ©bOM$ vÝ—dÐ

∑ ÈÅt@U³�œ bOM$ XÐUŁ ‡‡

  
1 + 1

n














 ÈÅt@U³�œ t$ÅÊ¬ ‰UŠ ̈ œ—«œ bŠ 

  
1 + ( − 1)n

n






















Æœ—«b� bŠ 

∏ t$ bOM$ XÐUŁ ‡‡ÅÅÅlim
x → 0

 
1 − cosx

x
=0Æ

π t$ bOM$ XÐUŁ ‡‡lim
x → 0

 
1 − cosx

sin x
=0Æ

±∞ lÐUð ‡‡f(x) = lim
n → ∞

2nx
1 − nx

 øXÝ« t²ÝuOÄU� vÞUI� tÇ —œ ® d¼ È«dÐ t$ bOM$ XDœx ∈ R¨

 ÈÅt?@U³�œ
2nx

1 − nx



b?Š ¨XÝ«d~L¼ Ò ÈÅt?D?I?� —œ l?ÐUð —«bI� t@U³�œ s¹« xv?~?²?ÝuOÄU� s¹« U¹¬ ©ÆXÝ« 

øXÝ« v�býÅlE—

±±     dÖ« ‡‡ÅÅÅÅ                                                     x         U¹uÖ   

                                                                     
x              rN«

 v~²ÝuOÄ œ—u� —œf VO$dð Ë fÅÅ® ‘œuš UÐ fofÅtDI� —œ ©ÆbOM$ Y×Ð nK²L� ÈU¼

±≤ d?Ö« ‡‡f(x) = x + 1
x − 4

(x ≠ 4) Ë 

  
g(x) = x2 − 5

x − 2
(x ≠ 2) v?~?²?ÝuOÄ œ—u� —œ ¨fog—œ 

 ◊UI�  x =1 Ë   x = 4ÆbOM$ Y×Ð 

±≥ lÐUð v~²ÝuOÄ œ—u� —œ ‡‡  f(x) = x[ ] 2 − x[ ] ÈÅtDI� —œ   n ∈ ZÆbOM$ Y×Ð ¨

±¥ d¹œUI� ‡‡a Ë b ÈÅÁ“UÐ —œ d¹“ lÐUð t$ bOM$ sOOFð È—uÞ «—   − 1 ,1[ ]ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

f(x) =










±µ lÐUð dÖ« ‡‡f ÈÅÁ“UÐ —œ 

  0 ,1[ ] d¼ È«dÐ Ë t²ÝuOÄ   x ∈ 0 ,1[ ] ¨  0 ≤ f(x) ≤ 1t$ bO¼œ ÊUA�Æ

 —«bI� p¹ qD«bŠ È«dÐ  c ∈ 0 ,1[ ]
f(c) = c

  
f(x) =

x

0




  

a − x3     − 1 ≤ x < 0

x[ ] + 1    0 ≤ x < 1
2

2x + b     
1
2

≤ x ≤ 1



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞∑

±∂ ÈÅtDI� —œ ÃË“ lÐUð p¹ dÖ« ‡‡∞r¼ éÇ ·dÞ “« t$ bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ t²ÝuOÄ XÝ«— “« 

 ÈÅtDI�—œ∞ lÐUð® ÆXÝ« t²ÝuOÄ f d¼ È«dÐ dÖ« XÝ« ÃË“ x ∈ Df¨ f( − x) = f(x)Æ©

±∑ ÈÅt?DI� —œ ÈœdE lÐUð dÖ« ‡‡∞ bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ t²ÝuOÄ XÝ«— “«   f(0) =0s?¹« —œ lÐUð Ë 

 lÐUð® XÝ« t²ÝuOÄ tDI�fd¼ È«dÐ dÖ« XÝ« œdE x ∈ Df ¨f( − x) = − f(x)Æ©

±∏Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡

©n@«

lim
x → ∞

(
x

x + 1
− x

x − 1
)

©»

lim
x → − ∞

x2 + 4
x + 4

©Ã

lim
x → ∞

x + x + x
x + 1

±π dÖ« t$ bOM$ XÐUŁ ‡‡lim
x → 0+

f(x) = LÁU~�¬ ¨

lim
t → ∞

f(
1
t
) = L

≤∞UL²Š ¨œdE ÈÅtł—œ UÐ È«ÅtKLł bMÇd¼ t$ bOM$ XÐUŁ ‡‡ÎÆœ—«œ dHN p¹ 

≤±È«ÅtKLłËœ ÈÅtOCD “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

    
(a + b)n = an + nan − 1b + n(n − 1)

2!
an − 2b2 + L + nabn − 1 + bn

 lÐUð Èd¹cÄÅo²A� È«dÐ vðU³Ł«f(x) = xn
 ÈÅtDI� —œ   a ∈ RÆbO¼œ tz«—« 

≤≤bOM$ ÷dE ‡‡

  

f(x) =

1
x

        0 < x < a

1
4

x x     a ≤ x










—«bI� tÇ È«dÐ ©n@« a lÐUð f ÈË—   (0, ∞ )øXÝ« t²ÝuOÄ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞∏

 U¹¬ ©»føXÝ« d¹cÄÅo²A� n@« XL4D —œ Áb�¬ÅXÝœÅtÐ —«bI� —œ 

≤≥ —«bI� tÇ È«dÐ ‡‡k Ë blÐUð 

  

f(x) =
b + x     x < 1

k x2       x ≥ 1







 ÈÅtDI� —œ±ÆXÝ« d¹cÄÅo²A� 

≤¥ Ê«uðÅv� U¹¬ ‡‡a lÐUð t$ œd$ sOOFð ÊUMÇ «— f  —œ   RøbýUÐ d¹cÄÅo²A� 

     ©n@«f(x) =
ax − 3     x < − 1

x2 + a      x ≥ − 1





      ©»f(x) =
ax + 1    x ≤ 1

x2          x > 1





≤µ lÐUð t$ bO¼œ ÊUA� ‡‡  y = 1 + xÈÅt@œUF� —œ 

  2(1 + x) ′y = y

UŠöDN« t$ÎqO4�«dH¹œ ÈÅt@œUF� p¹  ÆbM$Åv� ‚bN ¨œuýÅv� ÁbO�U�

≤∂ È«dÐ rO�«bÐ t$ vð—uN—œ ‡‡  x ≠ 1

    
1 + x + x2 + L + xn =

xn + 1 − 1

x − 1

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ d¹“ ÈU¼ÅŸuL−� È«dÐ v¹U¼Å‰u�dE ¨o²A� “« ÁœUH²Ý« UÐ

 ©n@«    1 + 2x + 3x2 + L + nxn − 1

 ©»    1
2x + 22x2 + 32x3 + L + n2xn

≤∑ lÐUð t$ bO¼œ ÊUA� ‡‡

  
y = f(x) = −

1

3
x3 −

3

2
x2 + xqO4�«dH¹œ ÈÅt@œUF� —œ 

  ′′y − ′y = x2 + x − 4

ÆbM$Åv� ‚bN

≤∏ ÈÅt³ðd� o²A� ‡‡nÆbO4¹uMÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ Â«

 ©n@«

  
f(x) =

1

1 − x

 ©»  

  
g(x) =

2x

1 − x2



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤∞π

≤π∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹d¼ qNUŠ ‡‡

©n@«lim
t → 0

cos5t − cos t
cos6t − cos2t

©»

  
lim
t → 0

cos22t − cos2 t
2cos4t sin t + sin 3t

≥∞Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œułË  —uN —œ «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹d¼ —«bI� ‡‡

 ©n@«  

  
lim
t → π

sin2t cot t                     »©  

  

lim
t →

π
3

sin(t −
π
3

)

1 − 2cos t

 ©Ã

  

lim
t →

π
4

sin2t − cot2t − 1

cos t − sin t
œ                © 

  

lim
t → 0

(
1

sin2 t
−

1

4sin2 t
2

)

≥± ‡‡a Ë b tDI�d¼ —œ d¹“ lÐUð t$ bOM$ sOOFð ÊUMÇ «—   t ∈ RÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

  

f(t) =

a cos2t
sin t − cos t

        t ≠ kπ +
π
4

2sin t[ ] + b          t = kπ +
π
4










≥≤ ÈÅtDÐ«— “« ‡‡y = sin(t + y) —«bI� ′yÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥≥ ‡‡a Ë b ÈÅtDI� —œ d¹“ lÐUð t$ bOM$ sOOFð È—uÞ «— t = πÆbýUÐ d¹cÄÅo²A� 

  

f(t) =
a sin t + 3cos t      t < π

bsin
t
2
+ 2cos

t
2

   t ≥ π







≥¥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ lÐ«uð rLOMO� Ë rLO4$U� ◊UI� ‡‡

 ©n@«  y = 3x2 − x3 + 1

 ©»

  
y = x − 1 +

1

x + 1

≥µ»d{ÅqNUŠ È«—«œ v�U~M¼ ¨bM²4¼ v²ÐUŁ ŸuL−� È«—«œ t$ vIOIŠ œbŽ Ëœ bOM$ XÐUŁ ‡‡

ÆbMýUÐ dÐ«dÐ r¼ UÐ t$ b�«ÅrLO4$U�



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤±∞

≥∂Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ lÐ«uð rLOMO� Ë rLO4$U� ◊UI� ‡‡

 ©n@«

  
y =

x

x2 + 1

 ©»

  
y =

cosx
2(cosx − 2)

  ©Ã  y = x3 − 6x23

≥∑ÆbOM$ «bOÄ œułË  —uN —œ «— d¹“ lÐ«uð nDŽ ◊UI� eO� Ë nK²L� ÈU¼ÅÁ“UÐ —œ dFIð XNł ‡‡

©n@«f(x) = x + x
2

3

©»f(x) =
x2      x < 0

x     x ≥ 0







≥∏ vM×M� Ëœ —«œuL� ‡‡  y = 2sin2 x Ë   y = cos2x ÈÅÁ“UÐ —œ «—   0,2π[ ]ÁU~²Ýœ p¹ ÈË— ̈

s?O?Ð ÈÅt?¹Ë«“ v?M?×M� Ëœ sOÐ ÈÅt¹Ë«“® ÆbOM$ »U4Š «— vM×M� Ëœ sOÐ ÈÅt¹Ë«“ Áœd$ rÝ— ¨ UB²L�

Æ©XÝ« vM×M� Ëœ Ê¬ lÞUIð ÈÅtDI� —œ vM×M� Ëœ dÐ ”UL� ◊uDš

≥π ÈÅt@œUF� X³¦� ÈÅtA¹— s¹dðÅpÇu$ sðuO� ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡  2sin x − x =0Ëœ Uð «— 

Æb?O?ÐU?O?Ð —U?A?Ž« r?D—

¥∞ l?ÐU?ð —«b?I� rLOMO� ‡‡  f(x) = x4 − 2x2 − 8x + 1 ÈË—RU?Ð® øœ—«œ —«d?D È«ÅtDI� tÇ —œ 

Ê«u?ðÅv?� s?ðu?O?� U?¹ Ë Êœd?$Ån?B?� ‘Ë— Ëœ “« p¹d¼ “« —«bI� s¹« s²EU¹ È«dÐ ©—UAŽ« rD— Ëœ XDœ

Æœd$ ÁœUH²Ý«

¥±ÈÅtDI� Ë  UB²L� √b³� “« t$ vDš d¹“ ÈÅtOŠU� “« ÀœUŠ YK¦� XŠU4� “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

  (1,sin1)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ d¹“ ‰«d~²�« È«dÐ sO¹UÄ Ê«d$ p¹ ¨œ—cÖÅv� 

  
sin xdx

0

1
∫

¥≤ vLNÝ —«œuL� ‡‡y = x( π − x) vM×M� Ë y = sin x«— U¼ÅÊ¬ vDöð q×� ¨Áœd$ rÝ— «— 

ÆbOM$ t³ÝU×� «— —«œuL� Ëœ s¹« sOÐ XŠU4� Ê¬ “« fÄ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ≤±±
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