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فصل ۶

انتگرال
مساحت

مى دانيم مساحت يک مستطيل برابر است با حاصل ضرب طول و عرض آن؛

h

a
S = ah

هرگاه شکلى از مستطيل ها يا اشکال ديگرى تشکيل شده باشد، مساحت شکل اصلى برابر است 
با حاصل جمع مساحت اجزاى تشکيل دهندهٔ آن شکل. 

در اين شکل ها، S مساحت کل شکل و هريک از S۲ ،S۱ مطابق شکل مساحت يک ناحيه کوچکتر 
از  شکل اصلى است. اين ويژگى مساحت را که «مساحت يک شکل نامنظم برابر است با حاصل جمع 

مساحتهاى اجزاى تشکيل دهنده آن»، ويژگى جمع پذيرى مساحت مى نامند. 

S1 S2

S = S1+S2

S3

S2

S1

S = S1+S2+S3
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از اين ويژگى براى محاسبه مساحت چند ضلعى هاى غيرمنتظم نيز استفاده مى کنيم:

A1
A5

A4

A3

A2

A6

A = A۱ + A۲ + A۳ + A۴ + A۵ + A۶

گاهى مناسب تر آن است که شکل مورد نظر را به مستطيل هاى کوچکتر تقسيم کرده و مساحت 
اين مستطيل ها را محاسبه و سپس با هم جمع کنيم.

A1 A2 A4A3

A = A۱ + A۲ + A۳ + A۴

خط  از  آن ها  محيط  که  شکل هايى  مساحت  محاسبه  براى  حتى  را  روش  اين  باستان،  يونانيان 
مستقيم شکسته تشکيل نمى شد به کار مى بردند. ارشميدس براى محاسبه مساحت دايره از چند ضلعى هايى 
استفاده کرد که برخى از آن ها دايره را در برمى گرفت (چند ضلعى هاى محيطى) و بعضى از آن ها در 
درون دايره قرار مى گرفتند. (چند ضلعى هاى محاطى) طبيعى است که مساحت دايره  کوچکتر از مساحت 
چند ضلعى هاى محيطى و بزرگتر از مساحت چند ضلعى هاى محاطى است و وقتى تعداد اضلاع چنين 
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چندضلعى هايى را بيشتر و بيشتر مى کنيم مساحت دايره با تقريب دلخواه به مساحت اين چندضلعى ها 
محيطى)  محاطى (يا  چندضلعى هاى  مساحت هاى  حد  دايره  مساحت  فنى تر،  زبان  به  مى شود.  نزديک 
است وقتى که تعداد اضلاع را بزرگ می کنيم و چندضلعى ها را منتظم اختيار کنيم. ارشميدس با اين 
 S = را تا چند رقم اعشار محاسبه کرده و براى اولين بار  فرمول مساحت دايره π روش توانست مقدار

πr۲ را برحسب شعاع آن به دست آورد.

انتگرال معين 
روشى که ارشميدس براى محاسبه مساحت دايره به کار برده است اساس تعريف انتگرال معين 
است. انتگرال معين را مى توانيم مساحت زير نمودار يک تابع تعريف کنيم. البته بعد از فرمول بندى 
اين مفهوم مايليم که براى هر تابع که بر يک بازه از اعداد حقيقى تعريف شده باشد انتگرال معين آن را 
محاسبه کنيم. براى شروع تعريف انتگرال معين، توابعى را مورد نظر قرار مى دهيم که بر يک بازه تعريف 

شده  و نمودار آن ها بالاى محور x قرار دارد.
در واقع روشى که در اين کتاب براى تعريف انتگرال هاى معين اعمال مى کنيم در سه مرحله متوالى 

و مشخص و به طريقه زير ارائه مى گردد.
تعريف: فرض کنيم تابع f در بازهٔ بسته [a,b] پيوسته و براى هر f (x) ≥ ۰, x ∈ [a, b]. در 

 b
a f (x)dx∫ اين صورت منظور از نِماد 

(بخوانيد انتگرال تابع f (x) از a تا b) مساحت ناحيه زير نمودار y = f (x) است که بالاى محور x و 
بين خطوط x = a و x = b قرار دارد (شکل الف). مقادير a و b را حدود انتگرال گيرى مى ناميم. 

dx نمايش اين است که متغير انتگرال گيرى x است.
y

a b x

y = f(x )

b مساحت ناحيه سايه زده شده می باشد و عددی است مثبت. 
a f (x)dx∫ شکل الف) 
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بنابراين

انتگرال توابع نامنفى (يعنى توابعى که فقط مقادير مثبت يا صفر اختيار مى کنند) هميشه 
عددى مثبت (يا صفر) است و برابر مساحت ناحيه زير نمودار و محدود به محور xها و 

حدود انتگرال گيرى است.

تعريف: فرض کنيم تابع f در بازهٔ بسته [a,b] پيوسته و براى هر f (x) ≤ ۰, x ∈ [a, b]. در 
 b

a f (x)dx∫ اين صورت منظور از نماد 
قرينه مساحت ناحيه بالاى نمودار y = f (x) است که به محور x و خطوط x = a و x = b محدود شده 

باشد (شکل ب).

a b
0 x

y

y = f(x )

b برابر قرينه مساحت ناحيه سايه زده شده می باشد و عددی است منفی. 
a f (x)dx∫ شکل ب) 

بنابراين

انتگرال توابعى که فقط مقادير منفى (يا صفر) اختيار مى کنند، يعنى توابعى که نمودار آن ها 
زير محور x قرار دارد برابر قرينه مساحت ناحيه بالاى نمودار و محدود به محورx  و حدود 

انتگرال گيرى است. پس انتگرال اينگونه توابع هميشه عددى منفى يا صفر است.
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f (x) , x ∈ [a,c] که x و براى هر a < c < b , [a, b] ٔتابعى پيوسته بربازه f تعريف: فرض کنيم
همواره مثبت (منفى) و براى هر x که f (x) , x ∈ [c, b] همواره منفى (مثبت) باشد. در اين صورت 

b c b
a a cf (x)dx f (x)dx f (x)dx∫ = ∫ + ∫ قرار مى دهيم. 

a
c bS2

y = f(x )

S1

تعريف اخير در واقع انتگرال معين هر تابع پيوسته را در حالت کلى ارائه مى دهد. هرگاه در بيش 
از دو بازه تابع مورد نظر تغيير علامت دهد باز به همين روش عمل مى کنيم. با اين تعريف هر جا نمودار 
بالاى محور xها است اندازه مساحت و هرجا که نمودار پايين محور xها است قرينه مساحت مربوطه 
کميتى است مثبت ولى  باشيم که مساحت هميشه  داشته  بايد به خاطر  محاسبه آورده می شوند.  را در 

انتگرال معين مى تواند مثبت، منفى يا صفر باشد.
اکنون با ذکر مثال هايى به محاسبه بعضى انتگرال هاى ساده خطى مى پردازيم.

مثال هايى از انتگرال معين
۱ ــ فرض کنيم c > ۰ و f (x) = c تابع ثابت با مقدار ثابت c باشد. سطح زير نمودار اين تابع در 

بـازه [a, b] مستطيلى است بـه ارتفاع c  و قاعده b - a که همان طـول فاصله انتگـرال گيرى است. 
b
a cdx c(b a)∫ = −  

شکل ج) برای توابعی که نمودار آن ها در قسمتی از دامنه شان پايين محور x و در قسمت ديگری از دامنه بالای محور xها قرار 
b به عنوان جمع جبری مساحت های بالای محور xها و پايين محور xها تعريف می گردد. مساحت بالای محور 

a f (x)dx∫ دارد، 
x با همان مقدار (مثبت) و مساحت پايين محور xها با علامت منفی (قرينه مساحت) در محاسبه انتگرال مطابق تعريف های قبلی 

محاسبه می گردند.

b
f (x)dx s s

a
= − +∫ 2 1
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براى مثال 
dx ( ( ))−∫ = − − =3

1
5 5

3 1 10
2 2  

مثال ۱: مقادير انتگرال هاى معين زير را پيدا کنيد.
 x xdx , dx−

+ +
∫ ∫1 5

3 0
3 3

4 4  
xf را در بازه هاى مربوطه  (x) +

=
3

4
حل: براى محاسبه انتگرال ها نمودار تابع با ضابطهٔ 

رسم مى کنيم:

1 2 30

y

y =

−1

5
2

∫−dx نشان داده شده است. 
3
1
5
2

مساحتی که با 

1 2 3 4 5

y

x

1

0

y =
x +3

4

-3 -2 -1
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x برابر است با مساحت مثلث زير dx−
+

∫13
3

4
لذا انتگرال معين 

4

4

1

) مساحت )= × × =
1

4 1 2
2

 
x برابر است با مساحت ذوزنقه زير dx+

∫50
3

4
و انتگرال معين 

2

5

3
) مساحت4 )= + × =

1 3 55
2 5

2 4 8
 

xبنابراين داريم xdx , dx−
+ +

∫ = ∫ =1 5
3 0

3 3 7
2 6

4 4 8  

x را محاسبه کنيد. dx−
−

+
∫ 3

5
3

4
مثال ۲: انتگرال معين 

حل : در اينجا نمودار تابع را در بازهٔ [۳- , ۵-] درنظر مى گيريم.

2

1

2

xچون مساحت زير محور x است، انتگرال برابر است با dx−
−

+
∫ = −3

5
3 1

4 2  
) را محاسبه کنيد. x )dx−∫ +4

5 2 1 مثال ۳: مقدار 

y

x
−−− 345

3
4

o

) مساحت مثلث )= × × =
1 1 1

2
2 2 2
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حل:  اين تابع در قسمتى از بازهٔ انتگرال گيرى مقادير مثبت و در قسمت ديگرى از آن مقادير 
منفى به خود مى گيرد. و مى بايست انتگرال مورد نظر را طبق تعريف به مؤلفه هاى مثبت و منفى آن تجزيه 

کرده و نتايج حاصله را جمع (جمع جبرى) کنيم.
x x+ = ⇒ = −

1
2 1 0

2
داريم 

 
, مثبت مى باشد. −  

1
4

2
, منفى و در بازهٔ  − −  

1
5

2
اين تابع در بازه 

1 3 45 −4 −3 −2 −1 2

1

−

y

x
o

  ( x )dx ( x )dx ( x )dx
−

− − −
∫ + = ∫ + + ∫ +

1
4 42
5 15

2

2 1 2 1 2 1

 ( x )dx ( )( )( )
−

−
 ∫ + = − = −  

1
2
5

1 9 81
2 1 9

2 2 4  
 ( x )dx ( )( )

−
∫ + = × =4

1
2

1 9 81
2 1 9

2 2 4  
( x )dx−∫ + = + =4

5
81 81

2 1 0
4 4  

بنابراين
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نکته: اگر a = b سطح زير (بالاى) نمودار تابع تبديل به يک پاره خط مى گردد. لذا در اين حالت 
انتگرال معين را به عنوان ابزارى که مساحت چنين پاره خطى را اندازه مى گيرد تلقى مى کنيم که البته اين 
مساحت برابر صفر است. به عبارت ديگر، براى هر تابع f که در x = a تعريف شده باشد، قرار مى دهيم 

a
a f (x)∫ =0  

براى کليّت بخشيدن به مفهوم انتگرال، براى وقتى که b < a نيز چنين عمل مى کنيم:
تعريف: بر طبق قرارداد، توافق مى کنيم که

b a
a bf (x)dx f (x)dx∫ = − ∫  
x داريم dx− +

∫ 3
1

3
4

 ، x dx−
−

+
∫ 5

3
3

4
 ، ( x )dx−∫ +5

4 2 1 مثلاً براى محاسبه انتگرال هاى 

( x )dx ( x )dx−
−∫ + = − ∫ + =5 4

4 52 1 2 1 0  
x xdx dx ( )− −

− −
+ +

∫ = − ∫ = − − =5 3
3 5

3 3 1 1
4 4 2 2  

x xdx dx ( )−
−

+ +
∫ = − ∫ = − = −3 1
1 3

3 3
2 2

4 4  
اين سؤال قابل طرح است که چنانچه تابع مورد نظر در بازه انتگرال گيرى پيوسته نباشد آيا مى توانيم 

باز هم براى آن انتگرال معين تعريف کنيم؟
توابع  اينگونه  ميان  در  امّا  مى شوند؛  تلقى  بدرفتار  توابعى  اصطلاحاً  نيستند  پيوسته  که  توابعى 
پيوسته  دامنه اش  نقاط  بعضى  در  گرچه  پله اى  تابع  يک  نمونه  براى  هستند.  بدرفتار  کمتر  بعضى ها 
تابع  که  قلمرو  از  نقاطى  در  را  انتگرال گيرى  بازه  موارد  اين  در  نمى باشد.  بدرفتار  هم  چندان  نيست، 
در آنجا پيوسته نيست تجزيه کرده و بازه هاى کوچکترى به دست آوريم که تابع مفروض در هريک از 

اين بازه ها پيوسته باشد.
در شکل صفحه بعد نمودار يک تابع پله اى نشان داده شده است. همچنان که ملاحظه مى شود 
اين تابع در نقاط x = ۱، x = -۳ و x = ۳ پيوسته نيست. ولی جز اين نقاط در ساير نقاط تابع پيوسته 
است. در واقع تعداد اندکى از نقاط دامنه (يا حتى در نقاط يک دنباله نامتناهی) که تابع در آنجا پيوسته 

نباشد در وجود انتگرال تأثيرى ندارد.
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[x]) را محاسبه کنيد. )dx−∫ +3
4 2 مثال: انتگرال معين 

حل: نمودار تابع f (x) = [x] + ۲ در بازه [۳, ۴-] در شکل زير رسم شده است.

1

2

3 4 5

1

2

3

o−3−4 −2 −1

مثالی از يک تابع پله ای

2

3

4

y

x

−1
−1− 2

−2

−3

−3

−4 1 2

3

اين تابع در نقاط صحيح x = ۱، x = ۰ ، x = -۱، x = -۲، x = -۳ و x = ۲ ناپيوسته است.
([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx− − −

− − − −∫ + = ∫ + + ∫ + + ∫ +3 3 2 1
4 4 3 22 2 2 2  

([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx−+ ∫ + + ∫ + + ∫ + + ∫ +0 1 2 3
1 0 1 22 2 2 2     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − + + + + + + + + + = +2 1 0 1 2 3 4 7                  
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مسائل
مقدار انتگرال هاى معين  ۱ تا ۱۰ را محاسبه کنيد.

) ــ۱ x )dx∫ +4
1 3 2 ) ــ۲  x)dx∫ −4

1 1  
∫−xdx ــ۳

2
3

x ـ ـ۴  dx−∫
3
3

 
x ــ۵ dx∫ +3

0 2 1 x ـ ـ۶  dx−∫ −3
2 2  

] ــ۷ ]x dx−∫
4
22 ] ــ ۸  ]( x )dx−∫ −3

4 1  
) ــ۹ )dx−

−∫ −3
7

5
2

) ــ۱۰  )dx∫ −2
6 3   

با استفاده از نمودار توابع f و g نشان داده شده در زير، انتگرال هاى معين تمرين هاى ۱۱ تا ۲۰ 
را پيدا کنيد.

5

5 10−5−10

−5

y = f(x )

y = g(x)

y = f(x )

y = g(x)

f ــ۱۱ (x)dx−∫
0
6

f ــ۱۲  (x)dx∫106  
∫−g(x)dx ــ۱۳

2
8

∫−g(x)dx ــ۱۴ 
8
1

 
f ـ ـ۱۵ (x)dx∫60 f ــ۱۶  (x)dx−∫ 2

2
 

∫−g(x)dx ـ ـ۱۷
10
5

f ــ  ۱۸  (x)dx−∫ 2
6

 
f ـ ـ۱۹ (x)dx−∫

6
6

∫−g(x)dx ـ ـ۲۰ 
5
5
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انتگرال توابع غيرخطى
همچنان که ملاحظه کرديم، در اين بخش انتگرال توابع ساده اى 

را که نمودار آن ها خطى يا قطعه اى خطى است، محاسبه کرديم.
اکنون اين سؤال پيش مى آيد که هرگاه نمودار تابع مورد نظر يک 
منحنى (غير خطى) باشد، انتگرال آن چگونه محاسبه مى گردد؟ در اين 
حالت مساحت مورد نظر يک شکل ساده هندسى متشکل از چند مثلث 
و مستطيل نمى باشد تا بتوانيم به آسانى انتگرال معين را محاسبه کنيم.

x چقدر است؟ dx∫4 2
1 مثلاً 

است  شده  داده  نشان  «ج»  و  شکل«ب»  دو  در  همچنان که 
x را مى توانيم با انتخاب نقاطى در بازهٔ  [۱,۲] و با استفاده از  dx∫2 2

1

مساحت مستطيل هاى به دست آمده با  تقريب محاسبه کنيم. در شکل
مستطيل ها زير نمودار بوده و در مجموع  (الف)، بخشى از مساحت 
اين  در  پس  است.  کمتر  نمودار  زير  مساحت  از  مستطيل ها  مساحت 
حالت انتگرال با تقريب نقصانى محاسبه مى شود. در شکل (ج)، بخش 
مساحت  حاصل جمع  و  بوده  تابع  نمودار  بالاى  مستطيل ها  مساحت 
گوييم  منحنى است. در اين حالت  زير  مساحت  مستطيل ها افزون بر 

انتگرال با تقريب اضافى محاسبه شده است.
واضح است که هر چقدر تعداد نقاط انتخاب شده در بازه را 
زياد کنيم و طول بازه هاى جزء را کوچکتر کنيم مقدار انتگرال محاسبه 
را  نمودار)  زير  (مساحت  واقعى  انتگرال  بهترى  تقريب هاى  با  شده 

به دست مى دهد.
اين روش اساس محاسبه انتگرال ها با روش هاى تقريبى است که 
معمولاً در دوره هاى عالى تر دروس رياضيات مورد مطالعه قرار مى گيرد.

مفهوم  و  مشتق  مفهوم  بين  ارتباط  ارائه  با  بعدى  مبحث  در  ما 
انتگرال، روش محاسبه انتگرال هايى نظير توابع فوق را تشريح مى کنيم. 
اين ارتباط به نام قضيه اساسى حساب ديفرانسيل (حساب مشتق ها) و 

انتگرال شهرت دارد.

o 1 2

y
=

x
2

o 1 2

o 1 2

مساحـت  حـاصـل جـمع  ج)  شکـل 
انتگرال  نمودار،  بالای  مستطيل های 
به  اضافی  تقريب  با  را   x dx∫2 2

1

دست می دهد. 

 x dx∫2 2
1 شکل الف) از نظر تعريف 

برابر مساحت زير نمودار است. 

مساحـت  جـمـع  حـاصل  ب)  شکـل 
انتگرال  نمودار  زير  مستطيل  چهار 
به  نقصانی  تقريب  با  را   x dx∫2 2

1

دست می دهد.
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اولين قضيه اساسى حساب ديفرانسيل و انتگرال
 ،f ʹ مشتق پذير باشد. در اين صورت تابع [a , b] تابعى باشد که در هر نقطهٔ بازه f فرض کنيم
 x در f برابر شيب نمودار تابع ،x يعنى تابع مشتق را در اين بازه در دست داريم که مقدار آن درنقطه

است:
f ʹ (x) = x در f شيب نمودار تابع  

اکنون با استفاده از مفهوم انتگرال معين يک تابع جديد از طريق نمودار f می سازيم.
فرض کنيم [a , b] يک بازه و f تابعى پيوسته بر اين بازه باشد. براى هر x که a ≤ x ≤ b، مقدار 
x به x بستگى دارد و در نتيجه تابعى از x است. بايد توجه داشت که x به عنوان 

a f (t)dt∫ انتگرال معين 
حد بالاى انتگرال و t متغير انتگرال گيرى است. همچنين در اينجا a را ثابت نگه داشته ايم. به عبارت 
ديگر، ما به اين عبارت انتگرال، به عنوان تابعى از x مى نگريم. هرگاه اين تابع را A بناميم، ضابطهٔ تعريف 

A چنين است:
x
aA(x) f (t)dt= ∫   

اين تابع را تابع مساحت مى ناميم (شکل زير).

y

tx ba

y = f(x )

f (t) dt=A(x)
a

x

x نشان داده شده است. 
a f (t)dt∫ ضابطه تابع مساحت با 

t تعريف کرده و نمودار آن  , f (t)
t

≤ ≤ =
1

1 3 مثال: ضابطهٔ تعريف تابع مساحت را براى تابع 
را رسم کنيد.

xA(x) است که x ≤ ۳ ≥ ۱. با استفاده  dt
t

= ∫1
1 حل: تابع مساحت در اين مثال داراى ضابطهٔ 

از يک ماشين حساب که قادر به محاسبه انتگرال معين باشد، يا با استفاده از کاغذ شطرنجى، مى توانيم 
براى چندين مقدار از A(x) , x  را حساب کنيم.
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در جدول زير بعضى از مقادير تابع درج شده و سپس نمودار آن نيز رسم شده است. 

x A(x)
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /

1 0 0 000

1 1 0 095

1 2 0 182

1 3 0 262

1 4 0 336

1 5 0 405

1 6 0 470

1 7 0 531

1 8 0 588

1 9 0 642

2 0 0 693         

x A(x)
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /

2 1 0 742

2 2 0 788

2 3 0 833

2 4 0 875

2 5 0 916

2 6 0 955

2 7 0 933

2 8 1 030

2 9 1 065

3 0 1 099

سؤال: نرخ تغييرات تابع مساحت چيست؟ به عبارت ديگر Aʹ (x) کدام است؟ هرگاه با استفاده 
از نمودار y = A(x) نمودار مشتق ʹA را رسم کنيم، تصويرى به دست مى آوريم که بسيار شبيه نمودار  

y بر بازهٔ [۱,۳] مى باشد.
x

=
1

نمودار تابع های y = A(x)  و  y = Aʹ(x) نشان داده شده است. 

1

1

2

2 3

y = A(x)

1

1

2

2 3

y = ′A (x)

= 1/ x

اولين  واقع،  در  بازگشته ايم؟   f (x)
x

=
1 تابع    همان  به  ما  که  دارد  حقيقت  امر  اين  آيا  سؤال: 

قضيهٔ بنيادى حساب انتگرال نشان دهنده آن است که اين امر هميشه واقعيت دارد.که به صورت زير بيان 
می شود.
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قضيه:

a ≤ x ≤ b که x و براى هر [a, b] تابعى پيوسته بر فاصله f فرض کنيم
x
aA(x) f (t)dt= ∫

Aʹ (x) = f (x) :داريم ،a < x < b که x در اين صورت برای هر

A(xبراى اثبات قضيه فوق ابتدا محاسبه مشتق Aʹ (x) نسبت نموهاى    h) A(x)
h

+ −

را براى مقادير کوچک h بررسى مى کنيم. صورت اين کسر متناظر مساحت نوار سياه شده در شکل 
زير بوده و برابر انتگرال معين زير مى باشد.

x h
x f (t)dt+∫

y

x

a t

f(
x)

x + h

h

 .f (x)  و طول h برابر است با مساحت مستطيل باريک و بلندى به عرض مساحت اين ناحيه تقريباً 
بنابراين:

h

A(x h) A(x)A (x) lim
h→

+ −′ =
0

h

f (x)hlim f (x)
h→

= =
0                                                                                 

نرخ  مى توانيم  مى شود.  نزديکتر  آن  واقعى  مقدار  به  مى شود  کوچکتر   h که  وقتى  تقريب  اين 
تغييرات واقعى A (x) را به گونه ديگرى نيز حساب کنيم. نمو A بين مساحت هاى مستطيل هاى پايينى و 

x h

x
A(x h) A(x) f (t)dt f (x)h

+
+ − = =∫
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بالايی(شکل زير) به عرض   h قرار دارد.
y

U
L

o xx + h

هر گاه L ارتفاع مستطيل پايينی و U ارتفاع مستطيل بالايی باشد، آنگاه A(x + h) - A (x) بين  
LhA(x و Uh قرار دارد. پس: h) A(x)L U

h
+ −

≤ ≤

وقتى h به صفر نزديک می شود، فاصله مورد نظر يعنى [x, x + h] به نقطهٔ تنهاى x تبديل مى گردد. 
 f (x) در اين فاصله به (L) و هم مقدار مى نيمم تابع (U) پيوسته است، هم مقدار ماکزيمم تابع g چون

نزديک می شود و بايد داشته باشيم:
h

A(x h) A(x)lim f (x)
h→

+ −
=

0  
 .Aʹ (x) = f (x) يعنى

x باشد، Fʹ (x) را محاسبه کنيد. tF(x) t e dt= ∫ 2
0 مثال ۱: اگر 

حل: توجّه داريم که تابع t۲et بر روى IR پيوسته است. بنابراين، با توجه به اولين قضيه اساسى 
حساب انتگرال خواهيم داشت:

Fʹ (x) = x۲ex  
x باشد، Fʹ (x) را محاسبه کنيد. sin tdtF(x)

t
= ∫

+
0 2 1

مثال ۲: اگر 
sin مى باشد، اين تابع بر روى IR پيوسته است. بنابراين،  t

t +2 1
حل: در اينجا تابع زير علامت انتگرال 

.x ∈ IR که در آن sin xF (x)
x

′ =
+2 1

با توجه به اولين قضيه اساسى حساب انتگرال داريم 
تعريف: تابع مساحت A (x) را که براى آن داريم:

Aʹ (x) = f (x)  
يک تابع اوّليه f (x) نيز مى نامند.
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اولين قضيه اساسى نشان دهنده اين واقعيت است که هر تابع پيوسته داراى يک تابع اوليه است 
که همان تابع مساحت مى باشد. البته هرگاه C مقدار ثابت دلخواهى باشد، A(x) + C نيز يک تابع اوليه 

ديگر تابع f (x) مى باشد. زيرا:
(A (x) + C)ʹ = Aʹ (x) = f (x)  

بنابراين اگر يک تابع داراى تابع اوليه باشد، داراى توابع اوّليه بى شمارى است که از افزودن مقادير 
ثابت به هر تابع اوّليه ديگر به دست مى آيند. عمل تابع اوّليه  گيرى در واقع عمل معکوس مشتق گيرى است.

قضيه: (دومين قضيه اساسى حساب انتگرال)
اگر F يک تابع اوّليه دلخواه تابع پيوسته f باشد، آنگاه.

b
a f (x)dx F(b) F(a)∫ = −  

x را حساب کنيد. dx∫2 2
1

مثال: انتگرال 
F(x) است. x= 31

3
حل: يک تابع اوليه از f (x) = x۲ تابع 

بنابر دومين قضيه اساسى

x dx F( ) F( )∫ = − = − = − =
3 3

2 2
1

2 1 8 1 7
2 1

3 3 3 3 3

متذکر مى شويم که هر تابع اوليه ديگر f نيز همان مقدار را براى انتگرال معين به دست خواهد 
xG(x) يک  تابع  اوليه ديگر f (x) = x۲ است و    = +

3

47
3

داد. براى  نمونه، 

G( ) G( ) ( ) ( )− = + − +
3 32 1

2 1 47 47
3 3

= + − + =
8 1 7

47 47
3 3 3                                                                  

چون مقدار ثابت ۴۷ به عنوان يک جمله هم در محاسبه G (۲)  و هم در محاسبه (١) G  ظاهر مى شود 
وقتى که تفاضل اين دو مقدار را محاسبه مى کنيم حذف مى گردد. هرگاه ۴۷ را با هر مقدار ثابت و دلخواه 

ديگر C تعويض کنيم باز همان نتيجه به دست می آيد.
نمادى که غالباً براى F(b) - F(a) مورد استفاده قرار مى گيرد عبارت است از:

b
aF(x)] x     و يا       b

x aF(x)] =
=



۱۶۶

∫f (x)dx معمولاً تابع اوليه تابع f (x)  را با نماد 
نيز نشان می دهند، دومين قضيه اساسى را  مى توانيم چنين بنويسيم

b b
a af (x)dx f (x)dx]∫ = ∫

f (x)dx∫ را انتگرال نامعين تابع f (x) نيز مى نامند.
y از x = ۱ تا x = ۴ را حساب کنيد.

x
=

2

1 مثال: مساحت زير نمودار تابع 
 مى باشد 

x2
1  يک تابع اوّليه تابع 

x
−
1  در بازه [۱,۴] مثبت و پيوسته است و 

x2
1 حل: چون تابع 

با توجه به دومين قضيه اساسى حساب انتگرال S مساحت موردنظر از رابطه زير بدست مى آيد
 dxS

xx
 = = − = − + =  ∫

4
4

21
1

1 1 3
1

4 4  
اکنون ببينيم چگونه دومين قضيه اساسى را مى توانيم از اولين قضيه اساسى نتيجه گيرى کنيم.

استدلال: فرض کنيم f تابعى پيوسته و F يک تابع اوليه آن باشد.
تابع مساحت:

x
aA(x) f (t)dt= ∫

را در نظر مى گيريم.
از اينجا نتيجه مى شود که A(a) = ۰ و

b
a( ) A(b) f (t)dt= ∫1

به استناد اولين قضيه اساسى مى دانيم که A نيز يک تابع اوليه g مى باشد. چون تفاضل دو تابع  
اوليه از يک تابع پيوسته  مقدار ثابتى است (چرا؟)  عدد ثابتى چون C هست  به قسمى که 

(۲)  A(x) = f (x) + C  
اکنون مقدار C را پيدا مى کنيم. با جايگزينى x = a داريم:

A(a) = ۰ = F(a) + C  
پس

(٣) C = -F(a)  
اکنون با جايگزينى x = b در روابط ( ۱) و (۲) به دست مى آوريم:

b
aA(b) f (x)dx , A(b) F(b) C= ∫ = +
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از اين دو رابطه و رابطه (۳) خواهيم داشت:
b
a f (x)dx F(b) F(a)∫ = −

نکته: اهميت دومين قضيه اساسى در اين است که کافى است براى يافتن مقادير انتگرال هاى 
معين توجه مان را به محاسبه توابع اوليه معطوف بکنيم. بنابراين لازم است روش هاى محاسبه توابع اوليه 

(انتگرال هاى نامعين) را قبلاً در دست داشته باشيم. 

محاسبه تابع اوليه
  f همانگونه که قبلاً گفتيم تابع اوليه عکس مشتق گيرى است. عمل محاسبه تابع اوليه تابعی مانند

به منزلهٔ يافتن تابعی مانند g است که:
gʹ (x) = f (x)  

به عبارت ديگر مشتق تابعى در دست است مى خواهيم خود تابع را پيدا کنيم. به ذکر چند مثال 
مى پردازيم.

مثال ۱: يک تابع اوليه تابع f (x) = ۲x را پيدا کنيد.
حل: چون ۲x = ʹ(x۲) بنابراين تابع F(x) = x۲ يک تابع اوليه تابع f (x) = ۲x است.

مثال ۲: يک تابع اوليه تابع g (x) = cosx را پيدا کنيد.
حل: چون cosx = ʹ(sinx)، ملاحظه مى کنيم که G(x) = sinx يک تابع اوليه  f مى باشد.

متذکر مى شويم که ما صحبت از «يک تابع اوليه» مى کنيم نه «تابع اوليه»، زيرا هر تابع مى تواند 
تعداد بى شمارى تابع اوليه داشته باشد. براى مثال، هر يک از توابع

f (x) x= +2
3 3 f۱(x) = x۲  و f۲(x) = x۲+۳  و    

 ٢x بـرابـر  آن ها  از  هريـک  مشتق  می بـاشند.  زيـرا   f(x) = ۲x تـابع  اوليـهٔ  تـابع   f۴(x) = x۲+π و
می باشد.

ولی همه اين توابع در يک چيز مشترک اند. همگى به صورت f(x) = ۲x + C مى باشند که در آن C مقدار 
C و C = π). يقيناً براى هر مقدار عددى  = 3  ، C = ۳، C = ۰ ثابتى است (در مثال هاى فوق به ترتيب

x حاصل خواهد شد. x2 دلخواه که به C نسبت دهيم يک تابع اوليه ديگر از تابع 
نماد انتگرال ∫ وقتى بدون حدود انتگرال گيرى به کار مى رود منظور يک تابع اوليه عمومى است. 

∫f (x) dx به همين خاطر  
را انتگرال نامعين يا تابع اوليه عمومى f مى ناميم.
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وقتى تابع پيوسته f و يک تابع اوليه مشخص و بخصوص آن، مثل F در دست باشد (Fʹ = f) تابع 
∫ f (x) dx = F (x) + C اوليه عمومى f را مى توانيم به صورت 

بنويسيم. اين فرمول همهٔ توابع اوليه هاى ممکن تابع f  را به دست مى دهد. به عبارت ديگر، وقتى يک تابع 
اوليه f را پيدا بکنيم، اساساً همهٔ توابع اوليه f نيز مشخص شده اند. به عنوان مثال

∫۲xdx = x۲ + C  
که در آن C مقدار ثابتى است. بعد از اين، در محاسبات توابع اوليه از ذکر اين که C مقدار ثابتى است 

خوددارى مى کنيم.
∫cosxdx = sinx + C  

نکته: در مسائل کاربردى که غالباً در علوم ديگر (فيزيک، شيمى، مکانيک و کليه علوم وابسته 
به رياضيات) با آن سروکار داريم، معمولاً يک تابع اوليه با شرايط ويژه اى موردنظر مى باشد. اين شرايط 

ويژه را شرايط اوليه (يا داده هاى اوليه) مى نامند. به ذکر مثالى در اين مورد مى پردازيم. 
مثال: تابع اوليه F از تابع f با ضابطهٔ f (x) = ۳x۲ را که در شرط اوليه F(-۲) = ۵ صدق کند، 

به دست آوريد.
حل: چون ۳x۲ = ʹ(x۳)، تابع اوليه F بايد به صورت:

F(x) = x۳ + C  
باشد که C مقدار ثابتى است. شرط اوليه مشخص مى کند که

۵ = F(-۲) = (-۲)۳ + C = (-۸) + C  
و از اين جا C = ۱۳ به دست مى آيد. بنابراين 

F (x) = x۳ + ۱۳  
تابع اوليه مورد نظر است.

چکيده
استفاده هاى مختلف از نماد ∫ نتيجه هاى بسيار مختلفى به دست مى دهد. وقتى اين 

نماد بدون حدود انتگرال گيرى باشد، انتگرال نامعين زير
∫ f (x) dx  

همان تابع اوليه عمومى f مى باشد، و اين نمايشگر خانواده کاملى از توابع مى باشد.
از طرف ديگر، وقتى حدود انتگرال گيرى موجود باشد، انتگرال معين
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b
a f (x)dx∫

يک عدد حقيقى مشخص A است که با مساحت علامت دار (مثبت يا منفى) تحت نمودار      
y = f (x) بر فاصله [a, b] متناظر مى گردد.

) را حساب کنيد. x )dx∫ −2
1 4 3 مثال: dx (۴x - ۳) ∫ و 

حل: چون ۴x - ۳ = ʹ(۲x۲ - ۳x) ، انتگرال نامعين عبارت است از:
∫ (۴x - ۳) dx = ۲x۲ - ۳x + C  

که در آن C مقدار ثابتى است. از سوى ديگر، انتگرال معين
     ( x )dx∫ − =2

1 4 3 3                                                                                             
و اين برابر مساحت ناحيه ذوزنقه اى شکل تحت نمودار y = ۴x - ۳  بر فاصله [۱,۲] مى باشد.

فرمول ها و ويژگى هاى تابع اوليه
هر فرمول مشتق براى هر تابع مشتق پذير به طور خودکار يک فرمول تابع اوليه نظير فراهم مى کند.

مثال: xrdx ∫ را که در آن r ثابت و r ≠ -۱ پيدا کنيد.
حل: مى دانيم که براى هر xr , r(r + ۱) = ʹ(xr+۱). چون مشتقات داراى ويژگى

(cf )ʹ = cf ʹ  
هستند، ملاحظه مى کنيم که:

     
r

rx( ) x
r

+
′ =

+

1

1                                                                                                             
 r ≠ -۱ :در اينجا ذکر اين نکته مهم است که به منظور احتراز از تقسيم بر صفر لازم است که

نتيجه مى گيريم که
r

r xx dx C (r )
r

+
∫ = + ≠ −

+

1

1
1  

که در آن C ثابت دلخواهى است.
فرمول هاى خطى: ويژگى هاى خطى مشتق طبيعتاً ويژگى هاى خطى توابع اوليه را سبب مى گردند. 

،c به عبارت ديگر، براى هر مقدار ثابت
∫ cf (x)dx = c∫f (x)dx  
∫ (f (x) + g(x))dx = ∫f (x)dx + ∫ g(x)dx  
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ويژگى هاى خطى انتگرال گيرى به ضميمه فرمولى که در مثال قبل ارائه گرديد به ما اين امکان را 
مى دهد تا بتوانيم تابع اوليه هر تابع چند جمله اى را محاسبه کنيم.

مثال: dx(۵x۴ - ۳x۳ + ۷x۲ + x - ۸)∫ را حساب کنيد.
 r

r xx dx C
r

+
∫ = +

+

1

1
حل: جمله به جمله انتگرال گيرى کرده، ضرايب را بيرون برده و از فرمول 

استفاده مى کنيم.
∫(۵x۴ - ۳x۳ + ۷x۲ + x - ۸)dx  
= ۵∫x۴dx - ۳∫x۳dx + ۷∫x۲dx + ∫xdx - ۸∫dx  

 x x x x x C= − + + − +
5 4 3 2

5 3 7 8
5 4 3 2  

 x x xx x C= − + + − +
4 3 2

5 3 7
8

4 3 2  
مى توانيم پاسخ خود را با مشتق گيرى کنترل و آزمايش کنيم:

x x x(x x C)′− + + − +
4 3 2

5 3 7
8

4 3 2  
= ۵x۴ - ۳x۳ + ۷x۲ + x - ۸  

اين يک راه مطمئن براى آزمون درستى تابع اوليه است. از جواب مشتق گرفته و آن را با 
تابع نخستين مقايسه کنيد.

)x را حساب کنيد. x )dx
x
π

∫ − +

2
3

2

4
5

7 3
مثال: 

حل: به منظور آسانى در عمل از نماهاى کسرى براى هر جمله استفاده مى کنيم
x( x )dx

x
π

∫ − +

2
3

2

4
5

7 3  
( x x x )dx−π

= ∫ − +
12

2234
5

7 3  
 

x x x( ) C
−π

= − + +
−

35
1234

5
5 37 3 1
3 2  
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 x x C
x
π

= − − +

35
2312 10

35 3 3  
ديگر فرمول هاى تابع اوليه گيرى را مى توان با معکوس کردن عمل مشتق گيرى به دست آورد.

برخی فرمول هاى اساسى تابع اوليه گيرى (انتگرال گيرى) در زير آمده است.
(k مقدار ثابت)

kf (x) dx = k∫ f (x) dx∫ ــ١  
du = u + C∫ ــ۲   
du ــ٣ Ln u C

u
∫ = +  

sin udu = -cosu + C∫ ــ٤  
cos udu = sin u + C∫ ــ ٥  
du = ∫f (u)du ± ∫g (u) du[f (u) ± g(u)]∫ ــ٦  
p ــ٧ pu du u C , (p ) , (p IR)

p
+∫ = + ≠ − ∈

+
11

1
1

 

مسائل
فرمولى به صورت F(x) + C، که در آن F يک تابع اوليه براى تابع زير انتگرال است، براى هر 

يک از انتگرال هاى نامعين زير بيابيد.
dx(x۲ + x + ۱) ∫ ــ۱ dx(٣x۲ + ۲x + ۱) ∫ ــ٢   
x ــ۳ dx∫

4

2
∫dx ــ٤  17  

∫xdx ــ۵ dx ــ٦ 
x
∫

4

2   
dx(٥sin(x) - ۳cos(x)) ∫ ــ۷ ∫xdx ــ ٨  5   
x ــ۹ dx∫

7
3 x ــ١٠  x dx

−−
∫

3 3

3
 

πx۱۰۰dx ∫ ــ۱۱ dx(sin۲(x) + cos۲(x)) ∫ ــ١٢   
x باشد در هريک از تمرين هاى  sin( t)G(x) dt

t
= ∫

+
1 2

2

1
فرض کنيم G تابع مساحت با ضابطه تعريف 
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زير ʹy را پيدا کنيد.
y = G(x۲) ــ۱۳ y = G (x) ــ١٤   
y = (G(x))۲ ــ ۱۵ y = x۲G (x) ــ١٦   
y = Gʹ (x) ــ۱۷ G(x)y ــ ١٨ 

x
=

2
 

را    ۲۴ تا   ۱۹ تمرين هاى  در  مفروض  معين  انتگرال هاى  اساسى،  قضيه  دومين  از  استفاده  با 
محاسبه کنيد:

x) ــ۱۹ x )dx−∫ + +3 2
1 1  

/ ــ۲۰  ( x x )dx∫ + +2 5 2
1 3 2 1  

xdx∫94 ــ۲۱  
) ــ٢٢ sin x cos x)dxπ

π∫ −
2

5 3  
sin) ــ ٢٣ x cos x)dx∫ +3 2 2

1  
dx ــ٢٤

x
−
−∫
1
4 2

1  

۲۵ــ دانش آموزى از دومين قضيه اساسى استفاده کرده و انتگرال زير را محاسبه کرده است: 
 

dx ]
xx− −∫ = − = − − = −1 1

1 12

1 1
1 1 2  

آيا اين جواب قابل قبول است؟
y را رسم کنيد و بگوييد که چرا جواب فوق قابل قبول نيست. اشتباه دانش آموز 

x
=

2

1 نمودار 
در کجاست؟

۲۶ــ مساحت يک طاق تحت نمودار تابع y = sinx را محاسبه کنيد.
y

o

1

x

y = sinx

π
2

π
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۲۷ــ مساحت ناحيه هاشور زده در شکل زير را محاسبه کنيد.

o

y = x

y = x

2

2

xe را محاسبه کنيد. dx∫1 2
0

۲۸ــ 
dx را محاسبه کنيد.

x
∫51 ۲۹ــ 

xdx را محاسبه کنيد.
x

∫
+

5
1 2 1

۳۰ــ 
xe را محاسبه کنيد. dx∫2 5

0
۳۱ــ 
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نيوتن و لايبنيتز 
بسيارى از مورخين علوم را باور بر اين است که اسحاق نيوتن بزرگترين متفکر رياضى همه 
اصول  کتاب  است.  مى زيسته   ۱۷۲۷ و   ۱۶۴۲ سال هاى  بين  در  نيوتن  است.  بوده  اعصار  و  قرون 
رياضيات نيوتن که در سه مجلد به رشته تحرير درآمده است به عنوان مؤثرترين اثر علمى تاريخ علم 
کرد،  اصابت  وى  سر  به  که  درخت،  از  سيبى  افتادن  با  نيوتن  که  است  مشهور  است.  شده  شناخته 
موفق شد که قانون جاذبه عمومى را کشف کند. البته از سال ها قبل فيزيکدان هايى نظير گاليله و کپلر 
در پى آن بودند تا علت گردش سياره ها را به دور خورشيد توجيه کنند. به هر تقدير صرف نظر از اين که 
چنين روايتى در مورد نيوتن درست باشد يا نه، نيوتن و رياضيدان آلمانى گاتفريدلايبنيتز (متولد به سال 
۱۶۴۶ و متوفى به سال ۱۷۱۶ ميلادى)، قطعاً اولين کسانى بودند که به اهميت رابطه اساسى بين شيب 
يک نمودار و مساحت تحت آن پى بردند. شواهد نسبتاً قوى در دست است که نيوتن و لايبنيتز تفکر 
يکسانى در اين مورد داشتند، لکن مستقل از يکديگر عمل مى کردند. تفکر اين دو رياضيدان به سرعت 
به عنوان انقلابى در علوم رياضى تلقى گرديد. متأسفانه مشاجره هاى تلخى نيز بين اين دو برسر کشف 
حساب ديفرانسيل و انتگرال پديد آمد و اتهاماتى به يکديگر نسبت دادند. معهذا با آن که نيوتن و لايبنيتز 
تحولات شگرفى در رياضيات قرن هفدهم پديد آوردند، ما مى توانيم سابقه بسيارى از پايه هاى فکرى 
مفاهيم ديفرانسيل و انتگرال را به روزگاران بسيار گذشته و ارشميدس نسبت دهيم. نظريه هاى نيوتن 
و لايبنيتز در مورد حساب ديفرانسيل و انتگرال در واقع، بارورى و بهره ورى قرن ها توسعه و تصفيه 

افکار کسانى چون ارشميدس مى باشد. 
خود نيوتن، دينى را که به ارشميدس داشته است چنين بيان مى دارد: «اگر من توانسته ام بيشتر 
ارشميدس  چون  غول هايى  شاخ هاى  بر  که  است  آن  واسطه  به  کنم)  ببينم (کشف  را  چيزها  ديگران  از 

ايستاده ام». 
آرى به درستى که کار مستمر و تلاش گروهىِ نسل هاى انسانى است که در برهه هايى از زمان 
به ثمر مى رسد و شکوفا مى گردد، نه تلاش هاى فردى که در لحظاتى از زمان چون موجى عظيم بروز 

مى کند ولى ديرى نمى پايد که فروکش کرده و محو مى گردد.
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