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فصل ۵

هندسه مختصاتی و منحنی های درجه دوم
١ــ هندسه مختصاتی

يادآوری و تکميل
از  صفحه  در  نقطه  يک  تعيين  برای 
از  يکی  می کنند.  استفاده  مختصات  دستگاه های 

اين دستگاه ها دستگاه مختصات دکارتی است.
x

y

y

o x

P (x ,y)

 x ،از اعداد حقيقی متناظر می شود (x,y) از صفحه يک زوج مرتب P ٔدر اين دستگاه به هر نقطه
را طول نقطه و y را عرض آن می نامند. محورهای مختصات x و y بر هم عمودند؛ اين محورها صفحه 
را به چهار ناحيه تقسيم می کنند که هرکدام از آن ها را يک ربع می نامند، ربع اوّل ناحيه ايست که در 
آن x و y نقاط هر دو مثبت هستند، در ربع دوم x نقاط منفی است و y نقاط مثبت، در ربع سوم x و 
y نقاط هر دو منفی هستند، بالاخره ربع چهارم متشکل است از نقاطی است که x آنها مثبت و y  شان 

منفی است.

معادله خطّ
 b و a است که در آن ax + by + c = ۰ معادله يک خط در دستگاه مختصات دکارتی به شکل
همزمان صفر نيستند يعنی a۲  +  b۲ ≠ ۰.  اگر  ٠   ≠ b    با تقسيم   طرفين   معادلهٔ  ax + by + c =  ۰ بر b داريم 



۱۰۹

، α زاويه ايست که  atan
b

α = − π را چنان انتخاب می کنيم که  π
− < α <
2 2

، زاويهٔ  a cy x
b b

= − −

a را شيب يا ضريب زاويه 
b

− خطّ به معادلهٔ ax + by + c = ۰ با جهت مثبت محور xها می سازد. 
خطّ ax + by + c = ۰ می نامند. اگر معادله خط به صورت y = mx + h داده شده باشد، m همان 

شيب خط می باشد.
معادلهٔ خطیّ که از نقطه P۰(x۰,y۰) می گذرد و شيب آن m است عبارتست از:

y - y۰ = m (x - x۰). شيب خط مستقيمی که از نقاط (b١,a١)A و (b٢,a٢)B می گذرد برابر 
. بنابراين، معادله خطی که از اين دو نقطه می گذرد عبارتست از: b bm

a a
−

=
−

2 1

2 1
است با 

b by b (x a )
a a

−
− = −

−
2 1

2 2
2 1  

فاصله يک نقطه از يک خط

H

P0(x0, y0)

( ∆)

 P۰(x۰,y۰) ٔاست، نقطه ax + by + c = ۰ فرض می کنيم (∆) يک خطّ مستقيم باشد که معادله آن
را خارج از خطّ (∆) درنظر می گيريم، از اين نقطه خطیّ بر (∆) عمود می کنيم، شيب خطّ (∆) برابر است 

b درنتيجه معادله اين يک عمود عبارتست از:
a

a بنابراين، شيب اين خط عمود برابر است با 
b

− با 
by y (x x )
a

− = −0 0  
حال مختصات نقطه H محل برخورد اين دو خط را تعيين می کنيم، برای اين کار بايد دستگاه دو 

 را حل کنيم. از معادله دوم اين دستگاه نتيجه می شود
ax by c

by y (x x )
a

+ + =



− = − 0 0

0
معادله دو مجهولی 
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by y (x x )
a

= + −0 0  
با قرار دادن در معادله اول دستگاه

bax b(y (x x )) c
a

+ + − + =0 0 0  
و از آنجا

b b(a )x by x c
a a

+ = − + −
2 2

0 0  
درنتيجه

b x aby cax
a b
− −

=
+

2
0 0

2 2  
با قرار دادن در معادله اول دستگاه داريم:

b x aby caa( ) by c
a b
− −

+ + =
+

2
0 0

2 2
0  

و از آنجا
abx a y bcy

a b
− − −

=
+

2
0 0
2 2  

bبنابراين، x aby ac abx a y bcH ( , )
a b a b
− − − + −

=
+ +

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2  
حال بايد فاصله بين دو نقطه P۰(x۰,y۰) و

b x aby ac abx a y bcH ( , )
a b a b
− − − + −

=
+ +

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2  
را بدست بياوريم، اين فاصله برابر است با؛

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2  
y بر هم عمود  m x a′ ′= + ) به معادلات y = mx + a و  )′∆ يادآوری می کنيم که اگر دو خط (∆) و 
 a۲x + b۲y + c۲ = ۰ و a۱x + b۱y + c۱ = ۰ اگر دو خطّ مستقيم به معادلات . mm′ = باشند آنگاه 1−
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.a۱a۲ + b۱b۲ = ۰ متعامد باشند آنگاه
 AH باشند، معادلهٔ ارتفاع ABC سه رأس مثلث C(۱,  -۲) و B(۳,۰) و A(-۱,۲) مثال: اگر

و طول آن را بدست آوريد.
حل: ارتفاع AH بر ضلع BC عمود است. ابتدا شيب BC را به دست می آوريم.

BCm − −
= =

−
2 0

1
1 3  

mAH.mBC = -۱ ⇒ mAH * ۱ = -۱ ⇒ mAH = -۱
AH معادلهٔ ارتفاع : y - ۲ = -۱ (x + ۱)  

y = - x + ۱  
برای محاسبهٔ طول ارتفاع AH معادلهٔ ضلع BC را به دست آورده و فاصلهٔ نقطه A از اين خط 

را محاسبه می کنيم.
BC معادلهٔ ضلع : y - ۰ = ۱ (x - ۳) ⇒ y = x - ۳ ⇒ x - y - ۳ = ۰  

 AH
− − −

= = =
+

1 2 3 6
3 2

1 1 2  
نقطۀ وسط يک پاره خط: اگر روی محور طول ها نقطهٔ M وسط پاره خط AB باشد خواهيم 

داشت:
AM = MB                             

و از آنجا
xM - xA = xB - xM  
۲xM = xA + xB

 A B
M

x xx +
=

2  
و  ابتدا  طول های  مجموع  ميانگين  با  است  برابر  پاره خط  يک  وسط  مختصات  طول  بنابراين، 
انتهای پاره خط. همچنين اگر پاره خط AB در صفحهٔ مختصات داده شده باشد مطابق شکل صفحهٔ 

بعد می توان نشان داد:

A M B
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A B
M

A B
M

x xx

y yy

+ =
 + =


2

2            
A′′

M′′

B′′

A′ M′ B′

B

M

A

x

y

o

مثال: اگر A(-۲,۳) و B(۲,۰) و C(۰,  -۲) سه رأس مثلث ABC باشند، طول ميانهٔ AM را 
به دست آوريد.

حل: ابتدا نقطهٔ M وسط ضلع BC را به دست می آوريم

B C
M

M

x xx
M( , )

( )y

+ + = = = ⇒ − + − = = −


2 0
1

2 2 1 1
0 2

1
2  
M A M AAM (x x ) (y y ) ( ) ( )= − + − = + + − −2 2 2 21 2 1 3  

= + =9 16 5  

خطوط موازی
دو خط مستقيم به معادلات a۱x + b۱y + c۱ = ۰ و a۲x + b۲y + c۲ = ۰ موازی هستند اگر 
. بـه عبـارت ديـگر  a b

a b
=1 1

2 2

a درنتيجه  a
b b

− = −1 2

1 2

و فـقط اگـر شيبشان يـکی بـاشد و از آنـجـا 
a۱b۲ = a۲b۱ بديهی است که اگر b۱ = b۲ = ۰ در اين صورت هر دو خط بر محور xها عمود بوده و با 

هم موازی خواهند بود.

فاصلۀ بين دو خط موازی
 ax by c′+ + فرض کنيم دو خطّ موازی (١∆) و (٢∆) به ترتيب به معادلهٔ ax + by + c = ۰ و 0=
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باشند، P۰(x۰,y۰) را نقطه ای واقع بر خطّ (١∆) می گيريم بنابراين، ٠ = ax۰ + by۰ + c، چنان که قبلاً 
ملاحظه کرديم، فاصلهٔ اين نقطه از خطّ (۲∆) از دستور زير بدست می آيد:

ax by c
d

a b

′+ +
=

+

0 0

2 2  
در بالا داشتيم ٠ = ax۰ + by۰ + c و از آنجا ax۰ + by۰ = - c؛ با قرار دادن اين مقدار در 

رابطه بالا داريم:
c c

d
a b

′ −
=

+2 2  
ax را به دست  by c′+ + اين دستور فاصله بين دو خط موازی به معادلات ax + by + c = ۰ و 0=

می دهد.

دستگاه معادلات خطی
در کتاب رياضی (١) با حل دستگاه دو معادله دومجهولی آشنا شده ايم. هرگاه

x y
x y
− =

 + =

2 3 5

5 4  
يک دستگاه دو معادله دومجهولی باشد، با روش حذفی، يعنی مثلاً ضرب معادله دوم در عدد ٣ و جمع 

آن با معادله اول، يک معادله يک مجهولی، يعنی 
١٧x = ١٧  

را به دست می آوريم که از حل آن ١ = x حاصل می شود. وقتی اين مقدار x را در يکی از معادلات 
دستگاه اوليه مان قرار دهيم ١- = y به دست می آيد.

به طور کلی هر معادله به صورت:
a۱x۱ + a۲x۲ +... + anxn = b  (١)

را، که در آن a۱، an ،…،a٢ و b اعدادی ثابت و x۱، xn…،x٢ متغيرهايی باشند، يک معادله خطی ناميده 
می شود. x۱، xn ،…،x٢ها را مجهول های معادله نيز می نامند، درحالت ٢ = n، مجموعه (x۱,x٢) هايی 

که در معادله 
a۱x۱ + a۲x۲ = b

خطی  معادلهٔ  نامگذاری  دليل  و  می دهد  تشکيل  مختصات  صفحه  در  راست  خط  يک  می کند  صدق 
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روشن می شود.
يک جواب معادلهٔ خطی (١) دنباله ای است از n عددی مانند s۱,s۲,....,sn به طوری که وقتی 

x۱ = s۱,x۲ = s۲,...., xn = sn در (١) قرار دهيم 
معادله برقرار باشند. مثلاً x۱ = ۲ ،x۲ = ۳ ،x۳ = -۴ يک جواب معادلهٔ خطی

۶x۱ - ۳x۲ + ۴x۳ = -۱۳  
است، زيرا

۶(۲) - ۳(۳) + ۴(-۴) = -۱۳  
به طور کلی، يک دستگاه m معادله خطی و n مجهول، يا يک دستگاه خطی مجموعه ای است 

از m معادله خطی n مجهولی. هر دستگاه خطی را می توانيم به صورت کلی 
a۱۱x۱ + a۱۲x۲ +...+ a۱nxn    =  b۱

a۲۱x۲ + a۲۲x۲ +...+ a۲nxn    =  b۲ (۲)
...                 

...                            
...                

...   

am۱x۱ + am۲x۲ +...+ amnxn  =  bm

بنويسيم معادلهٔ
ai۱x۱ + ai۲x۲ +...+ ainxn  =  bi

را معادله  iام دستگاه می ناميم aij.(۱ ≤ i ≤ m)ها و نيز bm ،…،b۲ ،b۱ ثابت های معلومی هستند. منظور 
از حل دستگاه فوق يافتن xn ،… ،x۲ ،x۱هايی است که در هر معادله دستگاه صدق کنند. يک جواب 
دستگاه (٢) دنباله ای است از n عدد مانند s۱,s۲,....,sn با اين ويژگی که وقتی در هر معادله (٢) قرار 

دهيم xn = sn … ،x۲ = s۲ ،x۱ = s۱ آن معادله برقرار شود (به يک تساوی عددی تبديل شود).
اگر دستگاه خطی (٢) جواب نداشته باشد می گوييم ناسازگار است؛ چنانچه جواب داشته باشد، 

آن را سازگار خوانيم. هرگاه b۱ = b۲ = ... = bm = ۰ دستگاه را يک دستگاه همگن می ناميم.
دستگاه r معادله خطی و n مجهول ديگر

c۱۱x۱ + c۱۲x۲ +...+ c۱nxn    =  d۱

c۲۱x١ + c۲۲x۲ +...+ c۲nxn    =  d۲ (٣)
...                

...                            
...                

...
cr۱x۱ + cr۲x۲ +...+ crnxn     =  dr

را هم ارز دستگاه (٢) می ناميم هرگاه جواب های هر دو دستگاه يکسان باشند.
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مثال: دستگاه خطی
x x
x x
− = −

 + =

1 2

1 2

3 7

2 7  (٤)
فقط جواب ٣ = x۲، ٢ = x۱ را دارد. دستگاه خطی

۸x۱ - ۳x۲ = ٧  
۳x۱ - ۲x۲ = ۰  (٥)
۱۰x۱ - ۲x۲ = ۱۴  

نيز فقط جواب ٣ = x۲، ٢ = x۱ را دارد. پس (٤) و (٥) هم ارز هستند.
يکی از رايج ترين مسائل عملی تقريباً تمام شاخه علوم، نظير رياضيات، فيزيک، زيست شناسی، 
حل  اجتماعی  علوم  و  عمليات،  در  تحقيق  مهندسی،  مختلف  رشته های  جغرافيا،  اقتصاد،  شيمی، 

دستگاه های معادلات خطی است.
شما در سال اول با حل دستگاه دو معادله دو مجهولی خطی آشنا شده ايد. با ذکر مثال هايی مروری 

بر روش حل اين نوع دستگاه ها می کنيم.
مثال: دستگاه خطی

x x
x x
− = −

 + =

1 2

1 2

3 3

2 8  (٦)
را درنظر می گيريم. برای حذف x۲ اگر دو برابر معادله اول را از دوم کم کنيم داريم

۷x۲ = ۱۴  
معادله  اين  حل  با  حال  کرده ايم.  حذف  را   x۱ مجهول  پس   .x۱ شامل  جمله  بدون  است  معادله ای  که 

نسبت به x۲ داريم:
x۲ = ۲  

و با گذاشتن اين مقدار در معادله اول (٦) خواهيم داشت
x۱ = ۳  

پس x۱ = ۳ ،x۲ = ۲ تنها جواب دستگاه خطی فوق است.
مثال: دستگاه خطی

x x
x x
− =

 − =

1 2

1 2

3 7

2 6 7  (٧)
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را درنظر می گيريم. باز تصميم می گيريم x۱ را حذف کنيم. برای اين کار اگر دو برابر معادله اول را از 
معادله دوم کم کنيم داريم

٧ = ٠  
که به روشنی برقرار نيست. پس دستگاه (٧) جواب ندارد و ناسازگار است.

مثال: دستگاه خطی
x x x
x x x
x x x

+ + =
 − + =
 + − = −

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6

2 3 2 14

3 2  
(٨)

را درنظر می گيريم. برای حذف x۱ اگر دو برابر معادلهٔ اول را از معادله دوم و سه برابر معادله اول را از 
معادله سوم کم کنيم، خواهيم داشت

x x
x x

− − =
− − = −

2 3

2 3

7 4 2

5 10 20  (٩)
اين يک دستگاه دو معادله و دو مجهول است، با تقسيم معادله دوم (٩) بر ٥- داريم

x x
x x
− − =
 + =

2 3

2 3

7 4 2

2 4
 

که آن را با تعويض جای معادلات، به شکل
x x

x x
+ =

− − =

2 3

2 3

2 4

7 4 2  (١٠)
می نويسيم. حال برای حذف x٢ در (١٠) اگر ٧ برابر معادله اول را به معادله دوم بيافزاييم داريم
١٠x۲ = ٣٠  

يا
x۲ = ۳  (١١)

با گذاردن مقدار x۲ در معادله اول (١٠) معلوم می شود که x۲ = -۲، و با گذاردن مقادير x۲ و x۳ در 
معادله اول (٨) خواهيم داشت x۱ = ۱، ملاحظه می کنيم که روش حذف در عمل دستگاه خطی

 
x x x
x x
x

+ + =
 + =
 =

1 2 3

2 3

3

2 3 6

2 4

3  
(١٢)
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را، که از معادله های اول (٨) و (١٠)، معادله (١١) تشکيل شده است، ايجاد می کند.
اهميت اين روش در آن است که علاوه بر اينکه دستگاه های خطی (٨) و (١٢) هم ارز هستند، 

(١٢) اين مزيتّ را دارد که ساده تر حل می شود.
مثال: دستگاه خطی

x x x
x x x
+ − = −

 + − =

1 2 3

1 2 3

2 3 4

2 3 4  (١٣)

را درنظر می گيريم. برای حذف x۱ اگر دو برابر معادله اول را از معادله دوم کم کنيم داريم
-۳x۲ + ۳x۳ = ۱۲  (١٤)

حال بايد معادله (١٤) را برای x۲ و x۳ حل کنيم. يک جواب
x۲ = x۳ - ۴  

است، که در آن x۳ می تواند هر عدد حقيقی باشد. پس از معادله اول (١٣) داريم
x۱ = -۴ - ۲x۲ + ۳x۳  

= - ۴ - ۲ (x۳ - ۴) + ۳x۳  
= x۳ + ۴  

بنابراين، يک جواب دستگاه (١٣) عبارت است از
x۱ = x۳ + ۴  
x۲ = x۳ - ۴  
x۳ = يک عدد حقيقی دلخواه  

اين به معنی آن است که دستگاه خطی (١٣) بينهايت جواب دارد. زيرا هر بار که به x۳ مقدار 
،x۳ = بدهيم جوابی مشخص (عددی) از (١٣) را به دست می آوريم. مثلاً اگر ١

x۱ = ۵ , x۲ = -۳ , x۳ = ۱  
،x۳ = -يک جواب دستگاه است. حال آنکه اگر ٢

x۱ = ۲ , x۲ = -۶ , x۳ = -۲  
جوابی ديگر از دستگاه خواهد بود. سه جواب ديگر اين دستگاه را با مقدار دادن به x۳ حساب کنيد.

نتيجه می گيريم که:
يک دستگاه خطی ممکن است جوابش منحصر به فرد باشد (فقط يک جواب داشته باشد) يا آنکه 

بدون جواب باشد، يا بينهايت جواب داشته باشد.
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حل دستگاه دو معادله با دو مجهول از راه هندسی
دستگاه خطی دو معادله و دو مجهول x۱ و x۲ به صورت کلی

a x a x c
b x b x c

+ =
 + =

1 1 2 2 1

1 1 2 2 2  (١٥)

را درنظر می گيريم. وقتی در هريک از اين معادله ها x۱ را مختص اول يعنی طول و x۲ را مختص دوم 
يعنی عرض يک نقطه در صفحه مختصات تلقی کنيم، نمودار هريک از اين معادله ها خطی راست است، 
 l۲ و l۱ محل تلاقی دو خط (s۱,s۲) نشان می دهيم. اگر نقطه به مختصات l۲ و l۱ که به ترتيب آن ها را با

باشد آنگاه x۲ = s۲ و x۱ = s۱ يک جواب دستگاه (١٥) خواهد بود.

o x1

x2

l2

l1

o x1

x2

l2

l1

o x1

x2

l2

l1

                 (ب) دستگاه بدون جواب است.                                    (پ) دو خط بر هم منطبق و دستگاه بينهايت جواب دارد.

(الف) جواب منحصر به فرد است. مختصات نقطه تقاطع جواب دستگاه است.

هرگاه دو خط l۱ و l۲ بر هم منطبق باشند دستگاه بينهايت جواب دارد، درحالی که اگر اين دو خطی 
موازی باشند دستگاه بدون جواب است. از راه هندسی نيز به همان سه حالت فوق خواهيم رسيد.
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مسائل
١ــ مثلث ABC با سه رأس (١,٤)A و B(-۲,-۲) و (٤,٢)C مفروض است.

الف) معادلهٔ ميانهٔ وارد بر ضلع BC را به دست آوريد.
ب) طول ميانهٔ AM را محاسبه کنيد.

ج) معادلهٔ ارتفاع BH را محاسبه کنيد.
د) نقطه تلاقی ميانهٔ AM و ارتفاع BH را به دست آوريد.

٢ــ طول قـطر مـربعی کـه يک ضلع آن واقـع بـر خط x + y = ۵ و مختصات يک رأس آن 
A(-۲,۱) باشد را به دست آوريد.

٣ــ نقاط A(۴,۲) و B(۱,-۱) و C(۶,-۱) سه رأس مثلث ABC هستند. اگر H و M به ترتيب 
پای ارتفاع AH و ميانهٔ AM باشند طول MH را به دست آوريد.

٤ــ دستگاه های خطی زير را حل کنيد.

x (الف x
x x
+ =

 + =

1 2

1 2

5

2 3 10
 (ب 

x x x
x x x

x x x

− − = −
 − + = −
 + + =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4 12

2 5

3 2 1
 

x (ج x x
x x x
+ − =

 + − =

1 2 3

1 2 3

3 4 8

6 8 2 3
 (د 

x y z
x y z

x y z

+ − =
 + − =
 + + =

4 12

3 8 2 4

3 12
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٢ــ منحنی های درجه دوم

نمودار معادلات درجه دوم از x و y را منحنی های درجه دوم می نامند. اين منحنی ها از برخورد 
يک صفحه با يک مخروط دوار نيز قابل به دست آوردن هستند، و به همين علت آن ها را مقاطع مخروطی 

نيز می نامند. 
وجه نامگذارى مقاطع مخروطى به زمان کشف تاريخى آن ها به عنوان محل تقاطع يک صفحه با 
يک مخروط قائم دوار برمى گردد (شکل زير). هر صفحه که عمود بر محور مخروط باشد مقطعى پديد 
مى آورد که دايره ناميده مى شود. صفحه را کمى مايل مى کنيم، مقطع حاصل يک بيضى است. صفحه 
را باز هم بيشتر کج مى کنيم تا موازی يکی از يال های مخروط شود، مقطع تشکيل شده يک سهمى است. 

به کج کردن صفحه ادامه مى دهيم تا آنکه صفحه قاطع سطح مخروطی 
دوار را در دو طرف رأس قطع کند. مقطع حاصل يک هذلولى است؛ 

هذلولى يک منحنى با دو شاخه است.
ميلاد  از  قبل  چهارم  قرن  از  هذلولى  و  سهمى  بيضى،  دايره، 
(مسيح) توسط هندسه دان يونانى به نام آپولونيوس مورد بررسى و مطالعه 
تحقيق  مورد  را  منحنى ها  اين  کامل  به طور  آپولونيوس  گرفته اند.  قرار 
هشت  از  متشکل  مجموعه اى  در  را  خود  کارهاى  حاصل  و  داد  قرار 
کتاب ارائه کرد. کاربردهاى عملى مقاطع مخروطى توسط رياضيدان و 
دانشمند آلمانى يوهانز کپلر شروع شده است. کپلر فرضيه اى ارائه کرد 
که بيان مى داشت که سياره ها در مدارهايى بيضى شکل به دورخورشيد 
مى چرخند که خورشيد در يکى از کانون هاى اين بيضى ها قرار دارد. 
ستاره هاى  سياره ها،  مـدار  مطالعه  در  مخروطى  مقاطع  تئورى  امروزه 
دنباله دار، و قمرهاى مصنوعى کاربردهاى فراوانى دارند. مدارهاى بسته 
شامل دايره و بيضى اند، درحالى که مدارهاى باز (يا مدارهاى فرّار) شامل 

سهمى ها و هذلولى ها مى باشند. مقاطع مخروطى در مطالعه ساختار اتم ها، سيستم هاى راهنماى هواپيماها، 
ساختن عدسى ها، وسايل نورى و وسايل پيش بينى هوا، ارتباطات قمرهاى مصنوعى، و نيز در ساختن 
پل ها به کار مى روند. سطوحى که از دوران مقاطع مخروطى تشکيل مى شوند نيز داراى کاربردهايى در 

شاخه هايى از علوم هستند که با نور، صدا و امواج راديويى سروکار دارند.

o

D
∆

مخروطی  سطح 
دوّار
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در اين بخش از دستگاه مختصات دکارتى بـه عنوان چارچوبى براى مطالعه سهمى، دايره، بيضى 
و هذلولى استفاده مى کنيم. معادله اين منحنی ها به صورت عبارت درجه دومی از x و y هستند.

دايره
دايره مکان هندسى نقاطى از صفحه است که فاصله 
آن ها از يک نقطه ثابت مفروض در صفحه، مقدارى ثابت 

باشد.
شعاع  ثابت فاصله را  مقدار  مرکز و  ثابت را  نقطه 

دايره مى نامند.
باشد.  دايره  شعاع   r ثابت  فاصله  و  مرکز   دايره   C(h,k) ثابت نقطه  کنيم  فرض  دايره:  معادله 

همچنين فرض کنيم M(x,y) يکى از نقاط دايره باشد. در اين صورت
 CM = r

يا
 (x h) (y k) r− + − =2 2

بنابراين  
(x - h)۲ + (y - k)۲ = r۲  (۱)

(۱) معادله دايره با ويژگى هاى داده شده مى باشد.
نامعادله

(x - h)۲ + (y - k)۲ < r۲  (۲)
نقاطى از صفحه را مشخص مى کند که فاصله آن ها تا نقطه C(h,k) کوچکتر از r است. بنابراين (۲) 
قسمت درونى دايره به مرکز C(h,k) و شعاع r را توصيف مى کند. به عبارت ديگر، مختصات مجموعه 

نقاط درون دايره در رابطه (۲) صدق مى کنند.
مثال: معادله دايره اى را بنويسيد که از نقطه O(۰,۰) گذشته و C(۲,  -۱) مرکز آن باشد.

حل: با محاسبه CO شعاع دايره را حساب می کنيم.
                                             CO ( ) ( )= + − =2 22 1 5  

بنابراين معادله دايره عبارت است از:
[ ](x ) y ( ) ( )− + − − =2 2 22 1 5  

o

y

x

r

C

M( x,y )
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يا
(x - ۲)۲ + (y + ۱)۲ = ۵  

نکته: معادله (۱) را به صورت زير مى نويسيم:
x۲ + y۲ - ۲hx - ۲ky + h۲ + k۲ - r۲ = ۰  
هرگاه قرار دهيم ۲k = E ،-۲h = D- و h۲ + k۲ - r۲ = F، معادله دايره را به صورت

x۲ + y۲ + Dx + Ey + F = ۰  (۳)
 D EC( , )− −

2 2
نيز مى توانيم بيان کنيم. هرگاه معادله دايره به صورت (۳) عرضه شده باشد، مرکز آن نقطهٔ 

r به دست مى آيد. D E F= + −2 21
4

2
و شعاع آن از دستور 

مثال: مقدار F را طورى تعيين کنيد که معادله x۲ + y۲ - ۲x - ۶y + F = ۰ دايره اى به شعاع 
۲ را مشخص کند.

داريم r = ۲. پس
F= + −

1
2 4 36 4

2  
۴۰ - ۴F = ۱۶  
F = ۶  

وضع دو دايره نسبت به هم: مى دانيم هر دايره با مرکز و شعاع آن مشخص مى شود. فـرض 
کنيم (C۱) دايره اى به مرکز O۱ و شعاع r۱، و (C۲) دايره اى به مرکز O۲ و شعاع r۲ باشد.

هرگاه O۱O۲ = r۲ + r۱، يعنى فاصله مراکز دو دايره برابر 
حاصل جمع شعاع هاى آن ها باشند، اين دو دايره مماس خارج 

هستند (شکل الف).

هرگاه r۲ > r۱ و O۱O۲ = r۲ - r۱، يعنى فاصله مراکز دو 
دايره برابر تفاضل شعاع هاى آن ها باشند، اين دو دايره بر هم مماس 

داخل هستند (شکل ب).
هرگاه r۱ - r۲| < O۱O۲ < r۱ + r۲| دو دايره متقاطع اند.  دو 
دايره متقاطع يکديگر را در  دو نقطه قطع مى کنند. خط گذرنده 

o1

o2

o1 o2

(الف)

(ب)
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مى ناميم  دايره  دو  مشترک  وتر  را  نقطه  دو  اين  بر 
(شکل ج).

متخارج  را  دايره  دو   O۱O۲  > r۱  + r۲ هرگاه 
متداخل  را  دايره  دو   O۱O۲  <  |r۱  -  r۲| درحالتی  و 

می گويند.
سؤال: اکنون اين سؤال پيش مى آيد که با معلوم 

بودن مشخصات جبرى دو دايره (مختصات مرکز و شعاع، يا معادله دايره) چگونه مى توانيم معادله وتر 
مشترک را به دست آوريم.

 x۲ + y۲ + a۲x + b۲y + d۲ = و ٠ (C۱) معادله دايره x۲ + y۲ + a۱x + b۱y + d۱ = فرض کنيم ٠
معادله دايره (C۲) باشد. همچنين فرض کنيم اين دو دايره متقاطع باشند. چون نقاط A و B (شکل ج) 
روى هر دو دايره هستند، مختصات اين نقاط در معادله هر دو دايره صدق مى کند. درنتيجه مختصات 

نقاط A و B در دستگاه معادلات
x y a x b y d

x y a x b y d

 + + + + =


+ + + + =

2 2
1 1 1

2 2
2 2 2

0

0  
صدق مى کنند. پس مختصات A وB در معادلهٔ

(x۲ + y۲ + a۱x + b۱y + d۱) - (x۲ + y۲ + a۲x + b۲y + d۲) = ۰  
نيز صدق مى کند. بنابراين مختصات اين نقاط در معادله

(a۱ - a۲) x + (b۱ - b۲) y + d۱ - d۲ = ۰  
صدق مى کند. امّا اين معادله نسبت به x و y از درجه اول است، و معادله يک خط مستقيم است. پس 
اين معادله، معادله وتر مشترک دو دايره است. چون از نقاط A وB فقط يک خط مستقيم مى گذرد، 

که وتر مشترک می باشد، 
معادله

(a a )x (b b )y d d− + − + − =1 2 1 2 1 2 0 (٭) 
معادله وتر مشترک دو دايره به معادله هاى زير می باشد.

x۲ + y۲ + a۱x + b۱y + d۱ = ۰
x۲ + y۲ + a۲x + b۲y + d۲ = ۰

مثال : معادلهٔ وتر مشترک دو دايره به معادله هاى صفحهٔ بعد را به دست آوريد.

A

B

O2O1

o1o2 < r1 + r2

C1 C2

r1 − r2 <
(ج)
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      x۲ + y۲ + ۶x + ۸y = ۰     و     x۲ + y۲ - ۴x - ۶y - ۱۴ = ۰  
حل: مطابق دستور (٭) داريم

(۶ - (-۴)) x + (۸ - (-۶)) y + ۰ - (-۱۴) = ۰  
که پس از ساده کردن مى توانيم آن را به صورت زير بنويسيم

۵x + ۷y + ۷ = ۰  
اين معادله وتر مشترک دو دايره مفروض مى باشد.

مسائل
۱ ــ مرکز و شعاع دايره هاى زير را پيدا کنيد. سپس دايره را در صفحه مختصات رسم کنيد.

۳x۲ + ۳y۲ + ۶x - ( ب ) ٠ = ١  x۲ + y۲ + ۲x + ۲y - ( الف ) ٠ = ١
۷x۲ + ۷y۲ + ۱۴۳y = (د)      ٠  x۲ + y۲ - ۶x + ۲y + ( ج )       ٠ = ١

۲ ــ چه نقاطى در نابرابرى هاى زير صدق مى کنند؟
۲x۲ + ۲y۲ + x + y > ۰ ( ب )  x۲ + ۴x + y۲ - ( الف ) ٠ ≥ ١٢

۳ ــ معادله دايره اى را بنويسيد که از نقاط (۱,۰) و (۶,۰) گذشته و برخط y = ۱ مماس باشد.
۴ــ اگر فاصله نقطه M(x,y) تا نقطه A(۶,۰) دو برابر فاصله اش تا نقطه B(۰,۳) باشد، نشان 

دهيد که مکان M يک دايره خواهد بود. مرکز و شعاع اين دايره را تعيين کنيد.
۵ ــ معادله دايره اى را بنويسيد که مرکزش C(۱,۲) و بر خط به معادله ۳x + ۴y + ۱ = ۰ مماس 

باشد.
 ۶x - ۵y = ۰ ۶  ــ معادله دايره اى را بنويسيد که از نقاط (۰,۰) و (۱۷,۷) گذشته و مرکزش بر خط

واقع باشد.
۷ ــ معادله دايره اى را بنويسيد که از نقاط (۷,۱) و (۰,۰) و (۱,۶-) بگذرد. مرکز و شعاع اين 

دايره را بيابيد.
۸ ــ معادله وتر مشترک دو دايره به معادله زير را به دست آوريد:

       x۲ + y۲ + ۸x + ۲y - ۸۲ = ۰       x۲ + y۲ + ۴x + ۶y + ۱۰ = ۰        و  
۹ــ ابتدا معادله وتر مشترک دو دايره به معادله هاى زير را به دست آوريد.

 x۲ + y۲ + ۴x + ۲y - ۱۰ = ۰       x۲ + y۲ + ۲x + ۲y - ۲۴ = ۰        و  
سپس با استفاده از معادله وتر مشترک مختصات نقاط تقاطع دو دايره را به دست آوريد.
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۱۰ــ براى هر دسته از معادله دايره هاى زير مشخص کنيد که آيا اين دايره ها بر هم مماس داخل، 
مماس خارج، يا متقاطع اند؟

x۲ + y۲ - ۲x + ۴y = ۴۰ و   x۲ + y۲ + ۲x - ۴y = ۰ (الف) 
x۲ + y۲ - ۲x + ۴y = ۰ و   x۲ + y۲ + ۲x - ۴y = ۰ (ب) 
x۲ + y۲ - ۲x + ۴y = ۴ و   x۲ + y۲ + ۲x - ۴y = ۹ (ج) 
(x - ۲)۲ + (y + ۳)۲ = ۷ و   x۲ + (y - ۵)۲ = ۵ (د) 

۱۱ــ معادله دو دايره را بنويسيد که براى آن ها يکى از حالت هاى زير برقرار باشد.
(الف) O۱O۲ = ۰ (دو دايره هم مرکز)

(ب) O۱O۲ > r۱ + r۲ (دو دايره متخارج)

سهمى
مستقيم  به طور  که  شيئى  می شود.  مشاهده  دوم  درجه  و  خطى  توابع  از  زيادی  تعداد  طبيعت  در 
به سوى بالا پرتاب مى شود چنانچه داراى سرعت اوّليه اى برابر ۱۲۸ متر بـر ثانيه بـاشد، فـاصله آن پس  
از  t ثـانيـه  از مـدل d = -۱۶t۲ + ۱۲۸t   (يـا آنـکه  چنانـچه  ثـانـيه را بـه x و مسافـت را بـه y نشان دهيم 
y = -۱۶x۲ + ۱۲۸x خواهد بود) به دست مى آيد. همچنين فرمول C = ۲۰t۲ - ۲۰۰t + ۶۴۰ نشان دهنده 
تعداد باکترى هاى يک جمعيّت در يک سانتيمتر مکعب آب پس از t روز از کنترل رشد باکترى ها مى باشد. ما 
با معادله درجه دوم به اختصار در فصل دوم آشنا شديم. نمودار هر معادله به صورت y = ax۲ + bx + c را 
سهمى مى ناميم. ابتدا با پيدا کردن نقاطى خاصّ از نمودار چنين توابعى سعى مى کنيم طريقه رسم نمودار 

آن ها را به روشى سريعتر توضيح دهيم.

مجموعهٔ تمام نقاطى از صفحه که فاصلهٔ آن ها از يک نقطهٔ ثابت داده شده و يک 
خط ثابت داده شده يکسان مى باشد، سهمى ناميده مى شود. نقطهٔ ثابت، کانون سهمى و 

خط ثابت، خط هادى سهمى ناميده مى شود.

در شکل صفحهٔ بعد سهمى به کانون F(۰ , p) و خط هادى L به معادله y = -p رسم شده است. 
طبق تعريف، نقطهٔ P(x,y) واقع بر سهمى است اگر و فقط اگر PF = PQ. با محاسبه پاره خط هاى 

PF (x ) (y p) x (y p)= − + − = + −2 2 2 20  
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PQ (x x) (y ( p)) (y p)= − + − − = +2 2 2 و 
y

x

L

p

F(0,p)

P( x,y)

y = −p Q(x, −p)

p

و با توجه به تساوى PF = PQ داريم:
(y p) x (y p)+ = + −2 2 2  

طرفين رابطه بالا را به توان ۲ مى رسانيم و پس از ساده کردن داريم:

    x۲ = ۴py   و يا   xy
p

=
2

4
معادلهٔ (۱)  

اين معادله ها نشان مى دهند که سهمى نسبت به محور y   تقارن دارد. محور y  محور سهمى يا 
محور تقارن سهمى ناميده مى شود.

کانونى  فاصلۀ  را    P مثبت  عدد  مى ناميم.  سهمى  رأس  را  تقارن  محور  و  سهمى  تلاقى  نقطه 
سهمى مى نامند.

رأس سهمى x۲ = ۴py (در شکل فوق  ) بر مبدأ مختصات واقع است. در حالتى که رأس سهمى 
بر مبدأ مختصات واقع باشد، سهمى  ساده ترين معادلهٔ خود را دارد. اگر سهمى رو به پايين باز شود و 

کانون (p- , ۰) و خط هادى به معادلهٔ y = p باشد، معادلهٔ ۱ به شکل زير خواهد بود:
y

F(0, − p)

y = p

کانون

رأس سهمی واقع بر مبدأ 

x۲ = ۴py سهمی به معادلۀ

خط هادی

رأس سهمی

x۲ = -۴py سهمی به معادلۀ

خط هادی
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  x۲ = -۴py   يا   xy
p

= −
2

4
معادله (۲)   

مى توان معادله هاى مشابهى براى سهمى هايى که رو به راست، يا رو به چپ باز مى شوند، به دست 
آورد. 

 (p > ۰) فرم هاى استاندارد معادلۀ سهمى با رأس واقع در مبدأ 

معادلهکانون خط هادىمحور سهمى دهانۀ سهمى
y = -p(۰, p)x۲ = ۴pyمحور yرو به بالا

y = p(۰, -p)x۲ = -۴pyمحور yرو به پايين 
x = -p(p , ۰)y۲ = ۴pxمحور xرو  به راست
x = p(-p ,۰)y۲ = -۴pxمحور x رو به چپ 

 

مثال: کانون و خط هادى سهمى به معادلهٔ y۲ = ۱۰x را پيدا کنيد.
حل: ابتدا مقدار p را از معادلهٔ استاندارد y۲ = ۴px پيدا مى کنيم.

p p= ⇒ = =
10 5

4 10
4 2  

y

x

x = −

F( ,0)

p

po

y
x =

F(− ,0)
xop

p

خط هادی
خط هادی

رأس سهمیرأس سهمی
کانون کانون

y۲ = ۴px سهمی به معادلۀ y۲ = -۴px سهمی به معادلۀ
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در نتيجه کانون و خط هادى به صورت زير به دست مى آيد:
: کانون (p, ) ( , )=

5
0 0

2
           

x  يا          x = -p: خط هادى −
=

5
2

 

انتقال محورها
را به  مختصات  محورهاى  اگر  نظر مى گيريم،  در  را   M(x,y) نقطه  xoy مختصات دستگاه  در 
O باشد در اين صورت مختصات M در دستگاه مختصات  (h,k)′ موازات خود انتقال داده تا مبدأ جديد 

جديد مى شود:
X x h′ = −  ،  Y y k′ = −

o

y

x

M

′x

′y

′o

حال فرض کنيم يک سهمى با رأس S(h,k) داده شده باشد که رو به بالا باز شود (نظير شکل زير)، معادله 
x مى شود: o y′ ′ ′ سهمى در مختصات 

 X pY′ ′=2 4
y

o

s

P

x

′y

′x

′y = −P

(x,y)

( ′x , ′y )

′o

کانون

خط هادی

محور تقارن
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بنابراين معادله اخير در دستگاه مختصات xoy به صورت زير در مى آيد:
 (x - h)۲ = ۴p (y - k)

 .y = k - p و خط هادى آن F(h,k + p) است و کانون سهمى x = h محور تقارن سهمى خط

صورت هاى ديگر معادلات سهمى (معادلات متعارف سهمى ها)
معادله سهمى کانون     خط هادى 

۱) (x - h)۲ = -۴p (y - k)  ،  F(h,k - p) و   y = k + p 
۲) (y - k)۲ = ۴p (x - h)  ،  F(h + p , k) و   x = h - p 
۳) (y - k)۲ = -۴p (x - h)  ،  F(h - p , k) و   x = h + p 

مثال: معادله سهمى به رأس S(۱,۳) و کانون F(۵,۳) را بيابيد. معادله خط هادى آن را به دست 
آوريد. 

چون سهمى رو به راست باز مى شود، (چرا؟) معادله آن مى شود:
(y - ۳)۲ = ۴p (x - ۱)  

عدد p فاصله بين F و S است بنابراين p = ۴ و معادله سهمى به صورت ۲ = ۱۶(x - ۱)(y - ۳)در  مى آيد 
و خط هادى آن به صورت x = -۳ است.

مثال: براى سهمى با رأس S(۲,۳) و خط هادى y = ۴، معادله اى بيابيد. مختصات کانون آن 
چه هستند؟

حل: سهمى رو به پايين  باز مى شود و معادله آن به صورت ۲ = -۴p(y - ۳)(x - ۲) مى باشد. 
 p = ۱ و کانون به فاصله (x - ۲)۲ = -۴(y - ۳) و معادله مطلوب چنين است p = ۴ - ۳ = ۱ پس

 F(۲,۲) واحد در پايين رأس (۲,۳)، در نقطه
قرار دارد.

صورت  به  سهمى  معادله  تبديل 
متعارف: ويژگى معادله سهمى واقع در صفحه 
xoy، اين است که نسبت به يکى از مختص ها، 
دوم  درجه  از  ديگرى  به  نسبت  و  اوّل  درجه 
باشد،  معادله اى در دست  است. هرگاه چنين 
مى توان طى مراحلى مانند مثال صفحهٔ بعد آن 

L

H

y

A

S F

o

B

x

AL = 4
FA = FB = 4
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را به يکى از چهار صورت متعارف تبديل نمود.
مثال: سهمى به معادله y۲ - ۴y - ۸x - ۴ = ۰ داده شده کانون و معادله خط هادى سهمى را 

مشخص نماييد.
y۲ - ۴y = ۸x + ۴ ⇒ (y - ۲)۲ = ۸(x + ۱)  
۴p = ۸ ⇒ p = ۲  

بنابراين S(-۱,۲) رأس سهمى و معادله  خط هادى x = -۳ مى باشد.
رسم سهمی: برای رسم سهمی ابتدا معادلهٔ آن را به صورت استاندارد نوشته و کانون، رأس و 
خط هادی آن را به دست می آوريم. و برحسب نوع سهمی (قائم يا افقی) محور کانونی، کانون و رأس 
سهمی و خط هادی را رسم می کنيم سپس در طرفين محور کانونی و از نقطهٔ کانون F به اندازهٔ ۲p واحد 
به سمت چپ و راست (بالا و پايين) جدا کرده A و B می ناميم در صورت امکان محل تلاقی نمودار 
با محورهای مختصات را هم به دست آورده و نقاط به دست آمده را با توجه به نوع سهمی به هم وصل 

کرده و شکل را کامل می کنيم.
مثال: نمودار سهمی y۲ + ۴y + ۴x = ۰ را رسم کنيد.
حل: ابتدا معادلهٔ سهمی را به صورت استاندارد می نويسيم

(y + ۲)۲ = -۴x + ۴ ⇒ (y + ۲)۲ = -۴ (x - ۱)  
رأس سهمی نقطهٔ S(۱,-۲) و p = ۱ و نوع سهمی افقی و دهانهٔ آن به سمت چپ باز می شود.

F و خط هادی x = ۲ است (در اين جا نقاط A و B همان نقاط محل تلاقی 
−
0

2
کانون سهمی 

محور yها و نمودار است).

A

B

S

x

y

−1

−2

−4

x =2

o

خط هادی
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مثال: نمودار سهمی x۲ + ۸x + ۸y = ۰ را رسم کنيد.
حل: 

x۲ + ۸x + ۱۶ = -۸y + ۱۶  
(x + ۴)۲ = -۸ (y - ۲)  
رأس سهمی S(-۴,۲) و p = ۲ همچنين کانون F(-۴,۰) و خط هادی y = ۴ می باشند.

A

B

S

F x

y

4

2

−4 o

خط هادی

محور کانونی

آنتن هاى سهموى 
آنتن هاى سهموى امواج راديويى يا تلويزيونى ورودى را در 
کانون خود منعکس مى کنند. با نصب دريافت کننده (گيرنده) 

در کانون امواج دريافت مى شوند.

انرژى و قدرت سهموى

است.  سهمى  کانون  شده  داده  نشان  نقطه 
به  سهمى  محور  موازى  که  نور  اشعه هاى 
در  انعکاس  از  پس  مى تابد  سهموى  جسم 
کانون سهمى متمرکز مى شوند. از اين ايده 
براى استفاده از انرژى خورشيدى استفاده 

مى شود. 
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ويژگى بازتابندگى سهمى ها
چراغ هاى  تلسکوپ ها،  سهموى،  آينه هاى  انواع  ساختن  در  که  دارند  جالبى  ويژگى  سهمى ها 
جلوی اتومبيل، آنتن هاى سهموى رادار و ميکروويو و در گيرنده هاى «بشقابى» تلويزيون استفاده مى شود 
سهمى  به  سهمى  کانون  از  که  پرتوهايى  است.  راديويى  امواج  و  نور  بازتاباندن  سهمى  عمدهٔ  کاربرد  و 
برخورد کنند، موازى با محور از سهمى خارج مى شوند و پرتوهايى که موازى با محور به سهمى مى تابند 
در کانون سهمى جمع مى شوند. در شکل زير سهمى به معادله y۲ = ۴px را در نظر گرفته و خط D در 
نقطه M(x۰ , y۰) بر سهمى مماس شده است ثابت مى شود که α و β برابرند، پس هر پرتويى که از F به 
نقطه اى از سهمى مانند M بتابد در امتداد ML خارج مى شود و به همين ترتيب، هر پرتويى که در امتداد 

ML به سهمى بتابد، به طرف F باز مى تابد.

y

x
o F

A

D

M L

α

β

 ۳۰ آينه)  بالاى  آن (در  قاعده  قطر  و  سانتيمتر   ۱۰ آن  مرکز  در  سهموى  آينه  يک  عمق  مثال: 
سانتيمتر است فاصله رأس تا کانون را حساب کنيد.

تقارن  محور  و  مبدأ  در  سهمى  رأس  که  مى کنيم  انتخاب  طورى  را  مختصات  محورهاى  حل: 
سهمى در امتداد محور yها، و دهانه سهمى به طرف بالا باشد. بنابراين 
معادله سهمى مى شود x۲ = ۴py و از طرفى نقطه (۱۵,۱۰) متعلق به 
p بنابراين فاصله  = 45

8
سهمى است بنابراين ۴p * ۱۰ = ۲۲۵ و 
5 سانتيمتر است.

5
8

رأس تا کانون سهمى 

y

F
o

x

(15,10)
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مسائل
۱ــ مختصات کانون و رأس و خط هادی هريک از سهمی های زير را به دست آورده و نمودار 

آن ها را رسم کنيد.
y۲ - ۲y + x - ۱ = ۰ (الف  
۸y = ۴ + ۴x - x۲ (ب  
y۲ - ۸x - ۸ = ۰ (پ  
۳y۲ + ۶x - ۴y = ۰ (ت  

 A(٩,٧) محور تقارن آن و از نقطه y = ۴ خط هادى و x = ۴ ۲ــ معادله يک سهمى را بنويسيد که
بگذرد.

٣ــ معادله سهمی را بنويسيد که کانون آن F(۳,۵) و معادلهٔ خط هادی آن x = -۳ باشد.
بنويسيد. سپس  ٤ــ معادلهٔ سهمی قائم مماس بر محور xها که دارای کانون F(۳,۱) باشد را 

نمودار آن را رسم کنيد.
رسم  «با  مى کنند؟  صدق   y۲  >  x و   y۲  <  x نابرابرى هاى  در  صفحه  از  نواحى اى  چه  ٥ ــ 

شکل».
٦ ــ ثابت کنيد معادله خط مماس بر سهمى به معادله y۲ = ۴px در نقطه M(x۰ , y۰) واقع بر آن 

به صورت yy۰ = ۲p(x + x۰) مى باشد.
٧ــ از نقطه  M(x۰ , y۰) روى سهمى به معادله y۲ = ۴px مماس و قائم بر سهمى را رسم کرده ايم 
(شکل زير). ثابت کنيد α = β. از اينجا نتيجه بگيريد که هر پرتويی که موازى محور سهمى بر سهمى 

yبتابد از کانون سهمى مى گذرد.

x
o F

T

M L

α

β
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[راهنمايى: از مسأله ۶ و اين ويژگى سهمى که فاصله هر نقطه آن تا کانون برابر فاصله آن از 
خط هادى است استفاده کنيد.]

٨ ــ يک تلسکوپ انعکاسى داراى آينه اى سهموى است که فاصله رأس آن تا کانونش ۷۵ سانتيمتر 
مى باشد. اگر قطر قاعدهٔ آينه ۱۶۰ سانتيمتر باشد ، عمق آينه در مرکز آن چقدر است؟

٩ــ ثابت کنيد دايره اى که قطرش وترى از سهمى است که از کانون بر محور تقارن آن عمود 
است، مماس بر خط هادى اين سهمى است.

١٠ــ با توجه به شکل مقابل نشان دهيد y۲ = ۴px معادلهٔ 
سهمى است که رأس آن واقع بر مبدأ مختصات است و دهانهٔ 

آن رو به  راست باز مى شود.

y

x

x = −

F( ,0)

p

p

y

x

x = p

S(h, k)
F(h − p, k)

کــه  دهـيـد  نشان  مقابل  شکـل  بـه  تـوجــه  بــا  ١١ــ 
۲ = -۴p(x - h)(y - k) مـعـادلــهٔ سهـمـى است بــه رأس 

S(h , k) و دهانهٔ آن رو  به چپ باز مى شود.

١٢ــ به شکل مقابل توجه کنيد.کانون F   را به خط هادى 
L نزديک و نزديکتر مى کنيم. در حالتى که F بر خط L منطبق 

شود، شکل سهمى چگونه تغيير مى يابد؟
x

y

F( ,p)
0

y p= −
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بيضى
تعريف: بيضى مکان هندسى نقاطى از صفحه است که مجموع فواصل آن نقطه از دو نقطه ثابت 

واقع در صفحه مقدار ثابتى باشد. دو نقطه ثابت را کانون هاى بيضى مى نامند. 
کانون هاى  F′ و   F نقاط  اگر  بيضى:  رسم 
سنجاق  دو  به  را  نخى  سر  دو  شوند،  اختيار  بيضى 
′F نصب مى کنيم  مى بنديم و دو سنجاق را در نقاط F و 
(شکل مقابل) نوک مدادى را به نخى متکى کرده و آن را 
طورى حرکت مى دهيم که نخ همواره کشيده باشد، از 
حرکت نوک مداد بر روى کاغذ، بيضى رسم مى شود، 
زيرا نوک مداد در  هر وضعى مانند M باشد، همواره 

MF برابر طول نخ يعنى مساوى مقدار ثابتى است. واضح است که بايد طول نخ، از فاصلهٔ دو  MF′+

کانون بيضى بيشتر باشد.
′F باشند و مجموع فواصل نقطه  (-c,۰) و F(c,۰) معادله بيضى: اگر کانون هاى بيضى نقاط

M متعلق به بيضى از دو کانون با ۲a نمايش داده شود؛ داريم:

 (x c) y (x c) y a+ + + − + =2 2 2 2 2

پس از دو بار به توان دو رسانيدن و خلاصه کردن نتيجه مى گيريم:

 
x y
a a c

+ =
−

2 2

2 2 2
1

FF بزرگتر است عبارت a۲ - c۲ مثبت است و  c′ =2 MF از  MF a′+ =2  ،MFF′ چون در مثلث 
، بنابراين: b a c= −2 2 قرار مى دهيم 

x y
a b

+ =
2 2

2 2
1

  (۱)
معادله (۱) نشان مى دهد که اين منحنى نسبت به هر دو محور مختصات متقارن است و داخل 

مستطيلى محصور به خطوط x = a و x = -a و y = b و y = -b قرار دارد.

′A
′F

A
F
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نقاط تقاطع بيضى با محور xها (a, ۰ ±) و 
با محور yها (b± ,۰) است AA ́ = ۲a قطر بزرگ 

BB قطر کوچک بيضى است. b′ =2 بيضى و 
يعنى  افقى  بيضى  معادله  در  اگر  نکته: 
x جاى x و y را با هم عوض کنيم،  y

a b
+ =

2 2

2 2
1

معادله يک بيضى به دست مى آيد که مرکزش همان 
محور  بر   (AA )′ بزرگش  قطر  و  مختصات  مبدأ 

عرض ها منطبق خواهد بود (بيضى قائم).

x

y

B

AFo

M(x, y)

′F

′B

′A

y

M(x,y)

B
x

A

′B o

′A

F

′F

b همواره رابطه a۲ = b۲ + c۲ برقرار است نظير سهمى اگر مرکز بيضى  a c= −2 2 با توجه به 
نقطه (h,k) و اقطارش با محورهاى مختصات موازى باشند با استفاده از انتقال محورهاى مختصات 

معادلات متعارف بيضى به صورت زيرند.

۱ــ بيضى افقى

 
(x h) (y k)

a b
− −

+ =
2 2

2 2
1

  (h a,k) A′± کانون ها (h ± c , k)، رأس هاى A و
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۲ـ ـ بيضى قائم
 (x h) (y k)

b a
− −

+ =
2 2

2 2
1

  (h,k a) A′± کانون ها (h , k ± c)، رأس هاى A و 

مثال: معادله يک بيضى به صورت زير نوشته شده است. مرکز، رأس هاى A و ́ A و کانون هاى 
بيضى را بيابيد و سپس نمودار بيضى را رسم کنيد.

۹x۲ + ۴y۲ - ۱۸x + ۸y - ۲۳ = ۰ حل:  
۹(x۲ - ۲x + ۱) + ۴(y۲ + ۲y + ۱) = + ۹ + ۴ + ۲۳  
(x ) (y )− +

+ =
2 21 1

1
4 9  

بنابراين بيضى قائم است و رأس ها A(۱,۲) و   b۲ = ۴ و a۲ = ۹ مرکز بيضى نقطه (۱-  ,۱) و
. نمودار اين بيضى در  ( , )− ±1 1 5 c و کانون ها،  = 5 c در نتيجه  a b= −2 2 A و ( , )′ −1 4

شکل زير رسم شده است:

F

B

A

o

y

x

′B

′F

′A

c را  a b(a b )e
a a

−
> > = =

2 2

0 خروج از مرکز بيضى: با توجه به معادله بيضى نسبت 
خروج از مرکز بيضى مى نامند، اين عدد بين صفر و يک تغيير مى کند و ميزان اختلاف شکل بيضى با 
دايره را نشان مى دهد، حال اگر a را ثابت نگه داريم و c را در بازهٔ (a ,۰) تغيير دهيم، شکل بيضى هاى 
حاصل تغيير خواهد کرد. وقتى c به صفر نزديک مى شود بيضى بيشتر شبيه دايره است و وقتى به مقدار 



۱۳۸

c افزوده شود، بيضى کشيده تر مى شود.
سيارات منظومهٔ شمسى در مدارهايى بيضوى که خورشيد در يکى از کانون هاى آن ها واقع است، 
حول خورشيد مى گردند.خروج از مرکز بيشتر سيارات منظومه شمسى به قدرى کوچک است که مدار 

آن ها را مى توان به طور تقريبى دايره تصور کرد. براى نمونه خروج از مرکز زمين برابر ۰/۰۲ است.
4 و مرکزش (۱- , ۴-) و طول نقطه A  رأس کانونى آن برابر 

5
مثال: خروج از مرکز يک بيضى 

يک است و قطر بزرگ بيضی موازی محور xها است، معادله بيضى را به دست آوريد.
(x ) (y )

a b
+ +

+ =
2 2

2 2

4 1
1

A (h + a , k) ⇒ h + a = ۱ ⇒ a = ۵
c c c a b b
a
= ⇒ = = − ⇒ =2 2 2 24

4 9
5

 
(x ) (y )+ +

+ =
2 24 1

1
25 9  

معادله بيضى                                                           

معادلات مماس و قائم بر بيضى
 x y b x a y a b
a b

+ = ⇒ + − =
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 0

b xb xb x a y y y m
a y a y

−−′ ′+ = ⇒ = ⇒ =
22

2 2 0
2 2

0

2 2 0
 
شيب مماس:            

b xy y (x x )
a y
−

− = −
2

0
0 02

0  
(۱)

b از ( ۱) به معادله زير مى رسيم. x a y a b+ =2 2 2 2 2 2
0 0 با توجه به تساوى 

x x y y
a b

+ =0 0
2 2

1
 
معادله مماس در بيضى

 
a x b y c
x y

− =
2 2

2

0 0  
و معادله قائم بر بيضى مى شود
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مسائل
۱ــ معادله يک بيضى را بنويسيد که نقاط F(۲ , -۲) و F ́ (-۴ , -۲) کانون هاى آن و خروج از 

e باشد. = 3
5

مرکز آن 
٢ــ بيضى به معادله ٠ = ١ + ۴x۲ + y۲ + ۸x - ۲y مفروض است. مختصات مرکز، طول اقطار، 

فاصله کانونى و مختصات دو کانون اين بيضى را حساب کنيد.

 t وقتى M مفروض است اوّلاً: ثابت کنيد مکان هندسى نقطه  x sin t
M

y cos t
= +
=
1 3

2
٣ــ نقطه 

t به دست مى آيد،N مى ناميم معادلهٔ  π
=
4

تغيير کند،  بيضى است. ثانياً: نقطه اى از بيضى را که به  ازاى 
خط مماس بر بيضى را در نقطه N بنويسيد.

٤ــ شکل ناحيه اى را رسم کنيد که مختصات نقاطش در نابرابرى زير صدق مى کند.
۴x۲ + ۹y۲ ≤ ٣٦  

٥ ــ به ازاى چه مقادير ثابت a و b و c، بيضى ۴x۲ + y۲ + ax + by + c = ۰ در مبدأ مختصات 
بر محور x مماس است و از نقطه (۱,۲-) مى گذرد؟

٦ ــ ويژگى بازتابندگى بيضى: بيضى وار از دوران بيضى حول قطر بزرگش پديد مى آيد. آينه را 
با نقره اندود کردنِ درون رويهٔ بيضى وار مى سازند. نشان دهيد پرتويى از نور که از يکى از کانون ها ساطع 

شود به کانون ديگر باز مى تابد. امواج صوتى 
ويژگى  اين  مسير را طى مى کنند و از  اين  هم 
تالارهاى  از  برخى  ساختن  براى  بيضى وار 
مقابل  شکل  مطابق  مى کنند.  استفاده  هنرى 
نشان دهيد که خطوط گذرنده از نقطه M  واقع 
بر بيضى و دو کانون آن با خط مماس بر بيضى 

در M زواياى برابر تشکيل مى دهند.

 x۲ + y۲ = ۱۶ ٔ٧ــ معادله مکان هندسى نقاطى را تعيين کنيد که عرض نقطه هاى واقع بر دايره
3 تقسيم کنند.

4
را به نسبت 

y

M

F
xo′F
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هذلولى
تعريف: هذلولى مکان هندسى نقاطى از صفحه است که قدر مطلق تفاضل فواصل آن نقطه از دو 
 FF c′ =2 ′F کانون هاى هذلولى می نامند و قرار می دهيم  نقطه ثابت عدد ثابتى باشد. دو نقطه ثابت F و 

.c > a ۲ نشان می دهيم و داريمa و مقدار ثابت را با
 F ( c, )′ − 0 معادله هذلولى: اگر M(x,y) بر هذلولى واقع باشد و کانون هاى هذلولى F(c,۰) و 

و مقدار ثابت ۲a باشد. آنگاه نقطه M(x,y) بر هذلولى واقع است اگر و فقط اگر 

(x c) y (x c) y a+ + − − + =2 2 2 2 2  
 (x c) y (x c) y a+ + − − + = ±2 2 2 2 2

يکى از راديکال ها را به طرف راست معادله منتقل، دو طرف را مجذور،  و نتيجه را ساده کرده، 
سپس يک راديکال باقى مانده را در يک طرف نگه مى داريم و نتيجه را باز هم مجذور مى کنيم و به معادله 

زير مى رسيم:
 x y
a c a

− =
−

2 2

2 2 2
1

x مى باشد. y
a b

− =
2 2

2 2
1 با فرض c۲ - a۲ = b۲ معادله هذلولى به صورت 

yها  محور  با  امّا  است  متقارن  مبدأ  به  نسبت  و  محور  دو  هر  به  نسبت  بيضى  مانند  هم  هذلولى 
تقاطعى ندارد و هيچ قسمتى از نمودار هذلولى بين خطوط x = a و x = -a قرار نمى گيرد. در هذلولى 
باشد.  بيضى  مورد  در   a > b نامساوى  با  متناظر  که  ندارد  وجود   b و   a شامل  کلى  نامساوى  يک 
يعنی در يک هذلولى ممکن است a < b يا a > b باشد. اگر در يک هذلولى a = b، آن هذلولى را 

گويند. الساقين  متساوى 
مجانب هايى  داراى   x y

a b
− =

2 2

2 2
1 معادلهٔ  به  هذلولى  مى دهيم  نشان  هذلولی:  مجانب های 

by است. x
a
±

= به صورت 
معادلهٔ هذلولى را بر حسب x  مرتب مى کنيم:

by x b
a

= −
2

2 2 2
2  
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در اين صورت f(x) به يکى از صورت هاى زير است:

 b by x a , y x a
a a

= − = − −2 2 2 2

x x

b b blim f (x) x lim x a x
a a a→+∞ →+∞

   − = − −      
2 2

x x

b ( x a x)( x a x) b alim lim
a ax a x x a x→+∞ →+∞

− − − + −
= = =

− + − +

2 2 2 2 2

2 2 2 2
0

by است. به طور مشابه،  x a
a

= −2 2 by مجانب نمودار  x
a

= پس بنا به تعريف مجانب، خط 
 by x

a
= by است در نتيجه خط  x a

a
= − −2 2 by نيز مجانب نمودار  x

a
= مى توان نشان داد که خط 

by نيز مجانب  x
a
−

= x خواهد بود و با همين روش مى توان ثابت کرد خط  y
a b

− =
2 2

2 2
مجانب هذلولى 1

همين هذلولى است. براى به ياد سپردن معادلات مجانب هاى هذلولى به صورت زير عمل مى کنيم:

x y
x y x y x y a b( )( )

x ya b a ba b
a b

 − =− = ⇒ − + = ⇒ 
 + =


2 2

2 2

0
1 0

0
 

مجانب ها                    

طريقه رسم هذلولى: ابتدا مستطيلى به رئوس (a,b) و (a,-b) و (a,b-) و (a,-b-) رسم مى کنيم 
قطرهاى مستطيل خطوط مجانب هذلولى اند و رئوس هذلولى نقاط تقاطع محور اصلى و مستطيل رسم 
شده اند و هر شاخه هذلولى از رأس مربوطه و مماس بر ضلع مستطيل رسم شده به طورى که امتداد شاخه 

هذلولى به طور مجانبى به خطى که قطر مستطيل روى آن قرار دارد نزديک مى شود.
x را رسم کنيد. y

− =
2 2

1
9 4

مثال: هذلولى به معادله 
a۲ = ۹ و   b۴ = ۲
c۲ = a۲ + b۲ = ۱۳  
F( , )13 0  
F ( , )′ = − 13 0  
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c دايره رسم کنيم محور تقارن هذلولى (محور xها) را  a b= +2 2 اگر به مرکز O و به شعاع 
′F قطع مى کند. در کانون ها، F و 

يک   y x
a b

− =
2 2

2 2
1 جديد  معادله  کنيم،  عوض  را   y و  x جاى  x y

a b
− =

2 2

2 2
1 معادله  در  اگر 

هذلولى را نشان مى دهد که کانون هايش بر محور yها واقع اند (مانند شکل زير).

y

x
o FA′A′F

(− a,−b) (a ,_b)

(a ,b)(− a,b)

y

F

c a

b

′F
y = −

a
b

x

o
x

y =
a
b

x

وقتى مرکز هذلولى مبدأ مختصات نباشد: مرکز يک هذلولى محل تقاطع محورهاى تقارن 
آن است. فهرست زير معادلات هذلولى هايى را نشان مى دهد که محورهايشان با محورهاى مختصات 

موازى اند، و مرکزشان در نقطه (h,k) واقع است.
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۱ــ هذلولى افقى (خط گذرنده از کانون ها موازى با محور xها)
 (x h) (y k)

a b
− −

− =
2 2

2 2
1

 :(h ± c , k) و کانون ها (h ± a , k) رأس ها
x h y k

a b
− −

±         مجانب ها     0=
۲ــ هذلولى قائم (خط گذرنده از کانون ها موازى با محور yها)

(y k) (x h)
a b
− −

− =
2 2

2 2
1

 
 :(h , k±c) و کانون ها (h , k±a) رأس ها

y k x h
a b
− −

±       مجانب ها   0=

مثال: مرکز، رأس ها، کانون ها و مجانب هاى هذلولى زير را به دست آوريد.
              x۲ - ۴y۲ - ۲x + ۸y - ۷ = ۰ حل: داريم  

(x۲ - ۲x + ۱ - ۱) - ۴(y۲ - ۲y + ۱ - ۱) - ۷ = ۰  
  (x - ۱)۲ - ۱ - ۴ (y - ۱)۲ + ۴ - ۷ = ۰  
 (x - ۱)۲ - ۴ (y - ۱)۲ = ۴  

                                      
(x ) (y )−

− − =
2

21
1 1

4  
. پس رأس ها  c a b= + =2 2 5 پس مختصات مرکز (۱,۱) و چون a = ۲ و b = ۱ پس 

) و مجانب ها عبارتند از: , )−1 5 1 ) و  , )+1 5 1 نقاط (۳,۱) و (۱,۱-) و کانون ها 
x (y )−

± − =
1

1 0
2

 

ce را خروج از مرکز هذلولى مى نامند 
a

= خروج از مرکز هذلولى: نظير خروج از مرکز بيضى، 
و چون در هذلولى c > a. خروج از مرکز هر هذلولى هميشه عددى بزرگتر از يک مى باشد.

وتر کانونى: وترى که از کانون هذلولى (يا بيضى) مى گذرد و بر محور کانونى عمود است وتر کانونى 
b مى باشد.

a

22 هذلولى (بيضى) ناميده مى شود (شکل زير). ثابت مى شود که طول چنين وترى برابر 
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مثال: معادله يک هذلولى را بنويسيد که مرکزش مبدأ مختصات و محور کانونى آن منطبق بر 
5 و وتر کانونى آن به طول ۴ باشد.

2
محور xها و خروج از مرکزش 

حل: فرض کنيم هذلولى مانند شکل قبل باشد. بنابراين داريم

    
bMM
a

′ = =
22

4    و   
ce
a

= =
5
2  

از اين دو رابطه خواهيم داشت:
b۲ = ۲a   و   ce

a
= =

2
2

2

5
4

 

لذا 
 a a a a

aa a a
+

= ⇒ + = ⇒ + =
2 2

2 2 2

2 5 2 5 2 5
1

4 4 4  
زير  صورت  به  هذلولى  معادله  نتيجه  در   b  =  ۴ داريم   b۲  =  ۲a رابطه به  توجه  با  اکنون   a  =  ۸ پس 

است:
x y

− =
2 2

1
64 16  

 ۳x - ۲y - ۷ = ۰ ۳ وx + ۲y + ۱ = ۰ مثال: معادله يک هذلولى را بنويسيد که خطوط
)M بگذرد.  , )+1 2 3 4 مجانب هاى آ ن بوده و از نقطه 
حل:  مجانب ها را در يک دستگاه قطع مى دهيم.

 x y
O ( , )

x y
+ + = ′⇒ − − − =

3 2 1 0
1 2

3 2 7 0  
صفحه  در   M نقطه  انتخاب  و  مجانب  خطوط  رسم  با  (چرا؟)  است  هذلولى  اين  مرکز   O′

مختصات معلوم مى شود که محور کانونى اين هذلولى موازى محور yها است. بنابراين معادله هذلولى 

y

x

M

F′F

′M

y

x

M

F

′M

′F o

                            ´MM يک وتر کانونی هذلولی است.                             ´MM يک وتر کانونی بيضی است.
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به صورت:
 (y ) (x )

a b
+ −

− =
2 2

2 2

2 1
1

 
am به دست مى آيد، پس

b
= ± مى باشد. چون ضريب زاويه مجانب ها از دستور 

 am a b
b

= ± ⇒ = ⇒ =
3 3

2 3
2 2  

از طرف ديگر مختصات M در معادله هذلولى صدق مى کند، پس
 

a ,b
a b

− = ⇒ = =
2 2

36 12
1 3 2

 
بنابراين معادله هذلولى مى شود:

 (y ) (x )+ −
− =

2 22 1
1

9 4  
معادلات مماس و قائم بر هذلولى

x و نقطه M(x۰ , y۰) متعلق به آن را در نظر مى گيريم: y
a b

− =
2 2

2 2
هذلولى به معادله 1

 b xb x a y a b y
a y

′− = ⇒ =
2

2 2 2 2 2 2
2  

y

x
NFTo′F

z

M(x0, y0)

β α
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b شيب مماس x b x xx yym y y (x x )
a y a y a b

= ⇒ − = − ⇒ − =
2 2

0 0 0 0
0 02 2 2 2

0 0

1    

معادله مماس بر هذلولى

a شيب قائم y a y a x b ym y y (x x ) c
x yb x b x

− −′ = ⇒ − = − ⇒ + =
2 2 2 2

20 0
0 02 2

0 00 0

  

معادله قائم بر هذلولى

 A(۳,۴) ٔآوريد که از نقطه مشتق، ضريب زاويه خطوطى را به دست  استفاده از  بدون  مثال: 
بگذرند و بر هذلولى به معادلهٔ x۲ - y۲ = ۱ مماس باشند.

حل: معادله خطى را مى نويسيم که از نقطه A(۳,۴) بگذرد و شيب آن m باشد؛ مى دانيم معادلهٔ 
 .y = mx - ۳m + ۴ است. لذا y - ۴ = m(x - ۳) اين خط

مختصات نقاط تلاقى اين خط با هذلولى مفروض از حل دستگاه
x y
y mx m

 − =


= − +

2 2 1

3 4  
به دست مى آيد. با حذف y در اين معادلات به دست مى آوريم

(۱ - m۲) x۲ - ۲m (-۳m + ۴) x - ۹m۲ + ۲۴m - ۱۷ = ۰   
اين معادله در       واقع طول هاى نقاط تقاطع خطوطى را به دست مى دهد که از نقطه A(۳,۴) مى گذرند 
و هذلولى x۲ - y۲ = ۱ را قطع مى کنند. براى آنکه يکى از اين خطوط بر هذلولى مماس شود بايد معادلهٔ 

درجه دوم اخير فقط يک جواب (يک نقطه تقاطع) داشته باشد. از اينجا نتيجه مى گيريم که
 

( m m) ( m )( m m )∆ = − − − − + − =2 2 2 21
3 4 1 9 24 17 0

4   
پس از ساده کردن به صورت زير درمى آيد

۸m۲ - ٢٤m + ٠ = ١٧  
دو   A(٣،٤) نقطه  از  يعنى  است.    m −

=
6 2

4
و   m +

=
6 2

4
جواب  دو  داراى  معادله  اين  و 

خط مستقيم مى توان بر هذلولى x۲ - y۲ = ۱ مماس رسم کرد. ضريب زاويه اين دو خط به ترتيب برابر 
6− است. 2

4
6+ و  2

4
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مسائل
١ــ هذلولى هاى زير را رسم کنيد:

x y
− =

2 2

1
16 9

(ب)   x y
− =

2 2

1
9 16

(الف) 
x y

− = −
2 2

1
9 16

(د)   y x
− =

2 2

1
9 16

(ج) 
در تمرين هاى ۲ تا ۸، مرکز، رئوس، کانون ها و ثابت هاى هذلولى به معادله مفروض را پيدا کنيد. 

سپس شکل منحنى را در کاغذ شطرنجى رسم کنيد.
۹(x - ۲)۲ - ۴ (y + ٣)٣٦ = ٢ ٢ـ ـ
۴(x - ۲)۲ - ۹ (y + ۳)۲ = ۳۶ ٣ـ ـ
۴(y + ۳)۲ - ۹ (x - ۲)۲ = ۱ ٤ـ ـ
۵x۲ - ۴y۲ + ۲۰x + ۸y = ۲ ٥ ـ ـ
۴x۲ = y۲ - ۴y + ۸ ٦ ـ ـ
۴y۲ = x۲ - ۴x ٧ـ ـ
۴x۲ - ۵y۲ - ۱۶x + ۱۰y + ۳۱ = ۰ ٨ ـ ـ

٩ــ بر نقطه A واقع بر هذلولى به معادله xy = a۲ (a ≠ ۰  و ثابت است) مماسى رسم کرده ايم. اين مماس 
محورهاى مختصات را در نقاط B و C  قطع مى کند. ثابت کنيد نقطه A وسط پاره خط BC است.

١٠ــ بر نقطهٔ A واقع بر هذلولى به معادلهٔ x۲ - y۲ = ۱ قائمى رسم کرده ايم. اين قائم محورهاى 
است. BC وسط پاره خط A قطع مى کند. ثابت کنيد نقطه  C و B مختصات را در نقاط

١١ــ خطوط موازى با شيب m وترهايى بر هذلولى به معادله x۲ - y۲ = ۱ ايجاد مى کنند، ثابت 
کنيد اوساط اين وترها بر يک خط واقع اند.

مسائل دوره اى فصل
١ــ سهمى به معادله y = x۲ مفروض است. فرض کنيم A نقطه اى واقع بر اين سهمى غير از 
مبدأ مختصات باشد. مماس بر سهمى در نقطه A محورهاى x وy  را به ترتيب در نقاط B و C قطع 

مى کند. ثابت کنيد نقطه B وسط پاره خط AC است.
ثابت) در يک نقطه واقع بر آن  عددى است   a ≠ ۰) xy = a۲  ٔمعادله مماس بر هذلولى به  ٢ــ 
محورهاى مختصات را در نقاط B و C قطع مى کند؛ ثابت کنيد مساحت مثلث OBC عددى است ثابت 
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(O مبدأ مختصات است).
. a > 1

2
٣ــ در چه نقاطى از سهمى به معادلهٔ y = x۲ قائم بر سهمى از نقطه A(۰, a) مى گذرد؟ 

)A و  , )3 1
2 2

x در نقاط  y y+ − − =2 2 3
2 0

2
٤ــ ثابت کنيد هذلولى x۲ - y۲ = ۲ و دايره 

)B بر هم مماس هستند. , )−
3 1
2 ٥ ــ بر سهمى به معادله y = x۲ + ۵x + ۱۰ نقطه اى به دست آوريد که مماس بر منحنى در آن نقطه 2

موازى خط y = ۶x + ۷ باشد.
٦x ــ بر بيضى به معادلهٔ y

+ =
2 2

1
9 16  

نقاطى را به دست آوريد که مماس بر منحنى در آن نقاط موازى خطّ y = ۴x + ۷ باشد.
٧ــ نقطه A(x,y) با مختصات پارامترى

        t te ex
−+

=
2

t  و   te ey
−−

=
2

 
. به ازاى بعضى از مقادير t چند نقطه را در يک کاغذ شطرنجى مشخص  t IR∈ مفروض است که در آن 
کنيد. (الف) تعداد نقاط به دست آمده را آنقدر انتخاب کنيد (با اختيار کردن مقادير t) تا بتوانيد حدس 

که اين نقاط تشکيل چه نوع منحنى اى در صفحه مى دهند. بزنيد
(ب) ثابت کنيد وقتى t در IR تغيير مى کند نقطه A بر يک هذلولى حرکت مى کند. معادله اين 

هذلولى را به دست آوريد.
y بر بيضى  ax a= + +24 9 ٨  ــ ثابت کنيد به ازاى هر عدد حقيقى a، خط مستقيم به معادله 

به معادلهٔ
x y

+ =
2 2

1
4 9

 
مماس است.

٩ــ ثابت کنيد دايره به معادله x۲ + y۲ - ۹y + ۱۶ = ۰ و سهمى y = x۲ در دو نقطهٔ A(۲,۴) و 
A(-۲,۴) بر هم مماس هستند. 

 




