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فصل فصل ۴۴

کاربردهاى مشتقکاربردهاى مشتق
همان گونه که در فصل قبل ملاحظه شد تفسير آهنگ تغيير از مشتق ريشه در مسائل فيزيکى و 
پديده هاى طبيعى دارد و تعبير هندسى مشتق رويکردى نظرى و انتزاعى را ارائه مى دهد. دامنه کاربردهاى 
مشتق در هر دو حيطه توسعه يافته است. کاربردهاى مشتق در داخل رياضيات به بررسى رفتار و شناسايى 
ويژگى هاى تابع ها مربوط مى شود. مدلسازى مسائل زندگى و پديده هاى طبيعى و حل و بررسى آن ها نيز 
با مفهوم مشتق در رابطه است. نمونه بارزى از اين گونه پديده ها، پديدهٔ رشد و زوال مى باشد که هم در 
ارتباط با مشتق و هم در رابطه با انتگرال است که در فصل آخر از آن صحبت خواهيم کرد. در اين 

فصل بعضى از کاربردهاى مشتق ارائه مى شوند.
 

ماکزيمم و مى نيمم يک تابع
در اين بخش نقاط ماکزيمم و مى نيمم نمودار يک تابع را تعيين مى کنيم و بررسى مى کنيم که در 
کدام بازه تابع صعودی است و در چه بازه اى تابع نزولی است. با به دست آوردن اين اطلاعات مى توانيم 

منحنى نمايش يک تابع را دقيق تر رسم کنيم.
ماکزيمم و مى نيمم نسبى و مطلق يک تابع: تابع y = f(x) با دامنه [a , b] مفروض است، 
  f(x) ≤ f(c), x ∈ (e, g) است به طورى که به ازاى هر f در دامنه c يک بازه شامل (e, g) فرض مى کنيم
در اين صورت مى گوييم تابع f در c ماکزيمم نسبى است. اگر به ازاى هر x ∈ (e, g) داشته باشيم 
 f(x) ≤ f(c) داشته باشيم x ∈ [a , b] مى نيمم نسبى است. اگر به ازاى هر c در f مى گوييم f(x) ≥ f(c)
 f(x) ≥ f(c),  مـاکزيمم مـطلق است. هـمـچنيـن اگـر بـه ازاى هـر c در نقطه [a , b] در بازه f مى گوييم

x ∈ [a , b]  گوييم تابع f در بازه [a , b] در c مى نيمم مطلق است. 
ممکن است يک تابع در يک بازه داراى چندين ماکزيمم و مى نيمم نسبى باشد ولى مقدار ماکزيمم 

و مى نيمم مطلق آن در صورت وجود منحصر به فرد هستند.
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تابع  نمايش  منحنى  در شکل  مقابل 
در c۱، ماکزيمم نسبى است، در c۲ مى نيمم 
مطلق است، در c۳ نيز ماکزيمم مطلق است. 
در اين شکل تابع داده شده در اين سه نقطه 
مشتق پذير است، به عبارت ديگر، خطوط 
وجود  نقطه  سه  اين  در  منحنى  بر  مماس 
در  هستند،  موازى  محور xها  با  و  دارند 
نتيجه شيب خطوط مماس در اين سه نقطه 
 c ∈ (a, b) صفر است. ممکن است تابعى در
ماکزيمم يا مى نيمم باشد ولى در c مشتق پذير 

نباشد، به شکل مقابل توجّه کنيد:
که   [a, b] دامنه  با   y = f(x) تابع 
 BC و AC ّمنحنى نمايش آن از دو پاره خط
تشکيل يافته است را ملاحظه مى کنيم، اين 
 c ماکزيمم مطلق است ولى تابع در c تابع در
مشتق پذير نيست. مشتق چپ آن شيب خطّ 
خط  شيب  آن  راست  مشتق  و  است   AC
مشتق هاى  بنابراين،  مى باشد،   BC مستقيم

چپ و راست تابع در c يکى نيستند. درنتيجه تابع در c مشتق پذير نيست.
چگونه مى توان ماکزيمم و مى نيمم يک تابع را تعيين نمود؟ در قضيه زير تا حدودى به اين پرسش 

پاسخ داده مى شود. اين قضيه را بدون اثبات مى پذيريم.
قضيۀ ۱: تابع f(x) با دامنه [a, b] مفروض است، فرض کنيم f در c ∈ (a, b) ماکزيمم نسبى 

.f ʹ(c) = ۰ مشتق پذير باشد، در اين صورت c در f (مى نيمم نسبى) است، علاوه بر آن فرض مى کنيم
با توجّه به قضيهٔ ۱ و آنچه که در بالا گفته شد نقـاط ماکزيمم و مى نيمم نسبى يـا مطلق يک تابع 

نقاطى هستند که مقدار مشتق در آن نقاط صفر است، يا مشتق وجود ندارد. 
تعريف: تابع  f با دامنه [a, b] مفروض است، نقاطى از بازهٔ (a, b) که مشتق f در آن نقاط صفر 

است يـا نقاطى از اين بازه که مشتق f در آن نقاط وجـود ندارد را نقاط بحرانى تـابع f مى نامند.
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قضيهٔ زير يک خاصيّت ديگر توابع پيوسته را بيان مى کند، از اين قضيه براى اثبات قضيه هاى 
بعدى استفاده مى کنيم، خود اين قضيه را بدون اثبات مى پذيريم.

مطلق و  ماکزيمم  داراى  بازه  اين  در   f ،باشد پيوسته   [a, b] بسته بازه  بر   f تابع اگر  قضيۀ ۲: 
مى نيمم مطلق خواهد بود.

با توجّه به اين قضيه اگر تابع f بر بازه بسته [a, b] پيوسته باشد آنگاه f در اين بازه داراى ماکزيمم 
مطلق و مى نيمم مطلق است. چگونه مى توان اين ماکزيمم مطلق و مى نيمم مطلق را به دست آورد؟ ابتدا 
نقاط بحرانى تابع f را به دست مى آوريم و مقادير تابع f را به ازاى اين نقاط بحرانى محاسبه مى کنيم، 
سپس f(a) و f(b) را محاسبه مى کنيم، در اين مقدارها، کوچکترين آن ها مى نيمم مطلق تابع و بزرگترين 

آن ها ماکزيمم مطلق تابع خواهد بود.
f با دامنه [۸,۲۷-] را درنظر بگيريد، ماکزيمم و مى نيمم مطلق  (x) x x= −

8 2
3 3 مثال  ۱ : تابع 

آن را به دست آوريد.
حل: ابتدا نقاط بحرانى اين تابع را به دست مى آوريم. توجّه داريم که 

f (x) x x
−

′ = −
5 1
3 38 2

3 3  
بنابراين، f ʹ(x) = ۰ نتيجه مى دهد

 
x x

−
− =

5 1
3 38 2

0
3 3  

و از آنجا ۴x۲ - ۱ = ۰ در نتيجه
x = ±

1
2  

f ديده مى شود که مشتق تابع در x = ۰ وجود ندارد بنابراين، مجموعهٔ  (x) x x
−

′ = −
5 1
3 38 2

3 3
 از 

.{ , , }−
1 1
0

2 2
نقاط بحرانى تابع عبارت است از 

 ، f ( ) f ( )= − = −
3

1 1 3
2 2 4 4

آنجا  و  از   f ( ) f ( ) ( ) ( )= − = −
8 2
3 31 1 1 1

2 2 2 2
که  داريم  توجه   

درضمن f(۰) = ۰. حال مقادير تابع f را در دو نقطه انتهاى بازه  [۸,۲۷-] محاسبه مى کنيم، و از آنجا 
f(۲۷) = ۶۵۶۱ - ۹ = ۶۵۵۲ و f(-۲۸) = ۲۵۲. بنابراين
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min , , , , max , , ,
      − = − − =   
      

3 3 3

3 3 3
0 2526552 0 2526552 6552

4 4 4 4 4 4  
- و ماکزيمم مطلق آن برابر ۶۵۵۲ است. 

3

3

4 4
يعنى مى نيمم مطلق اين تابع برابر 

f را، که در آن a ≤ x ≤ a- و a مقدار مثبتى  (x) x a x= −2 2 مثال ۲: ماکزيمم مطلق تابع 
است، پيدا کنيد.

xfحل: (x) a x
a x

′ = − −
−

2
2 2

2 2  
معادله f ʹ(x) = ۰ نتيجه مى شود که xaاز حل x

a x
− =

−

2
2 2

2 2  
ax =
2

2

2
a۲ - x۲ = x۲ يا  بنابراين 

در  و  مطلق  ماکزيمم   ax =
2

2
در  بحث  مورد  تابع  که  مى کنيم  ملاحظه   ، ax = ±

2
2

پس 
ax مى نيمم مطلق دارد. = −

2
2

مسائل
در مسايل ۱ تا ۵ نقاط بحرانى توابع داده شده را به دست آوريد.

f(x) = ۲x۳ - ۹x۲ + ۱۲x + ۶۰ ۱ـ ـ
g(x) = ۲x۳ - ۲x۲ - ۱۶x + ۱ ۲ـ ـ
g(x) x x= −

6 1
5 512 ۳ـ ـ

f (x) (x x )= − +
1

3 2 33 4 ۴ـ ـ
f (x) x x= − +

7 2
6 37

5
2 ۵ ـ ـ

در مسايل ۶ تا ۱۱ مقادير ماکزيمم و مى نيمم مطلق توابع مفروض بر بازه داده شده را در صورت 
وجود محاسبه کنيد.

g(x) = x۴ - ۸x۲ + ۱۶   ؛         [۱,۴-] ۶ـ ـ
f (x) = x۳ + ۵x - ۴   ؛     [۱- ,۳-] ۷ـ ـ
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f   ؛       [۱ ,۲-]  (x) (x )= +
2
31 ٨ ـ ـ

f   ؛       [۴ ,۵-] (x) (x )= − −
2
31 3 ۹ـ ـ

f   ؛       [۶۴ ,۰]  (x) x x= − +
7 2
6 37

5
2

۱۰ـ ـ
f (x) = ۲x۳ - ۹x۲ + ۱۲x + ۶۰   ؛       [۳ ,۲-] ۱۱ـ ـ

ديديم که اگر تابع f (x) در نقطه درونی x = x۰ داراى يک ماکزيمم يا مى نيمم نسبى (مطلق) باشد 
و f ʹ(x۰) موجود باشد آنگاه f ʹ(x۰) = ۰، چگونه مى توان تشخيص داد که تابع f (x) در x = x۰ داراى 
يک ماکزيمم نسبى است يا يک مى نيمم نسبى؟ براى پاسخ به اين پرسش از آزمون مشتق اول استفاده 
مى کنيم. قبل از بيان قضيه مربوطه متذکر مى شويم که اگـر تـابع f در بـازه (a, b) تـعريف شده باشد و 
x۰ ∈ (a, b) موجود باشد به طورى که f (x۰) = ۰ و به ازاى هر x ∈ (a, x۰) داشته باشيم f (x) > ۰ و به 
ازاى هر x ∈ (x۰, b)  داشته باشيم f (x۰) < ۰ مى گويند تابع f در x۰ تغيير علامت مى دهد و از مثبت 
به منفى مى رود. اگر به ازاى هر x∈ (a, x۰) داشته باشيم f    (x) < ۰ و به ازاى هر x ∈ (x۰, b) داشته 

باشيم f   (x) > ۰ باز هم مى گويند f در x۰ تغيير علامت مى دهد و از منفى به مثبت مى رود.
قضيۀ ٣ (تشخيص ماکزيمم نسبى از مى نيمم نسبى با استفاده از آزمون مشتق اوّل): 
 x۰ ∈ (a, b) مشتق پذير باشد، عدد (a, b) ٔپيوسته و در بازه [a, b] ٔدر بازهٔ بسته f فرض مى کنيم تابع
 x۰ در  f تغيير علامت مى دهد و از مثبت به منفى مى رود آنگاه x۰ در f ʹ و f ʹ(x۰) = ۰ به گونه ايست که

داراى يک ماکزيمم نسبى است.
 f از منفى به مثبت برود به طريق مشابه مى توان ثابت نمود که f ʹ تابع x۰ چنانکه هنگام عبور از

در x۰ داراى يک مى نيمم نسبى است.
y را به دست آوريد، آيا اين  x x x= − + +3 21 5

6 10
3 2

مثال: ماکزيمم و مى نيمم نسبى تابع 
تابع ماکزيمم و مى نيمم مطلق دارد؟ چرا؟

y نتيجه مى شود yʹ = x۲ - ۵x + ۶، حال سعى مى کنيم  x x x= − + +3 21 5
6 10

3 2
حل: از 

اين ʹy را به حاصل ضرب چند جمله اى هاى درجه اوّل يا دوّم تجزيه کنيم، براى اين منظور ابتدا 
 ،x = ۳ و x = ۲ را محاسبه مى کنيم، اين ريشه ها عبارتند از x۲ - ۵x + ۶ = ۰ ٔريشه هاى معادله

بنابراين، yʹ = (x - ۲) (x - ۳) حال ʹy را تعيين علامت مى کنيم.
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x

y x x

−∞ +∞

′ = − + + − +2

2 3

5 6 0 0

 
با توجّه به اين جدول ديده مى شود که در yʹ , x = ۲ از مثبت به منفى مى رود و با توجّه به قضيهٔ  
قبل در x = ۲ تابع داراى يک ماکزيمم نسبى است، در ٣ = yʹ , x از منفى به مثبت مى رود و به موجب 

قضيهٔ قبل تابع داده شده در  ٣ = x داراى يک مى نيمم نسبى است. توجّه داريم که 

 x
lim ( x x x )
→−∞

− + + = −∞3 21 5
6 10

3 2  
و

x
lim ( x x x )
→+∞

− + + = +∞3 21 5
6 10

3 2  
y ماکزيمم و مى نيمم مطلق ندارد. جدول تغييرات اين  x x x= − + +3 21 5

6 10
3 2

بنابراين، تابع 
تابع به شکل زير است 

x

y

2 3

+ +−0′y

− ∞ +∞

− ∞ +∞
3
44 29

2

0

با توجّه به اين جدول ديده مى شود که در بازهٔ (٢ ،∞-) داريم yʹ > ۰ و با توجه به قضيه اى که 
داشتيم در اين بازه تابع صعودى است، در بازهٔ (۳, ۲-) داريم yʹ < ۰ و به موجب همان قضيه تابع در اين 
بازه نزولى است. در بازهٔ (∞+ ،٣) نيز تابع صعودى است. با توجّه به اين جدول، منحنى نمايش تغييرات 

به   y x x x= − + +3 21 5
6 10

3 2
تابع 

شکل مقابل است:

0
x

y

2 3

Min

Max

1
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مسائل
در تمرين هاى ۱ تا ۴ ماکزيمم و مى نيمم نسبى توابع داده شده را به دست آوريد.

y = ۲x۳ - ۹x۲ + ۱۲x + ۳۰ ۱ـ ـ
y = ۳x۵ - ۲۵x۳ + ۶۰x + ۱۰ ۲ـ ـ
y = x۴ - ۸x۳ + ۲۲x۲ - ۲۴x + ۱۰۰ ۳ـ ـ
y = x۴ - ۱۲x۳ + ۵۲x۲ - ۹۶x + ۱۰۰ ۴ـ ـ

۵ــ در تمرين هاى ۱ تا ۴، آيا توابع داده شده داراى ماکزيمم يا مى نيمم مطلق هستند؟ چرا؟
۶ــ ثابت کنيد تابع y = x۳ همواره صعودى است و از آنجا نتيجه بگيريد که اين تابع ماکزيمم و 

مى نيمم ندارد.
۷ــ در تابع y = ۲x۳ -۹x۲ + ۱۲x + ۳۰ ثابت کنيد پاره خطىّ که نقاط ماکزيمم و مى نيمم روی 

نمودار تابع را به هم وصل مى کند توسّط منحنى نمايش تابع به دو قسمت مساوى تقسيم مى شود.
۸ــ ضرايب ثابت a و b را چنان تعيين کنيد که تابع با ضابطهٔ f (x) = x۳ + ax۲ + b در (۳, ۲) 

يک ماکزيمم يا مى نيمم نسبى داشته باشد.
 x = ۱ در f (x) = ax۲ + bx + c ٔرا چنان تعيين کنيد که تابع با ضابطه c و b، a ۹ــ ضرايب

داراى مقدار ماکزيمم نسبى ۷ باشد و نمودار تابع y = f (x) از نقطهٔ (۲- ,۲) بگذرد.
۱۰ــ تابع f (x) = x۲n + ۱ مفروض است که در آن n يک عدد صحيح و مثبت است، ثابت کنيد 

که اين تابع صعودى است و از آنجا نتيجه بگيريد که ماکزيمم و مى نيمم نسبى ندارد.
۱۱ــ تابع y = x۲n مفروض است که در آن n يک عدد صحيح و مثبت است، ثابت کنيد که اين 

تابع در x = ۰ داراى يک مى نيمم مطلق است.

مشتقات مراتب بالاتر
́ yʹ = f نشان مى دهند.   (x) مشتق پذير باشد، مشتق مرتبه اوّل آن را با علامت y = f (x) چنانکه تابع
اگر تابع f ʹ (x) نيز مشتق پذير باشد مشتق آن را با yʹʹ = f ʹʹ (x) نشان مى دهند، چنانکه تابع f ʹʹ (x) باز هم 
مـشتـق پذير باشد مـشتق آن را بـا yʹʹʹ = f ʹʹʹ (x) نـشان مـى دهند. بـه طور کـلىّ، مـشتـق مرتبه nام تـابع 

.f (n+۱)(x) = (f (n)(x))ʹ نشان مى دهند. توجّه داريم که y(n) = f (n)(x) را با علامت y = f (x)
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تقعر منحنى و نقاط عطف آن
تعريف ۱: مى گويند تقعر منحنى نمايش 
تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به بالاست 
 I مانند  بازى  بازه  و  باشد  f ʹ (c)موجود  هرگاه  
در   x ≠ c هر  ازاى  به  که  شود  يافت   c شامل 
خطّ  بالاى  منحنى،  روى   B(x, f (x)) ٔنـقطه  ،I
مماس بر منحنى در نقطهٔ A(c, f (c)) باشد (شکل 

مقابل).

تعريف ۲: مى گويند تقعر منحنى نمايش 
تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به پايين 
 I موجود باشد و بازه بازى مانند f ʹ (c) است هرگاه
شامل c يافت شود که به ازاى هر x ≠ c در I، نقطهٔ 
B(x, f (x)) روى منحنى، پايين خطّ مماس بر منحنى 

در نقطهٔ A(c, f (c)) باشد (شکل مقابل).

 A(c, f (c)) ٔتعريف ۳: مى گويند نقطه
 y = f (x) يک نقطهٔ عطف منحنى نمايش تابع
نقطه  در  منحنى  بر  مماس  خط  هرگاه  است 
 x۲ > c و x۱ < c موجود باشد و دو عدد A
موجود باشد به  طورى که تقعر منحنى در هر 
نقطهٔ B(x, f (x))، (x ∈ (x۱, c)) با تقعر آن در 
هر نقطهٔ C(x, f (x))، (x ∈ (c, x۲)) متفاوت 

باشد (شکل مقابل).
فرض مى کنيم تابعى مانند f روى يک بازه باز شامل c مشتق پذير باشد. آنگاه ثابت مى کنند:
۱) اگر f ʹʹ(c) > ۰ تقعر منحنى نمايش تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به بالا است.

۲) اگر f ʹʹ(c) < ۰ تقعر منحنى نمايش تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به پايين است.

x
o

y

B(x , f( ))

A (c, f (c))

x1

o

y

x

A c, f (c)( )

B x, f( x)( )

o

y

xc

A c, f (c)( )

x1 x2
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۳) اگر C(d, f(d)) يک نقطه عطف منحنى نمايش تابع y = f (x) باشد، آنگاه اگر f ʹʹ(d) موجود 
.f ʹʹ(d) = ۰ باشد ثابت مى کنند

بنابراين، طول نقاط عطف نمايش تابع y = f (x) از حلّ معادلهٔ f ʹʹ(x) = ۰ به دست مى آيند، البتّه 
همه xهايى که از حلّ اين معادله به دست مى آيند نشان دهنده نقاط عطف منحنى نيستند، آن هايى نقاط 

عطف را نشان می دهند که در آنها f ʹʹ(x) تغيير علامت بدهد.
به عنوان مثال، منحنى نمايش تابع y = x۳ + ۲x۲ + ۳x + ۱۰ را درنظر مى گيريم، ملاحظه مى کنيم 
، ملاحظه مى کنيم  x = −

2
3

که yʹ = ۳x۲ + ۴x + ۳ و yʹʹ = ۶x + ۴ بنابراين، yʹʹ = ۰ نتيجه مى دهد 
x طول نقطهٔ عطف  = −

2
3

x تغيير علامت مى دهد، بنابراين،  = −
2
3

که تابع yʹʹ = ۶x + ۴ در نقطهٔ 
 yʹ = ۴(x-۱)۳ را درنظر مى گيريم، ملاحظه مى کنيم که y = (x - ۱)۴ منحنى است. منحنى نمايش تابع
و yʹʹ = ۱۲(x - ۱)۲ بنابراين،yʹʹ = ۰ نتيجه مى دهدx = ۱ ، در x = ۱ تابع ٢(١ - x) yʹʹ = ۱۲ تغيير 

علامت نمى دهد، درنتيجه x = ۱ طول نقطهٔ عطف منحنى نيست.
آن  تقارن  مرکز   y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ تابع  نمايش  منحنى  عطف  نقطه  کنيد  ثابت  مثال: 

است.
حل: از y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ نتيجه مى شود yʹ = ۳x۲ - ۸x -۳ و yʹʹ = ۶x - ۸. از 
، چون yʹʹ = ۶x - ۸ درجه اوّل است،  x =

4
3

حلّ معادلهٔ yʹʹ = ۰ نتيجه مى شود ۶x - ۸ = ۰ و از آنجا 
x طول نقطهٔ عطف منحنى  =

4
3

x تغيير علامت مى دهد و از منفى به مثبت مى رود، بنابراين  =
4
3

در  
x در معادلهٔ y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ داريم  =

4
3

است. با قرار دادن 

y ( ) ( ) ( )= − − +3 24 4 4
4 3 10

3 3 3  
و از آنجا

y =
34
27  

)A انتقال  , )4 34
3 27

)A نقطهٔ عطف منحنى است. حال مبدأ مختصات را به نقطهٔ  , )4 34
3 27

بنابراين، 
y با قرار دادن در معادله منحنى داده شده داريم Y= +

34
27

x و  X= +
4
3

مى دهيم در نتيجه  

Y (X ) (X ) (x )+ = + − + − + +3 234 4 4 4
4 3 10

27 3 3 3  
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و از آنجا
Y X X= −3 25

3  
با تبديل X → - X و Y → -Y اين معادله تغيير نمى کند، پس مبدأ مختصات جديد با همان  

)A مرکز تقارن منحنى نمايش تابع y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰  است. , )4 34
3 27

نقطهٔ عطف 

مسائل
 در مسايل ۱ تا ۵، تعيين کنيد که در چه بازه اى تقعّر منحنى تابع داده شده رو به بالا است، در 

چه بازه اى تقعر آن رو به پايين است، و نقاط عطف را نيز درصورت وجود به دست آوريد.
y = ۱۶x۴ + ۳۲x۳ + ۲۴x۲ - ۵x -٢٠ ۱ـ ـ
y = x۴ - ۸x۳ + ۲۴x۲ ۲ـ ـ

xy
x

=
−2 1 ۳ـ ـ

y x x x= + −4 3 21 1
12 6 ۴ـ ـ

y = x٣ + ۳x٣ - ٢x +٣ ۵ـ ـ
۶ــ نقاط ماکزيمم و مى نيمم نسبى و نقطهٔ عطف منحنى نمايش تابع y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ را 
به دست آوريد. ثابت کنيد که اين سه نقطه بر يک استقامت هستند و نقطه عطف وسط پاره خطّ واصل 

بين نقاط ماکزيمم و مى نيمم نسبى است.
۷ــ y = ax۳ + bx۲ + cx + d، ضرايب c ،b ،a و d را چنان تعيين کنيد که اين تابع در (۰,۳) داراى 

يک ماکزيمم يا مى نيمم نسبى باشد و منحنى نمايش آن در (۱- , ۱) يک نقطهٔ عطف داشته باشد.
۸ ــ اگر y = ax۳ + bx۲، ضرايب ثابت a و b را چنان تعيين کنيد که منحنى نمايش اين تابع در 

نقطهٔ (۱,۲) داراى يک نقطهٔ عطف باشد.
۹ــ طول نقاط عطف يک منحنى به معادلهٔ y = (x۲ - ۷x + ۱۴)ex را بدست آوريد.

رسم نمودار يک تابع
پيش از اين با رسم نمودار توابع از طريق نقطه يابی و انتقال آشنا شده ايم. اين روش محدوديت های 
بسياری دارد و فقط در مورد توابع ساده قابل به کار بردن است. علاوه بر اين رسم نمودار تابع با اين 
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روش دقت بسيار کمی دارد. 
برای توابع مشتق پذير، از طريق مشتق تابع می توان بازه هايی که تابع در آن ها صعودی يا نزولی 
است، تشخيص داد و می توان جاهايی که تابع تغيير جهت می دهد و از حالت صعودی به نزولی و از 
حالت نزولی به صعودی تغيير وضعيت می دهد تشخيص داد و با مشتق دوم جهت تقعر نمودار تابع را 

مشخص کرد و با رسم جدول تغييرات تابع، چگونگی تغييرات تابع را با دقت کافی به دست آورد. 
برای توابع پيوسته با دامنه IR که مشتق پذيری هم دارند، تعيين علامت مشتق تابع و نقاط بحرانی 

تابع نقش اصلی را در رسم تابع بازی می کنند. 
مثال: نمودار تابع y = -x۲ + ۲x +۳ را رسم کنيد. 

حل: داريم yʹ .yʹ = -۲x + ۲  در x = ۱ صفر است و علامت ʹy و وضعيت صعودی و نزولی 
اين تابع در جدول زير مشخص شده است. 

x

y

1

+ −0′y

− ∞ +∞

4

مثال  اين  در  گردد.  معلوم  نيز   -∞ و   +∞ در  تابع  حد  است  لازم  بيشتر  دقت  برای 
. پس جدول به شکل زير درمی آيد. 

x
lim x x
→−∞

− + + = −∞2 2 3  ،
x
lim x x
→+∞

− + + = −∞2 2 3

x

y

1

+ −0′y

− ∞ +∞

− ∞ −∞4

اين جدول نشان می دهد که با تغيير x از ∞- تا ١، مقدار تابع از ∞- تا ٤ صعود می کند و سپس 
با تغيير x از ١ تا ∞+، مقدار تابع از ٤ تا ∞- نزول می کند. 

1

4

x

y

o
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بـرای رسم بـهتر، مـی تـوانيـم مـحل تـلاقـی نـمـودار 
را بـا مـحـور x ها و y ها بـه دست آوريـم. جـواب های معادله 
y = -x۲ + ۲x + ۳ = ۰، نشان دهنده محل های برخورد نمودار 
با محور xها هستند (چرا؟). جواب های اين معادله x = -۱ و 
x = ۳ هستند. به ازای x = ۰ داريم y = ۳ که محل برخورد 

نمودار تابع با محور yها را نشان می دهد (چرا؟) 

هنوز هم منحنی های زيادی هستند که می توانند از اين 
نقاط بگذرند و به همين شکل صعود و نزول کنند، مثلاً منحنی 
است؟  نادرست  منحنی  اين  که  هستيم  مطمئن  کجا  از  مقابل. 
که  داد  تشخيص  می  توان  تابع  نمودار  تقعر  وضعيت  بررسی  با 
کدام نمودار درست است. بنابراين مناسب است که در جدول 
 .yʹʹ = -۲ را نيز مشخص کنيم. داريم yʹ تغييرات تابع علامت́ 
نمودار  و  است  پايين  سمت  به  همواره  تابع  نمودار  تقعر  پس 

بالايی صحيح نيست. علاوه بر اين در هر نقطه از نمودار تابع با محاسبه مقدار ʹy وضعيت خط مماس 
را می توان تشخيص داد و معلوم می شود نمودار تابع در هر نقطه با چه زاويه ای نسبت به محور xها در 

حال تغيير است. 
مثال: نمودار تابع y = x۳ - ۳x را رسم کنيد. 

و   x = ۰ جواب  سه  دارای   x۳ - ۳x = ۰ معادله  و   yʹʹ = ۶x و  yʹ = ۳x۲ - ۳ داريم  حل: 
x است و نمودار تابع در سه نقطه محور xها را قطع می کند. به ازای x = ۰ داريم y = ۰ و  = ± 3

نمودار تابع در همين نقطه محور y ها را قطع می کند. حد اين تابع در ∞ +، ∞+ است و حد اين تابع در 
∞- ،∞- است. جدول تغييرات تابع به شکل زير است. 

1 3

3

4

−1 x

y

o

3

3

1

4

−1 x

y

o

x

y

0

00

0

2

0 0

0

′y

′′y

− ∞ +∞

− ∞ +∞

+ + − − + +

+++−− _

− 3 3−1

−2

1

تقعر رو به پايينعطفتقعر رو به بالا
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مجانب های نمودار توابع 
تابع به گونه ای خواهد شد که در  نمودار  شود،   L مانند عددی  توابعی که حد آن ها در ∞+  در 
مقادير بزرگ x به خط افقی y = L نزديک می شود. در اين حالت گوييم خط y = L مجانب افقی تابع 

در ∞+ است. شکل های زير نمونه ای از مجانب افقی در ∞+ است. 

1

2

−1

−2

− 3

3

x

y

o

L L

به طور مشابه اگر حد تابعی در ∞- برابر عدد L شود، نمودار تابع در مقادير منفی x که از لحاظ 
قدرمطلق بزرگ هستند، به خط افقی y = L نزديک می شود و در اين حالت گوييم خط y = L مجانب 

افقی نمودار تابع در ∞- است. شکل های زير نمونه هايی از مجانب افقی در ∞- است. 

L L
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xy را رسم کنيد. 
x

=
+

2

2 1
مثال: نمودار تابع 

x(xحل: داريم ) x x xy
(x ) (x )
+ − ×′ = =

+ +

2 2

2 2 2 2

2 1 2 2

1 1  
ʹy درx = ۰  صفر است و علامت آن همان علامت ۲x است. حد اين تابع در ∞± برابر ١ است. 

پس y = ۱ مجانب افقی آن در ∞± است. 

x

y

0

− +0′y

− ∞ +∞

01 1

1

x

y

در برخی توابع ممکن است حد چپ تابعی در نقطهٔ x۰ ، ∞+ (يا ∞-) شود. در اين موارد خط 
عمودی x = x۰ به گونه ای است که نمودار تابع با نزديک شدن x به x۰ از چپ، به اين خط در مقادير 

بزرگ مثبت (يا مقادير منفی از لحاظ قدرمطلق بزرگ) نزديک می شود. 
زير  شکل های  است.  تابع  نمودار  قائم  مجانب  يک   x = x۰ عمودی  گوييم خط  حالت  اين  در 

نمونه ای از مجانب قائم در قسمت چپ  x۰ را نشان می دهد. 

x0

x0
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در حالتی که حد راست تابع در x۰، ∞+ (يا ∞-) باشد، مجدداً خط عمودی x = x۰ را يک 
مجانب قائم نمودار تابع می نامند و شکل های زير نمونه هايی از اين حالت را نشان می دهند. 

x0

x0

y را رسم کنيد. 
x

=
−2

1

1
مثال: نمودار تابع 

حل: دامنه اين تابع نقاط ۱± را ندارد و در اين نقاط داريم 

x x
lim , lim

x x+ −→ →
= +∞ = −∞

− −2 21 1

1 1

1 1  

x x
lim , lim

x x+ −→− →−
= −∞ = +∞

− −2 21 1

1 1

1 1  
بنابراين خط های x = ۱ ،١- = x از مجانب های قائم اين تابع می باشند. 

 هيچ گاه 
x −2

1

1
، خط y = ۰ نيز مجانب افقی تابع در ∞± است. 

x
lim

x→±∞
=

−2

1
0

1
از آن جا که 

صفر نمی شود، پس نمودار تابع محور xها را قطع نمی کند. به ازای x = ۰ داريم y = ۱، پس نمودار 
تابع در y = ۱ محور yها را قطع می کند. 

، پس در yʹ , x = ۰ صفر می شود و علامت آن همان علامت  xy
(x )
−′ =
−2 2

2

1
همچنين داريم 

۲x- است. جدول تغييرات اين تابع به صورت زير است. 

x

y

1

+ − −+
−

1−

′y

− ∞ +∞

+∞

−∞ −∞

+∞

0

0

00

1
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 f (x) تابع  حد  که  حالت هايی  در  مايل:  مجانب 
در ∞+ يا ∞- برابر بينهايت شود ممکن است بتوان خطی 
به صورت y = mx + b يافت به گونه ای که مقادير f (x) و 
 f (x) در ∞+ يا ∞- نزديک هم باشند و نمودار mx + b
و خط y = mx + b در ∞+ يا ∞- به هم نزديک شوند، 

مانند شکل مقابل. 
در اين حالت خط y = mx + b را يک مجانب مايل نمودار تابع f می نامند. به طور دقيق تر گوييم 

خط y = mx + b يک مجانب نمودار تابع در ∞+  است هرگاه
 

x
lim (f (x) (mx b))
→+∞

− + =0 
  f يک مجانب نمودار y = mx + b شکل بالا نشان دهنده همين وضعيت می باشد. گوييم خط

در ∞- است هرگاه
x
lim (f (x) (mx b))
→−∞

− + =0 
در حالت m ≠ ۰ اين مجانب ها را مجانب مايل می نامند. 

، خط x = ۰ مجانب قائم و خط y = x در ∞+ و ∞- مجانب  xf (x)
x
+

=
2 1 مثال: در تابع 

مايل است زيرا 
x x

xlim ( x) lim
x x→±∞ →±∞

+
− = =

2 1 1
0  

با رسم جدول تغييرات تابع ديده می شود نمودار تابع به شکل زير است. 

1−1

−1

x

y

o

f (x)

y mx b= +

x

y

o
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، خط y = x در ∞+ مجانب مايل نمودار تـابع است و خـط  f (x) x= + 21 مثال: در تابع 
y = -x در ∞- مجانب مايل نمودار تابع است زيرا 

x x x

( x x)( x x)lim x x lim lim
x x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ − + +
+ − = = =

+ + + +

2 2
2

2 2

1 1 1
1 0

1 1    
 

 x x x
lim x ( x) lim x x lim

x x→−∞ →−∞ →−∞
+ − − = + + = =

+ −

2 2

2

1
1 1 0

1  
با رسم جدول تغييرات تابع ديده می شود که نمودار تابع به شکل زير است. 

x

y

o

y

xo
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 f (x) آن است که با محاسبات جبری، ضابطه f يکی از راه های يافتن مجانب مايل نمودار تابع
را به صورت f (x) = g (x) + mx + b دربياوريم به گونه ای که g (x) تابعی باشد که در ∞+ يا ∞- حد 

صفر داشته باشد. 
 خود به خود برقرار می شود 

x
lim (f (x) (mx b))
→+∞

− + روشن است که در اين حالت شرط 0=
و y = mx + b يک مجانب مايل نمودار f خواهد بود. 

x را بيابيد.  x xf (x)
x
+ +

=
+

3 2

2

2

1
مثال: مجانب های مايل تابع 

 xf (x) x
x
−

= + +
+2

1
1

1
حل: با تقسيم صورت بر مخرج داريم:  

x در  ∞+ و ∞- حد صفر دارد خط y = x + ۱ در  ∞+ و ∞- مجانب مايل نمودار 
x
−
+2

1

1
چون 

f است. 
 +∞ در   f نمودار  اگر  بريم.  به کار  را  زير  عمليات  بايد  مايل  مجانب  يافتن  برای  کلی  درحالت 
 می توان با 

x
lim (f (x) (mx b))
→+∞

− + دارای خط مجانبی به صورت y = mx + b باشد از شرط 0=
f در ∞+ را بررسی (x)

x
. پس حد 

x

f (x)lim m
x→+∞

= تقسيم تابع f (x) - (mx + b) بر x نتيجه گرفت 
می کنيم،در صورتی که اين حد موجود باشد، ضريب زاويه خط مجانب به دست می آيد. با به دست آمدن 
 را بررسی می کنيم، در صورتی که اين حد موجود باشد، مقدار b نيز 

x
lim (f (x) mx)
→+∞

− m ، حد 
به دست می آيد و خط مجانب مايل موجود خواهد بود. همين عمليات را در ∞- می توان انجام داد تا 

خط مجانب مايل (در صورت وجود) در ∞- به دست آيد. 
xf را (در صورت وجود) در  ∞+ و ∞- به دست  (x)

x
+

=
+

41
1

مثال: خط مجانب مايل تابع 
آوريد. 

f را در ∞+ بررسی می کنيم.  (x)
x

حل: حد 

 x x x

f (x) x xlim lim lim
x ( x)x ( x) x→+∞ →+∞ →+∞

+ +
= = =

+ +

4 4

2 2

1 1
1

1 1  
پس ضريب زاويه خط مجانب مايل در ∞+ (در صورت وجود) برابر ١ است. 
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حد f (x) - x را در ∞+ بررسی می کنيم. 

 x x

x x x xlim x lim
x x→+∞ →+∞

+ + − −
− =

+ +

4 4 21 1
1 1  

 
 x x

x (x x ) x xlim lim
( x)( x x x ) ( x)( x x x )→+∞ →+∞

+ − + − −
= = = −

+ + + + + + + +

4 2 2 2 3

4 2 4 2

1 1 2
1

1 1 1 1  
پس خط y = x - ۱ مجانب مايل اين تابع در ∞+ است. 

مانند بالا هستند و خط y = x - ۱ مجانب مايل اين تابع در  اين حدگيری ها در ∞- نيز دقيقاً 
∞- نيز می باشد. 

در توابعی که دامنه آن ها تمام IR نباشد، ابتدا لازم است به دامنه آن ها دقت شود و جدول تغييرات 
فقط در محدوده دامنه تابع رسم شود. 

y را رسم کنيد.  x= − 21 مثال: نمودار تابع 
حل: دامنه اين تابع بازه [۱,۱-] است. در اين حالت بحثی درباره مجانب افقی وجود ندارد 
زيرا حد تابع در ∞±  معنا ندارد. اين تابع دارای حد ∞+ يا ∞- در هيچ نقطه ای نيست پس مجانب 
قائم ندارد. مقدار y به ازای x = ±۱ صفر می شود که نشان می دهد نمودار تابع در اين نقاط محور 
x ها را قطع می کند. به ازای x = ۰ داريم y = ۱، پس نمودار تابع در y = ۱ محور yها را قطع می کند. 
و علامت ʹy همان علامت x- است. جدول  xy و به ازای yʹ ، x = ۰ صفر می شود

x

−′ =
− 21

داريم 

تغييرات تابع به شکل زير است 
x

y

0 11

+ −0

0 0

′y

−

1

شکل تابع می تواند به صورت های زير باشد: 

−1

1

1 x

y

o −1

1

1 x

y

o
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برای تشخيص بهتر شکل تابع لازم است بدانيم، نمودار تابع با چه زاويه ای از نقطهٔ ١- خارج و به 
y در ١ ±تعريف  نقطهٔ ١ وارد می شود (زاويه خط مماس با محور xها) و جهت تقعر منحنی چگونه است.́ 
نشده است ولی حد ʹy در ١ ± مقادير ∞±  دارد که نشان می دهد خط مماس بر نمودار تابع در اين نقاط 

عمودی است. پس نمودار تابع به طور عمودی از اين نقاط خارج يا به آن داخل می شود. همچنين 
 xx x

xy
x ( x )

−
− × − +

−−′′ = =
− −

2

2

2 2 3

1 1
11

1 1  
يعنی ʹʹy  همواره منفی است و جهت تقعر روبه پايين است. بنابراين شکل صحيح به صورت 

زير بايد باشد. 

−1 1 x

y

o

يک نيم دايره به شعاع ١ است. فاصله  به آسانی می توانيد تحقيق کنيد که نمودار اين تابع دقيقاً 
نقاط نمودار اين تابع را تا مبدأ حساب کنيد. 

با توجه به اين مثال ها، می توان روش رسم نمودار يک تابع را به شکل زير خلاصه کرد: 
١) دامنه تابع را مشخص کنيد. 

٢) اگر حد تابع در ∞±  معنا دارد، آن را حساب کنيد تا رفتار تابع در ∞+ و ∞- مشخص شود 
و (در صورت وجود) مجانب های افقی و مايل تعيين شوند. 

٣) در صورت وجود، نقاطی که حد چپ يا راست تابع در اين نقاط ∞+ يا ∞- است مشخص 
شوند، تا مجانب های قائم نمودار تابع تعيين شوند. 

٤) نقاط برخورد نمودار تابع با محور xها و محور yها تعيين شوند. 
٥) ʹy در نقاط مشتق پذيری محاسبه شود و تعيين علامت شود و نقاط ماکزيمم و می نيمم تعيين 

شوند. 
٦) ʹʹy در صورت امکان محاسبه شود و تعيين علامت شود و نقاط عطف در صورت وجود 



۱۰۳

تعيين شوند. 
٧) اطلاعات به دست آمده از بندهای قبل را در جدول تغييرات تابع وارد می کنيم تا بازه هايی که 
تابع صعودی يا نزولی است مشخص شود و معلوم شود تابع از چه نقاطی به چه نقاطی صعود يا نزول 

می کند و در چه نقاط ماکزيمم يا می نيمم می شود. 
٨) نمودار تابع طبق جدول رسم شود و در نقاطی که ابهام دارد که با چه زاويه ای وارد يا خارج 

می شود، مقدار ʹy در اين نقاط محاسبه شوند. 
 به چند مثال زير توجّه کنيد:

xy را رسم کنيد.
x

=
−2 1

مثال ۱: نمودار نمايش تغييرات تابع 

اين  نمايش  منحنى  مجانب هاى   y = ۰ و   x = -۱، x = ۱ معادلات  به  مستقيم  خطوط  حل: 

آنجا  از  و   x xy
(x )
− −′ =
−

2 2

2 2

1 2

1
داريم   xy

x
=

−2 1
تابع  از  مشتق گيرى  با  حال  (چرا؟)  هستند.  تابع 

xy بنابراين، همواره yʹ < ۰ و درنتيجه تابع همواره نزولى است. براى به دست آوردن تقعر 
(x )
− −′ =

−

2

2 2

1

1

منحنى ʹʹy را محاسبه مى کنيم، با مشتق گيرى از طرفين رابطهٔ  
xy

(x )
− −′ =

−

2

2 2

1

1  
x(xداريم )(x )y

(x )
− +′′ =
−

2 2

2 4

2 1 3

1  
، ʹʹy با x(x۲ - ۱) هم علامت است. جدول تغييرات تابع را به شکل زير  (x )

(x )
+

>
−

2

2 4

2 3
0

1
چون 

تنظيم مى کنيم:

0

0

0

+_

−

x

y

1

+

−′y

+∞

′′y

−1

+∞
−∞

−∞

−∞

−

−

+∞
0

−

تقعر رو به پايينتقعر رو به بالاتقعر رو به پايينتقعر رو به بالا
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مرکز  مختصات  تغيير نمى کند، پس مبدأ   xy
x

=
−2 1

معادلهٔ   y → -y و x → -x تبديل با 

تقارن آن است.

y را رسم کنيد. 
x

=
+ 2

1

1
مثال ۲: منحنى نمايش تغييرات تابع 

 در نتيجه y > ۰ بنابراين، همه نقاط منحنى در بالاى محور 
x

>
+ 2

1
0

1
حل: ملاحظه مى کنيم که 

، yʹ = ۰ نتيجه  xy
( x )
−′ =
+ 2 2

2

1
y داريم 

x
=

+ 2

1

1
xها واقع هستند. با مشتق گيرى از طرفين رابطهٔ 

y تغيير نمى کند و محور yها محور تقارن منحنى 
x

=
+ 2

1

1
مى دهد x = ۰. با تبديل x → -x معادلهٔ 

 بنابراين، خط y = ۰ (محور xها) مجانب افقی 
x
lim

x→±∞
=

+ 2

1
0

1
نمايش آن است. ملاحظه مى کنيم 

y در نتيجه y ≤ ۱ > ۰، بنابراين، منحنى نمايش تابع بين 
x

= ≤
+ 2

1
1

1
 ، x۲ ≥ ۰ منحنى است. چون

xy داريم
(x )
−′ =
−2 2

2

1
دو خطّ y = ۰ و y = ۱ واقع است. با مشتق گيرى از طرفين رابطهٔ 

( x )( x x )y
( x )

+ − − +′′ =
+

2 2 2

2 4

1 2 2 8

1  

y

o
x

تابع  تغييرات  نمايش  منحنى  بنابراين، 
xy به شکل مقابل است.

x
=

−2 1
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، چون   x = ±
1

3
، yʹʹ = ۰ نتيجه مى دهد ۶x۲ - ۲ = ۰ و از آنجا  xy

( x )
−′′ =

+

2

2 3

6 2

1
درنتيجه 

yʹʹ ، (۱ + x۲)۳ > ۰  با ۶x۲ - ۲ هم علامت است. جدول تغييرات تابع به شکل زير است:

x

y
0

0

10

′y

′′y

− ∞

3

4

−
1

3

1

3 +∞

3

4

+ +

+ +

− −

−_

y به شکل زير است.
x

=
+ 2

1

1
بنابراين، منحنى نمايش تغييرات تابع 

( )

o x

y

A (−
1

3
,
3

4
)

S 0,1

B (
1
3

,
3
4

)

در  yʹ , x = ۰   تغيير علامت مى دهد و از مثبت به منفى مى رود بنابراين، S (۰,۱) نقطهٔ  ماکزيمم 

ʹy تغيير  ، yʹʹ = ۰ و در اين نقاط́  x = −
1

3
x و  =

1

3
مطلق تابع است. ملاحظه مى کنيم که به ازاى 

)B نقاط عطف منحنى هستند. , )1 3
43

)A و  , )−
1 3

43
علامت مى دهد، بنابراين، 

xy را رسم کنيد.
x

+
=

+
2 3
3 5

مثال ۳: منحنى نمايش تابع 
حل: ابتدا مجانب هاى اين منحنى را به دست مى آوريم، توجّه داريم که

x x

xlim y lim
x→±∞ →±∞

+
= =

+
2 3 2
3 5 3  

 x = −
5
3

از  است  عبـارت  کسر  مخـرج  ريشه  است.  افقی  مجـانب   y =
2
3

خط  بنابراين، 

تقعر رو به بالاتقعر رو به پايينتقعر رو به بالا
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بنابراين، 

x

xlim
x→−

+
= ±∞

+5
3

2 3
3 5  

xy نسبت به x مشتق مى گيريم 
x

+
=

+
2 3
3 5

x مجانب قائم است. حال از طرفين  = −
5
3

درنتيجه خط 

 y
( x )

′ =
+ 2

1

3 5
y بنابراين، yʹ > ۰ درنتيجه تابع صعودى است. با توجّه به 

( x )
′ =

+ 2

1

3 5
و از آنجا 

 -۶(۳x + ۵) با  yʹʹ ،(۳x + ۵)۴ > ۰ چون مخرج اين کسر ( x )y
( x )
− +′′ =

+ 4

6 3 5

3 5
ملاحظه مى شود که 

هم   علامت است. حال جدول تغييرات اين تابع را به شکل زير تنظيم مى کنيم:

x

y

+ +

+ −

′y

′′y

− ∞

2
3

+∞−
5
3

− ∞ 2
3

+∞

+ −

xy به شکل زير است:
x

+
=

+
2 3
3 5

بنابراين، منحنى نمايش تغييرات تابع 

o

y

x

y =
2
3

x =−
5

3

A

تقعر رو به بالاتقعر رو به پايين
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)A محل تلاقى مجانب هاى منحنى مى باشد.چنان که مبدأ مختصات را  , )−
5 2
3 3

در اين شکل 

)A انتقال دهيم به سادگى مى توان تحقيق نمود که محل تلاقى دو مجانب يعنى همان  , )−
5 2
3 3

به نقطهٔ 

)Aمرکز تقارن منحنى است. , )−
5 2
3 3

نقطهٔ  

xy را يک تابع هموگرافيک مى نامند. صورت کلى توابع هموگرافيک به شکل 
x

+
=

+
2 3
3 5

تابع 

ax مى باشد که در آن ضرايب c، b،a و d اعداد ثابت هستند و a و c توأماً صفر نيستند. by
cx d

+
=

+

مسائل
منحنى نمايش توابع زير را رسم کنيد.

 y = x۳ + ۴x۲ - ۳x + ۱۰ ١ــ

y = x۴ + x۲ + ۱ ٢ــ
xy
x
−

=
−

2 3
3 5

٣ــ 
xy

x
=

+2 1
٤ــ 

xy
x

=
−

2

1
٥ــ 

y x= −2 1 ٦ــ 
xy
x

=
−

2

1
٧ــ 




