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فصل ٣ 

مشتق توابع
يادآوری و تکميل

شده ايد.  آشنا  توابع  مشتق  مفهوم  با  گذشته  سال 
برای يک تابع مانند f با تغيير مقدارهای متغير x مقادير 
چگونگی  تابع،  يک  مشتق  می کنند.  تغييراتی  نيز   f(x)
تغيير مقدار تابع را نسبت به مقدار متغير نشان می دهد. 
 x0 در يک نقطهx0 از دامنه f اگر به اندازه h واحد از 
تغيير   f (x h)+0 به   f (x )0 از  تابع  مقدار  شويم،  دور 

می کند.
f  و  ميزان تغييرات  x    به اندازه  h  است.  (x h) f (x )+ −0 0 ميزان تغييرات    f    برابر   

f نسبت اين تغييرات را حساب می کند و حد آن در ٠=  h (در صورت وجود)  (x h) f (x )
h

+ −0 0 کسر 
f نشان داده ايم. (x )′ 0 مشتق f در x0 ناميده ايم و با

x حساب کنيد. ( , )∈ ∞0 0 را در نقطه دلخواه  f (x) x= مثال: مشتق تابع 
حل: 

h h

x h x ( x h x )( x h x )
f (x ) lim lim

h h( x h x )→ →

+ − + − + +
′ = =

+ +
0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0

 

 
h h

(x h) xlim lim
h( x h x ) x h x x→ →

+ −
= = =

+ + + +
0 0

0 00 0 0 0 0

1 1

2
                  

f نشان دهنده ضريب زاويه (شيب) خط مماس بر نمودار f در نقطه (x )′ 0 سال گذشته ديديم که 
x) عبارت است از: ,f (x ))0 0 است. بنابراين معادله خط مماس بر نمودار f در نقطه (x ,f (x ))0 0

y f (x ) f (x )(x x )′− = −0 0 0  

x
x

y

0

f (x )0 h

f (x h)+0
f (x h) f (x )+ −0 0

x h+0O
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را در نقطه  (  ٩,٣) بنويسيد. f (x) x= مثال: معادله خط مماس بر نمودار تابع 
f پس معادله خط مماس عبارت است از: ( )′ = =

1 1
9

62 9
حل: داريم 

y (x )− = −
1

3 9
6

 

x

y

3

9

y x=

O

اگر خطی نمودار تابعی مانند f را به گونه ای قطع کند 
که بر خط مماس بر نمودار f در آن نقطه عمود شود، گوييم 

خط بر نمودار  تابع در آن نقطه عمود است.

x

y

f (x )0

x0O

f است، پس ضريب زاويه خط  (x )′ 0 x) باشد، ضريب زاويه خط مماس ,f (x ))0 0 اگر اين نقطه 
 است. پس معادله خط عمود بر نمودار تابع f در نقطه 

f (x )
−

′ 0

1 f  برابر  (x )′ 0 عمود، در حالت ٠≠
عبارت است از: (x ,f (x ))0 0

y f (x ) (x x )
f (x )

− = − −
′0 0

0

1  
، خط مماس بر نمودار f افقی است و عمود بر آن موازی محور yها  f (x )′ =0 در حالتی که 0

است و معادله آن x  = x0  خواهد بود.
) بنويسيد. , )12

2
y را در نقطه 

x
=
1 مثال: معادله خط عمود بر نمودار تابع 

y و ضريب زاويه خط عمود ٤ خواهد بود. ( ) −′ =
1

2
4

، پس  y
x
−′ =
2

1 حل: داريم 
y (x )− = −

1
2 4

2
 

سال گذشته ديديم که اگر متحرکی روی محور x ها در حال حرکت باشد و در هر لحظه t در مکان 
x (t) قرار داشته باشد، مشتق x (t) در هر لحظه نسبت تغييرات مکان به تغييرات زمان را می سنجد که در 

 . x (t )′ 0 فيزيک آن را سرعت متحرک می نامند. پس سرعت اين متحرک در لحظه t0 برابر است با 
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مثال: سيبی را در لحظه ٠= t از زمين رو به بالا پرتاب می کنيم. معادله حرکت آن به صورت 
٣٠t+t٢ ٥ -  =y(t) است، که y بر حسب متر و t بر حسب ثانيه است. اين حرکت چند ثانيه طول می کشد 

و سرعت حرکت سيب در لحظه آخر چقدر است؟

x(t) x (t)1

0

y(t)

حل: داريم ٠= (٠) y و ٠= (٦) y، يعنی سيب در لحظات ٠= t و٦= t در سطح زمين است در 
لحظه ٠= t از سطح زمين رو به بالا حرکت کرده است و در لحظه ٦= t مجدداً به زمين برگشته است. 

y است. ( )′ 6 سرعت حرکت سيب در لحظه آخر 
y (t) t y ( )′ ′= − + ⇒ = − + = −10 30 6 60 30 30  

يعنی سيب با سرعت سی متر بر ثانيه به زمين برخورد می کند.
در مثال بالا ديديم که مقدار مشتق منفی شده است، منفی شدن مقدار مشتق چه معنايی دارد؟

y و در  ( )′ =0 در مثال قبل اگر سرعت حرکت سيب را در لحظه ٠=   t حساب کنيم داريم 30
اين لحظه مقدار مشتق مثبت است، اما در لحظه آخر مقدار  مشتق منفی است. تفاوت اين دو لحظه در 
آن است که در لحظه ٠=   t سيب رو به بالا حرکت می کند و مقدارهای y (t) در حال افزايش هستند، اما 
در لحظه ٦=   t، سيب رو به پايين حرکت می کند و مقدارهای y (t) رو به کاهش هستند. علامت مشتق 

نشان دهنده آن است که تابع در اطراف آن نقطه در حال افزايش است يا کاهش.
f نامنفی است و حد  (x h) f (x )

h
+ −0 0 اگر تابع f در يک بازه حول x0 صعودی باشد، کسر 

. اما اگر تابع f در يک بازه حول x0 نزولی باشد اين کسر  f (x )′≤ 00 آن نيز نامنفی خواهد بود، يعنی 
. f (x )′ ≤0 نامثبت است و حد آن نيز نامثبت خواهد بود، يعنی 0

است.  نزولی بودن  يا  بودن  صعودی  لحاظ  از  تابع  وضعيت  نشانگر  تابع  مشتق  علامت  بنابراين 
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f و  (x) x= اندازه مشتق نيز نشان می دهد شدت صعود يا نزول تابع چقدر است. برای مثال توابع 
g(x) هر دو روی بازه (∞ ,٠) صعودی هستند و مشتق آن ها مثبت است. x= 2

y x= 2

y x=

x

y

O

اما سرعت صعود f (x) مدام در حال کاهش است ولی سرعت صعود g (x) مدام در حال افزايش 
 . g (x) x′ =2 f و  (x)

x
′ =

1

2
است. اين مطلب در مشتق آن ها ديده می شود، داريم 

g در حال افزايش است. (x)′ f در حال کاهش ولی مقدار (x)′ با افزايش x، مقدار 
بنابراين اندازه مشتق نشان می دهد که مقادير تابع با چه سرعتی در حال صعود يا نزول هستند. 

مثال: سرعت صعود تابع y  =  sinx در چه نقطه ای از همه بيشتر است؟
y و اين تابع در  ٠  =  x مقدار ١  cos x′ = ′y در کجاست. داريم  حل: بايد ببينيم بيشترين مقدار 
را دارد که بيشترين مقدار cosx است. پس در ٠  =  x، تابع y  =  sin x بيشترين سرعت افزايش را دارد. 

البته در نقاط به صورت ٢kπ  =  x نيز همين وضعيت برقرار است.

تمرين
 s t t t= − + +3 21

3 8 10
3

١ــ متحرّکی روی يک خط افقی حرکت می کند که قانون حرکت آن 
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است، در چه بازه زمانی متحرّک در جهت مثبت خطّ، حرکت می کند؟ در کدام بازه زمانی متحرّک در 
جهت منفی خطّ حرکت می کند؟ در کدام لحظه ها متحرّک تغيير جهت می دهد؟

٢ــ توپی را با سرعت اوّليه ٧٨/٤ متر در ثانيه به طور قائم از زمين به بالا پرتاب می کنيم. اگر 
جهت مثبت فاصله از نقطه پرتاب به طرف بالا باشد، مطلوب است محاسبهٔ 

الف) سرعت لحظه ای توپ در پايان  يک ثانيه 
ب) سرعت لحظه ای در پايان ٤ ثانيه 

ج) مدت زمان لازم برای رسيدن توپ به بالاترين نقطه 
د) ارتفاعی که توپ بالا خواهد رفت 

هـ) مدتی که طول می کشد تا توپ به زمين برسد. 
و) سرعت لحظه ای توپ وقتی که به زمين می رسد.

٣ــ منحنی به معادله y  =  x٢ مفروض است. نقطه ای واقع بر اين منحنی به دست آوريد که خط 
قائم بر منحنی در آن نقطه از نقطه (٣٥,٢٢)A بگذرد.

y مفروضند که در آن a يک عدد  x ax= +21
2

y و  x a= +2 21
2

٤ــ دو منحنی به معادلات 
,A(a دارای خط مماس مشترک می باشند.  a )23

2
ثابت است. ثابت کنيد که اين دو منحنی در نقطه 

,A(a بر هم مماس هستند. a )23
2

اصطلاحاً می گويند اين دو منحنی در نقطه 
مشتق های يک طرفه: در محاسبه مشتق يک تابع f در نقطه x0 بايد حد زير را حساب کنيم.

h

f (x h) f (x )lim
h→

+ −0 0

0
 

اگر در محاسبه اين حد، ابتدا حدهای چپ و راست را حساب کنيم، حدهای به دست آمده 
زير  شکل  x0 را به  در   f راست  مشتق های چپ و  درx0 می نامند.   f راست  مشتق های چپ و  را 

می دهند.  نشان 
h

f (x h) f (x )f (x ) lim
h++

→

+ −′ = 0 0
0

0
 

h

f (x h) f (x )f (x ) lim
h−−

→

+ −′ = 0 0
0

0
 

در محاسبه مشتق های چپ و راست ممکن است به حالاتی برخورد کنيم که مشتق های چپ و 
راست مساوی نباشند که در اين حالت گوييم تابع مشتق پذير نيست. در اين حالت وضعيت نمودار تابع 

در سمت راست و چپ نقطه متفاوت است.
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مثال: مشتق های چپ و راست تابع  |f  (x)  =  |x را در٠=  x حساب کنيد.

 
h h

h hf ( ) lim lim
h h+ ++

→ →

+ −
′ = = =

0 0

0 0
0 1 حل:  

h h

h hf ( ) lim lim
h h− −−

→ →

+ − −′ = = = −
0 0

0 0
0 1

 

x

y

o

نمودار اين تابع نيز نشان می دهد که در نقطه ٠  =  x در سمت چپ، نمودار تابع به صورت خط 
تابع  نمودار  صفر  راست  درسمت  ولی  است   -١ زاويه  ضريب  دارای  آن  بر  مماس  و  است   y  =  -x

به صورت y  =  x است و ضريب زاويه خط مماس ١+ است.
را در ٠=  x بررسی کنيد. f (x) sin x= مثال: مشتق های چپ و راست تابع 

 f  (x)  =  sinx نامنفی است و روی اين بازه sinx مقدار [ , )π0
2

حل: برای x های مثبت در بازه 
پس مشتق راست f در صفر همان مشتق راست sin  x در صفر است. البته sinx در صفر مشتق پذير 

است و مشتق راست آن همان مشتق آن است. پس
f ( ) cos+′ = =0 0 1  

، مقادير sinx منفی است و تابع f  (x) روی اين بازه به صورت  ]( ,π− 0
2

برای xهای منفی در بازه 
  - sinx در صفر است. اما  - sinx در صفر همان مشتق چپ f است. پس مشتق چپ f  (x)  =  - sinx

تابعی مشتق پذير است و مشتق چپ آن همان مشتق آن است. پس 
f ( ) cos−′ = − = −0 0 1  

f در صفر مشتق پذير نيست و نمودار تابع نيز نشان می دهد که مماس بر  (x) sin x= پس تابع 
نمودار در سمت چپ و راست تابع با هم فرق دارند.
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x

y

o

مشتق پذيری يک تابع خاصيتی قويتر از پيوستگی است. تابعی که در يک نقطه مشتق پذير است، 
حتماً در آن نقطه پيوسته است. اما يک تابع می تواند در يک نقطه پيوسته باشد اما در آن نقطه مشتق پذير 

نباشد. مثلاً تابع |y  =  |x در ٠=  x پيوسته است. اما در اين نقطه مشتق پذير نيست.

برای  باشد،  مشتق پذير  نقطه  اين  در  و  باشد  شده  نقطه  x0   تعريف  اطراف  در   f تابع  کنيد  فرض 
، اين شرط معادل با آن است که 

x x
lim f (x) f (x )
→

=
0

0 اثبات آن که f درx0 پيوسته است بايد ثابت کنيم 
 (چرا؟)

x x
lim (f (x) f (x ))
→

− =
0

0 0

x x x x

f (x) f (x )lim (f (x) f (x )) lim (x x )
x x→ →

−
− = × −

−0 0

0
0 0

0

 

x x x x

f (x) f (x )lim lim (x x )
x x→ →

−
= × −

−0 0

0
0

0

                                
f (x )′= × =0 0 0

قضايای مشتق توابع                                                                    
محاسبه  باشد،  پيچيده  کنيم و اگر تابع  بايد حد يک کسر را حساب  محاسبه مشتق توابع  برای 
حد آن کسر مشکل خواهد شد. قضايايی در محاسبه مشتق توابع وجود دارد که کار محاسبه مشتق 
را آسانتر می کند. مثلاً سال گذشته ديديم که برای دو تابع f و g که در اطراف نقطه ای مانند x0  تعريف 
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شده اند و در نقطه x0 مشتق پذيرند، تابع f  +g نيز در x0 مشتق پذير است و  
(f g) (x ) f (x ) g (x )′ ′ ′+ = +0 0 0  

درستی اين قضيه به سادگی با محاسبه به دست می آيد:

h

(f g)(x h) (f g)(x )(f g) (x ) lim
h→

+ + − +′+ = 0 0
0

0
 

h

f (x h) g(x h) f (x ) g(x )lim
h→

+ + + − −
= 0 0 0 0

0
  

h

(f (x h) f (x ) (g(x h) g(x ))lim
h→

+ − + + −
= 0 0 0 0

0
 

h h

f (x h) f (x ) g(x h) g(x )lim lim f (x ) g (x )
h h→ →

+ − + − ′ ′= + = +0 0 0 0
0 0

0 0
 

f(g(x نيز مشتق پذيری در x0 برقرار است و داريم: ) ) , f .g , f g
g

≠ −0 0 برای توابع 
(f g) (x ) f (x ) g (x )′ ′ ′− = −0 0 0  
(f .g) (x ) f (x )g(x ) f (x )g (x )′ ′ ′= +0 0 0 0 0  

f (x )g(x ) f (x )g (x )f( ) (x )
g g(x )

′ ′−′ = 0 0 0 0
0

0 2
 

همچنين سال گذشته ديديم برای ترکيب دو تابع f و g داريم:
f (g(x)) f (g(x))g (x)′ ′ ′=  

اگر u (x) تابع مشتق پذيری باشد، مشتقات زير برقرارند.
n n(u(x) ) nu(x) u (x)−′ ′= 1  

u (x)( u(x)) ( u(x))
u(x)
′

′ = <0
2

 

(sin(u(x))) cosu(x).u (x)′ ′=  
u (x)( )

u(x) u(x)
′−′ =

2

1  
f را حساب کنيد. (x) x= +2 مثال: مشتق تابع 1

h(x) داريم f  (x)  =  h(g(x)). پس  x= حل: اگر قرار دهيم ١+ g  (x)  =  x٢ و 
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x xf (x) h (g(x)).g (x) .g (x)
g(x) x x

′ ′ ′ ′= = = =
+ +2 2

1 2

2 2 1 1
 

مثال: مشتق تابع f  (x)  =  sin٤x را حساب کنيد.
حل: اگر قرار دهيم g  (x)  = sinx , h  (x)  = x٤ داريم f  (x)  = h(g(x)). پس

f (x) h (g(x)).g (x) (g(x)) .g (x) sin x cos x′ ′ ′ ′= = =3 34 4  
مثال: مشتق تابع f  (x)  =  sinx٤ را حساب کنيد.

حل: اگر توابع g و h مانند مثال پيش باشند داريم f  (x)  = g(h(x)). پس
f (x) g (h(x)).h (x) cosh(x).h (x) cos x . x′ ′ ′ ′= = = 4 34  

مسائل
١ــ مشتق تابع y =  x٣ را از طريق تعريف در نقطه دلخواه x  =  a حساب کنيد.

y را در نقطه به طول ١  =  x را بنويسيد. معادله  x
x

= +
1 ٢ــ معادله خط مماس بر نمودار تابع 

خط عمود بر نمودار اين تابع را درنقطه به طول ١-  =  x بنويسيد.
٣ــ آيا می توان خطی از نقطه (٣,٠) گذراند که بر سهمی y =  x٢ عمود شود؟ چند خط با اين 

ويژگی وجود دارد؟
٤ــ ماشينی با سرعت ثابت در حال حرکت است و ناگهان ترمز می کند تا بايستد. معادله حرکت 
زمان   t است.   tx(t) t= − +

2

30
2

صورت  به  است  منطبق  خيابان  بر  که  محوری  روی  ماشين  اين 
بر  حسب ثانيه است که از لحظه شروع ترمز اندازه گيری شده است و x    (t) برحسب متر است.

الف) ماشين پس از طی چند متر می ايستد؟
ب) ماشين پس از ترمزکردن چند ثانيه طول می کشد که بايستد؟

ج) سرعت ماشين در لحظه ترمزکردن چقدر بوده است؟
د) پس از چند ثانيه سرعت ماشين به ٢ متر بر ثانيه می رسد؟

٥  ــ منحنی نمودار تابع y  =  sinx با چه زاويه هايی محور xها را قطع می کند؟ (زاويه خط مماس 
بر نمودار تابع با محور xها)

y مماس هستند. x
x

= +
1 ٦  ــ ثابت کنيد خط های ٢  =  y و ٢-  =  y بر نمودار تابع 

٧ــ تابع x - x٢ - y  =  x٣ را در نظر بگيريد.
الف) اين تابع در چه بازه هايی صعودی و در چه بازه هايی نزولی است؟
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ب) اين تابع در چند نقطه محور xها را قطع می کند و با چه زاويه ای محور xها را قطع می کند؟
ج) بيشترين سرعت نزول تابع در چه نقطه ای رخ می دهد و مقدار سرعت نزول در اين نقطه چقدر 

است؟
د) در چه نقاطی سرعت صعود تابع ٧ است؟

٨  ــ برای هر عدد ثابت c و تابع مشتق پذير f. با استفاده از تعريف مشتق ثابت کنيد:
(cf ) (x) cf (x)′ ′=  

٩ــ برای سه تابع مشتق پذير h,  g , f ثابت کنيد:
(f g h) (x) f (x) g (x) h (x)′ ′ ′ ′+ + = + +  
(f .g.h) (x) f (x)g(x)h(x) f (x)g (x)h(x) f (x)g(x)h (x)′ ′ ′ ′= + +  

کنيد.  حساب  را   y  =  x٣ و   y  =  x٢ توابع  مشتق  توابع،  حاصل ضرب  مشتق  از  استفاده  با  ١٠ــ 
برای مشتق تابع y  =  xn چه حدسی می زنيد؟ حدس خود را برای y  =  x٤ و y  =  x٥ ثابت کنيد.

١١ــ مشتق توابع زير را حساب کنيد.
y  =  sin ٢(x+١) (ب                            y  =  sin(١+x٢) (الف

y  =  sin (sinx) (د                            sin xy
cos x

=
+1

ج) 

f  و                                              اگر ( )−′ 2 محاسبهٔ  است  مطلوب   x x
f (x)

x x x

− + ≤= 
− − >

2

3 5 2

2 1 2
می کنيم  فرض  اگر١٢ــ 

                                               
، آيا اين تابع در ٢ =  x مشتق پذير است؟ f ( )+′ 2

f و                                                 اگر ( )−′ 3 مـحاسبهٔ  است  مـطلوب   x x
f (x)

x x
+ ≤

=  + >

2 5 3

3 2 3
مـی کنيم  فـرض                                                   اگر١٣ــ 

، آيا اين تابع در ٣ =  x مشتق پذير است؟ f ( )+′ 3

ax مفروض است. اگر اين تابع در نقطه ٢ =  x مشتق پذير  bx , x
y

x , x

 + + ≥= 
<

2

3

1 2

2
١٤ــ تابع 

باشد اعداد ثابت a و b را به دست آوريد.
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مشتق توابع نمايی و لگاريتمی
 n( )

n
+
1

1 دنباله  حد  داديم  نشان   e با  که  را  نپر  عدد  شديم.  آشنا  نپر  عدد  با  قبل  فصل  در 
می باشد.

n
n
lim ( ) e

n→∞
+ =
1

1  
اين عدد خصوصيت های قابل توجهی دارد که باعث می شود در رياضيات به آن توجه شود. 
در حدگيری بالا اگر به جای عدد طبيعی n، متغير حقيقی x ((∞ ,٠)∋x  ) نيز به کار برده شود، تساوی 

x شرط بزرگ شدن x، معادل آن 
t

=
1 . با درنظرگيری  x

x
lim ( ) e

x→∞
+ =
1

1 همچنان برقرار است، يعنی 
است که t به صفر نزديک شود، پس:

t

t
lim( t) e
→

+ =
1

0
1  

لگاريتم بر پايه عدد نپر را با ln نشان می دهند و آن را لگاريتم طبيعی می نامند.
lna=b  ⇔  eb=a  

و   (R دامنه توابع e x (با   ،١<e   که آن جا  از  پيوسته اند.  توابعی  همگی  لگاريتمی  و  نمايی  توابع 
lnx(   با دامنه. (∞,٠) ) صعودی و پيوسته می باشند.

y
ex

1
lnx

1 xo
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x می توان نتيجه گرفت

x
lim( x) e
→

+ =
1

0
1 از آنجا که lnx تابعی پيوسته است از 

x

x
lim ln( x) ln e
→

+ = =
1

0
1 1

بنابراين:

x

ln( x)lim
x→

+
=

0

1
1

تساوی بالا نشان می دهد تابع lnx در ١=x مشتق پذير است و مشتق آن در ١=x برابر ١ است. 
زيرا

h h

ln( h) ln ln( h)ln ( ) lim lim
h h→ →

+ − +′ = = =
0 0

1 1 1
1 1 

ln) زيرا x)
x

′ =
1 در ساير نقاط (∞,٠) ∋x نيز تابع lnx مشتق پذير است و 

h h

x hln( )ln(x h) ln x x(ln x) lim lim
h h→ →

+
+ −′ = =

0 0

h h

h hln( ) ln( )xx xlim lim hh x x
x

→ →

+ +
= × = ×

0 0

1 1 1

k

ln( k) hlim (k )
k x x x→

+
= × = =

0

1 1 1

از آن جا که ex وارون تابع lnx است مشتق آن به شکل زير به دست می آيد.
ln(ex)=x⇒lnʹ(ex).(ex)ʹ=١

x x x
x .(e ) (e ) e

e
′ ′⇒ = ⇒ =

1
1

بنابراين ex تابعی است که مشتق آن با خودش مساوی است. اين از ويژگی های برجسته عدد نپر 
است و برای ساير اعداد اين ويژگی برقرار نيست.

حال، برای عدد مثبت دلخواه a می توانيم مشتق تابع نمايی y=ax را حساب کنيم. ابتدا مشاهده 
می کنيم lny=xlna، بنابراين
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1

x

y

o

y=elny= exlna

با استفاده از قاعده مشتق تابع مرکب، اگر قرار دهيم u(x)=xlna داريم 
y=eu(x)⇒yʹ=eu(x).uʹ(x)=y.lna=ax.lna

بنابراين
(ax)ʹ=ax.lna

ديده می شود که فقط به ازای a=e مشتق ax برابر خودش می شود. 
اگر ١>a>٠، مشتق ax منفی است و اين تابع نزولی 
نمودار  حالت  اين  در  بوديم.  کرده  مشاهده  قبلاً  که  است 

تابع y=ax به شکل مقابل است.

y

xo

ln x

مثال: تابع |ln|x روی {٠}-IR قابل تعريف است. اين تابع مشتق پذير است و 

(ln x )
x

′ =
1

برای مقادير مثبت x درستی تساوی را ديده ايم و برای مقادير منفی x داريم
(ln|x|)ʹ=(ln(-x))ʹ=lnʹ(-x)×(-x)ʹ

( )
x x

= × − =
−
1 1

1
 

مشتق اين تابع در xهای منفی، منفی است و تابع در اعداد منفی نزولی است و مشتق اين تابع در 
xهای مثبت، مثبت و تابع در اعداد مثبت صعودی است.
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اگر u(x) تابع مشتق پذيری باشد که همواره ناصفر است می توانيم تابع |ln|u(x) را تشکيل دهيم 
که تابعی مشتق پذير است. طبق قاعده مشتق تابع مرکب داريم

u (x)(ln u(x) )
u(x)
′

′ =

همچنين اگر u(x) تابع مشتق پذير دلخواهی باشد، می توانيم تابع eu(x) را تشکيل دهيم که تابعی 
مشتق پذير است. طبق قاعده مشتق تابع مرکب داريم

(eu(x))ʹ=eu(x).uʹ(x)
يکی از جاهايی که توابع نمايی رخ می دهند در رشد يا زوال کميت ها است. برای مثال افزايش 
اضافه  جمعيت  به  قبل  سال  جمعيت  از  ثابتی  ضريب  با  ساله  هر  که  است  به گونه ای  انسان ها  جمعيت 
می شود. اين ضريب را نرخ رشد جمعيت می نامند. اگر اين ضريب را با k نشان دهيم و جمعيت در 

سال n ام را با yn نشان دهيم، داريم
yn+١=yn+kyn

اگر n را به صورت يک متغير پيوسته از زمان در نظر بگيريم و به جای سال بعد يک لحظه جلوتر 
به اندازه h واحد را درنظر بگيريم می توانيم بنويسيم

y(x+h) ≈ y(x)+h(ky(x))
يعنی 

y(x h) y(x) ky(x)
h

+ −
≈

اين رابطه نشان می دهد که در حد وقتی h به صفر نزديک می شود، داريم 
yʹ(x)=ky(x)

يعنی مشتق y مضربی از خود y است. اين ويژگی فقط در توابع نمايی برقرار است و بايد داشته 
باشيم y(x)=AeBx . از آن جا که yʹ(x)=AeBx×B بايد A  ،  B=k نيز  (٠)y  است و ميزان جمعيت در 

لحظه ابتدايی است، پس 
y(x)=Aekx

اگر k مثبت باشد اين تابع صعودی است ولی k می تواند منفی هم باشد که نشان دهنده زوال يا 
کاهش y است. در مواردی مانند فروپاشی هسته های راديواکتيو، ميزان راديواکتيو بودن مواد در حال 

کاهش است و مقدار k منفی خواهد بود.
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مسائل
١ــ مشتق توابع زير را حساب کنيد.

xy xe −=
2 ب) 1  y=e٢x+e-x+الف) ٢

y=sinxecosx (د  y=ln(١+cos٢x) (ج
٢ــ تابع y=xex را در نظر بگيريدکه روی IR تعريف شده است.

الف) اين تابع در چه بازه هايی صعودی و در چه بازه هايی نزولی است؟
ب) نمودار اين تابع در چند نقطه محور xها را قطع می کند؟

ج) زاويه برخورد نمودار تابع با محور xها چقدر است؟
د) نمودار اين تابع چه شکلی می تواند باشد؟

٣ــ توابع زير در چه نقاطی تعريف شده اند و مشتق آن ها در اين نقاط چيست؟
ln|cosx| (ب  ln(sinx) (الف
ln(|lnx|) (د  ln(x٢-x) (ج

٤ــ هر ماده راديواکتيو نيمه عمری دارد که با T نشان می دهيم. اگر f(t) مقدار ماده راديواکتيو 
در زمان t باشد، نيمه عمر T به معنای آن است که پس از گذشت T واحد زمانی مقدار ماده راديواکتيو 

نصف می شود، يعنی برای هر t داريم

f (t T) f (t)+ =
1
2

تابع f(t) به صورت f(t)=Aekt است که A مقدار ماده راديواکتيو در لحظه ابتدايی ٠=t است. 
مقدار k را بر حسب T تعيين کنيد.

 y(x)=eblnx را در نظر بگيريد و با نوشتن آن به صورت y(x)=xb تابع b ٥  ــ برای يک عدد حقيقی
ثابت کنيد.

(xb)ʹ=bxb-١

مشتق ضمنی: اگر معادله ای بر حسب دو متغير x و y داشته باشيم، ممکن است بتوان از آن 
معادله y را برحسب x حل کرد و يک تابع برحسب x به دست آورد.

مثال: در معادله ١=٣y-٢x می توانيم y را برحسب x حل کنيم که نتيجه می شود

y ( x)= −
1
1 2

3
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y را تعريف کرده است. ( x)= −
1
1 2

3
در اينجا گوييم معادله ١=٣y+٢x به طور ضمنی تابع 

به  جواب  يک  فقط  ولی  کنيم،  برحسب x حل  را   y می توانيم  ٢x٣+٢y١=٢ معادله  در  مثال: 
دست نمی آيد و حداقل دو جواب به شکل زير قابل محاسبه است.

y ( x )= ± − 21
1 2

3

تعريف   ٢x٣+٢y١=٢ معادله  توسط  ضمنی  به طور  که  هستند  توابعی  جواب ها  اين  از  کدام  هر 
شده اند.

گاهی  می نامند.  ضمنی  توابع  را  می شوند،  تعريف  معادله  يک  توسط  ضمنی  به طور  که  توابعی 
اوقات محاسبه صريح تابع ضمنی امکان ناپذير است، اگر چه می دانيم چنين تابعی وجود دارد. اگر معادله 
تعريف کننده تابع ضمنی نسبت به متغيرهای x و y مشتق پذيری داشته باشد، تابع ضمنی نيز مشتق پذير 

می شود و می توانيم مشتق آن را به طور ضمنی حساب کنيم.
مثال: فرض y(x) تابعی باشد که به طور ضمنی توسط معادله ١=٣y٢+٢x٢ تعريف شده است، 
يعنی ١=٣y(x)٢+٢x٢ طرفين توابع مشتق پذيری از x هستند و طرف دوم تابع ثابت است. با مشتق گيری 

از طرفين نتيجه می شود.
٤x+٦y(x)yʹ(x)=٠

xy (x)
y(x)

′⇒ = −
2

3

 y(x) ( x )= − − 21
1 2

3
y(x) يا  ( x )= − 21

1 2
3

در اين مثال خاص می دانيم 

xy بـرقـرار است.  (x)
y(x)

′ = −
2

3
نيز حساب کنيم می بينيم تساوی  اگر مشتق y را مستقيماً 

در ايـن مثال ديـده می شود کـه برای محاسبه yʹ(x) تقسيم بر y (x) پيش می آيد و لازم است y (x) ناصفر 
فرمول  باشد.  ناصفر   y (x) که است  جاهايی  در  فقط  مثال  اين  ضمنی  تابع  مشتق پذيری  بنابراين  باشد 

صريح y (x) نيز نشان می دهد که اين تابع  در xهايی که  y(x) صفر است مشتق پذيری ندارد.
مثال: در معادله ٣=xy+y٢+x٢ ، ١=x و ١=y يک جواب آن است و اين معادله تعريف کننده 

يک تابع ضمنی y(x) است به گونه ای که ١=(١)y. مشتق اين تابع را در ١=x بيابيد.
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حل: داريم ٣=xy(x)+y(x)٢+x٢، با مشتق گيری نسبت به x داريم
٢x+y(x)+xyʹ(x)+٢y(x)yʹ(x)=٠

x y(x)y (x)
x y(x)

+′⇒ = −
+

2
2

y( )y ( )
y( )

× + +′⇒ = − = − = −
+ +

2 1 1 2 1
1 1

1 2 1 1 2

مثال: معادله ٠=xsiny+x+y دارای يک جواب x=π و y=-π است. و اين معادله يک تابع 
ضمنی y=f(x) تعريف می کند که f ʹ(π). f(π) =-π را حساب کنيد.

حل: داريم ٠=xsinf(x)+x+f(x) با مشتق گيری داريم
sinf(x)+xcosf(x).f  ́(x)+١+f ́(x)=٠

sin f (x)f (x)
x cosf (x)

+′⇒ = −
+

1
1

sin f ( ) sin( )f ( )
cosf ( ) cos( )
+ π + −π′⇒ π = − =

π π + π −π +
1 1

1 1

=
− π
1

1
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مسائل
 y (x) قرار دارد. اگر x٤+y٤+x٢yروی نمودار معادله ٠=٣-٢ A(١,١) ١ــ نشان دهيد که نقطه
تابعی باشد که توسط اين معادله تعريف شده است و ١=(١)y، معادله خط مماس بر نمودار اين تابع را 

در نقطه A بنويسيد.
۲ــ در تمرين هاى زير با استفاده از مشتق گيرى ضمنى مشتق y نسبت به x را محاسبه كنيد. 

xsiny+ycosx=۱  (الف
y=cos(x-y)  (ب

x۲y۲=x۲+y۲ (ج
به دست  را   A(١,١) نقطهٔ   در   x۴+y۴+x۲y۲-۳=۰ معادلهٔ  به  منحنى  بر  مماس  خطّ  معادله  ۳ــ 

آوريد.
به دست  را   A(٤,٤) نقطهٔ   در   x y+ =4 معادلهٔ  به  منحنى  بر  مماس  خطّ  معادله  ۴ــ 

آوريد.
x خطّ مماس بر منحنى موازى با محور  xy y+ + ۵  ــ در چه نقطه اى از منحنى به معادلهٔ 1=

xها است؟
۶  ــ اگر  ۸y۲-۲xy۳=-۱۶ آهنگ تغيير لحظه اى y نسبت به x در نقطهٔ  (٣,٢)A را به دست 

آوريد.

 

 
 




