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احتمالاحتمال
يادآوری 

باشيم، ما مايليم قبل از آن که روند  رويدادها ممکن است شاهد اتفاق هاى گوناگون  در مطالعهٔ 
رويدادى کامل شود نتيجهٔ آن را پيش بينى کنيم. يا به صورت روشن تر، مى خواهيم درجۀ اطمينانى را 
که به وقوع هريک از نتايج رويداد داريم مشخص کنيم. اين درجهٔ اطمينان به وسيلهٔ احتمال سنجيده 

مى شود که موضوع مورد بحث ماست. 
مثال: در توليد ابريشم طبيعى، از کرم ابريشم استفاده مى شود. اين کرم ها مدتى از برگ توت تغذيه 
مى کنند و بعد از آن پيلهٔ ابريشم را به دور خود مى تنند و سرانجام با سوراخ کردن پيله به صورت پروانه از 
آن خارج مى شوند. روند طبيعى و معمولى پرورش کرم ابريشم به همين صورت است که بيان شد. ولى در 
عمل ديده مى شود که بعضى از کرم ها قبل از آن که پيله ببندند مى ميرند و برخى ديگر در حين پيله بستن 
از بين مى روند. مى خواهيم بدانيم که چه نسبتى از کرم ها به پروانه تبديل مى شوند؟ اين نسبت نه تنها در 

مطالعهٔ مراحل زندگى کرم ابريشم مهم است بلکه از لحاظ اقتصادى نيز مسأله قابل توجهى است. 
اولين قدم در مطالعهٔ اغلب آزمايش ها تعيين فهرستى از نتايج ممکن براى آزمايش است. چنين 

فهرستى را فضاى نمونه اى مى گوييم. 
تعريف فضاى نمونه اى: فضاى نمونه اى يک آزمايش، مجموعه اى است مانند S به قسمى که 

نتايج آزمايش عضوى از اين مجموعه باشند. 
تذکر: فضاى نمونه اى ممکن است داراى تعداد نامتناهى عضو باشد. ما در ادامهٔ بحث فقط 
آزمايش هايى را درنظر مى گيريم که فضاى نمونه اى آن ها متناهى است يعنى تعداد اعضاى S، عددى 

طبيعى مانند n است. 
جنسيت  ترکيب  براى  مناسب  نمونه اى  فضاى  است.  فرزند  سه  داراى  خانواده اى   :۱ مثال 

فرزندان اين خانواده چيست؟ 
براى فرزند اول دو حالت وجود دارد، پسر يا دختر. اين دو حالت را مى توان به صورت صفحهٔ  بعد 
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نشان داد. 
فرزند اول 

پسر 

دختر 

براى هر حالتِ فرزند اول دو حالت براى فرزند دوم وجود دارد. همچنين براى هر حالت فرزند 
دوم، دوحالت براى فرزند سوم وجود دارد. تمام اين حالت ها را مى توان در نمودار زير خلاصه کرد: 

(د براى دختر و پ براى پسر آمده است) 
فرزند اول  فرزند دوم   فرزند سوم    

(پ پ پ)     پسر  
پسر  (د پ پ)     دختر  

(پ د پ)     پسر    پسر 
دختر  (د د پ)     دختر  

(پ پ د)     پسر  
پسر  (د پ د)     دختر  

دختر (پ د د)     پسر  
دختر (د د د)     دختر  

بنابراين فضاى نمونه اى مربوط به فرزندان اين خانواده عبارت است: 
 S = {د د د  ،  پ د د   ، دپ د   ،  پ پ د ،  د د پ   ،   پ د پ   ،   د پ پ    ،   پ پ پ}

تذکر: فضاى نمونه اى را به گونه اى مى نويسيم که شانس وقوع اعضاى آن با هم برابر باشند. 
اگر خانواده اى ۲ فرزند داشته باشد، فضاى نمونه اى آن را به صورت {دد، پ د، د پ، پ پ}  مثلاً 
مى نويسيم نه به صورت {دد، د پ، پ پ}، زيرا شانس يک پسر و يک دختر بيش از شانس دو پسر و 

هم چنين بيش از شانس دو دختر است.

پيشامد 
 C و B و A با نماد هر زيرمجموعهٔ فضاى نمونه اى را پيشامد مى گوييم. پيشامدها را معمولاً 

و… نشان مى دهيم. 
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مثال ۲: در مثال ۱ 
A = {پ پ پ}  
B = {د د پ، د پ د، پ د د ، د د د}  

دو زيرمجموعهٔ S هستند پس پيشامدهايى از اين فضاى نمونه اى اند. A و B  را مى توان به صورت زير 
بيان کرد: 

 A = هر سه فرزند پسر
 B = حداقل دو فرزند دختر

تعريف احتمال 
اگر A پيشامدى از فضاى نمونه اى S باشد، احتمال A  را که با P(A) نشان مى دهيم بنابر دستور 

زير محاسبه مى کنيم: 
 A تعداد اعضاى                   

P(A) = _____________              
  S تعداد اعضاى                    

اعضاى A را معمولاً صورت هاى مساعد (براى پيشامد A ) و اعضاى S  را صورت هاى ممکن 
مى گويند. بنابراين احتمال A  را مى توان به صورت زير نوشت: 

              تعداد صورت های مساعد
P(A) = ________________              

               تعداد صورت های ممکن  
اگر تعداد اعضاى مجموعهٔ A را با نماد n(A) نشان دهيم، دستور محاسبهٔ احتمال به صورت 

زير بيان خواهد شد: 
 n(A)P(A)

n(S)
=  

مثال ۳: در مثال ۱ مطلوب است احتمال آن که 
الف ــ هرسه فرزند پسر باشند. 

ب ــ حداکثر يکى از آن ها پسر باشد. 
حل: اگر پيشامد الف را با A و پيشامد ب را با B  نشان دهيم، خواهيم داشت 

A = {پ پ پ}          B = {د د پ، د پ د، پ د د ، د د د}
قبلاً ديديم که فضاى نمونه اى اين آزمايش ۸ عضو دارد. بنابر اين 

n(A) n(B)P(A) , P(B)
n(S) n(S)

= = = = =
1 4 1

8 8 2
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مسئله: خانواده اى داراى ۴ فرزند است، مطلوبست:
الف ــ فضای نمونه ای مربوط به جنسيت فرزندان اين خانواده
ب ــ احتمال آن که اين خانواده ۲ پسر و ۲ دختر داشته باشد.

ج ــ احتمال آن که تعداد پسرها بيش از تعداد دخترها باشد.
 

ترکيب پيشامدها 
از آنجايى که پيشامدها زيرمجموعه هايى از فضاى نمونه اى هستند، مى توانيم با اعمال عمل بر 

مجموعه ها، پيشامدهاى جديدى به دست آوريم:

متمم يک پيشامد
 اگر A يک پيشامد باشد، متمم آن پيشامدى است که وقتى رخ مى دهد که A رخ ندهد. متمم 

′Aنشان مى دهيم.  پيشامد A را با نماد
′Aعبارت است از پسر  مثال ۴: اگر A پيشامد پسر بودن هرسه فرزند در مثال ۱ باشد آن گاه

نبودن هرسه فرزند، پس   
A′ {د د د، د د پ، د پ د ، پ د د، پ پ د ، پ د پ ، د پ پ} =   

اين پيشامد را مى توان به صورت زير نيز بيان کرد: 
A′ حداقل يک فرزند دختر باشد =

مثال ۵: فرض کنيم A = {۲,۳,۴} ،S = {۱,۲,۳,۴,۵,۶} و B = {۴,۵,۶}، در اين صورت 
   A∪B = {۲,۳,۴,۵,۶}. مى توانيم P(A∪B) را مستقيماً با استفاده از تعريف حساب کنيم: 

n(A B)P(A B)
n(S)

=
∪∪   

=
5

6  

اشتراک دو پيشامد 
اگر A و B  دو پيشامد باشند، A ∩ B پيشامدى است که وقتى رخ مى دهد که هر دو  پيشامدهاى 

A و B  رخ دهند.
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مثال ۶: فرض کنيد  Sو A وB همان پيشامدهاى مثال ۵  باشند. در اين صورت  
A ∩ B = {۴}     

 n(A B)P(A B)
n(S)

= =
1

6

∩∩ بنابراين 

با توجه به مطالب سال قبل و مثال هاى ۵ و ۶ ديده مى شود که بين  P(B) ،P(A) ،P(A∪B) و  
P(A∩B) رابطهٔ زير برقرار است:

 P(A∪B) =P(A) + P(B) - P(A∩B)   
پيشامد  P(A∪B) را در  احتمال  برقرار است و به کمک آن مى توانيم  نيز  دستور در حالت کلى  اين 

صورت معلوم بودن ساير احتمال ها حساب کنيم.
مثال ۷: فرض کنيد در جامعه اى درصد نوع خون به شرح زير باشد:

 ٪۴  AB نوع    ٪۴۱  A نوع
 ٪۴۶  O نوع    ٪۹  B نوع

فرض کنيد مجروحى را به بخش اورژانس بيمارستانى آورده اند. احتمال  اين که گروه خونى اين 
بيمار از نوع A يا B باشد چقدر است؟

حل: اگر فرض کنيم
E =  است A گروه خونى بيمار
F = است B گروه خونى بيمار

∪P(E را حساب کنيم. چون امکان ندارد که شخصى هم داراى گروه خونى   A و هم  F)  مى خواهيم
گروه خونى B باشد، پس E∩F عضوى نمى تواند داشته باشد، پس احتمال آن صفر است، بنابراين

P(E∪ F) = P(E) + P(F)   
= ۰/۴۱ + ۰/۰۹ = ۰/۵۰                                                                        

مسئله: در مسئله قبل مطلوب است احتمال آن که فرزندان يک در ميان پسر باشند و يا خانواده 
۲ فرزند پسر داشته باشد.

پيشامد غير ممکن 
اگر در آزمايشى، پيشامدى را تعريف کنيم که امکان وقوع آن نباشد، آن پيشامد را پيشامد غيرممکن 

مى گوييم و با نماد ∅ (نماد مجموعهٔ تهى) نشان مى دهيم. چون مجموعهٔ تهى هيچ عضوى ندارد پس
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n( )P( )
n(S) n(S)
∅

∅ = = =
0

0

مثال ۸: در مثال ۱ اگر A و B را به صورت زير تعريف کنيم
A =       هرسه فرزند پسر باشند
B = يکى از فرزندان دختر باشد

در اين صورت پيشامد A∩B غير ممکن است، زيرا اين امکان ندارد که هر سه فرزند پسر باشند و در 
ضمن يکى از آن ها دختر باشد. پس ∅ = A∩B. البته اگر سعى مى کرديم A و B را به صورت اعضا 

مشخص کنيم، معلوم مى شد که B و A هيچ عضو مشترکى ندارند (انجام دهيد). پس
P(A∩B) = ۰

تعريف: اگر دو پيشامد A و B نتوانند با هم رخ دهند آن دو پيشامد را ناسازگار مى گوييم. پس 
A و B دو پيشامد ناسازگارند اگر داشته باشيم:

A∩B = ∅  
از اين تعريف معلوم مى شود که اگر A و B ناسازگار باشند، آنگاه P(A∩B) = ۰ و در نتيجه 

P(A∪B) =P(A) + P(B)  

تعميم
اگر An ،... ،A۲ ،A۱ پيشامدهايى باشند که دو به دو با هم نتوانند رخ دهند، در 

اين صورت مى گوييم اين پيشامدها دو به دو ناسازگارند و در اين صورت داريم
P(A۱∪A۲∪ ...∪An) = P(A۱) + P(A۲) + ... + P(An)

مثال ۹: در مثال ۷ احتمال آن که شخص مجروح از يکى از سه گروه هاى خونى 
B، A يا AB باشد چقدر است؟

حل: اگر علاوه بر E و F که در مثال ۷ تعريف شدند G را به صورت زير تعريف 
کنيم:

G :است AB گروه خونى بيمار
∪P(E را حساب کنيم کـه بنابر ناسازگارى پيشامد هاى  F∪G) در اين صورت مى خواهيم

F، E و G داريم:
P(E∪ F∪G) = P(E) + P(F) + P(G)  

= ۰/۴۱ + ۰/۰۹ + ۰/۰۴ = ۰/۵۴           
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پيشامدهاى مستقل
اگر دو پيشامد به قسمى باشند که وقوع يا عدم وقوع يکى در وقوع ديگرى تأثيرى نداشته باشد، 

آن دو پيشامد را مستقل مى گوييم.
اگر A و B دو پيشامد مستقل باشند برابرى زير برقرار است:

P(A∩B) =P(A) P(B)  
مثال ۱۰: مادرى صاحب سه فرزنـد است. احتمال آن که دو فرزند اول پسر باشند چقدر است؟

حل:  چون جنسيت نوزادان دو پيشامد مستقل است پس
P (دو فرزند اول پسر) = P (فرزند دوم پسر و فرزند اول پسر)

      = P (فرزند اول پسر) P (فرزند دوم پسر)  
                                         = × =

1 1 1

2 2 4
 

مسئله: در مثال بالا مطلوب است احتمال آن که فقط دو فرزند اول پسر باشند.
خون   RH عامل  تعيين کننده  ژن هاى   ٪۴۰ که  است  داده  نشان  ژنتيکى  مطالعات   :۱۱ مثال 

منفى اند. مطلوب است احتمال آن که فردى داراى RH منفى باشد.
حل: مى دانيم براى آن که فردى داراى RH منفى باشد لازم است که دو ژن منفى داشته باشد. 
و چون اين ژن ها را از هر يک از والدين خود به ارث مى برد مى توانيم منفى بودن هر يک از اين ژن ها 

را مستقل فرض کنيم بنابراين
P ( منفى RH) = P ( هر دو ژن منفى) = P (يک ژن منفى) P (يک ژن منفى)

= (۰/۴) (۰/۴) = ۰/۱۶  
مثال۱۲: احتمال آن که در خانواده اى اولين فرزند با RH منفى فرزند سوم خانواده باشد چقدر 

است؟
 (۱ - ۰/۱۶) (۱ - ۰/۱۶) (۰/۱۶) حل: 

مسائل
 RH خون منفى باشند، مطلوب است احتمال آن که RH ١ــ اگر ۴۰٪ ژن هاى تعيين کننده عامل

خون فردى منفى نباشد.
٢ــ با مفروضات مسئله بالا مطلوب است احتمال آن که در خانواده اى دو فرزنداز لحاظ خونى 

داراى يک نوع RH باشند.
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٣ــ اگر فرزند اول خانواده اى داراى RH مثبت باشد احتمال آن که فرزند دوم داراى RH منفى 
باشد چقدر است؟ (RH  خون فرزندان را مستقل فرض کنيد.)

٤ــ خانواده اى داراى سه فرزند است. مطلوب است احتمال آن که RH خون هر سه فرزند يکى 
نباشد.

٥ــ خانواده اى داراى چهار فرزند است، مطلوب است احتمال آن که فرزند اول و دوم پسر و 
فرزند سوم و چهارم دختر باشد.

احتمال شرطى
n(A) محاسبه مى کرديم و 

n(S)
تا به حال براى پيشامدى مانند P(A) ،A را با استفاده از دستور 

منظور از اين احتمال آن بود که ما هيچ اطلاعى دربارهٔ پيشامد A نداريم. امّا در بعضى مواقع ممکن 
است که به ما اطلاعاتى داده باشند که اين اطلاعات در احتمال وقوع A مؤثر باشد.

مثال: فرض کنيد از ظرفى که شامل ۵ مهره سفيد و ۴ مهره سياه است، مهره اى به تصادف 
خارج کرده ايم، احتمال آن که اين مهره سفيد باشد چقدر است؟

حل: در اين مثال فضاى نمونه اى ۹ عضو دارد که ۵ عضو آن براى پيشامد مورد نظر مساعد 
5 است.

9
است پس احتمال آمدن سفيد برابر 

اين احتمال به طور مطلق حساب شد و از هيچ اطلاع اضافى استفاده نشد. حال مثال زير را 
در نظر بگيريد.

مثال: از جعبهٔ مثال بالا مهره اى خارج مى کنيم ملاحظه مى شود که رنگ آن سياه است. اين مهره را 
کنار گذاشته و مهرهٔ دوم را به تصادف خارج مى کنيم. مطلوب است احتمال آن که اين مهره سفيد باشد.

حل: در اين مثال پس از کشيدن مهرهٔ اول و با توجه به اطلاعات داده شده (سياه بودن مهرهٔ 
خارج شده) شرايط به هنگام استخراج مهرهٔ دوم عبارت است از وجود ۵ مهرهٔ سفيد و ۳ مهرهٔ سياه در 

5 است.
8

جعبه، پس احتمال آمدن يک مهرهٔ سفيد از اين جعبه 
همان طورى که ملاحظه مى شود اگر چه در دو مثال بالا احتمال آمدن مهرهٔ سفيد را حساب کرديم ولى 
جواب ها يکسان نيستند. زيرا در مثال دوم اطلاعاتى داريم که احتمال آمدن مهرهٔ سفيد را تغيير مى دهد.

تعريف: فرض کنيد A و B دو پيشامد باشند، به قسمى که P(B) > ۰، در اين صورت اگر B رخ 
داده باشد احتمال وقوع A را که با نماد P(A|B) نشان مى دهيم و آن را احتمال شرطى A به شرط وقوع 

B مى گوييم، بنابر دستور زير محاسبه مى شود:



۹

P(A B)P(A B)
P(B)

=
∩

تذکر: از آنجايى که در دستور بالا P(B) در مخرج کسر قرار مى گيرد شرط P(B) > ۰ ضرورى 
است.

مثال: اگر P(A∩B) = ۰/۲ و P(A|B) ،P(B) = ۰/۶ را حساب کنيد.
حل:  بنابر تعريف احتمال شرطى داريم:

P(A B)P(A B)
P(B)

=
∩

/
/

= =
0 2 1

0 6 3         

براى  را  سفيد  موش  يک  قبلاً  داريم،  سفيد  موش   ۲ و  سياه  موش   ۳ آزمايشگاهى  در  مثال: 
آزمايشى انتخاب کرده ايم. حال مى خواهيم همان آزمايش را روى موش ديگرى انجام دهيم. براى اين 
منظور موشى را از بين موش هايى که روى آن ها آزمايش انجام نشده است انتخاب مى کنيم. مطلوب 

است احتمال آن که اين موش نيز سفيد باشد.
حل: با توجه به شرايط مسأله، در واقع موشى از بين ۳ موش سياه و يک موش سفيد انتخاب 

. 1
4

مى شود. پس احتمال سفيد بودن اين موش عبارت است از 
مسئله: کارمندان اداره اى مطابق جدول زير توزيع شده اند. احتمال آن که کارمند مردى تحصيلات 

دانشگاهى داشته باشد چقدر است؟
جنسيت

زن  مرد
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احتمال شرطى و استقلال پيشامدها
به نظر مى رسد که اگر دو پيشامد A و B مستقل باشند وقوع يکى از اين پيشامدها در احتمال 

وقوع ديگرى نبايد تأثير بگذارد. اين واقعيت را مى توانيم به صورت زير ثابت کنيم:
P(A B)P(A B)

P(B)
=

∩            (بنابر تعريف احتمال شرطى)   

P(A)P(B)
P(B)

=   (B و A بنابر فرض استقلال)        

      = P(A)  
پس اگر A و B مستقل باشند آنگاه:

P(A|B) = P(A)  
مثال: خانواده اى داراى چهار فرزند است. مى دانيم فرزند اول پسر است. مطلوب است احتمال 

آن که سه فرزند ديگر اين خانواده دختر باشند.
حل: پيشامد پسر بودن فرزند اول را با B و پيشامد دختر بودن سه فرزند بعدى را با A نشان 

مى دهيم. بنابراين مى خواهيم P(A|B) را حساب کنيم. مى دانيم که
P(A B)P(A B)

P(B)
=

∩

 
A∩B، يعنى خانواده اى چهار فرزند دارد و مى خواهيم فرزند اول پسر و سه فرزند بعدى دختر 

باشند، پس بنابر استقلال جنسيت فرزندان داريم: (پ براى پسر و د براى دختر)
P(A∩B) = P (د د د پ)  

= P (پ) P (د) P (د) P (د)  

 = × × × =
1 1 1 1 1

2 2 2 2 16  

، بنابراين P(B) = 1

2
امّا 

P(A B)
P(B)

= =

1
116

1 8
2

∩

که اين احتمال برابر احتمال آن است که سه فرزند بعدى دختر باشند. ديده مى شود که وقوع B تغييرى 
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در احتمال وقوع A نمى دهد.
دستور محاسبه احتمال شرطى معمولاً به    صورتى که بيان شد مورد استفاده قرار نمى گيرد. بلکه 
از احتمال شرطى براى محاسبه P(A∩B) استفاده مى شود. از تعريف احتمال شرطى برابرى زير نتيجه 

مى شود:
P(A∩B) = P(B) P(A|B)  

= P(A) P(B|A)  
از اين دستورها مى توانيم احتمال اشتراک دو پيشامد را حساب کنيم.

و بدون جايگذارى از جعبه اى که شامل ۴ مهرهٔ سفيد و ۶ مهرهٔ سياه  مثال: دو مهره، متوالياً 
است خارج مى کنيم. مطلوب است احتمال آن که مهرهٔ اول سفيد و مهرهٔ دوم سياه باشد.

حل: اگـر سفيد بودن مهرهٔ اول را با A و سياه بودن مهرهٔ دوم را با B نشان دهيم، مى خواهيم  
P(A∩B) را حساب کنيم. با استفاده از احتمال شرطى داريم:

P(A∩B) = P(A) P(B|A)  
P(A) و براى محاسبهٔ P(B|A) بايد فرض کنيم A رخ داده است يعنى مهره اى سفيد  = 4

10
امّا 

از جعبه خارج شده است. بنابراين، شرايط به هنگام استخراج مهرهٔ دوم عبارت است از وجود ۶ مهرهٔ 
سياه و ۳ مهرهٔ سفيد در جعبه، بنابراين

P(B A) = 6

9

لذا
P(A B) = × =

4 6 24

10 9 90
∩

پيشامدها  احتمال  محاسبهٔ  در  که  مفيدى  دستورهاى  به  مى توانيم  شرطى  احتمال  از  استفاده  با 
بسيار مؤثرند برسيم.

قانون احتمال کل
فرض کنيد En...،E۱ پيشامدهايى باشند که حتماً يکى از آن ها رخ مى دهد، يعنى Ei = S∪ همچنين 
فرض کنيد فقط يکى از Ei ها بتواند رخ دهد، يعنى اين پيشامدها دو به دو ناسازگار باشند، يعنى به ازاى 

هر Ei ∩ Ej = ∅  ،i ≠ j. با   اين   شرايط   براى هر پيشامد دلخواه  E دستور مفيد زير را داريم:
i i

i
P(E) P(E )P(E E )= ∑
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بيمارى ارثى از والدين به فرزند پسر ۰/۱۲ و به فرزند دختر  مثال:  فرض کنيد انتقال نوعى 
۰/۰۹ باشد. والدينى که حامل اين نوع بيمارى هستند انتظار فرزندى را دارند. مطلوب است احتمال 

آن که اين فرزند سالم باشد.
حل: فرزندى که به دنيا خواهد آمد يا پسر است يا دختر. پس اگر پسر بودن فرزند را با E۱ و 
يکى از آن ها رخ خواهد داد.  دختر بودن آن را با E۲ نشان دهيم، آن گاه E۱ و E۲ ناسازگارند و حتماً 

سالم بودن فرزند را با E نشان مى دهيم. مى خواهيم P(E) را حساب کنيم.
P(E) = P(E۱) P(E|E۱) + P(E۲) P(E|E۲)  

( / ) ( / )= × − + −
1 1

1 0 12 1 0 09
2 2  

= ۰/۴۴ + ۰/۴۵۵ = ۰/۸۹۵  
حدود ۰/۹ احتمال آن است که فرزندى که به دنيا مى آيد سالم باشد.

توجه: اگر مى دانستيم که اين فرزند پسر خواهد بود احتمال سالم بودن آن ۰/۸۸ و اگر مى دانستيم 
دختر است اين احتمال برابر ۰/۹۱ بود. امّا چون از جنسيت فرزندى که به دنيا خواهد آمد اطلاعى 

نداريم بنابر دستور بالا اين احتمال برابر ۰/۸۹۵ محاسبه شد.
براى اين مسأله اگر سعى مى کرديم فهرستى از حالات ممکن تشکيل دهيم به نمودارى به صورت 

زير دست مى يافتيم.

فرزند وضع سلامتى   
سالم  

پسر    
ناسالم  
سالم  

دختر    
ناسالم  

اگر روى هر يک از پاره خط هاى نمودار بالا احتمال پيشامد نظير آن خط را بنويسيم خواهيم 
داشت:
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فرزند وضع سلامتى   
سالم              ۰/۸۸  

1

2
    پسر             

ناسالم              ۰/۱۲  
سالم               ۰/۹۱  

1

2
دختر                 

ناسالم               ۰/۰۹  
حال اگر شاخه هايى را که به وضعيت سالم ختم مى شوند مشخص کنيم و احتمال هاى روى آن 

شاخه را در هم ضرب و با نتيجه حاصل از شاخه هاى ديگر جمع کنيم خواهيم داشت:
 

/ / /× + × =
1 1

0 88 0 91 0 895
2 2  
شاخه دوم      شاخه اول

که همان جوابى است که با استفاده از دستور جمع احتمال ها به دست آمد. اين روش بسيار ساده و مفيد 
است با مثال ديگرى با نحوهٔ استفاده از آن بيشتر آشنا خواهيد شد.

مثال: ۵۲٪ جمعيت کشورى را زنان و ۴۸٪ بقيه را مردان تشکيل مى دهند. اگر ۸ درصد زنان و 
۹درصد مردان تحصيلات دانشگاهى داشته باشند، چند درصد جمعيت اين کشور تحصيلات دانشگاهى 

دارند.                    وضعيت تحصيلى      جنسيت
دانشگاهى              ۰/۰۸  

زن           ۰/۵۲   
پايين تر از دانشگاهى               ۰/۹۲

حل:
                        دانشگاهى                ۰/۰۹

مرد             ۰/۴۸   
پايين تر از دانشگاهى              ۰/۹۱

پس احتمال مطلوب عبارت است از
۰/۵۲ * ۰/۰۸ + ۰/۴۸ * ۰/۰۹ = ۰/۰۸۴۸  
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با اين اطلاعات حدود ۸/۵ درصد جمعيت کشور تحصيلات دانشگاهى دارند.
مسئله: ۵۲٪ جمعيت کشورى را زنان و ۴۸٪ بقيه را مردان تشکيل مى دهند اگر ۶۰٪ زنان و 

۶۸٪ مردان با سواد باشند، چند درصد افراد اين جامعه با سوادند؟

متغيرهاى تصادفى
به طور مختصر متغير تصادفى را به عنوان جزئى از يک مسألهٔ آمارى تعريف کرديم. اگر  قبلاً 
در آزمايشى، عددى به هر نتيجهٔ آزمايش نسبت دهيم اين عدد را متغير تصادفى مى ناميم. متغيرهاى 

تصادفى را معمولاً با حروف بزرگ X و Y، … نشان مى دهيم.
مثال: در آزمايشگاهى موشى را تحت رژيم غذايى خاصى قرار مى دهيم. مى خواهيم وزن اين 

موش را پس از يک هفته مطالعه کنيم. اين وزن متغيرى است تصادفى.
مثال: تعداد نوزادان يک موش در يک وضع حمل، متغيرى است تصادفى.
مثال: تعداد تخم هايى که يک کرم ابريشم مى گذارد، متغيرى است تصادفى.

توزيع احتمال
موضوع را با يک مثال ساده شروع مى کنيم. فرض کنيد در آزمايشگاهى ۵ موش سفيد و ۴ موش سياه 
داريم. مى خواهيم ۳ موش از بين آن ها انتخاب کنيم. فرض کنيد X تعداد موش هاى سفيد انتخاب شده باشند، 
در اين صورت X متغيرى است تصادفى که مقادير ۰ ، ۱ ، ۲  و ۳ را مى تواند انتخاب کند. حال احتمال آن که 
X برابر ۰ شود چقدر است. اين احتمال را با نماد (٠ = X)P نشان مى دهيم. براى آن که X = ۰ شود، لازم 

است تمام موش هاى انتخاب شده از بين موش هاى سياه باشند، پس احتمال مورد نظر عبارت است از
( )
( )

P(X )= = =

4
3 1

0
9 21
3  
به همين ترتيب مى توانيم ساير احتمال ها را نيز به شرح زير حساب کنيم:
( )( )
( )

P(X )= = =

5 4
1 2 5

1
9 14
3  
( )( )
( )

P(X )= = =

5 4
2 1 10

2
9 21
3
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( )
( )

P(X )= = =

5
3 5

3
9 42
3

اين احتمال ها را مى توانيم در جدولى به صورت زير بنويسيم:
X

P(X)

0 1 2 3

1 5 10 5

21 14 21 42  
منظور از توزيع احتمال آن است که تعيين کنيم احتمال چگونه روى مقاديرى توزيع شده است. 
 5
42

 ،10
21

 ، 5

14
 ، 1

21
مثلاً در جدول بالا توزيع احتمال روى مقادير  ۰ ، ۱ ، ۲  و ۳ به ترتيب به صورت 

است. برخى از توزيع ها به علت کاربردهاى فراوانى که دارند از اهميت زيادى برخوردارند. يکى از 
مهم ترين توزيع ها، توزيع دو جمله اى است.

مسئله: جعبه اى ۳ مهره سفيد و ۵ مهره سياه دارد، از اين جعبه چهار مهره با هم و به تصادف خارج 
مى کنيم. اگر X تعداد مهره هاى سفيد خارج شده باشد جدول توزيع احتمال X را بنويسيد.

توزيع دوجمله اى
فرض کنيد در خانواده اى سه فرزند به دنيا آمده باشد. مى خواهيم توزيع احتمال تعداد پسران 
اين خانواده را به دست آوريم. اگر X را برابر تعداد فرزندان پسر خانواده تعريف کنيم، آن گاه X، مقادير 
۰ ، ۱ ، ۲ ، ۳ را مى تواند اختيار کند. براى تعيين احتمال نظير هر يک از اين مقادير به فضاى نمونه اى 

مربوط به اين آزمايش که در مثال ۱ به دست آمد مراجعه مى کنيم.
بنابراين فضاى نمونه اى عبارت است از

{د د د، پ د د، د پ د، پ پ د، د د پ، پ د پ، د پ پ، پ پ پ}
همان طورکه ديده مى شود فضاى نمونه اى ۸ عضو دارد. (آيا مى توانيد توضيح دهيد که چرا اين 
مجموعه بايد ۸ عضو داشته باشد؟) حال براى محاسبه (٠ = X)P مى بينيم که پيشامد X = ۰ يعنى مجموعهٔ 
1 است. پيشامد X = ۱ يعنى مجموعهٔ {پ د د و د پ د و د د پ}. بنابراين 

8
{د د د}، پس احتمال آن برابر 

3 است. به همين ترتيب مى توانيم جدول زير را تشکيل دهيم:
8

احتمال آن برابر 
X

P(X)

0 1 2 3

1 3 3 1

8 8 8 8
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1 نباشد، اعضاى اين فضاى نمونه اى هم شانس 
2

تذکر: اگر احتمال پسر يا دختر بودن نوزاد برابر 

n(A) براى محاسبه احتمال استفاده کنيم. در مثال 
n(S)

نخواهند بود و در نتيجه نمى توانستيم از دستور 
بعدى با چنين شرايطى مواجه هستيم.

مثال: فرض کنيد پدر و مادرى هر يک داراى يک ژن رنگ چشم مغلوب (b) و يک ژن رنگ 
چشم غالب (B) باشند. اگر اين پدر و مادر صاحب سه فرزند باشند توزيع تعداد رنگ چشم هاى مغلوب 

را به دست آوريد.
مجدداً مى توانيم نمودار زير را رسم کنيم:

فرزند اول احتمال              فضاى نمونه اى          فرزند سوم     فرزند دوم 

b  bbb     
   
   

3 01 3

4 4     
b

   

 B  bbB     
   
   

2 11 3

4 4

 b  bBb     
   
   

2 11 3

4 4 
B

            

b   B  bBB     
   
   

1 21 3

4 4

B
  b  Bbb     

   
   

2 11 3

4 4 
b

             

 B  BbB    
  
  

21 3

4 4

 b  BBb    
  
  

21 3

4 4

B
             

 B  BBB     
   
   

0 31 3

4 4
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از اينجا مى توانيم احتمال هاى تعداد فرزندان با رنگ چشم مغلوب را به دست آوريم، مثلاً
P (X = ۱) = P {bBB, BbB, BBb}

n(A) استفاده 
n(S)

در اين مثال چون اعضاى فضاى نمونه اى هم شانس نيستند نمى توانيم از دستور 
در   {bBB, BbB, BBb} پيشامد  مى کنيم.  استفاده  احتمال  قوانين  از  احتمال  محاسبهٔ  براى  کنيم. 
واقع اجتماع سه پيشامد ناسازگار {BBb} و {BbB} و {bBB} است پس بنابر قانون جمع احتمال ها 

داريم:
P (X = ١) = P{bBB} + P{BbB} + P{BBb}

( )( ) ( )( ) ( )( )= + +2 2 21 3 1 3 1 3

4 4 4 4 4 4

( )( )= 21 3
3
4 4

به همين ترتيب مى توانيم ساير مقادير را محاسبه و جدول زير را تشکيل دهيم:
X

               
               
               

0 3 1 2 2 1 3 0

0 1 2 3

1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 3 1

4 4 4 4 4 4 4 4

در اين جدول مى بينيم که احتمال ها از دستور زير پيروى مى کنند:

( ) k kP(X k) ( ) ( ) k , , ,k
−= = =31 33 0 1 2 3

4 4

اگر به جاى k به ترتيب مقادير ۰ ، ۱ ، ۲ ، ۳ را قرار دهيم همان احتمال هاى نوشته شده در جدول 
بالا به دست خواهند آمد. اين دستور براى حالت هاى کلى نيز برقرار است.

مسئله: مثال بالا را براى خانواده اى که ۴ فرزند دارد و X برابر تعداد فرزندان با رنگ چشم 
مغلوب است تکرار کنيد. تحقيق کنيد که احتمال ها از دستور

( ) k kP(X k) ( ) ( )k
−= = 41 34

4 4 پيروى مى کنند.
اين مثال ها داراى نکات مشترک زيراند:

الف: آزمايشى که فقط دو نتيجه دارد. در مثال اول جنسيت فرزند و در مثال دوم رنگ چشم.
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ب: اين آزمايش به تعداد دفعات معلومى تکرار مى شود. در مثال اول و دوم ۳ بار و در مسئله 
قبل ۴ بار تکرار شده است.

ج: نتيجهٔ هر آزمايش مستقل از نتيجهٔ ساير آزمايش ها است. پسر يا دختر بودن فرزندى به پسر 
يا دختر بودن فرزند در دفعات قبل يا بعد بستگى ندارد. همين طور رنگ چشم فرزندان. به همين دليل 
1 براى هر فرزند ثابت 

4
1 و يا مغلوب بودن رنگ چشم فرزند برابر 

2
احتمال پسر بودن فرزندى برابر 

باقى ماند.
د: تعداد حالت هاى مورد نظر در اين آزمايش ها، در مثال اول تعداد فرزندان پسر، و در مثال دوم 

تعداد فرزندان با رنگ چشمان مغلوب.
هر متغير تصادفى که به صورت بالا معرفى مى شود داراى توزيعى است که آن توزيع را توزيع 

دوجمله اى مى ناميم. توزيع دوجمله اى را مى توانيم در حالت کلى به صورت زير معرفى کنيم.
الف: آزمايشى با دو نتيجه را در نظر بگيريد. نتيجه اى از اين آزمايش که مورد نظر است «پيروزى» 
و ديگرى را «شکست» بناميد در مثال اول دختر بودن فرزند و در مثال دوم مغلوب بودن رنگ چشم را 

پيروزى در نظر گرفته ايم.
.n = ۳ بار تکرار مى کنيم در مثال اول و دوم n ب: اين آزمايش را

ج: آزمايش ها به صورت مستقل تکرار مى شود. بنابراين اگر p احتمال آمدن پيروزى در انجام يک 
بار آزمايش باشد، آن گاه p در طول آزمايش ثابت است و از آزمايشى به آزمايش ديگر عوض نمى شود. 

. p = 1

4
p و در مثال دوم  = 1

2
در مثال اول 

د: تعداد پيروزى ها در n بار تکرار آزمايش ها.
اگر اين متغير تصادفى را با X نشان دهيم آن گاه X مقادير n ،… ، ۲ ، ۱ ، ۰ را با احتمال هاى زير 

اختيار مى کند:
( ) k n knP(X k) p ( p)k

−= = −1

مثال: اگر ۴۰ درصد ژن هاى تعيين کننده عامل RH خون منفى باشند، مطلوب است احتمال 
آن که در يک کلاس ۳۰ نفرى ۸ نفر داراى خونى با RH منفى باشند.

( )P(X ) ( / ) ( / )= = −8 22308 0 16 1 0 168

 ۰/۱ برابر  مستعد  افراد  به  بيمار  فرد  از  مسرى  بيمارى  نوعى  انتقال  احتمال  کنيد  فرض  مثال: 
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باشد. اگر ۱۰ نفر مستعد با فردى که حامل بيمارى است ملاقات کنند، توزيع تعداد افرادى را که به  اين 
بيمارى مبتلا مى شوند به دست آوريد.

حل: در اين مثال آزمايش عبارت است از ملاقات يک فرد مستعد با يک فرد بيمار که درنتيجه 
مبتلا شدن فرد سالم (پيروزى) و يا مبتلا نشدن (شکست) او را به همراه دارد. اين آزمايش n = ۱۰ بار 
تـکرار شده است و ايـن تکرارها را مى تـوان مستقل فـرض کـرد. احتمال پيروزى در هر تکرار برابر 
p = ۰/۱ است. تعداد پيروزى ها در اين آزمايش برابر تعداد افرادى است که به بيمارى مبتلا شده اند. 
اگر اين تعداد را با X نشان دهيم ملاحظه مى شود که تمام شرايط توزيع دوجمله اى برقرار است. پس

( ) k kP(X k) ( / ) ( / )k
−= = 1010 0 1 0 9

مسائل
١ــ نوعى بذر ذرت تهيه شده است که ادعا مى شود ۹۰٪ بذرها جوانه خواهند زد. اگـر ۲۰ دانه 
از ايـن ذرت هـا را در شرايط منـاسب و يکسان بکاريم، مطلوب است تعيين توزيع تعداد بذرهايى که جوانه 

مى زنند و محاسبه احتمال آن که فقط ۱۸ دانه جوانه بزند (جواب را ساده نکنيد).
٢ــ به دانش آموزى ۱۰ سؤال تستى چهار گزينه اى داده ايم. اگر او به سؤال ها به تصادف جواب 

بدهد، احتمال آن که
الف ــ به ۷ سؤال پاسخ صحيح بدهد چقدر است؟

ب ــ حداقل به ۷ سؤال پاسخ صحيح بدهد چقدر است؟
باشد  مثبت  ميان  در  يک  فرزندان  خون   RH آن که احتمال  فرزند،  چهار  با  خانواده اى  در  ٣ــ 

چقدر است؟
٤ــ احتمال آن که حسن دير به مدرسه برسد ۰/۰۲ است، احتمال آن که در يک هفته دو روز دير 

برسد چقدر است؟


