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مقدمه

امروزه همهٔ سازمان های دولتى و خصوصى، در هر رسته ای که باشند، اعم از اقتصادی، 

صنعتى، اجتماعى و غىره برای تعىىن سىاست و روند کار آىندهٔ خود ناگزىر به برنامه رىزی 

هستند. تصمىم گىری ها و آىنده نگر ی ها على  رغم وجود اطلاعاتى از گذشته و داده هاىى 

از حال، همواره دستخوش عدم قطعىت هاىى هستند که نمى توان در روىاروىى با آنها با 

ىقىن کامل برنامه رىزی کرد. علم احتمال و بر پاىۀ آن علم آمار با شاخه های متعددش، 

در مقابل لجام گسىختگى اىن عدم قطعىت ها و ىا به اصطلاح عرف در مقابل شانس قد علم 

کرده اند و براساس قوانىن محکم رىاضى، اثر شانس را کنترل مى کنند. استنباط آماری که 

پاىه ای برای تصمىم گىری است بر قوانىن احتمال تکىه کرده است و در حال حاضر کوچک ترىن 

گام پژوهشى در هر زمىنه، مستلزم استفاده از اىن نوع استنباط هاست. کاربرد احتمال در 

کارهای نظامى، فىزىک، ارتباطات، نظرىهٔ اطلاعات، علوم فضاىى، نظرىۀ رمزنگاری و امثال 

آنها به سرعت گسترش ىافته است. با اىن وجود تصور مى رود هنوز در اواىل راهى هستىم 

که سه سدۀ پىش به صورتى مقدماتى آغاز شده است. ما با شما از ابتدای اىن راه همراه 

مى شوىم و با هم چند گامى مقدماتى از اىن راه را طى مى کنىم و از آن جنبۀ احتمال که 

صورتى گسسته دارد سخن مى گوىىم. شاىد که راهنمای شما برای ادامۀ راه باشد.

احتمال    4 
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8   ـ1ـ ىادآوری
خلاصه اى از آنچه را که سال گذشته دربارهٔ احتمال خوانده اىم در زىر مى آورىم:

الف( مى دانىم که اگر آزماىشى ىا پدىده اى قبل از رخداد، نتىجه اش معلوم نباشد ولى نتىجه هاى 
ممکن آن مشخص باشند آن را آزماىش تصادفى ىا پدىدۀ تصادفى مى نامند. مجموعهٔ همهٔ نتاىج 
ممکن را فضاى نمونه اى آزماىش تصادفى مى نامىم. فضاى نمونه اى را با S نشان مى دهىم. هر نتىجهٔ 
ممکن، ىعنى هر عضو S را ىک برآمد مى گوىىم. در هر آزماىش تصادفى تنها ىکى از عضوهاى اىن 

مجموعه رخ خواهد داد. 
مثال 1: قرار است فردا تىم A در مقابل تىم B بازى کند. تىم A چه نتىجه اى به دست مى آورد؟ 

به طور مطمئن نمى دانىم. اما نتىجه هاىى که ىکى از آنها رخ مى دهد عبارت اند از:
a   =A بردن تىم   b =A باختن تىم   c = برابر شدن دو تىم

برآمدى است که  اىن مجموعه  نمونه اى است و هر عضو  پس مجموعهٔ S=  {a,b,c} فضاى 
	 ممکن است رخ دهد. از سه برآمد تنها ىکى رخ مى دهد.    

ب( هر پىشامد، زىر مجموعه اى از فضاى نمونه اى است. مثلاً E1=  {a, b} ىک پىشامد است و 
 E1 ىا مى برد و ىا مى بازد«. در هر حال وقتى مى گوىىم پىشامد A به معناى آن است که در بازى فردا »تىم
رخ خواهد داد به معناى آن است که تنها ىکى از برآمدهاى آن رخ خواهد داد. اگر E2=  {a, c} رخ بدهد 
بدان معناست که تىم A فردا ىا مى برد و ىا برابر مى کند. دو پىشامد را که برآمد مشترکى ندارند ناسازگار 

مى گوىند. سال گذشته اعمال روى پىشامدها را که همان اعمال روى مجموعه ها هستند دىده اىد. 
تذکر: منظور از »رخداد« ىک پىشامد وقوع آن پىشامد، ىعنى مشاهدهٔ عضوى از آن پىشامد 

به عنوان نتىجهٔ آزماىش است. 

8 
صل

ف
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پ( اگر فضاى نمونه اى به جاى 3 برآمد ممکن، n برآمد ممکن داشته باشد تعداد پىشامدها، ىعنى 
تعداد زىر مجموعه هاى آن 2n است. در مثال بالا 8  =  23پىشامد در فضاى نمونه اى حاصل مى شوند 

که عبارت اند از: 
	{a},{ b},{ c},{ a,b},{ a,c},{ b,c},{ a,b,c},φ 	

φ پىشامد ناممکن است. پىشامد S =  {a,b,c} حتماً رخ مى دهد زىرا به معناى آن است که 
ىکى از سه برآمد b ،a و c رخ مى دهد و اىن مسلم است که فردا، در صورت انجام بازى، تىم A ىا 
مى برد، ىا مى بازد و ىا برابر مى کند. پس S رخ مى دهد. لذا S را پىشامد مطمئن مى گوىىم. تعداد 
اعضاى مجموعهٔ S، ىعنى تعداد برآمدهاى فضاى نمونه اى ممکن است متناهى ىا شمارا نامتناهى 
ىا ناشمارا نامتناهى باشد. اگر لامپى را از فراىند تولىد لامپ انتخاب کنىم و بخواهىم سالم بودن آن 
را امتحان کنىم فضاى نمونه اى اىن آزماىش تصادفى دو برآمد دارد، لذا S مجموعه اى متناهى است. 
اگر هدف اىن باشد که سکه اى را آنقدر بىندازىم تا براى اولىن بار رو ظاهر شود فضاى نمونه اى اىن 
آزماىش تصادفى، بى نهاىت برآمد دارد که مى توان اىن برآمدها را با اعداد طبىعى متناظر کرد. وقتى تعداد 
برآمدهاى فضاىى نمونه اى متناهى ىا شمارا نامتناهى باشد آن را فضاى نمونه اى گسسته مى گوىىم. 
تعداد برآمدهاى فضاى نمونه اى ممکن است ناشمارا نامتناهى باشد که در اىن صورت فضاى نمونه اى 

گسسته نىست، مثل انتخاب تصادفى نقطه در بازهٔ  )0,1(.
ت( وقتى فضاى نمونه اى S را براى آزماىشى تصادفى دارىم، احتمال پىشامدهاى فضاى S را 
به صورت مقادىر حقىقى ىک تابع مجموعه اى P تعرىف مى کنىم، که اىن تابع براساس 3 اصل موضوع 

زىر، اعداد حقىقى را به پىشامدها ىعنى به زىر مجموعه هاى S نسبت مى دهد، 
 ،S از A اصل موضوع 1: احتمال هر پىشامد، عددى نامنفى است، ىعنى براى هر پىشامد

P(A)  ≥0 	
		 اصل موضوع 2:
P(S)  =1 	

	اصل موضوع 3 : اگر An ،… ،A2 ،A1 دنباله اى متناهى١ از پىشامدهاى دو به دو ناسازگار 
S باشند آن  گاه 

	P(A1A2 ... An)  =  P(A1) + P(A2) + P(A3) + ... + P(An) 	

١ــ در واقع اگر دنبالهٔ پىشامدها نامتناهى نىز باشد، اصل موضوع 3 استوار است.
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اىن اصول موضوع منسوب به کولموگوروف هستند. هر تابع حقىقى مقدار که در اىن اصول 
صادق باشد به تابع احتمال موسوم است. فضاى S و تابع P و مجموعهٔ پىشامدها را مدل احتمال آزماىش 
تصادفى مى نامند. تعرىف دقىق ترى از مدل احتمال را در مقاطع بالاتر تحصىلى مى بىنىد. دىده اىد که اگر 
A پىشامدى از فضاى نمونه اى گسسته S باشد، P(A) برابر با مجموع احتمال هاى برآمدهاىى است که 
 را نسبت دهد 

n
1 در  A هستند. به خصوص اگر S داراى n برآمد باشد و تابع احتمال به هر برآمد عدد

مى توانىد برقرارى  3 اصل بالا را به سهولت تحقىق کنىد. همان طور که مى دانىد چنىن فضاى نمونه اى 
را ىکنواخت ىا متساوى الاحتمال مى نامند. اگر در اىن فضا پىشامد A متشکل از m برآمد باشد آن  گاه 

mP(A) است که با مفهوم فراوانى نسبى در آمار مطابقت دارد. 
n

=

وقتى مثلاً پىشامدA =  {a,b,c} را دارىم که b ،a و c برآمدها هستند احتمال اىن پىشامد را چنىن 
مى نوىسىم

	P(A)  =  P({a,b,c}) 	

 P({a}) باشد براى سادگى احتمال آن را به جاى {a} در مواردى که پىشامد، تک عضوى مانند
به صورت P(a) مى نوىسىم. 

وقتى فضاى نمونه اى گسسته است در تخصىص اندازهٔ احتمال، لازم نىست که احتمال هر 
زىر   مجموعه ممکن را مشخص کنىم، و اىن امتىاز بزرگى است، زىرا مثلاً اگر فضاى نمونه اى 20 برآمد 
داشته باشد تعداد پىشامدهاى S ىعنى تعداد زىر مجموعه هاى آن 1048576  =  220 است. در اىن حالت 

اگر اندازهٔ احتمال منسوب به رخداد هر برآمد معلوم باشد مدل احتمال مشخص مى شود. 
دىده اىد که روى ىک فضاى نمونه اى مى توان تابع هاى P  ى مختلف تعرىف کرد. 

مثال2: به مثال 1 رجوع کنىد. فرض کنىد در گذشته تىم A مثلاً 20 بار با تىم B مسابقه داده 
است و شراىط زمانى و مکانى و تىمى همهٔ بازى ها ىکى بوده اند، و جمعاً 10 بار تىم A برنده، 6 بار بازنده 
4 بارها برابر کرده است. در 

20
6 بارها بازنده شده و

20
10 بارها برنده، 

20
شده و 4 بار برابر کرده باشد. پس 

3 بازنده خواهد شد و با 

10
برنده، با احتمال 5

10
اىن صورت معقول است که بگوىىم فردا تىم A با احتمال

2 برابر خواهد کرد. پس با توجه به فراوانى نتىجه  هاى بازى هاى گذشته تابع P را به صورتى 

10
احتمال 

تعرىف مى کنىم که به برآمدهاى فضاى نمونه اى  S =  {a,b,c} احتمال هاى زىر را تخصىص دهد.

         
P(a) = 5

10
   ،     P(b) = 3

10   
 ،  

  
P(c) = 2

10
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مى توانىم از روى اطلاعات دىگر، مثلاً ملاحظه مسابقات تمرىن چند روز قبل دو تىم، احتمال هاى 
دىگرى را به برآمدها نسبت دهىم. با معلوم بودن S و P مى توانىم احتمال هر پىشامد S را مشخص 

کنىم، مثلاً 

{ }P( a,c ) P(a) P(c)= + = 7

10
	

	 7 است.      

10
ىعنى احتمال اینکه تىم A برنده شود ىا برابر کند

وقتى فضاى نمونه اى ناشمارا نامتناهى باشد تخصىص احتمال به همه برآمدها عملى نىست. در 
بىشتر اىن حالت ها احتمالى که به هر ىک از برآمدها نسبت مى دهند باىد برابر صفر باشد و تعىىن احتمال 
پىشامدهاىى که احتمال آنها صفر نىست از روى برآمدها مشکل خواهد شد. براى ساختن مدل احتمال در 
اىن حالت ها احتمال ها را به پىشامدها نسبت مى دهىم. همان طور که سال قبل دىده اىم اىن فضاى نمونه اى 
مى تواند به صورت مجموعه اى از اعداد حقىقى مثل بازهٔ  )0,1(  ىا تمام خط حقىقى ىا مجموعه اى از 
 ،P نقاط واقع در فضاى سه بعدى مانند نقاط داخل ىک مکعب و نظاىر اىن ها باشد.  در اىن صورت تابع
همان طور که مى دانىم، به هر پىشامد که متناظر با مثلاً فاصله اى روى خط حقىقى ىا ناحىه اى روى داىره 
ىا ناحىه اى درون مکعب و امثال آن  است عددى را به عنوان احتمال نسبت مى دهد. ما در اىن کتاب تنها 

از فضاهاى نمونه اى گسسته صحبت مى کنىم. 
ث( همان طور که در )ب( گفتىم اگر A و B دو پىشامد از فضاى نمونه اى باشند وقتى که برآمدى 
مشترک نداشته باشند آنها را ناسازگار مى گوىند. اگر A و B برآمدهاىى مشترک داشته باشند، ىعنى
A    B تهى نباشد آن گاه  A    B که خود زىر مجموعهٔ S است، ىک پىشامد است و وقتى رخ مى دهد که 
برآمدى از آن، که ناچار هم عضو A و هم عضو B است، رخ دهد. اگر پىشامد A    B را در نظر بگىرىم 
وقتى اىن پىشامد رخ مى دهد که حدّاقل ىکى از دو پىشامد A ىا B رخ دهد. واضح است اىن برآمد که 
متعلق به A و ىا متعلق به B است مى تواند متعلق به اشتراک A و B هم باشد. در سال قبل دىده اىم که 

P(AB)  =  P(A) + P(B) -P(AB) 	

شکل 1ــ نماىش فضاى نمونه اى، برآمد و پىشامد 
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فرمول صفحهٔ قبل به شما اجازه مى دهد که وقتى از روى مدل احتمال، احتمال رخداد پىشامد 
 AB  را دارىد احتمال رخداد پىشامد AB و احتمال رخداد پىشامد  B احتمال رخداد پىشامد ،A

را به دست آورىد. برابرى هاى زىر را نىز ىادآورى مى کنىم. 
Aمتمم پىشامد A باشد آن گاه  اگر پىشامد

P(A) P(A)= −1 	
که بى درنگ نتىجه مى شود

	P(φ)  =  1-  P(S)  =  0 	
همچنىن اگر A ⊆ B، آن  گاه 

	P(B  -  A)  =  P(B) -  P(A) 	
P(A)  ≤  P(B) و 	

اىنک پس از اىن ىادآورى ها به بىان مطالبى جدىد در زمىنهٔ احتمال مى پردازىم.

8  ـ2 ـ مدل احتمال شرطى 
فرض کنىد مى خواهىم آزماىشى تصادفى را انجام دهىم. ابتدا فضاى نمونه اى را مشخص مى کنىم 
و احتمالى به رخداد هر پىشامد نسبت مى دهىم و بدىن ترتىب مدل احتمال را معىن مى کنىم. اىن مدل 
را مى شناسىد. حال اگر اطلاعى اضافى دربارهٔ فضاى نمونه اى داشته باشىم، مثلاً به دلىلى بدانىم که 
پىشامد B از اىن فضاى نمونه اى رخ داده است آن گاه معمولاً مدل احتمال قبلى به هم مى رىزد و آگاهى 
از رخداد حتمى پىشامد B در مقدار احتمال ساىر پىشامد ها اثر مى گذارد، که در اىن صورت احتمال هاى 
پىشامدهاى فضاى نمونه اى با احتمال هاى مدل قبلى تفاوت دارند. اگر بتوانىم تحت اىن شرط که پىشامد 
B حتماً رخ مى دهد احتمال پىشامدهاى دىگر فضاى نمونه اى را مشخص کنىم مدل احتمال جدىدى 

به دست مى آىد که آن را مدل احتمال شرطى مى نامىم. قبل از توضىح بىشتر مثالى مى زنىم. 
مثال 3: مى خواهىد ىک تاس قرمز و ىک تاس سفىد را با هم برىزىد. تاس ها همگن اند. مى دانىد 

که فضاى نمونه اى 36 برآمد دارد:

S=})٦ قرمز و ٦ سفید(، …،)١ قرمز و ٦ سفید(،…،)٦ قرمز و ١ سفید(،…،)١قرمز و ١سفید({

 1

36
برآمد  برآمد رخ خواهد داد. احتمال رخداد هر   پس از انجام آزماىش، ىکى از اىن 36 

است. حال فرض کنىد اىن اطلاع اضافى را دارىم که پس از انجام آزماىش مجموع شماره هاى دو 
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تاس حتماً کوچک تر از 7 است. پىشامد »مجموع دو شماره کوچک تر از 7« را B مى نامىم. پىشامد 
B از برآمدهاى زىر تشکىل مى شود: 

	(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5) 	
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4) 	
(3,1), (3,2), (3,3) 	
(4,1), (4,2) 	
(5,1) 	

	ىعنى پىشامد B، متشکل از 15 برآمد از 36 برآمد فضاى نمونه اى است. وقتى شرط مى کنىم که B حتماً 
رخ مى دهد، ىعنى ىکى از اىن 15 برآمد نتىجهٔ رىختن دو تاس است. 

برآمدهاىى مثل  (1,6) ىا (2,5) ىا (4,5) و غىره که مجموع دو شمارهٔ آنها 7 ىا بىش  از 7 است 
رخ نخواهند داد. حال که مى دانىم پىشامد B به طور مطمئن رخ مى دهد آن را فضاى نمونه اى جدىد 
فرض مى کنىم و بدىن ترتىب مدل احتمال جدىدى دارىم که آن را مدل احتمال شرطى با شرط »مجموع 
دو شماره کوچک تر از 7 است« مى نامىم. حال اگر بخواهىم به شرط رخداد پىشامد B، احتمال رخداد 
ىک جفت را بدانىم و پىشامد داشتن جفت را با A نشان دهىم در اىن صورت احتمال پىشامد داشتن 
جفت به شرط رخداد پىشامد B را با P(A|B) نشان مى دهىم و مى خوانىم احتمال پىشامد A به شرط 
رخداد پىشامد B و ىا به صورتى ساده احتمال پىشامد A به شرط B. وقتى مى دانىم B رخ داده، تنها 
ممکن است ىکى از 15 برآمد بالا رخ دهد. بىن اىن برآمدها جفت هاى ممکن (1,1)، (2,2) و (3,3) 

1 است، لذا 

15
هستند. چون احتمال رخداد هر برآمد مساوى 

{ }P(A | B) P ( , ),( , ),( , )= = 3
11 2 2 3 3

5
	

در مثال بالا، احتمال شرطى، ىعنى  P(A|B)  را به سادگى حساب کردىم زىرا فضاى نمونه اى آزماىش 
ىکنواخت، ىا برآمدها متساوى الاحتمال ىعنى هم  شانس بودند، ولى اگر احتمال برآمدها ىکى نباشند کار 

کمى مشکل است. قبل از اینکه تعرىف کلى احتمال شرطى 
را مطرح کنىم، به اىن مطلب به صورتى شهودى مى اندىشىم. 

به شکل 2 توجه کنىد. 

شکل 2  

A

B

S
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S فضاى نمونه اى آزماىش است. B پىشامدى است که مى دانىم رخ خواهد داد. A پىشامدى 
است که مى خواهىم به شرط آنکه B رخ دهد، احتمال رخدادش را بىابىم. وقتى B رخ مى دهد که ىکى 
از برآمدهاىش رخ دهد. اگر برآمدى که رخ مى دهد در A    B باشد طبىعتاً A هم رخ مى دهد. پس هر چه 
احتمال رخداد پىشامد  A    B بىشتر باشد احتمال رخداد پىشامد A به شرط B بىشتر است. لذا به طور 

شهودى P(A|B) باىد در رابطهٔ مستقىم با  P(AB) باشد. اىن رابطه را به صورت، 
 )1 (   P(A|B) = KP(AB) 	   

فرض مى کنىم. در اىن برابرى اگر به جاى پىشامد A پىشامد B قرار بگىرد نتىجه مى شود 
	P(B|B) = KP(BB) 	

 ،BB  =  B حتماً رخ مى دهد و B برابر 1 است زىرا B به شرط B اما احتمال رخداد پىشامد
پس برابرى بالا به صورت

	1=K.P(B) 	
K. اگر اىن مقدار را در ) 1( قرار دهىم نتىجه مى شود

P(B)
= 1 در مى آىد و دارىم 

P(A B)P(A | B)
P(B)

=  	

اىن رابطه را به طور شهودى به دست آوردىم. براساس همىن رابطهٔ شهودى تعرىف زىر را براى 
احتمال شرطى ارائه مى دهىم. 

 ،P(B)  ≠0 باشند وقتى S دو پىشامد از فضاى نمونه اى B و A تعرىف احتمال شرطى: اگر
احتمال پىشامد A به شرط اینکه پىشامد B رخ دهد به صورت 

 )2 (   P(A B)P(A | B)
P(B)

=    	
تعرىف مى شود. وقتى P(B)  =0، احتمال شرطى قابل تعرىف نىست. 

تذکر: اگر فضای نمونه ای گسسته و هم شانس باشد می توانیم رابطهٔ احتمال شرطی را ساده کرده 
n(A از آن استفاده کنیم.  B)P(A | B)

n(B)
=  و به صورت 

مثال 4: سازندهٔ قطعات ىدکى ىک کارخانه از روى تجربه هاى گذشته مى داند احتمال اینکه 
سفارشى به موقع براى ارسال آماده شود 0/9 است و احتمال اینکه سفارشى به موقع براى ارسال آماده 
و به موقع تحوىل مشترى شود برابر 0/8 است. احتمال اینکه سفارشى به موقع تحوىل شود به شرط 

آنکه به موقع ارسال شده باشد چقدر است؟ 
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ابتدا قرار مى دهىم: 
	A  = پىشامد آماده بودن به موقع، براى ارسال 	
B = پىشامد تحوىل به موقع سفارش، به مشترى   	

P(A  B)  =  0/8 و P(A)  =  0/9 ،بنابر داده هاى مسأله
زىرا پىشامد A  B به معناى اىن است که سفارش هم به موقع آماده براى ارسال بوده و هم به موقع 
به  به موقع سفارش  ىعنى احتمال تحوىل  آنچه مى خواهىم، P(B|A) است،  تحوىل مشترى مى شود. 

مشترى به شرط آنکه به موقع ارسال شده باشد. بنابر تعرىف احتمال شرطى 

P(A B) /P(B | A)
P(A) /

= = =0 8 8

0 9 9

 	

                                                                                                                       
مثال 5: تاسى همگن را با چشم بسته انداخته اىم. برآمد حاصل را نگفته اند، ولى اعلام کرده اند 

که برآمد حاصل عددى زوج است. احتمال اینکه شمارهٔ 2 ظاهر شده باشد چقدر است؟
قرار مى دهىم: 

 A= پىشامد ظاهر شدن شمارهٔ زوج 	
  B= 2 ٔپىشامد ظاهر شدن شماره 	

به شکل 3 توجه کنىد.   

P(A B)P(B | A)
P(A)

= = =

1
16

1 3
2

 ی ا  n(B A)P(B | A)
n(A)

= = 1

3

  	 لذا 

P(A). به عبارت دىگر مى توانىد تصور کنىد که فضاى نمونه اى  }2,4,6{  = + + =1 1 1 1

6 6 6 2
زىرا 

است که حتماً رخ داده است و لذا روى اىن فضا، رخ دادن 2 داراى ىک شانس از 3 شانس است ىعنى 
1 است.                                                                           

3
احتمال رخداد برآمد 2 برابر 

3
2

1

5

4
6

B

S

A
شکل 3 
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8   ـ3 ـ قاعدۀ ضرب احتمال 
از تعرىف 

	 P(A B)P(A | B) , P(B)
P(B)

= ≠0
 	

	P(AB) = P(B). P(A|B),      P(B)  ≠0 نتىجه مى شود که  	
اىن رابطه به قاعدۀ ضرب احتمال موسوم است. به کمک اىن قاعده مى توان احتمال رخداد 

هم زمان دو پىشامد را تعىىن کرد. 
مثال 6: جعبه اى محتوى 12 لامپ است که مى دانىم 3 تاى آنها معىوب اند. از اىن جعبه به 
تصادف  به  دىگرى  اول، لامپ  بدون جاى گذارى لامپ  برمى دارىم. سپس مجدداً  تصادف 1 لامپ 

بر مى دارىم. احتمال اینکه هر دو لامپ معىوب باشند چقدر است؟ 
ابتدا قرار مى دهىم: 

	  A = پىشامد معىوب بودن لامپ اول 	
	  B = پىشامد معىوب بودن لامپ دوم 	

بنابراىن AB پىشامد معىوب بودن هر دو لامپ است. واضح است که:
P(A) = =3 1

12 4
	

	اگر لامپ اول معىوب باشد، لامپ دوم را از بىن 11 لامپ باقى مانده که 2 تاى آنها معىوب است 
برمى دارىم پس:

	P(B | A) = 2

11
	

لذا از قاعدهٔ ضرب  احتمال دارىم:
	P(A B) P(A).P(B | A) .= = =1 2 1

4 11 22
 	
                                                                                                                      

8 ـ4 ـ استقلال دو پىشامد 
پىشامدهاى A و B دو پىشامد از ىک فضاى نمونه اى هستند که احتمال آنها مثبت است. اگر 
آگاهى از رخداد پىشامد B در احتمال رخداد پىشامد A مؤثر نباشد A را مستقل از B مى گوىند. پس 

براى مستقل بودن A از B باىد 
	P(A|B) = P(A) 	
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ولى مى دانىم که 
P(A B)P(A | B)

P(B)
=  	

 از مقاىسهٔ دو برابرى دارىم: 
P(A B) P(A)

P(B)
= 	

ىا 
 )3 (    P(AB)  =  P(A).P(B) 	

 B از A مستقل باشد باز همىن رابطه برقرار است. پس اگر A از B به سادگى مى توان دىد که اگر
مستقل باشد ىا B از A مستقل باشد باىد رابطهٔ )3( برقرار باشد. از طرفى با داشتن رابطهٔ )3( مى توان به 
رابطه هاى  P(B|A)  =  P(B) و P(A|B)  =  P(A) رسىد. )چرا؟( ىعنى رابطهٔ )3( شرط لازم و کافى براى 

استقلال A از B و B از A است. بر اىن اساس مى گوىىم A و B مستقل اند. پس: 
تعرىف: دو پىشامد A و B از ىک فضاى نمونه اى مستقل اند اگر و تنها اگر 

P(AB)  =  P(A).P(B) 	
اگر P(AB)  ≠P(A).P(B) مى گوىند دو پىشامد وابسته اند. 

مثال 7: فرض کنىد براى رىاست شرکتى 4 داوطلب وجود دارند. احتمال انتخاب شدن همهٔ 
داوطلب ها ىکى است. برآمدهاى انتخاب افراد را به ترتىب با 1 ، 2 ، 3  و 4 نماىش مى دهىم. نشان دهىد 

که پىشامدهاى A={1,4} و B ={1,3} از هم مستقل اند. 
فضاى نمونه اى به صورت S  ={1,2,3,4} است. بنابر داده هاى مثال، 

P( ) P( ) P( ) P( )= = = = 1
1 2 3 4

4
	

مى خواهىم نشان دهىم که پىشامد A ىعنى انتخاب فرد اول ىا چهارم، از پىشامد B ىعنى از انتخاب فرد 
اول ىا سوم مستقل است. واضح است که 

AB  =  {1,4}{1,3  }=  {1} 	
پس: 

P(A B) P( )= = 1
1

4
 	

از طرفى:
	P(A) P(B)= = 1

2
	

در نتىجه:
P(A B) P(A).P(B)= = 1

4
 	
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ىعنى پىشامد هاى A و B از هم مستقل اند. 
توجه: اگر دو پىشامد ىک فضاى نمونه اى ناسازگار باشند ىعنى برآمدى مشترک نداشته باشند 
و احتمال هر دو مثبت باشد آن دو پىشامد از هم مستقل نىستند. به عبارت دىگر ناسازگارى دو پىشامد 

به استقلال دو پىشامد ربطى ندارد. زىرا اگر AB = φ، آن گاه 
P(AB)  =  P(φ)  =0 	

و اگر A و B مستقل باشند باىد 
P(AB)  =  P(A).P(B) 	

از مقاىسهٔ دو برابرى اخىر نتىجه مى شود که 
P(A).P(B)  =0 	

ىعنى دو پىشامد ناسازگار وقتى مستقل اند که P(A)  =0 ىا P(B)  =0، و اگر اىن دو احتمال صفر 
نباشند A و B مستقل  نىستند. 

8   ـ5 ـ فرمول احتمال کل 
اگر فضاى نمونه اى S به n پىشامد Bn،… ،B2 ،B1 افراز شده باشد و اگر A پىشامدى از S باشد 

، i ,...,n=1  ، iP(B ) ≠0 آن گاه به شرط 
 )4 (  

n n

i i i
i i

P(A) P(A B ) P(B )P(A | B )
= =

= ∑ = ∑
1 1

   	
زىرا همان طور که در سال پىش دىده اىم

B1  B2  ...    Bn=  S 	
و هر دو پىشامد Bi  و Bj  وقتى i  ≠  j، ناسازگارند، ىعنى i  ≠  j ،Bi    Bj  = φ، بدىهى است که 

A  =  A    S =  A   (B1   B2   ...   Bn)  =  (A   B1)   (A   B2)    ...   (A   Bn  ) 	
اما همه پىشامدهاى طرف دوم رابطه بالا دو به دو ناسازگارند، پس، طبق اصل موضوع 3، دارىم: 

P(A) =  P(AB1  )  +  P(A B2)  +  ...  +  P(A Bn) 	

شکل 4 ــ افراز فضاى نمونه اى 

B2B1 Bn

AS

. . .
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. اما مى دانىم که با توجه به تعرىف احتمال شرطى 
n

i
i

P(A) P(A B )
=

= ∑
1

 ىا به صورت خلاصه، 

 .
n

i i
i

P(A) P(B )P(A | B )
=

= ∑
1

و با فرض P(ABi) =P(Bi) P(A|Bi) ،P( Bi ) ≠0، پس نتىجه مى شود که
اىن فرمول به فرمول احتمال کل موسوم است. 

مثال 8: سه ظرف همانند دارىم. اولىن ظرف شامل 5 مهرهٔ سفىد و 11 مهرهٔ سىاه است. دومىن 
ظرف شامل 3 مهرهٔ سفىد و 9 مهرهٔ سىاه است، و سومىن ظرف تنها شامل مهره هاى سفىد است. با چشم 
بسته ىکى از سه ظرف را انتخاب و از آن مهره اى در مى آورىم. احتمال اینکه مهره  سفىد باشد چقدر است؟ 
پىشامد استخراج مهرهٔ سفىد را با A نشان مى دهىم. مى خواهىم  P(A)را حساب کنىم پىشامدهاى 

زىر را تعرىف مى کنىم 
B1  =  {ظرف اول انتخاب شود{ 	
B2  =  {ظرف دوم انتخاب شود{ 	
B3  =  {ظرف سوم انتخاب شود{ 	

. از طرفى  P(B ) P(B ) P(B )= = =1 2 3
1

3
بدىهى است 

P(A | B ) , P(A | B ) , P(A | B )= = =1 2 3
5 1

1
16 4

	
حال با توجه به فرمول احتمال کل 

P(A)  = P(B1).P(A|B1)  +  P(B2).P(A|B2)  +  P(B3).P(A|B3) 	

	   	  . . .= + + =1 5 1 1 1 25
1

3 16 3 4 3 48
	

                                                                                                                     
8  ـ6   ـ قاعدۀ بىز

)حالت ساده(. در آزماىش هاى معمولى مواردى وجود دارند که برآمد نهاىى آزماىش به آنچه در 
مراحل قبلى رخ مى دهند بستگى دارد. براى توضىح اىن مطلب ابتدا به معرفى قاعدهٔ بىز مى پردازىم. 

دىدىم که اگر A و B دو پىشامد با احتمال مثبت از فضاى نمونه اى ىک آزماىش تصادفى باشند، 
آن گاه دارىم 

P(A B)P(A | B)
P(B)

=  	
و 

P(A B)P(B | A)
P(A)

=   	
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اگر از برابرى دوم P(AB) ىعنى P(B|A).P(A) را در برابرى اول قرار دهىم، نتىجه مى شود که 

 )5 (  P(A)P(A | B) .P(B | A)
P(B)

=    	

اىن رابطه را قاعدۀ بىز مى نامند.قاعدهٔ بىز در حالت کلى مفصل تر است.تا مس بىز )1761ــ 1702( 
کشىشى انگلىسى بود که حالت کلى تر اىن قاعده را ارائه داد. در مثال زىر ىک مورد استفاده از قاعدهٔ بىز 

را مى بینید. 
مثال 9: وقتى ىک مرکز مخابرهٔ تلگراف، پىامى را به مرکز دىگر مى فرستد گاهى خطاهاىى در 
انتقال صورت مى گىرد. به وىژه وقتى از الفباى مورس براى مخابره استفاده مى شود و کدهاى »نقطه « و 
»خط« را به کار مى برند١ اىن خطاها بدىن صورت است که کدى که مرکز M به صورت نقطه  مى فرستد 
در مرکز N خط درىافت مى شود و ىا برعکس. به تجربه درىافته اند که به طور متوسط در هر متنى که 
مرکزى مى فرستد نسبت فراوانى نقطه به فراوانى خط برابر 3 به 4 است. همچنىن به طور تقرىب مى دانند 
1 نقطه اى که مرکز M مى فرستد در مرکز N در اثر تداخل خطوط مخابره، اشتباهاً خط 

8
که با احتمال 

درىافت مى شود و با همىن احتمال خطى را که مرکز M مى فرستد در مرکز N نقطه درىافت مى شود. حال 
اگر در مرکز N کدى به صورت نقطه درىافت شده باشد چقدر احتمال دارد که اىن کد واقعاً به صورت 

نقطه فرستاده شده باشد؟ 
اگر در فرمول بىز قرار دهىم 

A  = پىشامد فرستادن نقطه 	
 B  = پىشامد درىافت نقطه 	

آن گاه فرمول 
P(A)P(A | B) .P(B | A)
P(B)

= 	
به صورت زىر درمى آىد

 P )نقطه نقطه | فرستادن  )درىافت 
P )فرستادن نقطه( 

= ____________
P )درىافت نقطه(  

.P)نقطه نقطه |درىافت  )فرستادن  الف( 

آنچه مى خواهىم به دست آورىم طرف اول رابطه است. زىرا در مرکز N نقطه اى درىافت شده است و 
مى خواهىم احتمال اینکه اىن کد به صورت نقطه فرستاده شده باشد را بدانىم. پس سه احتمال طرف 

دوم را حساب مى کنىم. 

1ــ اىن روزها، در ارتباط هاى الکترونىکى از کدهاى 0 و 1 استفاده مى کنند.
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P(A)  = P)فرستادن نقطه( = 3

7
)ب( 	

P(B|A)  = P )فرستادن نقطه | درىافت نقطه( = 7

8
)پ( 	

محاسبهٔ سومىن احتمال ىعنى )درىافت نقطه( P کمى مفصل تر است. وقتى نقطه اى درىافت مى شود 
باىد فکر کنىم که نقطه اى فرستاده اند و ىا خطى فرستاده اند که به خطا نقطه درىافت شده است. پس 

 P(B)  = P )درىافت نقطه( = P  )درىافت نقطه  فرستادن نقطه( + )ت( 	
P )درىافت نقطه  فرستادن خط(                                     

اما از فرمول حاصل ضرب احتمال مى توانىم دو جملهٔ طرف دوم را حساب کنىم. 
P )  درىافت نقطه   فرستادن نقطه( = P  )فرستادن نقطه  | درىافت نقطه( .P )فرستادن نقطه( 	

	

P  )درىافت نقطه   فرستادن خط( = P )فرستادن خط |  درىافت نقطه( .P  )فرستادن خط(
.P )فرستادن خط   |  درىافت نقطه( = 1

8  
= )فرستادن خط(P و 4

7
مى دانىم که طبق داده هاى مثال، 

پس:
P )درىافت نقطه  فرستادن خط( .= =1 4 1

8 7 14
	

اگر مقادىر اىن دو جمله را در )ت( قرار دهىم

  P(B)  =  P )درىافت نقطه( = + =3 1 25

8 14 56
)ث( 	

حال اگر )ب(، )پ( و )ث( را در )الف( قرار دهىم جواب مسأله به دست مى آىد: 

P)درىافت نقطه | فرستادن نقطه( .= =

3
7 217

25 8 25
56  

 
	

21 وجود دارد که اىن کد واقعاً به صورت 

25
پس اگر در مرکز N نقطه اى درىافت شود احتمال  

نقطه فرستاده شده باشد. 	
مثال ١٠: در جعبهٔ A1 سه مهرهٔ قرمز و ٤ مهرهٔ آبی و در جعبهٔ A2 پنج مهرهٔ قرمز و ٣ مهرهٔ آبی 
وجود دارد.ی کی از این دو جعبه را به تصادف انتخاب و ١ مهره از آن خارج می کنیم و مشاهده می کنیم 

.= =7 3 3

8 7 8
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که آبی است. چقدر احتمال دارد این مهره از جعبهٔ A1 باشد؟
	A= باشد A1 پیشامد اینکه مهره از 	
B = پیشامد اینکه مهره آبی باشد 	

P(A)P(A | B) P(B | A)
P(B)

= × =

1
2

1
2

( )
× =

× +

4 32

7 534 3
7 8 	

8  ـ7 ـ تمرىن ها
1ــ جعبه اى محتوى 3 مهرهٔ سفىد و 2 مهرهٔ سىاه است. متوالىاً دو مهره به تصادف از جعبه 

بدون جاى گذارى برمى دارىم. 
الف( اگر اولىن مهره سىاه باشد احتمال اینکه دومىن مهره هم سىاه باشد چقدر است؟ 

ب( احتمال اینکه مهرهٔ دوم هم رنگ مهرهٔ اول باشد چقدر است؟ 
اینکه رتبهٔ اول سال آخر رشتهٔ رىاضى دبىرستانى  2 ــ برحسب تجربهٔ گذشته مى دانىم احتمال 
در مسابقهٔ ورودى دانشگاه قبول شود 0/95 است. با توجه به سوابق تحصىلى على در اىن دبىرستان، 
احتمال اینکه او در سال آخر رشتهٔ رىاضى دبىرستان رتبهٔ اول شود 0/9 است. احتمال اىنکه على هم 

رتبهٔ اول شود و هم در مسابقهٔ ورودى دانشگاه قبول شود چقدر است؟ 
3 ــ سکه اى همگن را 3 بار مى اندازىم. اگر A پىشامد رخ دادن رو در دو پرتاب اول، B پىشامد 
 A پىشامد رخ دادن دقىقاً دو پشت در سه پرتاب باشد، نشان دهىد که C رخ دادن پشت در پرتاب سوم و

و B مستقل اند ولى B و C مستقل نىستند. 
4 ــ احتمال زنده ماندن در ىک عمل پىوند عضو برابر 0/5 است. اگر بىمارى پس از عمل زنده 
باشد احتمال اینکه بدن او در طول ىک ماه پىوند را قبول نکند و بمىرد 0/2 است. احتمال زنده ماندن 

ىک بىمار پىوندى پس از اىن دو مرحله چقدر است؟ 
5  ــ جعبه اى شامل 12 لامپ است که 3 تاى آنها معىوب اند. اگر به تصادف 3 لامپ متوالىاً بدون 

جاى گذارى از جعبه بردارىم احتمال اینکه هر 3 لامپ معىوب باشند چقدر است؟ 
، { }( )P a,b,c = 1

2
6 ــ ىک فضاى نمونه اى متشکل از 5 برآمد d ،c ،b ،a و e است. به شرط آنکه  

مطلوب است: P(a) = 1

4  
{ } { }( )P b,c,d a,b,c الف( محاسبهٔ 

{ } { }( )P a a,b,c ب( محاسبهٔ 
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7 ــ 4 مهره به شماره هاى 1 ، 2 ، 3  و 4 را در ظرفى رىخته اىم. اگر بخواهىم دو مهره به تصادف 
از ظرف بىرون بىاورىم شش امکان )1,2(، )1,3(، )1,4(، )2,3(، )2,4( و )3,4( وجود دارند. تفاضل 

هر دو شماره را R و مجموع آنها را S فرض مى کنىم. 
الف( احتمال پىشامدى را که براى آن R=2، به دست آورىد. 
ب( احتمال پىشامدى را که براى آن S =5، به دست آورىد. 

آىا اىن پىشامدها مستقل اند؟ 
پ( اگر در قسمت الف، R برابر ىک باشد و در قسمت ب، S همچنان 5 باشد پىشامدها مستقل اند؟ 
8  ــ در دو جعبه به ترتىب 30 و 20 عدد لامپ همانند وجود دارد. در جعبهٔ اول 5 عدد لامپ 
معىوب و در جعبهٔ دوم 3 عدد لامپ معىوب موجود است. از اولى 10 لامپ و از دومى 8 لامپ به 
تصادف انتخاب مى کنىم و  آنها را به صورت درهم در جعبه اى جدىد قرار مى دهىم. از اىن جعبه به 

تصادف لامپى برمى دارىم. احتمال اینکه اىن لامپ معىوب باشد چقدر است؟ 
9 ــ دو ظرف دارىم. اولى شامل 10 مهرهٔ سفىد و 8 مهرهٔ سىاه است و دومى شامل 12 مهرهٔ 
سفىد و 9 مهرهٔ سىاه است. از ظرف اول به تصادف مهره اى در مى آورىم و در ظرف دوم قرار مى دهىم. 
آن گاه از ظرف دوم به تصادف مهره اى درمى آورىم. احتمال اینکه اىن مهره سفىد باشد چقدر است؟ 

10 ــ تکمىل بناى راهى ممکن است به دلىل اعتصاب کارگران به تأخىر افتد. فرض کنىد احتمال 
اینکه اعتصابى رخ دهد 0/65 باشد و احتمال اینکه اگر اعتصابى نباشد کار به موقع انجام شود 0/8 و 
احتمال اینکه اگر اعتصابى باشد کار به موقع انجام شود 0/3 باشد. احتمال اینکه کار بناى راه به موقع 

انجام شود چقدر است؟ 
11 ــ اگر A2 ، A1 و A3 سه پىشامد از فضاى نمونه اى S باشند ثابت کنىد 

P  (A1 A2   A3) ≤ P ( A1) + P ( A2) + P ( A3) 	
  P(B3   | B2    B1) ،و با احتمال مثبت باشند S سه پىشامد از فضاى نمونه اى B3 و B2 ، B1 12 ــ اگر
به معناى احتمال رخداد پىشامد B3 به شرط رخداد هر دو پىشامد B1 و B2 است. با اىن تعرىف ثابت کنىد

P(B1  B2  B3) = P(B1) P(B2|B1)  P(B3|B2  B1)   	
13ــ اگر  B2 ، B1 و B3 سه پىشامد دو به دو ناسازگار و با احتمال مثبت باشند که اجتماع آنها 

برابر با S است و اگر A پىشامدى از S باشد ثابت کنىد.

i i
i

P(A | B )P(B )P(B | A) , i , ,
P(A | B )P(B )

=

= =
∑

1 1
1 3

1

1 2 3
	


