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در اىن فصل کوتاه ابتدا ردهٔ خاص دىگرى از گراف ها موسوم به درخت ها را معرفى مى کنىم و 
به بررسى وىژگى هاى آنها مى پردازىم. سرانجام به هر گراف ىک ماترىس نسبت مى دهىم و نشان مى دهىم 

که هر گراف را مى توان با ىک ماترىس بسىارخاص نىز نماىش داد.

3ـ1ـ درخت
گراف  همبندى را که هىچ دور نداشته باشد درخت مى نامىم. گراف هاى K1 و K2 درخت اند و به 
 ،1≥p ≥ 5 ،p ٔترتىب »تنها« درخت هاى با ىک و دو رأس هستند. در شکل 1 تمام درخت هاى از مرتبه

را رسم کرده اىم.

شکل 1ــ درخت هاى از مرتبۀ 1 تا 5

3 
صل

ف

گراف مربوط به هر هىدروکربن CnH2n+2 نىز ىک درخت است. مى بىنىم که در هر ىک از اىن 
مثال ها بىن هر دو رأس دقىقاً ىک مسىر وجود دارد. اىن مطلب همواره درست است.



18
ریاضیات گسسته

قضىۀ 1: بىن هر دو رأس هر درخت مفروض دقىقاً ىک مسىر وجود دارد.
اثبات: اثبات در حالتى که دو رأس متماىز نباشند واضح است. فرض کنىد u و v دو رأس متماىز درختى 
چون G باشند. چون G همبند است بىن u و v دست کم ىک مسىر وجود دارد. اگر در G دو مسىر مختلف 
)در واقع دو دنبالهٔ مختلف از رأس هاى متماىز G( از u به v وجود داشته باشند، آن گاه اىن دو مسىر مختلف 

»اىجاب« مى کنند که دورى در G وجود داشته باشد. پس G درخت نىست و اىن، ىک تناقض است.    
مطلب دىگرى که از درخت هاى شکل 1 برمى آىد اىن است که، به جز K1، هر ىک دست کم دو 

رأس از مرتبهٔ ىک دارد. اىن مطلب نىز همواره درست است.
قضىۀ 2: هر درختى که بىش از ىک رأس داشته باشد دست کم دو رأس از درجهٔ ىک دارد.

اثبات: از به اصطلاح استقراى تعمىم ىافته روى مرتبهٔ درخت G استفاده مى کنىم. اگر p =2 آن گاه 
G=K2 و درستى حکم واضح است. فرض مى کنىم حکم در مورد هر درخت با k ≤ 2 رأس درست 

است. سپس درختى چون G از مرتبهٔ k +1 را در نظر مى گىرىم. اگر G رأسى چون v از درجهٔ ىک 
داشته باشد آنگاه با حذف رأس v و تنها ىال مارّ بر آن گرافى مانند ׳G به دست مى آورىم که درخت است 
و k≤2 رأس دارد. پس بنا به فرض استقراء، ׳G و در نتىجه G دست کم دو رأس از درجهٔ ىک دارد. 
پس فرض مى کنىم درجهٔ هىچ رأسى از G از دو کمتر نباشد. در اىن صورت رأسى چون u از G را 
در نظر مى گىرىم. با آغاز از u و انتخاب ىالى از G که از u مى گذرد مسىرى چون P را به اىن ترتىب 
مى پىماىىم که هر بار پس از رسىدن به رأسى تازه ىالى از G را در پىش مى گىرىم که اولاً از آن رأس 
بگذرد، ثانىاً قبلاً مورد استفاده قرار نگرفته باشد، و ثالثاً انتهاى دىگر آن رأسى تازه تر از G باشد. اىن 
کار باىد در جاىى متوقف شود. چون درجهٔ هر رأس دست کم دو است توقف آن با رسىدن به ىکى از 

رأس هاى قبل مىسر است و لذا دورى در G به وجود مى آىد. اىن تناقض قضىه را ثابت مى کند.	 
به مثال هاى گوناگون درخت ها نظر افکنىد، مى بىنىد که در مورد تمام آنها قضىهٔ زىر درست است.

قضىۀ 3: اگر G درختى با p رأس و q ىال باشد آن گاه	
p =q +1 	

اثبات: با استقراء بر p قضىه را ثابت مى کنىم. اگر p = 1 آن گاه q = 0 و دارىم p =q +1. فرض 
کنىد قضىه درمورد هر درختى با k≤1 ،k، رأس درست باشد. حال درختى چون G را در نظر مى گىرىم 
که k +1 رأس دارد. باىد نشان دهىم تعداد ىال هاى آن k است. بنا به قضىهٔ قبل G رأسى چون v دارد 
 k اىجاد مى شود که مرتبه اش Gو تنها ىال مارّ بر آن درختى چون ׳ v با حذف رأس .deg v = 1 که

است. بنابه فرض استقراء، گراف ׳G داراى k -1 ىال است. پس درخت G دقىقاً k ىال دارد.	 
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مجلۀ رىاضى

درخت در رشته های مختلفى مانند شىمى، مهندسى برق و علم محاسبه کاربرد 

دارد. کرشهف در سال 1847 مىلادی هنگام حل دستگاه های معادلات خطى مربوط 

به شبکه های الکترىکى درخت ها را کشف و نظرىهٔ درخت ها را بارور کرد. در شکل زىر 

N ىک شبکهٔ الکترىکى و G گراف مربوط به آن است.

کِىلى در سال 1857 مىلادی درخت ها را در ارتباط با شمارش اىزومرهای 

 C4H10 مختلف هىدروکربن ها کشف کرد. وقتى مثلًا مى گوىىم دو اىزومر مختلف

وجود دارند منظورمان اىن است که دو درخت »متفاوت« با 14 رأس وجود دارند که 

درجهٔ 4 رأس از اىن 14 رأس چهار و درجۀ هر ىک از 10 رأس باقىمانده ىک است.

شهر مفروض مشخص   p اگر هزىنهٔ کشىدن مثلًا راه آهن بىن هر دو شهر از 

باشد ارزان ترىن شبکه ای که اىن p شهر را به هم وصل مى کند با مفهوم ىک درخت 

از مرتبهٔ p ارتباط نزدىک دارد. به جای مسألهٔ مربوط به راه آهن مى توان وضعىت 

مربوط به شبکه های برق رسانى، لوله کشى نفت، لوله کشى گاز و اىجاد کانال های 

آبرسانى را در نظر گرفت. برای تعىىن ىک شبکه  با نازل ترىن هزىنه از قاعده ای به 

نام الگورىتم صرفه جوىى استفاده مى شود که کاربردهای فراوان دارد.

G N
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3ـ2ـ گراف ها و ماترىس ها
گراف G= (V, E) با V = {v1, v2 , v3, v4} و E= {v1v2, v1v3 , v1v4, v2v3 , v3v4} را که 
در شکل 2 رسم شده است در نظر بگىرىد. به اىن گراف ماترىسى 4 * 4 چون )A = )aij به شرح زىر 
نسبت مى دهىم. در مقابل چهار سطر و چهار ستون اىن ماترىس طبق شکل 2 مى نوىسىم v3، v2 ، v1و

.vivj ∉E و 0 است هر گاه vivj ∈E از اىن ماترىس 1 است هر گاه aij ٔدراىه .v4

شکل 2ــ گراف و ماترىس مجاورت آن

توجه کنىد که:
) 1( دراىه هاى روى قطر اصلى همگى صفرند زىرا گراف هاى )سادهٔ( موضوع بحث ما »طوقه« 

ندارند، ىعنى هىچ رأسى با خودش مجاور نىست.
) 2( تعداد سطرهاى اىن ماترىس برابر است با تعداد ستون هاى آن، ىعنى ماترىس A مربعى است.

.aij ∈}0,1{ ىا صفر است ىا ىک، ىعنى همواره A 3( هر دراىهٔ ماترىس(
.vjvi ∈E آن گاه vivj ∈E زىرا اگر ،aij = aji متقارن است، ىعنى همواره A 4( ماترىس (

واضح است که به هر گراف دلخواه G همواره مى توان ماترىسى چون A با وىژگى هاى چهارگانه 
بالا نسبت داد. اىن ماترىس را ماترىس مجاورت گراف G مى نامىم و آن را با A(G) ىا به طور ساده 

با A نماىش مى دهىم.
جالب اىن جاست که به هر ماترىس با وىژگى هاى چهارگانه بالا مى توان ىک گراف نسبت داد. 
مثلاً اگر ماترىس A از شکل 3 را به ما بدهند فوراً مى توانىم گراف G از همىن شکل را به آن نسبت 
دهىم. براى اىن کار به ازاى سطر )ىا ستون( اول ماترىس نقطه اى چون v1، به ازاى سطر )ىا ستون( دوم 
ماترىس نقطه اى چون v2 و همىن طور به ازاى سطر )ىا ستون( سوم نقطهٔ دىگر v3 را در نظر مى گىرىم و 
نقطهٔ vi را به نقطهٔ vj با خطى به هم وصل مى کنىم هرگاه دراىهٔ مربوط در ماترىس داده شده ىک باشد و 

در غىر اىن صورت آن دو را به هم وصل نمى کنىم.

42

3

1

G :

V
V

V

V
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پس مى بىنىم که ىک گراف با p رأس در واقع چىزى جز ىک ماترىس مربعى p * p با شراىط 
چهارگانهٔ بالا نىست. و لذا براى مطالعهٔ گراف ها مى توان صرفاً ماترىس هاى مربعى متقارنى را مطالعه 
کرد که دراىه هاى آنها از مجموعهٔ }1, 0{ انتخاب مى شوند و دراىه هاى روى قطر اصلى آن ها صفرند. 

بنابراىن نظرىهٔ گراف ها را مى توان شاخه اى از جبر هم تلقى کرد.
قضىۀ 4: فرض کنىد A ماترىس مجاورت گراف G با V(G) = {v1, …, vp} باشد. آن گاه دراىهٔ 

.G در گراف vi برابر است با درجهٔ رأس A2 ام ماترىسi ام و ستونi واقع در سطر
اثبات: دراىهٔ واقع در سطر iام و ستون iام ماترىس A2 برابر است با مجموع حاصل ضرب هاى 
دراىه هاى نظىر به نظىر سطر iام A و ستون iام A. چون A متقارن است اىن دراىه از حاصل ضرب هاى 
دراىه هاى نظىر به نظىر سطر iام A و سطر iام A حاصل مى شود. تعداد ىک هاى موجود در سطر iام 
 deg vi ٔباىد به اندازه A2 و لذا براى محاسبهٔ دراىهٔ موردنظر از ماترىس vi برابر است با درجهٔ رأس A

	 عدد 1 = 1 * 1 را با هم جمع کنىم.    

  3  ـ تمرىن ها 3
1ــ گراف همبندى معرفى کنىد که مجموع مرتبه و اندازهٔ آن 8 باشد.

2ــ گراف همبندى معرفى کنىد که حاصل ضرب مرتبه و اندازهٔ آن 20 باشد.
3ــ فرض کنىد ماکسىمم درجهٔ ىک درخت T برابر با k باشد. ثابت کنىد که T دست کم k رأس 

از درجهٔ ىک دارد.
4ــ گرافى از مرتبهٔ 6 و اندازهٔ 6 معرفى کنىد که 2- منتظم باشد.

5   ــ تمام درخت هاى از مرتبهٔ 6 را رسم کنىد.

شکل 3ــ ماترىس با شراىط چهارگانۀ بالا و گراف آن

 
 =  
  

A
0 0 1

0 0 0

1 0 0

G :

2 3

1V

V V



22
ریاضیات گسسته

6   ــ دو ماترىس M1 و M2 به صورت زىر داده شده اند.

G :

M

 
 
 =
 
 
 

2

0 1 1 0

1 0 1 1

1 1 0 1

0 1 1 0

M

 
 
 =
 
 
 

1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

آن را که معرف ىک گراف است مشخص کنىد و نمودار آن را بکشىد.
7ــ اگر ماترىس مجاورت گراف p∈ N ،Kp، را با M نماىش دهىم نشان دهىد هر دراىهٔ واقع بر 

روى قطراصلى ماترىس M2 برابر با p-1 است.
8  ــ الف( قضىهٔ 1 را با استفاده از استقراء روى مرتبهٔ ىک درخت و با به کار بردن قضىهٔ 2 

ثابت کنىد.
با اثباتى که طبق بند )الف( اىن تمرىن  ب( اثباتى را که در متن براى قضىهٔ 1 ارائه شده است 

به دست مى آىد مقاىسه کنىد و با ذکر دلىل به پرسش هاى زىر پاسخ دهىد:
ــ کدام اثبات شهودى تر است؟
ــ کدام اثبات »دقىق تر« است؟

ــ کدام اثبات را بىشتر مى پسندىد؟
  ،v4،v3 ،v2 ،v1را با G رسم شده است. رأس هاى G 9ــ الف( در شکل زىر ىک گراف ناهمبند

v6 ،v5 و v7 چنان برچسب بزنىد که ناهمبند بودن G از ماترىس مجاورت آن آشکار باشد.

ب( اگر اىن فکر را در مورد ىک گراف ناهمبند و دلخواه G به کار برىم ماترىس مجاورتش چه 
صورتى خواهد داشت؟

10ــ الف( با توجه به تعرىف ماترىس مجاورت گراف )ساده( ماترىس مجاورت گراف جهت دار 
را تعرىف کنىد.

ب( ماترىس مجاورت گراف جهت دار شکل 4 از فصل 1 را بنوىسىد.
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11ــ گراف همبند G داده شده است. اگر u , v∈V(G) فاصلهٔ u از v در G که با )d)u,v نماىش 
داده مى شود برابر است با طول کوتاه ترىن مسىر از u به v در G. نشان دهىد:

.u = v اگر و تنها اگر d)u,v( = 0 )الف
.d)u,v( = d )v,u( دارىم u , v∈V(G) به ازاى هر )ب

.d)u,w( ≥ d)u,v( + d)v,w( دارىم u , v, w∈V(G) به ازاى هر )پ
12ــ گراف زىر موسوم به گراف پِتِرسِن را در نظر بگىرىد.

الف( در اىن گراف دورى مشخص کنىد که طول آن هر ىک از اعداد 5 ، 6 ، 8  و 9 باشد.
ب( آىا اىن گراف هَمىلِتنى است؟ چرا؟

مراجع

 ,M.Behzad, G. Chartrand, and  L. Lesniak-Foster, Graphs and Digraphs ــ1
Wadsworth International Group, Belmont, Galif. 1979.

 O.  Ore, and R. J .  Wilson ,  Graphs  and  their  Uses, The  Mathematical ــ 2
Association of America, 1990. 


