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فصل هشتم

برج طغرل شهر ری

از برخورد صفحات با یکدیگر در فضا، احجام هندسی می توانند به وجود آیند.
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چگونگی وضعیت دو صفحه نسبت به هم 

هدف هاى رفتارى: در پاىان اىن فصل از فراگىر انتظار مى رود: 
ــ وضعیت دو صفحه را نسبت به هم بررسى کند. 

    8       ــ حالات مختلف دو صفحه 1 ـ
دو صفحه نسبت به هم تنها دو حالت مى توانند داشته باشند١. 

 ـ  8 (. دو صفحه متوازى هستند )شکل1 ـ

    8    ــ دو صفحهٔ  متوازى  2ـ
براى آن که دو صفحه متوازى باشند شرط لازم و کافى اىن است که دو خط متقاطع ازى کى با دو خط متقاطع از دىگرى موازى 
    8 دو خط متقاطع به نام هاى D1 و F1 از صفحهٔ P1 به ترتىب با دو خط متقاطع به نام هاى D2 و F2 از صفحهٔ   باشند. در شکل 3 ـ

P2موازى هستند. 

1ــ این مطلب برای زمانی است که دو صفحه نامحدود باشند، امّا برای صفحات محدود ممکن است حالت سومی هم باشد که دو صفحه نه متوازیند و نه متقاطع. 
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 ـ   8(. P2دو صفحه متقاطع هستند )شکل2 ـ

P1

   8   ــ دو صفحۀ متقاطع شکل 2ـ

   8   ــ دو صفحۀ متوازی   شکل 1ـ
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   8   ــ دو صفحه متوازی شکل 3  ـ
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دو صفحه  شده  رعاىت شرطى اد  با  نىز  ترسىمى  هندسهٔ  در 
    8  دو صفحه که به وسىلهٔ دو خط  متوازى خواهند بود. در شکل 4 ـ

متقاطع نماىش داده شده اند باى کدىگر متوازى هستند. 
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تمرین: خط´dd با صفحهٔ ABC، موازى است. صفحه اى 
.)  8      بر D بگذرانىد که با ABC موازى باشد١ )شکل 5   ـ

١ــ چون در نمای روبه رو، ´d با ´b´c و در نمای افقی d با bc موازی است، پس  ´dd که با یک خط از ABC موازی است، با خود آن موازی خواهد بود.
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مى گىرىم  نظر  در  را   mm´ مثل  dd´از نقطه اى  ابتدا  حل: 
.)8     )شکل 6ـ

ــ از´mm خطى موازى با صفحهٔ ABC رسم مى کنىم. برای 
نمونه از´mm به موازات ´aa´bb رسم مى کنىم. 

 ، dd´و ll´ مى نامىم. صفحهٔ گذرنده بر خطوط ll´ــ اىن خط را
موازى با ABC است. 
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  8    شکل 4ـ

  8    شکل 5   ـ

  8    شکل 6   ـ
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     8    ــ دو صفحۀ متقاطع  3ـ

اگر دو صفحه با هم موازى نباشند، متقاطع خواهند بود. 

اگر دو صفحه تخت باشند، خط حاصل از برخورد آنها،ى ک خط مستقىم است که آن را»برخورد« یا »فصل مشترک دو 
صفحه« نامند. 

برخورد دو صفحه در حالت خاص: در برخورد دو صفحه، ممکن استى کى از صفحات حالت خاص داشته باشد، مانند 
صفحات تصوىر، صفحهٔ قائم، منتصب، روبه رو و افقى. در اىن صورت تعىىن فصل مشترک آن با صفحهٔ دوم بسىار آسان است. 

   8 فصل مشترک یک خط منتصب است  تمرین اول: دو صفحهٔ ABC )منتصب( و EFG )افقی( برخورد کرده اند. شکل 7ـ
.)mm´nn´( که به سادگی به کمک رابط مشخص می شود
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٨    شکل 7ـ ٨    شکل 8ـ

.)8     تمرین دوم: صفحهٔ ABCD و صفحهٔ efg، مفروضند، مطلوب است برخورد آنها )شکل 8  ـ
حل: تنها ضلع از صفحهٔ ABCD که احتمال برخورد آن با صفحهٔ efg هست، ضلع ABى ا ´aa´bb است که از نقطهٔ برخورد 

   8 ب( آن در تصوىر روبه رو رابط مى کنىم تا به ab در تصوىر افقى برسىم؛ )شکل 9ـ
ــ اگر m در داخل سطح مثلث efg واقع شد،´mmى ک نقطه از فصل مشترک است و اگر ´mm بیرون از سطح efg قرار 

گرفت،´aba´b، نقطهٔ اشتراکى با مثلث ندارد؛ 
ــ طبق شکل روشن است که اضلاع دیگر چهارضلعى اشتراکى با مثلث ندارند؛ پس باىد اىن نکته را بررسى کرد که آىا اضلاع 

مثلث با صفحه برخورد مى کنندى ا نه؟ 
ــ خط ´ege´g را خطى از صفحهٔ چهارضلعى فرض مى کنىم و برخورد آن را معىن مى کنىم که ´nn خواهد شد. 
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1ــ abcd چگونه صفحه ای است؟ آیا می توانید راه حل دیگری برای این مسئله پیشنهاد کنید؟	
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8    شکل 9ـ

حل مسئله برخوردى ک صفحهٔ غىرخاص با صفحات خاص دیگر به عهدهٔ هنرجوىان است. 

   8  ــ برخورد دو صفحۀ دلخواه  4ـ
دو صفحهٔ abc و gef  را که هر دو با قسمتى از خود معرفى شده اند در نظر بگىرىد. تعىىن فصل مشترک آنها مورد نظر است 
    8  (. مطابق آنچه که از دو تصوىر درک مى شود، براى خطوط bc و fe و ac برخوردى وجود ندارد. پس برخورد احتمالى  )شکل10 ـ
بىن خطوط eg و fg از صفحهٔ efg با صفحهٔ abc و خط ab از صفحهٔ abc با صفحهٔ efg خواهد بود.ى کى از روش هاى حل مسئله 

اىن است که به دلخواهى کى از خطوط مانند eg را انتخاب و برخورد آن را با abc )اگر وجود داشته باشد( تحقىق کنىم. 

 .)  8      ــ بنابراىن، پاره خط ´mm´nnجواب مسئله است1 )شکل  9    ـ
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8    شکل 10ـ

     8 به اىن شرح است:   ـ خلاصهٔ عملىات انجام شده در شکل11 
ــ با فرض آن که eg در صفحهٔ abc است، تصوىر روبه رو را به دست مى آورىم که در نتىجه´m معىن مى شود؛ 

ــ با رابط از ´m، m را در تصوىر افقى تعىىن مى کنىم. 
ــ اىنک خط fg را انتخاب و برخورد آن را با abc تحقىق مى کنىم. 

ــ ملاحظه مى شود که fg در´a با abc برخورد دارد. 
ــ بنابراىن به کمک رابط n را معىن مى کنىم. 

ــ چون دو خط از efg با abc برخورد دارند، دىگر کار را ادامه نمى دهىم زىرا مسلم است که ab با efg برخوردى نخواهد 
داشت.)البته در محدودهٔ شکل موجود(. 

ــ اکنون´m را به ´n و m را به n وصل مى کنىم. پاره خط mnى ا m´n´mn پاسخ است.

1ــ البته روشی هم وجود دارد که پیش از حل مسئله می توان تعیین کرد که کدام یک از خطوط با کدام یک از صفحات برخورد دارد که به آن نمی پردازیم.	
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8    شکل 11ـ

ارزشیابی 

1 ــ جملات زىر را کامل کنىد: 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ نىمرخ و قائم خطى است ................ چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ نىمرخ و منتصب خطى است ............. چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ افقى و جبهی خطى است ............... چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ افقى و منتصب خطى است ............. چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ جبهی و قائم خطى است ............... چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ افقى و نىمرخ خطى است ............... چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ جبهی و نىمرخ خطى است .............. چرا؟ 

ــ فصل مشترک دو صفحهٔ افقى و غیرخاص خطى است ........... چرا؟ 
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ــ فصل مشترک دو صفحهٔ جبهی و غیرخاص خطى است ........... چرا؟ 
ــ فصل مشترک دو صفحهٔ غیرخاص و نىمرخ خطى است ........... چرا؟ 

 ـفصل مشترک دو صفحهٔ غیرخاص مواجه خطى است ........... چرا؟  ـ
............. چرا؟  است  غیرخاص خطى  دو صفحهٔ  مشترک  ــ فصل 
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ــ آىا مى توانىد تمام حالات ممکنه براى فصل مشترک 
صفحات را بگوىىد، خط ها چگونه اند؟

 راهنماىى: بهتر است با تشکىلى ک جدول پاسخ 
را معىن کنىد. 

صفحهٔ  موازات  به  صفحه اى   m نقطهٔ  از  2 ــ 
شود                           داده  نماىش  متقاطع  خط  دو  با  که  کنىد  رسم   abc

 .)8     )شکل 12 ـ

8    شکل 12ـ

3ــ برخورد صفحات زیر را تعیین کنید.
هر شکل با در نظر گرفتن هر مربع برابر 10، روی یک برگ کاغذ A4 کشیده شود. 
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8    شکل 13ـ

4ــ سه نقطه )10 و 50 و 0(N   و )h و 80 و 30( K و )0و30وM)80 معرفى ک صفحهٔ منتصب هستند. تقاطع 
 C)020و30و( و B)40  60   و0 و( و A)100به مشخصات )40و10و ABCD اىن صفحه را با صفحهٔ متوازى الاضلاع

تعىىن کنىد. فصل مشترک چه نوع خطى است و طول حقىقى آن چىست؟ 
5  ــ صفحهٔ متوازى الاضلاع پرسش بالا را دوباره رسم کنىد و برخورد صفحهٔ MNK را با آن معىن کنىد. در 

صورتى که داشته باشىم: 
 K)3060و30و( و M  )800و30و( و N  )010و30و(

 B)4070و40و( و A)10را رسم کنىد با شراىط )20و10و ABCD 6 ــ الف ــ ابتدا ذوزنقهٔ متساوى الساقىن
و )0و10وC)100 به گونه اى که AC قاعدهٔ بزرگ و ABى ک ساق آن باشد. 

 K)10010و70و( و N)7070و0و( و M)10با شراىط )0و80 و MNK ٔب ــ برخورد اىن صفحه را با صفحه
تعىىن کنىد. طول حقىقى فصل مشترک چىست؟ 

پ ــ به دلاىلى مى خواهىم اندازهٔ حقیقی سطوح ABCD و MNK را برحسب مىلى متر مربع داشته باشىم، آىا 
مى توانىد راه  حل هاىى ارائه کنىد؟

    8ى ک بار مسئله را با دقت حل کنىد1. )با مقىاس 2:1(  7ــ با اندازه بردارى از شکل 10 ـ

1ــ می توان شکل ها را با اندازهٔ دو برابر کپی کرد. 	
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8   ــ فصل مشترک صفحات abc وefg  را تعىىن کنىد. )مقىاس 2:1 با اندازه  بردارى از شکل 14ــ 8(
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8    شکل 14ـ

9ــ برخورد دو صفحهٔ ABCD )متوازی الاضلاع( را با EFG تعیین کنید و طول حقیقی آن را به دست آورید. 
مشخصات برای سه گوشهٔ ABCD عبارت است از: )110 ،70 ،60( ،A )70 ،10 ،0( B و )C )170 ،10 ،0 و 

.A در سمت راست D با فرض G )130 ،70 ،0( و F )110 ،0 ،80( ،E)30 ،0 ،70( ،EFG برای مثلث
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برای مطالعه 

1ــ بر خط AB، صفحه ای موازی با خط CD رسم کنید و آن را با یک مثلث نشان دهید. جزئیاتی که در دست 
D)80 ،50 ،30( و C)30 ،20 ،20( ،B)20 ،50 ،50( ،A)0 ،10 ،20 ( :داریم عبارتند از

2ــ بر نقطهٔ S صفحه ای بگذرانید که با صفحهٔ MNK موازی باشد. نیاز به مشخص کردن این صفحه با یک مثلث 
.K )10 ،20 ،0( و N )40 ،60 ،50( ،M )90 ،10 ،10( ،S )0 ،60 ،40( :با سه گوشهٔ آن هست. جزئیاتی که داریم

                        ،B  )60  ،0  ،90(  ،A  )0  ،90  ،0( داریم:  چگونه اند؟  هم  به  نسبت   MNK و   ABC صفحهٔ  دو  3ــ 
.K )15 ،75 ،75( و N )90 ،0 ،0( ،M )120 ،60 ،60( ،C )120 ،75 ،30(

4ــ نقطهٔ B و´α از نمای روبه روی خط AB را داریم . اگر این خط با صفحهٔ MNK موازی باشد، نمای 
افقی خط را کامل کنید. داریم: )B )10 ،10 ،10( ،K )150 ،40 ،20( ،N )110 ،60 ،70( ،M )60 ،10 ،0 و 

.A )60 ،30، ؟(
  A )10 ،60 ،50( :برخورد کند. داریم BC خطی رسم کنید که با خط زمین و با خط نیمرخ A ٔ5   ــ از نقطه

.C )60 ،10 ،70( و B )60 ،60 ،10(
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در یک نقشه آنچه را که دیده می شود دید و آنچه را که دیده نمی شود، ندید می نامند.

فصل نهم

پل بزرگ تک قوسی کارون چهار به طول 378 و ارتفاع 245 متر
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دىد و ندىد

هدف هاى رفتارى : در پاىان اىن فصل از فراگىر انتظار مى رود: 
1 ــ اصول دىد و ندىد کردن را بىان کند.

2 ــ نقطه، خط و صفحه را دىد و ندىد کند.  

1 ــ9 ــ تعرىف
دىد و ندىد کردن به اىن معنى است که در نقشه، نقاط، خطوط و صفحاتى را که دىده مى شوند از آن ها که دىده نمى شوند جداکنىم 

و بر طبق قواعد نقشه کشى آنها را با خط دىد وى ا ندىد مشخص نماىىم. 

2 ــ9 ــ اصول دىد و ندىد کردن خطوط
 ـ 9     توجه کنىد.  به شکل 1 ـ

در اىن شکل ناظر S در دىد از جلو به صفحهٔ P و پاره خط 
AB مى نگرد. بدىهى است که او نقطهٔ A را مى بىند، اما نقطهٔ B را 

نمى بىند، زىرا قبل از آن نقطه اى مثل M از صفحه ، جلوى دىد او 
A را  نقطهٔ  اما  B را مى بىند،  نقطهٔ  ناظر  افقى  را مى گىرد. در دىد 
نمى بىند، چرا؟ با توجّه به اىن نمونهٔ ساده دو قاعدهٔ بسىار مهم را در 

دىد و ندىد کردن نقاط نتىجه گىرى مى کنىم: 
اوّل: در تصوىر روبه رو نقطه اى دىده مى شود که داراى 

. M بعد بیشتر است، مانند
دوّم: در تصوىر افقى، نقطه اى دىده مى شود که داراى 
ارتفاع بیشتری است؛ى عنى به چشم ناظر نزدیکتر مى باشد، مانند 

نقطهٔ N که به چشم ناظر نزدیکتر است. 
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3 ــ9 ــ نقطه و صفحه
نه         مى شودى ا  دىده   M ٔنقطه افقى  و  روبه رو  تصوىر  در  که  کنىم  تحقىق  مى خواهىم  مفروضند،   M نقطهٔ  و   abca´b´c´ٔصفحه

)شکل الف 2ــ9(.
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موضوع را در دو بخش بررسى مى کنىم: 
اول ــ اگر منظور تحقىق آن است که m در تصوىر افقى دىده مى شودى ا خىر، کافى است که ابتدا: 

ــ m را نقطه اى از صفحه فرض نماىىم؛ 
ــ با استفاده ازى ک خط کمکى m´1 را مشخص کنىم؛ 

m داراى ارتفاع کمترى نسبت به´m  باشد، طبق قاعدهٔ دوم، m در تصوىر افقى دىده خواهد شد )شکل ب 2ــ9(که در  ــ اگر 1́
اىنجا نقطهٔ m در تصوىر افقى دىد است.

دوم ــ اگر منظور تحقىق آن است که ´m در تصوىر روبه رو دىد استى ا نه باىد:
ــ´m  را نقطه اى از صفحه فرض و براساس آن m´1 را تعىىن کنىم؛  

ــ اگرm´1 داراى بعُد کمترى نسبت به m باشد،´m در تصوىر روبه رو دىد است و در غىر اىن صورت دىد نىست »حل به عهدهٔ 
هنرجوىان است«.

4 ــ9 ــ خط و صفحه
صفحهٔ´abca´b´c و خط´DD   را در نظر مى گىرىم )شکل الف 3ــ9(. 

همانگونه که مى دانىد، خط´DD نسبت به صفحهٔ  محدود´abca´b´c فقط دو حالت دارد:ى ا آن را قطع مى کند وى ا اىنکه آن 
را قطع نمى کند. 

حالت اول: ابتدا با فرض اىنکه D در صفحهٔ ABC است، تصوىر روبه روى خط را معىن مى کنىم )شکل ب 3ــ9(. 
طبق اىن شکل خط´DD با محدودهٔ ´abca´b´c متقاطع نىست. اکنون لازم است که تحقىق شود که در نقشه D و´D دید 

هستندى ا نه. 

شکل 2ــ9
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ب  الف

نخست در مورد تصوىر افقى بررسى مى کنىم. 
ــ محل برخورد ظاهرى خط D را با اضلاع صفحهٔ abc، با 

n و m نامگذارى کردىم؛ 
ــ به کمک رابط´n و´m، تصاوىر روبه روى n و m را »اگر 

در صفحه باشند« تعىىن مى کنىم )شکل 4 ــ9(. 
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شکل 4ــ9

ــ به همىن ترتىب n´1 و m´1 مربوط به خط را هم مشخص 
مى کنىم؛ 

 n´و m´داراى ارتفاع بىشترى نسبت به ،n´1 و m´1  ــ اگر
باشند، n و m در تصوىر افقى دىد خواهند بود. در نتىجه تصوىر 

افقى خط،ى عنى D دىد است. 
نظىر چنىن تحقىقى را در مورد تصوىر روبه رو انجام مى دهىم 

)شکل 5   ــ9(. 
ــ ابتدا نقاط´e و´f را در نظر مى گىرىم؛ 

ــ e و f و e1 و f1 را مشخص مى کنىم )به کمک رابط(؛ 
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ــ نقاط e1 و f1 چون داراى بعُد بىشترى هستند، تصوىر روبه روى آن ها دىد است. در نتىجه پاره خط´e´f که در تصوىر روبه رو 
جلوى صفحهٔ´a´b´c  قرار گرفته است، دىد خواهد بود که با خط دىد ترسىم شده است. 

حالت دوم: صفحهٔ´abcda´b´c´d و خط ´ΔΔ را در نظر مى گىرىم )شکل الف 6 ــ9(. 
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الفب

ΔΔ  با صفحه برخورد دارد و ´mm نقطهٔ برخورد مى باشد. براساس شکل ب 6   ــ9 اىن موضوع تأىىد شده  ــ در اىن مورد خط́ 
است. در صورتى کهى ک بار دىگر به شکل 1 ــ9 و با دقت بىشتر نگاه کنىد خواهید دید کهى ک پاره خط به هر صورت که باى ک صفحه 

برخورد کند، در تصاوىر روبه رو و افقى، باید داراىى ک قسمت دىد وى ک بخش ندید باشد. 
به شکل 7 ــ9 نگاه کنىد. 

در اىن شکلى ک نقطه از تصوىر افقى خط به نام 1 وى ک 
2 را انتخاب و دىدى ا ندىد بودن  نقطه از تصوىر روبه روى خط به نام́ 
آنها را تحقىق کرده اىم. براى توضىح بىشتر، برای نمونه در مورد 

نقطهٔ  انتخابى 1 مى گوىىم:
ــ با ترسىم رابط در تصوىر روبه رو مشخص مى شود که ارتفاع 

 .a´d´بىشتر استى ا ازΔ´  اىن نقطه از
البته در اىن شکل چون نقطهٔ واقع بر خط´Δ  ارتفاع کمترى 
با  ندىد خواهد بود »که   Δ m از خط  دارد، قسمت سمت راست 
خط چىن رسم شده است.« نىمهٔ دىگر خط در تصوىر افقى هم دىد 
است. همچنین به کمک رابط از´2 ، مشخص مى شود که نیمهٔ سمت 

چپ ´Δدر تصوىر روبه رو، ندىد است. »چرا؟« 

c

c

a′

b′

b

a

∆′

∆

F

H

d′

d

m′
2′

m

l

شکل 7  ــ9



    79  

5     ــ9 ــ صفحه و صفحه
دو صفحهٔ´abca´b´c و ´lmnl´m´n را در نظر مى گىرىم و فصل مشترک آنها را معىن مى کنىم. روشن است که پاره خط 

´2´121، در هر حالت دىده مى شود )شکل 8    ــ9(.
آىا مى توانىد بگوىىد چرا؟ 

m′

a′

n′
b′

c′

l′

c

l

m

a

1

2

n

2′

1′

F

H

M

C

F

H

L

N

A

2

1

B

شکل 8  ــ9

الف

ب



  80     

هدف از بررسى اىن مسئله، تعىىن بخش های دىد و ندىد هر صفحه در محدودهٔ مشترک در تصوىر روبه رو و افقى است. 
روش ساده آن است که قسمت هاى دىد و ندىد خطوط AB، ML، MN و AC را تشخىص دهیم و ترسیم کنیم. 

پس بخش های دید و ندید هر خط را به طور جداگانه و در هر دو تصوىر معىن مى کنىم که در اىن صورت، شکل 9 ــ9 به 
دست مى آىد.1

توضیح  نیاز  می توانند در صورت  اساتید محترم  مورد  این  در  کرد.  ندید  و  دید  استدلال  وی ا  آن  از  نقطه  تنهای ک  با تشخیص وضعیت  را  هر تصویر  می توان  البته  1  ــ 
بدهند. 	 بیشتری 
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ارزشیابی 

1 ــ منظور از دىد و ندىد کردن چىست؟ آىا به جاى دىد و ندىد، اصطلاح دىگرى مى شناسىد؟ 
2 ــ اصول دىد و ندىد کردن را بىان کنىد )با رسم شکل دستى(. 

3 ــ با رسم شکل دستى چگونگى تشخىص دىدى ا ندىد  بودن نقطه را شرح دهىد. 
4 ــ با رسم شکل دستى چگونگى دىد و ندىد کردن 

خط و صفحه را بگویید.
5    ــ شکل 8   ــ9 الف را با مقىاس 2:1 رسم و 

پس از تعىىن فصل مشترک، دىد و ندىد کنىد. 
6   ــ در شکل 10 ــ9 پس از تعىىن برخورد خط 

و صفحه، شکل را دىد و ندىد کنىد. 
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تعىىن فصل  از  7 ــ در شکل 11 ــ9 پس 
مشترک دىد و ندىد را انجام دهىد »مقىاس ترسىم 

 .»2:1
8    ــ دو صفحه ى ABCD و MNLK را 
به  که هر دو متوازى الاضلاع هستند نماىش دهىد 

شرطى که داشته باشىم: 
و   B 70و60و80( ( و   C 70و60و0( (
 M)700و0و( و N)300و0و( و A)1010و10و(

K)0و )80و70و
ندید  و  دید  برخورد،  تعیین  از  پس  آنگاه، 

کنید. 
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برای مطالعه 

به دست آوردن برخورد و دید و ندید. هر مربع برابر 10 
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