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هر جسم از اجتماع چند صفحه با شراىط مختلف به وجود مى آىد.

آرامگاه حکیم عمر خىام،   نىشابور

فصل چهارم
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صفحه

هدف هاى رفتارى: در پاىان اىن فصل از فراگىر انتظار مى رود:
1 ــ صفحه و چگونگى نماىش آن، در هندسه ترسىمى را بىان کند.

2 ــ وضعىت صفحات مختلف را نسبت به صفحات تصوىر تعىىن نماىد.

1 ــ4ــ صفحه و چگونگى نماىش آن در هندسۀ ترسىمى 
تعریف ــ صفحه، سطحی است تخت، نامحدود که فضا را به دو ناحیه تقسیم می کند.

سطح مى تواند به صورت تخت ىا منحنى باشد. معمولاً منظور از اصطلاح صفحه، ىک سطح تخت مى باشد.
نماىش صفحه به روش هاى مختلفى ممکن است، که برخى از آنها عبارتند از:

1ــ1ــ4ــ سه نقطه غىر واقع بر ىک راستا :) شکل هاى  1ــ4 و 2ــ4(. 
2ــ1ــ4ــ خط و ىک نقطه: ) شکل هاى 3ــ4 و 4ــ4(.

 ـ4(.    3ــ1ــ4ــ دوخط  متوازى: ) شکل هاى 5    ــ4 و 6  ـ
 ـ4(.  ـ4 و 8    ـ 4  ــ1ــ4ــ دو خط متقاطع: ) شکل هاى  7ـ

که در هندسهٔ ترسىمى نىز همچنان به همان شکل ها نشان داده مى شوند ولى متداول ترىن صورت معرفى صفحه، نماىش با محدوده اى از 
آن مانند مثلث، مستطىل، … خواهد بود.
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 ـ4ــ بررسى وضع صفحه نسبت به صفحات تصوىر  2ـ
در اىنجا صفحه را با ىک مثلث نماىش مى دهىم. اىن صفحه مى تواند وضعىت هاى گوناگون نسبت به H وF داشته باشد. مى خواهىم 
اىن حالات را بررسى کنىم. در اىنجا هم مى توان صفحات را به سه گروه خاص، نىمه خاص و غىر خاص تقسىم کرد. وىژگى مهم صفحات 
گروه اول ىعنى افقى، جبهى و نىمرخ موازى بودن آنها با ىکى از صفحات تصوىر است. وىژگى مهم صفحات گروه دوم ىعنى قائم و 

منتصب و مواجه، عمود بودنشان بر ىکى از صفحات تصوىر است. سرانجام صفحهٔ غىرخاص هىچ ىک از اىن وىژگى ها را ندارد.
که مشاهده  همان گونه  است )شکل9ــ4(.  تصوىر  افـقـى  مــوازات صفحـهٔ  بــه  اىن صفحه  افـقى:  1ــ2ــ4ــ صفحـۀ 
مى شود، ارتفاع همهٔ نقاط صفحه برابر است. بنابراىن تصوىر روبه روى صفحهٔ  ABC  به صورت خطى  موازی خط زمىن در مى آىد 
  ABC  با صفحهٔ فضاىى اندازه دقىقاً  با H موازى است، تصوىر افقى ىعنى  abc از نظر شکل و    ABC ٔو چون صفحه )aʹbʹcʹ (

 ـ4  نشان داده مى شود.  برابر است. صفحهٔ افقى در نقشه به شکل 10 ـ
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 ـ4(. همان گونه که دیده مى شود، بعد همهٔ نقاط صفحه برابر است .  ـ4ــ صفحۀ جبهى: اىن صفحه به موازات F است )شکل 11ـ ـ2 ـ 2 ـ
(abc) وچون صفحهٔ ABC  با F موازى است، تصوىر روبه رو  بنابراىن تصوىر افقى صفحهٔ ABC به صورت خطى موازى خط زمىن در مى آىد  

 ـ4 نشان داده مى شود. ىعنى ʹaʹbʹc از نظر شکل و اندازه دقىقاً با صفحهٔ فضاىى ABC  برابر است. صفحهٔ جبهى در نقشه به شکل 12ـ
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 پیش از آنکه از صفحات دىگر نا م برده شود، ىادآورى مى شود که دو صفحهٔ افقى و روبه رو برای ویژگی هایی که دارند، از صفحات 
بسىار مهم هستند، که در حل مسائل گوناگون، کاربرد فراوان دارند. 

ـ2ــ4ــ صفحۀ نىمرخ: صفحه اى است عمود بر خط زمىن ىا موازى با P )شکل 13 ــ4(. به عبارت دىگر بر دو صفحه تصوىر  3 ـ
روبه رو و افقى عمود مى باشد. همان طورى که در شکل دیده مى شود، تصوىر روبه رو و افقى، هر دو خطى است، در راستاى ىک خط 
 ـ4 درمى آىد. نماى نىمرخ و ىا تصوىر جانبى به شکل و اندازه حقىقى مى باشد. رابط و عمود برخط زمین. نقشهٔ اىن صفحه به شکل 14 ـ
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3ــ4ــ گروه دوم صفحه های نىمه خاص هستند با وىژگى عمود بودنشان بر ىکى از صفحات تصوىر.
1ــ3ــ4ــ صفحۀ قائم: صفحه اى است عمود بر H )شکل 15ــ4(، بنابراىن تصوىرافقى آن ىک خط خواهد شد و زاوىه اى که تصوىر افقى 

باخط زمىن مى سازد، همان زاوىه اى خواهد بود که صفحهٔ فضاىى با صفحهٔ روبه روى تصوىر دارد و در نقشه به شکل 16 ــ4 درخواهد آمد. 
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همان طور که دیده مى شود، تصوىر روبه رو شکلى است کوچکتر از اندازهٔ حقیقی. ارزش صفحهٔ قائم، خط شدن آن در تصوىر 
افقى است.

2  ــ3ــ4ــ صفحۀ منتصب: صفحه اى است، عمود بر F، )شکل 17 ــ4(. بنابراىن تصوىر روبه روى آن ىک خط است و 
 ـ4 درخواهد آمد.  زاوىه اى که اىن تصوىر با خط زمىن مى سازد، زاوىه اى خواهد بود، که صفحهٔ فضاىى با H دارد، و در نقشه به شکل 18 ـ

تصوىر افقى، شکلى است کوچکتر از اندازهٔ حقیقی. خاصىت صفحهٔ منتصب، خط شدن آن در تصوىر روبه رو است.   
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ـ3ــ4ــ صفحۀ مواجه: صفحه اى است عمود بر صفحهٔ نیمرخ و ىا موازى با خط زمىن )شکل 19ــ4(. پس نمای نیمرخ  3 ـ
آن ىک خط است و تصاوىر افقى و روبه روى آن کوچکتر از اندازهٔ حقیقی. پس نقشهٔ آن به شکل 20ــ4 خواهد بود.
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 به شکل 21ــ4 نگاه کنىد. هر شش صفحهی اد شده را براى سنجیدن می بینید. گروه اول عبارتند از افقى و جبهى و نىمرخ که صفحات 
خاص هستند با وىژگى موازى بودن با H ىا F ىا P. گروه دوم عبارتند از منتصب، قائم و مواجه، با وىژگى عمود بودن بر F ىا H ىا P. دقت 

کنىد که صفحات افقى و جبهى هرکدام در ىک تصوىر اندازهٔ حقیقی دارند. پس مهم ترىن صفحات خواهند بود.
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دو صفحهٔ قائم و منتصب، در ىک تصوىر به صورت خط درمى آىند. اىن دو صفحه بعد از صفحه های افقى و جبهى، صفحات 
مهمى هستند. زىرا فقط با ىک تغىىر به اندازهٔ حقىقى تصوىر خواهند شد )که بعداً بررسى مى شود(.

صفحهٔ مواجه تنها خاصىتى که دارد، تبدىل شدنش به خط در تصوىر نیمرخ است.
صفحهٔ نىمرخ نىز در تصوىر جانبى، اندازهٔ واقعى خواهد داشت.

4ــ2ــ4ــ صفحۀ غىرخاص: اىن صفحه وىژگى معینی ندارد ىعنى نه با صفحات تصوىر موازى و نه بر آنها عمود است. پس 
در هىچ ىک از تصاوىر اندازهٔ حقىقى نخواهد داشت و به صورت ىک خط نىز دىده نخواهد شد )شکل 22ــ4(.
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1ــ مطلوب است، نماىش ىک صفحهٔ افقى، با دوخط  متقاطع AB و CD، که فاصلهٔ نقطهٔ برخورد از صفحهٔ 
افقى تصوىر برابر 20 مىلى متر باشد. )ساىر مشخصات دلخواه(

2ــ مطلوب است، نماىش ىک صفحهٔ جبهى، با دو خط متقاطع  AB و CD، که فاصلهٔ نقطهٔ تقاطع از F برابر 
15 مىلى متر باشد. )ساىر مشخصات دلخواه( 

 .CD و  AB3ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ افقى دلخواهى، با دو خط موازى
.CD و  AB4ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ جبهى دلخواهى، با دو خط موازى

5    ــ مطلوب است، نماىش ىک صفحهٔ  قائم، با دو خط متقاطع که زاوىه اش با صفحه روبه روى تصوىر برابر45° 
باشد.

6   ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ منتصب دلخواهى، با دو خط متقاطع، که زاوىه اش با صفحهٔ افقى تصوىر 
برابر°30 باشد.

7ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ مواجهى، با دو خط متقاطع  CD وAB که زاوىه اش با صفحهٔ افقى تصوىر 
برابر°30 باشد. 

با دو خط موازى CD وAB که زاوىه اش با صفحهٔ روبه روى  8 ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ مواجهى، 
تصوىر برابر°45 باشد. 

.CDو AB 9ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ نىمرخى، با دو خط متقاطع
10ــ صفحه اى را نماىش دهىد که از نقطهٔ M گذشته و شامل خط افقى AB باشد.

11ــ از نقطهٔ N صفحه اى رسم کنىد که شامل خط غىرخاص AB باشد. 
12ــ تعىىن کنىد در هر ىک از 7 صفحهٔ معرفى شده، چه نوع خطوطى موجود است؟

راهنماىى: مى توان براى اىن کار ىک جدول تنظىم کرد.
 ،A(30, 35) به گونه اى که داشته باشىم C و B و A 13ــ مطلوب است، نماىش ىک صفحهٔ جبهى، با سه نقطه
 ،A سمت چپ C سمت راست و B .17 و با ارتفاع A با فاصلهٔ 32 از C و A برابر 10 با فاصلهٔ 40 از B ارتفاع

اندازهٔ حقیقی اىن سطح چند مىلى مترمربع است؟
  A(20, 15) را نماىش دهىد به شرطى که داشته باشىمABC  14ــ ىک صفحهٔ افقى به شکل مثلث متساوى الاضلاع

و                      اگر:
 الف ــ دىگر شراىط دلخواه باشد. 

 ـ زاوىهٔ AB با   F ، 60 درجه باشد. )بحث در تعداد جواب ها( ب ـ
15ــ مطلوب است، نماىش ىک صفحهٔ جبهى به شکل داىره به قطر 40 مىلى متر، درصورتى که فاصلهٔ مرکز آن 

از F برابر 10 مىلى متر باشد. )ساىر شراىط دلخواه، مسئله چند جواب دارد؟( 
16 ــ مطلوب است، نماىش صفحهٔ قائمى به شکل مربع  به ضلع 30 مىلى متر، با زاوىهٔ  نسبت به F، در صورتى 
که فاصلهٔ محل برخورد دو قطر مربع از صفحه های روبه رو و افقى تصوىر به ترتىب برابر 20 مىلى متر و 50 مىلى متر 

باشد. ىک ضلع مربع هم افقى است.

ارزشیابی

AB =28
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17 ــ نوع صفحات را در شکل  23 ــ4  مشخص نماىىد. )دىد از جلو در همهٔ اجسام مشابه است(
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18 ــ قطعه اى طراحى کنىد )به صورت اىزومترىک( که شامل هفت گونه صفحهٔ ىاد شده باشد، سپس هر صفحه 
را مطابق رنگ هاى داده شده در متن رنگ کنىد. )صفحهٔ دلخواه به رنگ مشکى!( 

برای مطالعه

1ــ از صفحه ای به شکل متوازی الاضلاع سه گوشهٔ B(20, 55, 20) ،A(0, 15, 60) وC(100, 45, 0) را 
داریم. صفحه را کامل کنید.

2ــ بررسی کنید که آیا چهارنقطهٔ C(100, 44, 5) ،B(50, 5, 50) ،A(10, 30, 40) و D(80, 0, 40) در 
یک صفحه هستندی ا نه.

3ــ سه خط افقی دلخواه در صفحهٔ ABC در نظر بگیرید. آیا می توانید با توجه به آنها بهی ک نتیجهٔ مهم برسید؟ 
 C(40, 40, 10) و B(0, 48, 40) ،A(60, 20, 30) :داریم

4ــ ادامهٔ صفحهٔ داده شده در مسئلهٔ بالا (ABC) را در نظر می گیریم، آیا می توان خط برخورد آن با H را 
مشخص کرد؟

شکل 23 ــ4
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نقشه اى ارزشمند است که اندازهٔ حقیقی خط و صفحه را معرفى کند.

فصل پنجم 
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تغىىر صفحه

هدف هاى رفتارى: در پاىان اىن فصل از فراگىر انتظار مى رود:
1 ــ چگونگى استفاده از تغىىر صفحه براى تعىىن اندازهٔ حقىقى را بىان کند.

2ــ اندازهٔ حقىقى صفحه را به دست آورد.

 ـ 5    ــ اندازۀ حقىقى صفحه 1 ـ
گفته شد که صفحاتى مثل منتصب ىا قائم در نماهاى خود به اندازهٔ حقىقى دىده نمى شوند. اما با توجه به اىنکه براى ساختن 
قطعات نىاز به اندازه هاى حقىقى دارىم باىد بتوانیم اندازهٔ حقیقی آنها  را معىن کنىم. صفحات F و H معمولى اىن کار را انجام نمى دهند. 

براى  نمونه در صفحهٔ منتصب، تصوىر افقى اندازهٔ حقىقى ندارد، چرا؟  
تعرىف: تغىىر صفحه عبارت است از تغىىر دادن ىکى از صفحات تصوىر ىا هر دوى آنها. اىن ىک روش کار برای  حل برخى 

مساىل در هندسهٔ ترسىمى است که ما کاربرد آن را در تعىىن اندازهٔ حقىقى صفحات قائم، منتصب و مواجه بررسى مى کنىم.
 ،H درنظر مى گىرىم. اکنون اگر با ثابت بودن e و بعد h را با ارتفاع A ٔو نقطه F و H 5 صفحات تصوىر     با توجه به شکل 1ـ
به جاى F از صفحهٔ دىگرى مثل F1 استفاده کنىم، فرجهٔ جدىد V1H را خواهىم داشت. )فراموش نشود که همىشه صفحات تصوىر بر 

هم عمودند!(
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شکل 1 ــ 5
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   e1 تبدىل به e را در اىن فرجه تعىىن مى کنىم. می بینیم که ارتفاع نقطه همان ارتفاع پیشین است . تنها بعد نقطه به جاى A تصاوىر
مى شود . درنتىجه اگر V برداشته شود، نماى روبه رو از بىن مى رود . ولى مقدار ارتفاع ثابت باقى مى ماند .و از طرفى تصوىر افقى نىز 
همچنان در اختىار است . پس کافى است، از تصوىر افقى خط رابطى رسم کنىم و مقدار ارتفاع را که تغىىرى نکرده است  در   راستاى خط 
رابط نسبت به خط زمىن جدىد جدا کنىم . بدىن  طرىق به نماى روبروى جدىد خواهىم رسىد . حال نقشهٔ نقطه را ىک بار در صفحات تصوىر
 ـ       5(. توجه کنىد که محل رسم F1H دلخواه است.  ـ     5 تا 4 ـ F و H، و بار دىگر در صفحات تصوىرF1 و H بررسى مى کنىم)شکل هاى 2  ـ

شکل 4ــ 5
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شکل 5       ــ 5
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5    شکل   2 ـ 5   شکل 3 ـ

 ـ 5(. تصوىر افقى از بىن مى رود ، به دنبال آن ارتفاع نقطه تغییر می کند . چون  و چنانچه صفحهٔ افقى تصوىر تغىىرداده شود  )شکل5 ـ
صفحهٔ افقی تصویر تغییر کرده است.ولى تصوىر روبه روى نقطه، و بعد آن، تغییر نمی کند . با داشتن همىن دو جزء مى توان تصوىر افقى 
  5       جدىد را مشخص کرد .کافى است، از تصوىر روبه رو خط رابطى رسم شود و اندازهٔ e نقطه روى خط رابط جدا شود. )شکل هاى 6     ـ

.)5      الى 8      ـ
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از آنچه گفته شد، چنىن نتىجه گىرى مى کنىم، که هر صفحه تصوىر با دو جزء ازچهارجزء )بعد، تصوىر روبه رو، ارتفاع،   تصوىرافقى( 
ارتباط دارد، که با تغییر هرکدام ازصفحات تصوىر، دو جزء مرتبط نىز از بىن مى روند . اما هنوز دو جزء دىگر باقى است که، به کمک 

    5 دىده مى شود. همىن دو جزء آنچه را که حذف شده است، مى توان به دست آورد. خلاصهٔ آنچه گفته شد در جدول 1ـ

5      جدول 1ـ

ثابتمتغىر 

F   بهتصوىر افقى و h  هاتصوىر روبه رو و e   ها F1

H   بهتصوىر روبه رو و e   هاتصوىر افقى و h  ها  H1

F به معناى دوصفحهٔ تصوىر 

H

می دانیم که خط زمىن 

روبه  رو و افقى است . اینک اگر براى حل مسئله مجبور به تغىىر صفحهٔ روبه رو شوىم، 

1F در موقعىت تازه نسبت 
H خط زمىن قبلى همچنان باقى مى ماند . خط زمىن جدىد ىعنى 

به خط زمىن قدىم رسم مى شود . و اىن تغىىر موقعىت را هنگام حل مسئله باىد به درستى 

تشخىص داد و رسم کرد . )محل F1H دلخواه است.(

    5    ــ تعىىن اندازۀ حقىقى خط دلخواه 2ـ
 اندازهٔ حقیقی خط دلخواه را می توان بای ک تغییر صفحه به دست آورد.

     5  نماىش داده  می خواهیم اندازهٔ حقیقی خط غىر خاص AB را که درشکل 9ـ
شده است، به کمک تغىىر صفحه پىدا کنىم .
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5   شکل 8      ـ 5   شکل 7 ـ 5   شکل 6        ـ

F

H

H

F
1
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5   شکل 10 ـ

a
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F 1
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b′1

b′

a′
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b
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F

F

H 1

a1

b1

b′
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5   شکل 11 ـ

    5 توجه کنىد. در اىنجا F1H موازى با ab رسم شده است )تغىىر صفحهٔ روبه رو(، پس خط ما به ىک خط جبهى  حل: به شکل 10ـ
    5 خط زمىن FH1 موازى با ʹaʹb رسم شده است که تغىىر صفحه افقى  تبدىل شده و اندازهٔ حقیقی آن             خواهد بود. درشکل 11ـ
و اندازهٔ حقىقى خط،           است. در پایان افزوده مى شود که ممکن است به دلاىلى بخواهىم ىک خط جبهى را به قائم و ىا ىک خط افقى 

را به ىک منتصب تبدىل کنىم. در اىن صورت به ترتىب تغىىر صفحهٔ افقى و ىا عمودى لازم خواهد بود.
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c′

  5شکل 12 ــ5 شکل 13 ـ

 ـ 5    ــ تعىىن اندازۀ حقىقى صفحه 3ـ
 ـ 5(     5( و جبهى، در نمای از جلو )شکل 13ـ با توجه به نماهاى صفحه ها، تنها دو صفحهٔ  افقى، در نمای از بالا )شکل 12ـ

داراى انـدازهٔ حقىقى مى باشند. 
 برای صفحات قائم و منتصب با ىک تغىىر صفحه مى توان به اندازهٔ حقىقى رسىد .

1 1a b′ ′

1 1a b
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5   شکل 14 ـ
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5   شکل 15 ـ

برای  ــ  قائم  حقىقى صفحۀ  اندازۀ  تعىىن   ـ 5    ــ  1ــ3ـ
صفحهٔ قائم که تصوىر افقى آن خط مى باشد، کافى است، با ىک تغىىر 
صفحهٔ  F1 )که خط زمىن جدىد به موازات تصوىر افقى رسم مى شود(، 

به اندازهٔ حقىقى صفحه دست ىافت  )شکل 14ــ 5 (.
یادداشت: می بینید که صفحهٔ قائم موجود بای ک تغییر صفحهٔ 

روبه رو، بهی ک صفحهٔ جبهی، تبدیل شد.

 ـ  تعىىن انـدازۀ حـقىقـى صفحۀ منتصب:         5      ـ 2  ــ3   ـ
در اىنجا که تصوىر روبه روى صفحه خط مى باشد، با ىک تغىىر صفحه 
صفحهٔ  روبه روى  تصوىر  موازات  به  جدىد  زمىن  خط  که   H1 افقى 
منتصب رسم مى شود، مى توان به اندازهٔ حقىقى صفحه رسید )مطابق 

 ـ5 (.  شکل 15ـ
یادداشت: می بینید که صفحهٔ منتصب بای ک تغییر صفحهٔ افقی 

به صفحه ای  افقی تبدیل شد.

    5    ــ تعىىن اندازۀ حقىقى صفحۀ نىمرخ: در اىنجا کافى است نماى جانبى را به دست آورىم. 3ــ2ـ
 ـ  5   ــ تعىىن اندازۀ حقىقى صفحۀ مواجه: پس از پىدا کردن، نماى سوم کهی ک خط شىب دار است، مى توان با تغىىر  4ــ2ـ

صفحهٔ روبه رو که خط زمىن به موازات نماى جانبى کشىده مى شود، به اندازهٔ حقىقى صفحه  رسىد )شکل16ــ5 (.
توجه شود که از طول هاى ثابت استفاده کرده اىم!

    5 پىدا کردن، اندازهٔ مقطع جسمى را که با صفحه ای منتصب برىده شده است، نشان مى دهد. شکل 17ـ
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5    شکل 18 ـ

1 ــ در تغىىر صفحهٔ افقى، آنچه که بدون تغىىر باقى مى ماند، عبارتست از…………
2 ــ در تغىىر صفحهٔ روبه رو، آنچه که بدون تغىىر باقى مى ماند، عبارتست از…………

3 ــ آىا مى توان براى رسم نماى نیمرخ با در دست داشتن دو نماى دىگر از تغىىر صفحه استفاده کرد؟ در صورتى 
که پاسخ آری است، زاوىهٔ میان دو خط زمىن چه قدر است؟ 

4ــ براى تبدىل خط غىرخاص به خط قائم، ابتدا به کمک تغىىر صفحه…… خط را به خط …… و سپس با 
تغىىرصفحه    …… به نتىجه خواهىم رسىد .

5    ــ براى تبدىل خط غىرخاص به خط منتصب، ابتدا به کمک تغىىر صفحه…… خط را به  خط…… و بار دىگر 
با تغىىر صفحه…… به نتىجه خواهىم رسىد .

A را بهی ک خط منتصب تبدیل کنید.
50

10

25

B و 
0

35

25

6  ــ خط 

A را بهی ک خط قائم تبدیل کنید.
60

30

5

B  و  
0

30

40

7ــ خط 

B مفروض است . پس از رسم نماها و مشخص کردن نوع خط، ىک 
25

10

30

A  و
0

25

5

8 ــ خط AB با مختصات 

بار آن را تــبدىل به خط جبهى، و بار دىگر آن را تبدىل به خط افقى نماىىد .
9ــ در تبدىل خط غىرخاص به خط نىمرخ، چند تغىىر صفحه مورد نىاز است؟ و مسئله داراى چند پاسخ است؟

10ــ نماهاى خط غىر خاص AB در شکل 18ــ 5 داده شده 
است . ابتدا نقشه را با مقىاس 2:1 رسم کنىد.سپس نقطهٔ M را روى 
آن تعىىن کنىد به گونه اى که بعد و ارتفاعش مساوى باشد.آنگاه اندازهٔ 

MB را مشخص کنىد )به روش تغىىر صفحه( حقىقى 

ارزشیابی

11ــ پس از رسم و تعىىن نوع صفحه، مساحت آن را به دست آورىد: )آىا مى توانىد قبل از ترسىم، نوع صفحه 
را مشخص کنىد؟(

 	 A(0, 20, 60)  	 B(30, 20, 0) 	C(60, 20, 40) الف ــ  	
	A(0, 0, 25)     		  B(35, 40,25) 	  C(60, 5, 25) ب ـ	ـ
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	A(0, 10, 20)  	 B(40, 25, 50) 	C(80, 40, 10) پ ــ  	
	A(100,10, 0)  	 B(50, 60, 50) 	C(0, 30,20) ت ــ  	
	A(100,10, 50)  	 B(50, 50, 30) 	C(0, 0,10) ث ــ  	

	 	A(50, 10, 30)  		 B(50, 70, 60) 	C(50, 50, 0) ج ــ  	
12ــ ىک صفحه به شکل متوازى الاضلاع ABCD را با سه گوشهٔ معلوم A و B و C رسم کنىد. اگر AC ىکى 

از قطرها باشد، نخست مختصات مرکز و سپس مساحت آن را تعىىن کنىد.
	 		 A(100, 30, 10)  	 B(70, 80, 60) 	C(0, 90, 70)

13ــ پاره خط AB ىک ضلع مستطىل ABCD واقع در ىک صفحهٔ قائم است. اگر عرض مستطىل 50 باشد، 
دو نماى آن را رسم کنىد.

	A(70, 10, 10)  	 B(0, 30, 50)

برای مطالعه

1ــ نخست صفحهٔ ABC را نماىش دهىد.                            
سپس بگوىىد اىن چه نوع صفحه اى است؟

A(0, 3, 38)      	 B(30, 60, 0) 	C(66,0, 20) 	
آن گاه مساحت آن را تعىىن کنىد.

راهنماىى: مى توانىد اول اندازهٔ حقىقى هر ىک از اضلاع را به دست آورىد، سپس ىک مثلث را با داشتن سه 
ضلع آن رسم کنىد و آن گاه با رسم ىک ارتفاع،  مساحت را تعىىن کنىد.

    5 به مقىاس  2:1 نقطهٔ  M را روى AB  به گونه اى تعىىن کنىد که بعد آن  دو برابر  2ــ پس از ترسىم شکل 18ـ
ارتفاعش باشد.

3ــ جمله را کامل کنید:
برای تبدیل خط غیرخاص، به خط مواجه ..... تغییر صفحه مورد نیاز است.

تبدیل خط غیرخاص به خط ...... با تغییر صفحهٔ ...... سپس تغییر صفحهٔ ..... وی ا ابتدا تبدیل خط 
غیرخاص، به خط ....... با تغییر صفحهٔ ...... و سپس تغییر صفحهٔ ..... .
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تصاوىر عمودى دو خط متوازى، همواره متوازىند.

فصل ششم 

اسکله شهیدرجایی ــ بندرعباس
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وضعیت دو خط نسبت به هم

هدف هاى رفتارى: در پاىان اىن فصل از فراگىر انتظار مى رود:
1 ــ حالات نقطه و خط را نسبت به هم بررسى کند.

2ــ اوضاع دو خط را نسبت به هم بررسى کند.

1 ــ6    ــ تعرىف
بررسى اوضاع دو خط نسبت به هم، درنظر گرفتن وضعىت هاى گوناگونى است که ممکن است دو خط نسبت به هم داشته 

باشند.
اما قبل از ورود به اىن بحث بهتر است چگونگى نقطه و خط را بررسى کنىم.

2 ــ6    ــ اوضاع نقطه و خط
A و ىک خط مانند D را درنظر مى گىرىم. نقطهٔ A ممکن است روى خط ىا خارج از خط باشد.
ــ براى آنکه نقطه روى خط باشد، کافى است نماهای نقطه روى تصاوىر خط باشد )شکل 1ــ6(.

F

H

a

a′

D′

D

F

H

a

a′

D′

D

شکل 1ــ6    

 ب(  ʹaa روى خط نىست. الف(  ʹaa روى خط است.

درصورتى که ىکى از تصاوىر نقطه »و ىا هر دو تصوىر« بر خط قرار نداشته باشد، نقطه هىچ گونه اشتراکى با خط ندارد.
نمونه: n ىکى از تصاوىر ʹnn بر روى تصوىر افقى ىک خط قرار دارد، تصوىر دىگر نقطه را معلوم کنىد،  به شرط اىنکه نقطه 

واقع بر خط باشد.
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حل: کافى است از n رابط کنىم تا نقطهٔ ʹn روى تصوىر روبه روى خط معىن شود )شکل 2ــ6(.
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D

F

H

n
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D

شکل 2 ــ6                       

3 ــ6     ــ وضعیت دو خط نسبت به هم)در فضا(
دو خط نسبت به هم تنها سه حالت دارند:
1ــ متقاطع، ىعنى ىکدىگر را قطع مى کنند.

2ــ متوازى، ىعنى نقطهٔ اشتراکى با هم ندارند، اما هر دو روى ىک صفحهٔ تخت قرار دارند.
3ــ متنافر، ىعنى نه متوازىند و نه متقاطع، پس بر آنها ىک صفحهٔ تخت نمى گذرد.

 ـ6  ــ تقاطع دو خط ــ درشکل 3ــ6، دو خط D و ∆ متقاطعند و شرط لازم و کافى براى متقاطع بودن آنها قرار  1ــ3ـ
داشتن نقاط تقاطع ظاهرى در هر تصوىر بر روى ىک رابط است:

F

H

m

m′
D′

D

∆′

∆
شکل 3 ــ6
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F

H
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D

∆′

∆

شکل 4 ــ6

1 ــ عکس قضىه هم درست خواهد بود. اگر تصاوىر روبه رو و افقى دو خط با هم موازى باشند، آن  دو خط در فضا متوازىند.

 ـ6  ــ توازی دو خط ــ درشکل  2ــ3ـ
4ــ6، دو خط متوازىند. در اىن مورد قضىهٔ مهم 

زىر وجود دارد:
هر  در  متوازى،  دو خط  تصاوىر  قضىه: 
شراىطى، متوازى هستند؛ بنابراىن، تصوىر افقى دو 
خط با هم و تصوىر روبه روى آنها نىز با هم موازى 

خواهد بود1 )شکل 4ــ6(.

حال، بگوىىد تصوىر نیمرخ آنها چگونه است؟         
  6ــ دو خط متنافرــ شکل 5    ــ6 نمونه هاىى از دو خط متنافر را که نه موازى هستند و نه متقاطع نشان مى دهد. 3ــ3ـ

F

H

D′

D

∆′

∆

F

H

D′

D

∆′

∆′

∆

F

H

D′

D

∆

شکل 5 ــ6
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نمونۀ 1: خط AB و نقطهٔ M در دست است، از M خطى موازى با AB رسم کنىد.
حل: خطى که موازى با AB رسم مى شود باىد دو شرط داشته باشد:

از M بگذرد و با AB موازى باشد. پس از m در تصوىر افقى، موازى با ab و از ʹm در تصوىر روبه رو موازى با  ʹaʹb رسم 
مى کنىم )شکل 6  ــ6(. بدىهى است اىن مسئله تنها ىک جواب دارد:
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شکل 6   ــ6

نمونۀ 2: از M خطى رسم کنىد که با خط AB برخورد کند.
حل: طبق شکل 7ــ6، در تصوىر روبه رو خطى رسم مى کنىم که از ʹm بگذرد و با ʹaʹb متقاطع باشد، نقطهٔ تقاطع را ʹn مى نامىم.

ــ از ʹn رابط مى کنىم تا n روی ab به دست آىد.
ــ از m به n وصل مى کنىم. خط mʹnʹmn پاسخ است.
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یادداشت 1ــ می توانیم حل مسئله را با برگزیدنی ک نقطه از ab آغاز کنیم.
یادداشت 2ــ چون ʹn  انتخابى است و مى توان جاى آن را در روى ʹaʹb عوض کرد، مسئله بى شمار جواب خواهد داشت. 

نمونۀ 3: از نقطهٔ ʹmm  خطى موازى با نىمرخ ʹabaʹb رسم کنىد.
حل: با آن که مى دانىم که خطى موازى با ىک خط نىمرخ، خود خطى نىمرخ است، رسم خطوطى موازى با ab و ʹaʹb براى رسىدن 

به جواب کافى نىست، زىرا براى نماىش ىک خط نىمرخ، نام گذاری دو نقطهٔ آن لازم است؛ پس، حل مسئله به اىن قرار است:
ــ با توجه به دو تصوىر روبه رو و افقى، تصوىر جانبى خط را رسم مى کنىم )شکل 8    ــ6(.

ــ نمای نیمرخ نقطه ʹmm ىعنىʹʹm را معىن مى کنىم.
ــ در نماى جانبى خطى ازʹʹm موازى با ʹʹaʹʹb رسم مى کنىم.

ــ ىک نقطه از اىن خط را ʹʹn مى نامىم و آن را در نماهای افقى و روبه رو به دست می آوریم.
ــ ʹmnmʹn جــواب مسئله است:
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A
0

25

5

30
10

1ــ هدف از بررسى اوضاع دو خط نسبت به هم چىست؟
2ــ ىک نقطه نسبت به ىک خط چند حالت دارد؟

3ــ براى آنکه نقطه اى واقع بر ىک خط باشد، شرط لازم چىست؟
 ـ در شکل 9ــnʹ ،6، از ʹdd معلوم است، n را معىن کنىد.   4  ـ

»روى همىن شکل«
5    ــ نقطهٔ ʹmm از ىک خط افقى معلوم است. اىن خط را 
به گونه اى رسم کنىد که زاوىه اش با  F،     45 درجه باشد. مسئله چند 

جواب دارد؟
نىمرخ را  نىمرخ در دست است.  نقطهٔ ʹnn از ىک خط  6  ــ 
به گونه اى رسم کنىد که زاوىه اش با صفحهٔ افقى تصوىر30 درجه باشد. 

چند پاسخ داریم؟

B و               را ترسىم و نقطهٔ M از آن را به گونه اى معىن کنىد که فاصله اش 
25

15

45

7ــ خط AB با مختصات 

از 20mm ،F باشد. ارتفاع اىن نقطه چه قدر است؟
8    ــ دو خط چه اوضاعى نسبت به هم مى توانند داشته باشند؟

9ــ قضىهٔ مربوط به دو خط موازى چىست؟
10ــ چگونگى دو خط AB و CD را در شکل 10ــ6 توضىح 

دهىد. »ab و cd موازى هستند«.

11ــ خط غىرخاص AB و نقطهٔ N را درنظر بگىرىد. اکنون از نقطهٔ ʹnn، ىک بار ىک خط افقى و بار دىگر 
ىک خط جبهى متقاطع با AB رسم کنىد.

 C و A را نماىش دهىد. سپس، دو خط رسم کنىد که از  C
50

30

30

B   و  −
−

0

10

10

A و 
16

10

20

12ــ نخست سه نقطهٔ 

بگذرند و در B به هم برسند.
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 M را خارج از آنها درنظر بگىرىد. آىا مى توانىد صفحه اى از M ٔو نقطه CD و AB 13ــ دو خط غىرخاص
بگذرانىد که هم با AB و هم با CD موازى باشد؟

راهنماىى: براى آنکه خطى با صفحه اى موازى باشد کافى است با ىک خط از آن صفحه موازى باشد.
خطوط  می بینید.  را  جسمى  11ــ6  درشکل  14ــ 
»با  کنىد  مشخص  اىن جسم  در  را  متنافر  و  متقاطع  متوازى، 
نام گذارى همهٔ نقاط«.می توانید برای مرتب بودن کار،ی ک جدول 

درست کنید.

شکل 11 ــ6

15ــ بر خط AB با مشخصات A(65, 30, 15) و B(0, 10, 50)، نقطهٔ N را به گونه ای تعیین کنید که ارتفاع 
آن دوبرابر بعدش باشد.

16ــ ىک خط قائم و ىک خط منتصب و ىک غىر خاص در نظر بگىرىد. خطى رسم کنىد که با قائم و منتصب 
برخورد کند و با غىرخاص موازى باشد. 

17 ــ خطى رسم کنىد که دو خط قائم و دو خط منتصب معىن را قطع کند.

برای مطالعه

1 ــ خطى رسم کنىد که ىک قائم، ىک منتصب، ىک مواجه و خط زمىن را قطع کند.
2 ــ از نقطهٔ N خطى افقى رسم کنىد که ىک خط نىمرخ معلوم را قطع کند.

3 ــ از M(40, 32, 10) خطى رسم کنىد که خط AB با مشخصات  A(0, 5, 20) و B(60, 30, 50) را در 
نقطهٔ N به ارتفاع 35 قطع کند. اندازهٔ حقیقی MN چىست؟

4 ــ از M(60, 60, 60) خطى رسم کنىد که AB با مشخصات A(0, 10, 20) و B(80, 40, 10) را در N با 
بعد و ارتفاع مساوى قطع کند،نخست طول حقىقى MN چىست؟ دوم، آىا مسئله جواب دىگرى هم دارد؟ 

5    ــ ابتدا از نقطهٔ M(30, 19)  خطى افقى رسم کنىد که با F زاوىهٔ 30 درجه بسازد، سپس خطى در M بر آن 
عمود کنىد که زاوىه اش با H، 45 درجه باشد.
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برخورد خط و صفحه را مى توان به روش هاى خط کمکى، صفحهٔ کمکى و تغىىر صفحه 
تعىىن کرد.

فصل هفتم 
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وضعیت خط و صفحه نسبت به هم

هدف هاى رفتارى: در پاىان اىن فصل از فراگىر انتظار مى رود:
1 ــ وضعىت نقطه را نسبت به صفحه بىان کند.

2ــ حالت مختلف خط و صفحه را با روش خط کمکى بررسى کند.

1 ــ7ــ نقطه و صفحه
پیش از بررسى وضعىت هاى گوناگونى که خط نسبت به صفحه می تواند داشته باشد، لازم است وضع نقطه را نسبت به صفحه 

بررسى کنىم.
نقطه نسبت به صفحه مى تواند تنها دو حالت داشته باشد:

الف ــ نقطه روى صفحه است؛
ب ــ نقطه خارج از صفحه است.

در دو مسئلهٔ حل شده اىن موضوع را بررسى مى کنىم:
تمرین اول: صفحه اى با ىک مثلث ABC نماىش و تصوىر روبه روى نقطه اى از آن به نام ʹm داده شده است. تصوىر افقى 

نقطه را معىن کنىد )شکل 1ــ7(.

′m

a

b

′c

′b

′a

F

H
c

شکل 1 ــ7

براى حل مسئله مى توان از ىک خط کمکى استفاده کرد. به اىن صورت که:
ــ ابتدا تصوىر روبه روى خطى از صفحه را به گونه اى درنظر مى گىرىم که شامل ʹm باشد؛

ــ اىن خط را از نقطهٔ معلومى از صفحه مانند ʹa مى گذرانىم؛
ــ خط در نقطهٔ ʹd ، ضلع ʹbʹc را قطع مى کند؛
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تصوىر افقى نقطهٔ D، ىعنى d را روى bc به کمک 
خط رابط به دست مى آورىم؛

انتخابى،  کمکى  افقى خط  تصوىر   ،ad درنتىجه 
معىن مى شود.

با ترسىم رابط، m، ىعنى تصوىر افقى نقطه به دست 
مى آىد )شکل 2ــ7(.
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شکل 2 ــ7
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شکل 3  ــ7

به  را  هم صفحه اى  باز  اىنجا  در  دوم:  تمرین 
کمک ىک مثلث معرفى کرده اىم. نقطه اى مانند ʹnn هم 
  nnʹٔمفروض است. مى خواهىم تحقىق کنىم کـه آىا نقطه

در صفحه واقع هست ىا خىر )شکل 3ــ7(.

حل: مطابق مسئلهٔ پیش و در تصوىر روبه رو، خطى را از صفحه درنظر مى گىرىم که به ظاهر از ʹn مى گذرد.
ــ تصوىر افقى خط، ىعنى ad را به دست مى آورىم.

در اىن صورت، دو حالت پىش مى آىد:
ــ اگر n روى ad بود، ʹnn در صفحه واقع است.
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ــ اگر n روى ad نبود، ʹnn نقطه اى خارج از صفحه است که در تمرین چنىن است )شکل 4ــ7(.
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شکل 4 ــ7

در اىنجا اضافه مى شود که مى توان خط AD ىعنى خط کمکى را افقى، جبهى و ىا هر خط دىگرى از صفحه هم درنظر گرفت. 
همچنین مى توان حل مسئله را از تصوىر افقى شروع کرد.

2ــ7ــ خط و صفحه
خط و صفحه نسبت به هم مى توانند سه حالت داشته باشند:

1ــ خط روى صفحه است.
2ــ خط با صفحه متقاطع است.
3ــ خط با صفحه موازى است.

براى آنکه خطى واقع در صفحه اى باشد، شرط لازم و کافى آن است که دو نقطه اش در صفحه قرار داشته باشد.
1ــ2ــ7ــ روش خط کمکى: براى تحقىق وضع خط نسبت به صفحه؛ روش هاى مختلفى وجود دارد کهی کی از آنها روش 

» خط کمکى« است.
تمرین اول: وضع خط ʹefeʹf را نسبت به صفحهٔ  ABC معىن کنىد )شکل 5    ــ7ــ الف(.

حل: 
ــ خطى از صفحهٔ ABC موجود است که تصوىر روبروىش روىʹfʹe واقع است. با نام گذارى اىن خط به نام ʹII تصوىر افقى 

آن را به دست مى آورىم )شکل 5    ــ7ــ ب(.
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شکل 5     ــ7

ــ تصوىر افقى l خواهد بود.
در اىن شراىط سه حالت ممکن است:

1ــ l واقع بر ef است. در اىن صورت EF خطى واقع بر صفحهٔ ABC مى باشد.
2ــ l با ef متقاطع است. در اىن صورت EF صفحهٔ ABC را قطع مى کند »نقطهٔ تقاطع l با ef در حقىقت نقطهٔ برخورد EF و 

صفحه است«.
3ــ l با ef موازى است، در اىن صورت EF با صفحهٔ ABC موازى است. در شراىط اىن مسئله، پاره خط EF با صفحه برخورد 

دارد، »زىرا l با ef متقاطع شد«.
اکنون اگر نقطهٔ برخورد را m بنامىم، با رابط، ʹm را هم معىن مى کنىم. همچنین حل مسئله را مى توان از تصوىر افقى هم    

شروع کرد.
یادداشت: ممکن است خط با صفحه موازى نباشد، در آن هم واقع نباشد ولى در محدودهٔ موجود تقاطعى هم نداشته باشد، در 

اىن صورت خط، ادامهٔ l را در خارج از محدودهٔ abc قطع خواهد کرد که تعىىن آن لزومى ندارد.
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1ــ نقطه نسبت به صفحه چه حالت هایی دارد؟ با رسم شکل دستی توضیح دهید.
2ــ چگونگی نقطهٔ M(60, 40, 30)، را نسبت به صفحهٔ ABC با شرایط B(60, 80, 60) ،A(0, 0, 20) و 

C(120, 20, 0) بررسی کنید.
3ــ خط نسبت به صفحه چند حالت دارد؟ در صورت محدود بودن صفحه، آیا حالت چهارمی هم هست؟

4ــ ابتدا صفحهٔ MNK را رسم کنید با شرایط K(60, 0, 0) ،M(0, 20, 40) و N(120, 60, 60)، آنگاه 
وضعیت خط AB با شرایط B(20, 20, 36) و A(80, 26, 20)،  را نسبت به آن تحقیق کنید.

5  ــ روش خط کمکى براى تعىىن نقطهٔ برخورد خط و صفحه را بىان کنىد.
6   ــ در نمونه هاى داده شده وضع خط MN و صفحهٔ ABC را نسبت به هم بررسى نماىىد و در صورت متقاطع 

بودن، نقطه تقاطع را معىن کنىد. »همچنین نوع خط و صفحه را در شکل هاى 6  ــ7 تا 9ــ7 بگویید.«
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برای مطالعه

1ــ چگونگی دو خط نیمرخ  AB و CD رابررسی کنید.معلومات زیر را داریم:
 D(10, 5, 45) و C(10, 45, 0)،B(60, 10, 55) ،A(60, 60, 5)

2ــ دو خط AB و CD در نقطهٔ O برخورد کرده اند.ی ک خط روبه رو با نام MN به طول 66 را به گونه ای رسم 
کنید که M روی AB و N روی CD باشد. معلومات زیر را داریم:

D(20, 60, 10) ،B(0, 0, 70) و O(60, 30, 30)، طول A برابر 90 و طول C برابر 100
3ــ O مرکزی ک صفحهٔ منتصب به شکل حقیقی مربع (ABCD) است. این صفحه با H زاویهٔ 30 درجه دارد. 

معلومات زیر را داریم:
20 . مربع را بسازید. 2 AC ،O(60, 40, 30) خطی روبه رو، ضلع مربع برابر 


