
Âu� XL��

	UO�O
d� “« d~�œ v��U��

t�bI�

XL�� s¹« —œ Ær¹bý UMý¬ XÝ«  UO³O�dð YŠU³� “« vJ¹ t� U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE& UÐ ‰Ë« XL�� —œ

ôuLF�  UO³O�dð Ær¹uýÅv� UMý¬  UO³O�dð “« d~¹œ v¦ŠU³� UÐÎ«c1 Ë œ—«œ —U�ÅÅËÅdÝ v¼UM²� ÈU¼ÅtŽuL−� UÐ 

ö� Ær¹uýÅv� UMý¬ ‘—ULý ÈU¼—«eÐ« “« vCFÐ UÐ U−M¹« —œ ÆXÝ« ‘—ULý ̈  UO³O�dð YŠU³� “« vJ¹ÎtÐ 

œuš t� bMM� «bOÄ v<U� ÈÅÁeO~&« tO1Ë« v¹UMý¬ s¹« UÐ Ê«“u�¬Åg&«œ t� bO�« s¹« UÐ ¨rOM�Åv� ÁbM�Ð  U�bI�

Æb&“«œdáÐ tF1UD� tÐ YŠU³� s¹« —œ

 qB< —œ∑Æb?M?M?� p?L?� v{U¹— d~¹œ V1UD� rN< tÐ bM&«uðÅv� t&u~Ç U¼Å·«dÖ rO¼œÅv� ÊUA& 

pL� vŽ«e²&« rO¼UH� r�−ð tÐ b&—«œ t� ÈœuNý q¹ULý Ë qJý UÐ U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� ÈU¼Åf¹dðU� Ë U¼Å·«dÖ

ÊUL¼ eO& ·«dÖ ÆXÝ« Ê¬ ÊœuÐÅÈœuNý b¹¬Åv� ÊULýuš tÝbM¼ “« U� ÈÅtL¼ t� vK¹ôœ “« vJ¹  ÆbMM�Åv�

„—œ X?�O& ÕdD� U¼Å”√— ÊUJ� U¹ Ë U¼Å‰U¹ ‰uÞ ·«dÖ —«œuL& rÝ— —œ ÊuÇ ÁËöŽÅtÐ Æœ—«œ «— “UO²�«

 g?V?Ð —œ ÆœuýÅv� dðÅÁœUÝ ÈœuNý∑‡‡Å±—œ Ær?O?M?�Åv?� Õd?D� «— ÈœuNý ÈU¼ÅÁœUH²Ý« s¹« “« vCFÐ 

p?L?� r?O¼UH� „—œ tÐ U¼—«œuL& s¹« Æœ«œ X³�& U¼ÅÊ¬ tÐ v¹U¼—«œuL& Ê«uðÅv� eO& U¼ÅtŽuL−� ÈÅtF1UD�

gVÐ ÆrO¼œ rOLFð r¹«Åt²<dÖ œU¹ t� «— vLO¼UH� rO&«uðÅv� v²Š U¼—«œuL& s¹« “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆbMM�Åv� ÈœU¹“

∑‡‡Å≥ÂbŽ Ë ‰uLý q[« ÂU& tÐ vý—ULý —«eÐ« p¹ rO¼UH� s¹« rOLFð UÐ Æœ—«œ ’UB²š« Ÿu{u� s¹« tÐ 

 qB< —œ Æb¹œ rO¼«uš «— ‰uLý∏Ê«uMŽ tÐ «— v²AÖ“UÐ ÈU¼Åt1U³&œ ÂU& tÐ v{U¹— YŠU³� “« d~¹œ vJ¹ 

ÆX<dÖ rO¼«uš —U�ÅtÐ vý—ULý —«eÐ« p¹

Åµ∑



ÅÅÅÅÅÅÅµ∏

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

qB� ∑

	UO�O
d� —œ vL��� Ë ÈœuN! ÈU"Å‰b�

∑‡‡ÅÅ±U¼Å·«dÖ Ë U¼ÅtDÐ«— ‡‡

�ÆrOM�Åv� È—Ë¬œU¹ r¹«ÅÁb¹œ ÂuÝ ‰UÝ ‰UL²Š« Ë d³ł »U²� —œ t� «— tDÐ«— tÐ ◊uÐd� rO¼UH

∫n?¹d?Fð ÁU?Öd¼ A Ë B p?¹ ÁU?ÖÅÊ¬ ¨b?M?ýU?Ð tŽuL−� Ëœ  t?DÐ«— “«A  t?Ð B“« X?Ý«  —U³Ž 

 “« È«ÅtŽuL−�d¹“A × B ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ ÆA × A «—  ÈË— ÈU¼ÅtDÐ«—AÆbM¹uÖÅv� 

 ‰U¦�±∫ `O×[ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ÈË—   Z ÈÅtDÐ«— p¹ R∫œd� n¹dFð sOMÇ Ê«uðÅv� «— 

aRb U¹ (a, b) ∈R ÁUÖ d¼ a ≤ bÆ

 ÈË— åUÐ ÈËU�� U¹ “« d²JÇu�ò v1uLF� ÈÅtDÐ«— ÊUL¼ tDÐ«— s¹«  Z ÈË— t� XÝ« QÈÅtŽuL−� ̈

 ÈË— Ë ¨U¹uÖ œ«bŽ«  RÆœuýÅv� n¹dFð eO& ¨vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ¨∆

 ‰U¦�≤∫ uCŽ Ëœ d¼ È«dÐ   x,y ∈Z∫rOM�Åv� n¹dFð 

(x,y) ∈R U¹ xRy ÁUÖd¼ x − y “« vÐdC� ∑ÆbýUÐ 

 ∫r¹—«œ fÄ  9R2 Ë   −3R11 v1Ë ¨  3 /R7Æ∆

 ‰U¦�≥∫ ÈÅt?ŽuL−� A = 1,2, 3,4,6,12{ } u?CŽ Ëœ d¼ È«“«ÅtÐ ÆXÝ« ÷ËdH� a,b ∈A

 ∫rOM�Åv� n¹dFðaRb ÁUÖd¼ a bÆ∆

 bOM� ÷d< ‰UŠA Ë v¼UM²� ÈÅtŽuL−� p¹ R ÈË— tDÐ«— p¹ A tÐ ÆbýUÐ R—«œÅXNł ·«dÖ 

G ÈU¼Å”√— ÆrO¼œÅv� X³�& d¹“  —u[ÅtÐ «— G ÈUCŽ« A ”√— Ë bM²�¼ a ”√— tÐ bXÝ« qB²� 

 ÁUÖd¼aRbÆ

 qJý ̈ ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ± ‰U¦� —œ t� «— È«ÅtDÐ«— tÐ ◊uÐd� ·«dÖ ̈≥Æb¼œÅv� ÊUA& XÝ« Ábý Áœ«œ 

ö¦�Î ”√— ± œuš tÐ v²Š ¨”uz— ÂULð tÐ ± œbŽ «d¹“ XÝ« q[Ë ¨±Æœ—ULýÅv� «— `O×[ œ«bŽ« ÂULð 



كيبياتقسمت سوم ـ مباحثى ديگر از تر

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµπ

ö?ÐUI²�Îö?¦?� ÆXÝ« tDÐ«— p¹ d~&UA& —«œÅXNł ·«dÖd¼ Î qJý ·«dÖ “« ≤t?� œu?ýÅv� t−O²& 

 bM&U� È«ÅtDÐ«—R ÈÅtŽuL−� ÈË— A = a,b,c{ }∫r¹—«œ Ë XÝ« Ábý n¹dFð 

aRb  ,  aRc  ,  bRb  ,  cRa  ,  cRcÆ

2 6

12

31

4

 qJý±Êœd$ÅœUŽ ÈÅtDÐ«— —«œÅXNł ·«dÖ ‡‡

a
b

c

pL� U¼ÅtDÐ«— ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« È—UO�Ð „—œ tÐ U¼ÅtDÐ«— Ë ©—«œÅXNł È®U¼Å·«dÖ sOÐ dþUMð s¹«

ö¦� ÆbM�Åv�Î«—u< «— U¼ÅtDÐ«— Êœu³& U¹ ÊœuÐÅÊ—UI²� ¨vÐUð“UÐ bO&«uðÅv� Î◊uÐd� —«œÅXNł ·«dÖ ÈË— “« 

U¼ÅtDÐ«— ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vJ¹ Æb&«ÅÁbý n¹dFð q³� ÈU¼Å‰UÝ ÈU¼Å”—œ —œ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ÆbO¼œ hOVAð

 ÈÅtDÐ«— ÆXÝ« Ê—UI²� œUÄ XO[Uš œ—«œ Ê«Ë«d< œdÐ—U� t�R v²�Ë «—  Ê—UI²� œUÄd¼ È«“«ÅtÐ t� rO¹uÖ

 V?ðd?� ÃË“(a, b) d?Ö« ¨(a, b) ∈R Ë (b,a) ∈R ÁU?ÖÅÊ¬ a = bö?¦?� ÆÎU?¹ “« d?²?J?Çu?�ò ÈÅt?D?Ð«— 

 ‰U¦� —œ åUÐ ÈËU��± ‰U¦� —œ åÊœd�œUŽò ÈÅtDÐ«— Ë ≥ ‰U¦� ÈÅtDÐ«— v1Ë b&«ÅÊ—UI²� œUÄ ÈÅtDÐ«— Ëœ ≤

 qJý≤tDÐ«— p¹ —«œÅXNł ·«dÖ ‡‡



ÅÅÅÅÅÅÅ∂∞

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

ÆX�O& Ê—UI²� œUÄ

ÆrOM�Åv� ÊUOÐ —«œÅXNł ÈU¼Å·«dÖ UÐ «— U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ◊U³ð—« ‰UŠ

p?¹ È«—«œ ”√— d?¼ —œ Ê¬ U?Ð d?þU?M²� —«œÅXNł ·«dÖ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« vÐUð“UÐ tDÐ«— p¹

ÆbM�Åv� q[Ë ‘œuš tÐ «— ”√— p¹ t� XÝ« v1U¹ t�uÞ ÆbýUÐ t�uÞ

t� býUÐ vÖó¹Ë s¹« È«—«œ Ê¬ UÐ dþUM²� —«œÅXNł ·«dÖ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« Ê—UI²� tDÐ«— p¹

 b?M?&U� vÝ√— “« ÁUÖd¼a b?M?&U� vÝ√— tÐ b ”√— “« ÁU?ÖÅÊ¬ b?ýU?Ð œułu� ‰U¹ p¹ b ”√— tÐ av?1U?¹ eO& 

ÆbýUÐ œułu�

býUÐ vÖó¹Ë s¹« È«—«œ Ê¬ UÐ dþUM²� —«œÅXNł ·«dÖ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« Ê—UI²� œUÄ tDÐ«— p¹

 bM&U� vÝ√— “« ÁUÖd¼ t�a bM&U� d~¹œ vÝ√— tÐ b ”√— “« ÁUÖÅÊ¬ býUÐ œułu� ‰U¹ p¹ b ”√— tÐ av1U¹ 

ÆbýU³& œułu�

 bM&U� vÝ√— “« dÖ« Ê¬ UÐ dþUM²� —«œÅXNł ·«dÖ —œ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« v¹U¹«dð tDÐ«— p¹atÐ 

 bM&U� d~¹œ vÝ√—b ”√— “« Ë býUÐ œułu� ‰U¹ p¹ b bM&U� vÝ√— tÐ c”√— “« ÁU~&¬ býUÐ œułu� v1U¹ 

a ”√— tÐ cÆbýUÐ t²ý«œ œułË ‰U¹ p¹ eO& 

 ‰U¦�¥∫ qJý tÐ tłuð UÐ ≤“« p¹ÅêO¼ —«œÅXNł ·«dÖ s¹« UÐ dþUM²� ÈÅtDÐ«— t� œuýÅv� ÂuKF� 

 qJý —«œÅXNł ·«dÖ t� vð—u[—œ Æ©ø«dÇ® œ—«b& «— ‚u< ÈU¼ÅvÖó¹Ë±t� XÝ« È«ÅtDÐ«— UÐ dþUM²� 

ÆXÝ« v¹U¹«dð Ë ¨ÊœuÐÅÊ—UI²�œUÄ ¨vÐUð“UÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë È«—«œ∆

∑‡‡ÅÅ≤U¼Åf¹dðU� Ë U¼ÅtDÐ«— ‡‡

Æbý Áœ«œ X³�&  —ËU−� f¹dðU� ÂU&ÅtÐ p¹ Ë dH[ f¹dðU� p¹ ·«dÖ d¼ tÐ U¼Å·«dÖ XL�� —œ

ö?¦� ÆœuýÅv� n¹dFð tÐUA� —uÞÅtÐ r¼ —«œÅXNł ÈU¼Å·«dÖ  —ËU−� f¹dðU�Î·«dÖ  —ËU−� f¹dðU� 

 qJý —«œÅXNł≤∫XÝ« d¹“  —u[ÅtÐ 

a       b       c    

  

a

b

c

0 1 1

0 1 0

1 0 1

















 qJý tÐ ◊uÐd� ÈÅtDÐ«— UÐ dþUM²� «— f¹dðU� s¹« Ê«uðÅv� fÄ≤ÈÅt¹«—œ t� bOM� tłuð ÆX<dÖ 

ij UÐ ÈËU�� dþUM²� f¹dðU� Â«± dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« iRjÆ



ÅÅÅÅÅÅ



ÅÅÅÅÅÅÅ∂≤

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

 ©»
  
M(R) = 1[ ] n×n ® ÈU¼Åt¹«—œ ÈÅtL¼ vMF¹M(R) dÖ« UNMð Ë dÖ« ©b&«Åp¹ R = A × Aª

 ©Û
  
M(RoR) = M(R)[ ] (2)

Æ

∫ U³Ł«÷d?< ‰Ë« ¨©Û® bMÐ  U³Ł« È«dÐ Æb&uýÅv� t−O²& n¹dFð “« tK[U<öÐ ©»® Ë ©n1«® bMÐ 

 bOM�i(RoR)j bM&U� ÈuCŽ fÄ Æk ∈A t�ÅÈ—uÞÅtÐ œ—«œ œułË iRk Ë kRj ÈU¼Åt¹«—œ fÄ ÆikÂ«

 Ëkj f¹dðU� —œ Â«M UÐ ÈËU�� ± ÈÅt¹«—œ t−O²&—œ ÆbM²�¼ ijf¹dðU� —œ Â«  M(2)
  UÐ dÐ«dÐ±‰UŠ ÆXÝ« 

 ÈÅt¹«—œ dÖ« fJŽÅtÐijf¹dðU� —œ Â«  M(2)
 UÐ dÐ«dÐ ±vMF¹ býUÐ 

    
mi1      m1j + mi2     m2j +L+ min     mnj =1

 U?Ð ÈËU?�?� b?¹U?Ð U?¼b&uFLł “« vJ¹ q�«bŠ ÁUÖÅÊ¬±ö?¦?� ÆbýUÐ Î 
  
mik      mkj =1UłÅÊ¬ “« Æ

  
mik = mkj =1 ∫œuýÅv� t−O²& t� ¨kRj Ë iRk Xý«œ rO¼«uš n¹dFð tÐ UMÐ fÄ Æi(RoR)jÆ

‰U¦�∂∫ ÈÅtŽuL−� 
  
A = 1,2, 3,4{ } ÈÅtDÐ«— Ë R ÈË— A —u[ÅtÐ 

R = (1,1),(1,2),(2, 3),(3, 3),(3,4){ }
 ÈÅt³ÝU×� XÝ« »uKD� ÆXÝ« ÷ËdH�RoRÆ

r¹—«œ

  

M(R) =

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0



















∫fÄ

  

M(R)[ ] (2) =

1 1 1 0

0 0 1 1

0 0 1 1

0 0 0 0



















= M(RoR)

 UłÅÊ¬ “« ËRoR = (1,1),(1,2),(1, 3),(2, 3),(2,4),(3, 3),(3,4){ }∆

∫n¹dFð p?¹ Ë d?H[ ÈU¼Åf¹dðU� bOM� ÷d< A = aij[ ] m×n
 Ë B = bij[ ] m×n

ÈÅÁ“«b&« “« 

m × n rO¹uÖ ÆbMýUÐ A ÈËU;� U¹ “« d²JÇu$ U?Ð B rO�¹u&Åv� Ë XÝ« A < < Bd¼ È«“«ÅtÐ ÁUÖd¼ 

  1≤ i ≤ m d¼ Ë 
  
1≤ j ≤ n rOýUÐ t²ý«œ aij ≤ bijÆ

 dÖ« t� XÝ« sýË—
  
M1 Ë 

  
M2 ÈU¼ÅtDÐ«— UÐ dþUM²� ÈU¼Åf¹dðU� 

  
R1 Ë 

  
R2ÈÅtŽuL−� p¹ ÈË— 

Æ Æ Æ

Æ

Æ Æ Æ



ÅÅÅÅÅÅ

  xz  
Æ
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ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂µ

® ÈÅt?DÐ«—±‘—U?L?ý —œ «d?¹“ Æb?M?�Åv?� t?O?łu?ð e?O?& «— å‰u?Lý ÂbŽ Ë ‰uLýò ÈÅtOL�ð tłË ©

 ÈÅt?Žu?L−� ÈUCŽ«    A1UA2 ÈU?CŽ« ÈÅtL¼ ‰Ë« ¨
  
A1 Ë 

  
A2 r?¹—Ë¬Åv?� »U�ŠÅtÐ «— ®v1Ë ©‰uLý

 ÈU?C?Ž«  —u?[ s¹« —œ ÊuÇ    A1IA2Ã—U?š œu?š ‘—U?L?ý “« «— U?¼ÅÊ¬ b?M?¹¬Åv?� »U�Š tÐ —UÐËœ 

Æ©‰uLý ÂbŽ® rOM�Åv�

 ‰U¦�∏∫ÈÅtŽuL−� “« uCŽ bMÇ A = n ∈N 1≤ n ≤ 6300{ }dÐ t& µ dÐ t&Ë b&d¹cÄÅrO�Ið ≥ø

 b?OM� ÷d<
  
A1 ÈÅtŽuL−�d¹“ A »—U?C� “« qJA²� ≥ Ë 

  
A2  ÈÅt?ŽuL−�d¹“A“« qJA²� 

 »—UC�µ r?O?¼«ušÅv� ÆbMýUÐ 

    
A1UA2

rOM� «bOÄ «— ®ÅBr?L²� 
±

 ÈÅt?ŽuL−� BÆ©b¼œÅv� g¹UL& «— 

∫r¹—«œ

A1 = 6300

3
= 2100

A2 = 6300

5
=1260

 ÊuÇ Ë    A1IA2
 dÐ r¼ t� bM²�¼ Èœ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ≥ dÐ r¼ Ë µ∫fÄ b&d¹cÄÅrO�Ið 

    
A1IA2 = 6300

(3)(5)
= 420

® ÈÅtDÐ«— tÐ tłuð UÐ t−O²&—œ±∫r¹—«œ ©

    A1UA2 = 2100+1260− 420

                                                                                   = 2940

 UłÅÊ¬ “« Ë

    
A1UA2 = 6300−2940= 3360Æ∆

 È«dÐ ‰UŠ  n = 3ÆrOM�Åv� tF1UD� «— ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q[« 

 ÈÅt?OC6≥∫ b?OM� ÷d< 
  
A1 Ë 

  
A2 Ë 

  
A

3
 ÈÅt?Žu?L?−?� p¹ “« v¼UM²� ÈÅtŽuL−�d¹“ tÝ A

r¹—«œ ÆbMýUÐ

    A1UA2 UA
3

= A1 + A2 + A
3

− A1IA2 − A1IA
3

    − A2 IA
3

+ A1IA2 IA
3

                  ®Å≤©

± ÈÅtŽuL−� rL²� ‡‡BUÐ v¼UÖ «—′BU¹ Bc
Æb&dÐÅv� —U�ÅtÐ «— qLJ� ÕöD[« v¼UÖ rL²� ÈUłÅtÐÆbM¼œÅv� g¹UL& r¼ 

∫
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ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂∑

lÐ«uð s¹« q� œ«bFð fÄ ÆbýUÐ »UV²&« tÝ  3.3.3.3 = 81 b?O?M� ÷d< ‰UŠ ÆXÝ« AiÈÅt?Žu?L−� 

 “« ÈuCŽ êO¼ t� býUÐ vFÐ«uðB tÐ «— aiÆbM¼œÅvL& X³�& 

∫vMF¹
  
Ai = f ∈S:ai ∉f(B){ }         i =1,2,3

 ÈÅtŽuL−� ÈUCŽ« œ«bFð ‘—ULý —uEM�    A1UA2 UA
3

 ‰u�d< “« ÆXÝ« ®Å≤ ÈÅtOC� —œ ©≥

r¹—«œ ‚u< ‰ôb²Ý« tÐUA�ÆrOM�Åv� ÁœUH²Ý«

A1 = A2 = A
3

= 2
4 =16

Ë    A1IA2 = A1IA
3

= A2 IA
3

=1

Ë    A1IA2 IA
3

=0

∫fÄA1UA2 UA
3

= 2
4 +2

4 +2
4 − (1+1+1) +0= 45

UłÅÊ¬ “« Ë

    
A1UA2 UA

3
= 81− 45 = 36

 “« ÈUýuÄ lÐ«uð œ«bFð t�B tÐ AÆXÝ« ∆

‰uLý q[« “« Ê«uðÅv� ¨nK²V� ÈU¼ÅX¹œËb×� UÐ Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł UÐ  ôœUF� qŠ È«dÐ

ÆbOM� tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ‰Ë« ¨‘Ë— s¹« `O{uð È«dÐ Æœd� ÁœUH²Ý« ‰uLý ÂbŽ Ë

 ‰U¦�±∞∫ bOM� ÷d<  kÊ«uðÅv� ÆXÝ« œułu� Ÿu& d¼ “« Ê«Ë«d< œ«bFð tÐ Ë qÖ nK²V� Ÿu&

 »UV²&« œ«bFð t� œd� XÐUŁn s¹« “« qÖ kœ«bFð UÐ XÝ« dÐ«dÐ XÝ« “U−� eO& —«dJð Ê¬ —œ t� qÖ Ÿu& 

ÈÅt1œUF� vHM�U& `O×[ ÈU¼Å»«uł    x1 + x2 +L+ xk = n UÐ XÝ« ÈËU�� Ë 

  

n + k −1

n






Æ

 dÖ«xi Ÿu?& “« ÁbýÅ»UV²&« ÈU¼ÅqÖ œ«bFð «— id?þUMð p¹ t� œuýÅv� Áb¹œ vÖœUÝÅtÐ r¹dO~Ð Â«

p¹UÐ U¼Å»UV²&« œ«bFð ÈdÐ«dÐ  U³Ł« ÆXÝ« œułu� ‚u< ÈÅt1œUF� ÈU¼Å»«uł Ë U¼Å»UV²&« sOÐ p¹ tÐ 

‰U¦� s¹« —œ t� œd� X�œ b¹UÐ Ær¹«Åt²ý«cÖ Ê«“u�¬Åg&«œ ÈÅÁbNŽ tÐ s¹dLðÅÊ«uMŽ tÐ «— Ábý Áœ«œ —«bI�

ö[« «— qÖ Ÿu& bMÇ U¹ p¹ t� r¹«Åt²<dÖ dE& —œ r¼ «— v¹U¼ÅX1UŠÎÆrOýUÐ ÁœdJ& »UV²&« ∆

 ‰U?¦?�±±∫ ÈÅt?1œU?F?� `?O?×?[ ÈU?¼Å»«u?ł œ«bFð 
  
x1+ x2 + x

3
= 4È«“«Åt?Ð t?� È—u?ÞÅtÐ «— 

  i =1,2, 3 ¨
  
0≤ xi ≤2ÆbOM� «bOÄ býUÐ 

 ÈU¼ÅtŽuL−�
  
A1 ¨

  
A2ÅË 

  
A

3
∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“ VOðdðÅtÐ «— 

  i =1,2, 3 , } t� vÞdýÅtÐ ‚u< ÈÅt1œUF� ÈU¼Å»«uł
  
xi > 2býUÐ ÅAi = {

 ÈÅtŽuL−� œ«bFð b¹UÐ    A1UA2 UA
3

 ‰u�d< dÐUMÐ ÆrOM� «bOÄ «— ®Å≤ ÈÅtOC� “« ©≥∫r¹—«œ 
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A1UA2 UA

3
= S − A1UA2 UA

3

                  = S − A1 − A2 − A
3

+ A1IA2 + A1IA
3

+

                                              A2 IA
3

− A1IA2 IA
3

 Ê¬ —œ t�S ‰U?¦?� t?Ð U?M?Ð f?Ä ÆX?Ý« ‚u?< ÈÅt?1œUF� vHM�U& Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł ÂULð ÈÅtŽuL−� ±∞

Ær¹—«œ

  

S =
3 + 4−1

4






=15

ö?¦?� d~¹œ ·dÞ “«Î œ«b?Fð 
  
A1ÈÅt?1œU?F?� v?H?M?�U?& Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł œ«bFð UÐ XÝ« ÈËU�� 

  
x1 + x2 + x

3
=1 t?Ð d?O?š« ÈÅt?1œUF� »«uł —œ t� XÝ« v<U� «d¹“Æ

  
x1 œbŽ ¨≥p?¹ U?ð rOM� t<U{« 

 ÈÅt1œUF� »«uł
  
x1 + x2 + x

3
= 4 ◊dý UÐ 

  
x1 > 2œuýÅv� Áb¹œ vÖœUÝÅtÐ U�« ÆfJŽdÐ Ë b¹¬ XÝœÅtÐ 

 ÈÅt1œUF� vHM�U& Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł œ«bFð t�
  
x1 + x2 + x

3
=1 UÐ XÝ« ÈËU�� ≥ fÄ Æ

  
A1 = 3

 VOðdð sOL¼ tÐ Ë
  
A2 = A

3
= A1 = 3Æ

r¹—«œ d~¹œ ·dÞ “«A1IA2 = A1IA
3
= A2 IA

3
= φ

 —uÞÅsOL¼A1IA2 IA
3
= φ fÄ ÆA1UA2 UA

3
=15 − 3 − 3 − 3 = 6ÆXIOIŠ —œ 

∂∫b&«ÅsOMÇ ‚u< »«uł 

  (0,2,2),(1,1,2),(1,2,1),(2,0,2),(2,1,1),(2,2,0)

∆

 UÐ œ«bŽ« ÈÅt¹dE& XL�� —œdK¹Ë« vÐU;Š lÐUð φ—uEM� Ær¹«ÅÁbý UMý¬ åv{U¹— ÈÅtK−�ò Ê«uMŽÅtÐ 

 “«φ (n) X³¦� Ë `O×[ œ«bŽ« œ«bFð “« XÝ«  —U³Ž m “« d²JÇu� t� n Ë ÁœuÐ Ê¬ UÐ ÈËU�� U¹ m Ë n

ÆXÝ« lÐUð s¹« ÈÅÁ—UÐ—œ vK� È«ÅtOC� “« v[Uš X1UŠ d¹“ ÈÅtOC� ÆbMýUÐ ‰Ë« r¼ tÐ X³�&

 ÈÅt?OC6¥∫ X?³?¦?� Ë `?O×[ œbŽ bOM� ÷d< ne?¹U?L?²?� Ë ‰Ë« œbŽ tÝ »d{Åq[UŠ UÐ dÐ«dÐ 

∫bMýUÐ d¹“  —u[ÅtÐ

  
n = p1p2p

3

 —u[ s¹« —œ

  

φ (n) = n(1− 1

p1

)(1− 1

p2

)(1− 1

p
3

)
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∫ U³Ł« ÈU¼ÅtŽuL−� Ai∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“ VOðdðÅtÐ «— 

  
Ai = m:1≤ m ≤ n, pi m{ },   i =1,2, 3

 ÈU???¼Åt??Žu??L??−??� È«d??Ð «— ‰u??L??ý Âb??Ž Ë ‰u??L??ý q??[« ‰U??ŠAi∫r???¹—«œ Ær??O??�??¹u??&Åv??� 

    
φ (n) = A1UA2 UA

3
 È«dÐ Ë   i =1,2, 3

 
    
Ai = {pi ,2pi , 3pi ,K,( n

pi
)pi}

 f???????ÄAi = n
pi

 È«“«Åt???????Ð V???????O???????ðd???????ð s???????O??????L??????¼ t??????Ð Æi ≠ j ¨

  

Ai IA j = n
pip j

Ë ¨

    
A1IA2 IA

3
= n

p1p2p
3

 È tDÐ«— “« ÊuM�« Æ®Å≤ ÈÅtOC� —œ ©≥∫t� r¹dOÖÅv� t−O²& 

    
n − φ (n) = A1UA2 UA

3
= n

p1

+ n
p2

+ n
p

3

− n
p1p2

− n
p1p

3

− n
p2p

3

+ n
p1p2p

3

φ (n) = n − n
p1

− n
p2

− n
p

3

+ n
p1p2

+ n
p1p

3

+ n
p2p

3

− n
p1p2p

3

  

= n(1− 1

p1

)(1− 1

p2

)(1− 1

p3

)
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 ‰U¦�±≤∫ bOM� XÐUŁ 
  
φ (42) =12Æ

 ÊuÇ  42 = 2.3.7 “« rJŠ ¨� ÈÅtOC¥∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

  

φ (42) = 42(1− 1

2
)(1− 1

3
)(1− 1

7
) =12

ULOI²�� Ê«uðÅv� «— t−O²& s¹«Î “« d²AOÐU& X³¦� Ë ̀ O×[ œ«bŽ« ÂULð «d¹“ Æœd� vÝ—dÐ r¼ ¥≤t� 

∫“« b&«Å —U³Ž bM²�¼ ‰Ë« Ê¬ tÐ X³�&

  1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41

∆

∑‡‡¥U¼Ås¹dLð ‡‡

± bOM� ÷d< ‡‡
  
A = 1,2, 3,4{ }ÈÅtDÐ«— t� bOM� rÝ— v<«dÖd¹“ ÈU¼ÅX1UŠ “« p¹d¼ È«dÐ Æ

Ê¬ UÐ dþUM²�
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∏ÈË— d?¹“ ÈÅt?D?Ð«— U?¹¬ t?� b?O?¼œ ÊU?A?& b?¹«ÅÁb?&«u?š qB< s¹« —œ t� v¹U¼ÅtOC� “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅÅ

 ÈÅtŽuL−�
  
A = 1,2, 3,4{ }ÆdOš U¹ XÝ« È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— p¹ 

R = (1,1),(2,2),(3, 3),(4,4),(1,2),(1, 3),(2,4),(4,2),(2,1),(3,1){ }
π f?¹d?ðU?� p¹ ‡‡n × nö?¦?� e?¹U?L²� œ«bŽ« “« Î     1,2, 3,K, n2

«— v?I?JË lÐd� p¹  ®l?Ðd?� U¹

q?[U?Š ¨Êu?²?Ý d¼ ÈU¼Åt¹«—œ lLłÅq[UŠ ¨dDÝ d¼ ÈU¼Åt¹«—œ lLłÅÅq[UŠ ÁUÖd¼ ¨rO�U&Åv� ©v¹ËœUł

p¹ ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ ÆbMýUÐ ÈËU�� r¼ UÐ vŽd< dD� ÈU¼Åt¹«—œ lLł q[UŠ Ë ¨vK[« dD� ÈU¼Åt¹«—œ lLł

 vI<Ë lÐd�  3 × 3ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA& d¹“ —œ 

  

2 7 6

9 5 1

4 3 8

 vI<Ë lÐd� d¼ —œ t� bOM� XÐUŁ  3 × 3ÈUCŽ« “« t�     1,2,3,K,9t� ÈuCŽ XÝ« Ábý qOJAð 

 lÐd� e�d� —œ� œbŽ tAOL¼ œdOÖÅv� —«dµÆXÝ« 

±∞ ·«dÖ ‡‡G p¹ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ v¹ËœUł È—«cÖÅV;ÇdÐ GÊœd�dþUM²� “« XÝ«  —U³Ž 

ôuLF� ¨Èœ«bŽ«Î ÈU¼Å‰U¹ tÐ ¨X³¦� Ë `O×[ G—U� ÈU¼Å‰U¹ UÐ dþUM²� œ«bŽ« lLłÅq[UŠ t� È—uÞÅtÐ Ò

 qJý —œ t� v<«dÖ —œ ÆbýUÐ XÐUŁ ÈœbŽ ”√— d¼ dÐµU¼Å‰U¹ ÈË— t� Èœ«bŽ« XÝ« Ábý Áœ«œ ©n1«® 

ÈU¼Å‰U¹ tÐ dþUM²� œ«bŽ« lLłÅq[UŠ «d¹“ ̈ b¼œÅv� ÊUA& «— v¹ËœUł È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ b&«ÅÁbý t²ýu&

—U�Ò UÐ ÈËU�� ”√— d¼ dÐ ¥ÆXÝ« 

 vI<Ë lÐd� “« ÁœUH²Ý« UÐ  3 × 3 qJý ·«dÖ È«dÐ v¹ËœUł È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ µXÝœÅtÐ ©»® 

Æb¹—Ë¬

±± »UV²&« œ«bFð t� bOM� XÐUŁ ‡‡n “« qÖ kÈËU�� býUÐ “U−� eO& —«dJð t� ¨qÖ nK²V� Ÿu& 

 UÐ XÝ«

  

n + k −1
n





Æ

1 3

12

2

1

v¹ËœUł È—«cÖÅV;ÇdÐ p¹ ©n/«®©»® 

 qJýµÅ
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±≤ÆbOM� «bOÄ «— d¹“  ôœUF� “« p¹d¼ X³¦� Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł œ«bFð ‡‡

©n1«
  
x1 + x2 + x

3
= 7

©»x1+ x2 + x3 = 8    ,  2≤ x1 ≤ 3   ,  4 ≤ x2 ≤ 8   ,  x3 ≥1

©Ûx1+ x2 + x3 =14  ,   1≤ xi ≤ 7   ,  i =1,2,3

±≥ÈU?‡?¼År�— “« p¹d‡¼ U‡¼ÅÊ¬ —œ t‡� vL�—ÅZMÄ ÈU‡¼Åt�UMÝUMý ÈÅÁ—ULý œ«b‡F‡ð XÝ« »uKD� ‡‡

± ¨Å≥ Ë ∑Æb&uýÅv� d¼Uþ —UÐ p¹ q�«bŠ 

±¥ “« v?¼«ušdE& p¹ —œ ‡‡±∞∞ ∫X?Ý« Áb?�¬ X?ÝœÅtÐ d¹“ ZÐU²& “u�¬Åg&«œ dH& ∂∞U?¼ÅÊ¬ dH& 

 ÈÅtK−�A ¨b?M&«ušÅv� «— µ∞ ÈÅtK−� dH& B ¨µ∞ ÈÅt?K−� dH& C ¨≥∞ ÈU¼ÅtK−� dH& A Ë B ¨≤∞d?H& 

 ÈU¼ÅtK−�B Ë C ̈¥∞ ÈU¼ÅtK−� dH& A Ë C ÁdšôUÐ Ë ±∞ ÈÅtK−� tÝ d¼ dH& A Ë B Ë CÆbM&«ušÅv� «— 

∫t� v&«“u�¬Åg&«œ œ«bFð XÝ« »uKD�

ªbM&«ušÅvL& È«ÅtK−� êO¼ ©n1«

UIO�œ ©»Î ≤ªbM&«ušÅv� tK−� 

 q�«bŠ ©Û≤ªbM&«ušÅv� tK−� 

±µÆbOM�  U³Ł« «— Ê¬ Ë bO�¹uMÐ tŽuL−� —UNÇ X1UŠ —œ «— ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q[« ©n1« ‡‡

U¼U²ÝË— “« vCFÐ sOÐ t<dÞËœ v¹U¼ÅÁ«— XÝ« —«d� Æœ—«œ œułË U²ÝË— —UNÇ È«ÅtIDM� —œ ©»

U²¹UN& t� È—uÞÅtÐ œuý t²šUÝÎs¹« Æb&UL& ©d~¹œ ÈU²ÝË— êO¼ UÐ ◊U³ð—« ÊËbÐ vMF¹® œdHM� v¹U²ÝË— êO¼ 

øœ—«œ ÊUJ�« o¹dÞ bMÇ tÐ —U�

±∂ p¹ ÆœuýÅv� n¹dFð nK²V� ÈU¼ÅÈ—«cÖ V�ÇdÐ U¼ÅXš—œ È«dÐ ‡‡d¹cá/œ È—«cÖÅV;ÇdÐ

 Xš—œ p¹ È«dÐn œ«bŽ« Êœ«œÅX³�&“« XÝ«  —U³Ž vÝ√—     1,2, 3,K, nt� È—uÞÅtÐ ¨Ê¬ ”uz— tÐ 

 U¼Å‰U¹ V�ÇdÐ  n −1 “« ‰U¹ d¼ V�ÇdÐ Ë bMýUÐ e¹UL²� œbŽ �Ëœ ÈU?¼Å”√— V�ÇdÐ q{UHð oKD�—b

ö¦� Æb¹¬ XÝœÅtÐ Ê¬ ÈUN²&«Î qJý —œ ∂ÆrOMOÐÅv� «— d¹cá1œ È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ ©n1«® 

 q?J?ý X?š—œ È«d?Ð d?¹c?á1œ È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹∂ ∫b?O?M� «bOÄ ©»®  ”b?Šd?¼ò t?� XÝ« s¹«

ÆXÝ« ÁbA& œ— U¹ XÐUŁ “uM¼ ”bŠ s¹« v1Ë Æåœ—«œ d¹cá1œ È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ Xš—œ
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3 2

1

5

4 6T 7

 qJý∂Å

d¹cá/œ È—«cÖÅV;ÇdÐ p¹ ©n/«®  ©»®  

lł«d�

Å±‡‡ÅË Èb?OLŽ vKŽ ÈÅtLłdð Ær¹—ULAÐ ‘—ULý ÊËbÐ t&u~Ç U¹ »UV²&«  UO{U¹— ¨ÊuO& Ê«u¹« 

 ‰Ë« ÛUÇ ¨Ê«dNð ¨v¼U~A&«œ dA& e�d� ¨vÐcł ‰u²Ð±≥∂∏Æ

2 _ R.P. Grimaldi, Discrete and Combinatorial Mathematics: An Applied
Introduction, 2nd. ed., Addison- Wesley 1989.±

±Æœd� b¼«uš dA²M� «— lłd� s¹« vÝ—U< ÈÅtLłdð v¼U~A&«œ dA& e�d� ‡‡
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ÆX<dÖ Áb¹« eO& vK� X1UŠ È«dÐ v²Š«—ÅtÐ Ê«uðÅv�

œ�éÇ ÈÅtýuÖ Ëœ —œ l�«Ë ÈU¼Åt¹«—œ “« vCFÐ ‚u< lÐd� Ëœ d¼ —œ t� bOM� X

 ‰Ë« l?Ðd?� —œ Ær?¹«Åt?²ýu& Å@&—ÅdÄ «— sO¹UÄ XÝ«— Ë ôUÐ¥ ÂËœ lÐd� —œ Ë Uð ∂s?¹« “« Uð 

s¹« jI< lÐd� Ëœ s¹« “« p¹d¼ —œ dÖ« t� XÝ« s¹« V1Uł Æb&—«œ —«d� @&—ÅdÄ ÈU¼Åt¹«—œ

Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ U²J¹ —uÞÅtÐ «— U¼Åt¹«—œ tOIÐ rO&«uðÅv� bM¼bÐ U� tÐ «— U¼Åt¹«—œ

vK� X1UŠ —œ Ábý Áœ«œ @&—ÅdÄ ÈU¼Åt¹«—œ œ«bFð

  

n2

4









bOM� ÷d< ‰UŠ ÆXÝ« 

œUL²Ž« œ—u� hVý p¹ tÐ bO¼«ušÅv� t� XÝ« vðUŽöÞ« sOðô lÐd� p¹ ÈU¼Åt¹«—œ

 lÐd� p¹ ÆbO¼bÐ œušn × n“«   n2
œUNMAOÄ ‚u< Èu~1« ÆœuýÅv� qOJAð  UŽöÞ« 

 œËb?Š t?� XÝ« v<U� jI< t� bM�Åv�

  

1

4

œ—u?� h?V?ý ÆbOM� qI²M� «—  UŽöÞ« “« 

ÆbM� «bOÄ U²J¹ —uÞÅtÐ «— tOIÐ b&«uðÅv� œUL²Ž«

v{U¹— ÈÅtK−�

ÈÅÁ—UÐ—œ ‚dý ÊU&«œÅv{U¹— t� XÝ« vðUO³O�dð ÈU¼—U²šUÝ “« vJ¹ vI<Ë lÐd�

ÈU?¼ÅÁ“«b?&« È«d?Ð U?¼Ål?Ðd?� s¹« XšUÝ ÈU¼Å‘Ë— Ë b&«ÅÁœ«œ ÂU−&« È—UO�Ð ÈU¼—U� Ê¬

ôu[« ÆXÝ« Ê«bMLA&«œ s¹« tÐ »u�M� nK²V�Îs¹dðÅrN� “« vJ¹ vðUO³O�dð ÈU¼—U²šUÝ 

ÈU¼—U²šUÝ s¹dðÅrN� “« ÆbM²�¼ eO& Ê«Ë«d< ÈU¼œdÐ—U� È«—«œ t� XÝ«  UO³O�dð YŠU³�

p¹ “« XÝ«  —U³Ž sOðô lÐd� p¹ ÆXÝ« v�uKÐ ÈU¼ÅÕdÞ Ë sOðô ÈU¼ÅlÐd� vðUO³O�dð

 f?¹d?ðU�n × n ÈU?¼Åt?¹«—œ UÐ     1,2, 3,K, nÊu?²?Ý d?¼ —œ Ë d?D?Ý d¼ —œ t�ÅÈ—uÞÅtÐ 

ÆbMýU³& È—«dJð ÈU¼Åt¹«—œ

ÈU¼ÅlÐd� ÈU¼œdÐ—U� “« vJ¹ Æb&—«œ ◊U³ð—« eO& vI<Ë ÈU¼ÅlÐd� UÐ sOðô ÈU¼ÅlÐd�

 d?¼ È«“«ÅtÐ ÆXÝ« È—U~&e�— Y×³� —œ sOðôn“« s?Oðô lÐd� p¹ Ê«uðÅv� Ábý Áœ«œ 

 t?³?ðd�n È«“«Åt?Ð d?¹“ —œ t?� v?¹U?¼Ål?Ðd?� “« ÆXšUÝ   n = 4 Ë   n = 5b?&«ÅÁb?ý t?²?šUÝ 

µ    ¥    ≥    ≤   ±

±    µ    ¥    ≥   ≤

≤    ±    µ    ¥   ≥

≥    ≤    ±    µ   ¥

¥    ≥    ≤    ±   µ

¥    ≥    ≤   ±

±    ¥    ≥   ≤

≤    ±    ¥   ≥

≥  ÅÅ ≤    ±   ¥


