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∫r¹—«œ

  

0≤ q ≤
p

2






= p(p −1) / 2

∫n?¹d?Fð ·«d?Ö d¼ —œ G = (V,E) ÈÅt?Žu?L?−?� ÈU?CŽ« œ«bFð V «—  ÈÅt?³?ðd�Gœ«b?F?ð Ë 

 ÈÅtŽuL−� ÈUCŽ«E «— ÈÅÁ“«b�« GôuLF� Ë rO�U6Åv� Î UÐ ¨VOðdð tÐ ¨«— U¼ÅÊ¬ p Ë qÆrO¼œÅv� g¹UL6 

 ÈÅt³ðd�G UÐ «— p(G) UÐ «— Ê¬ ÈÅÁ“«b6« Ë q(G)ÆrO¼œÅv� g¹UL6 r¼ 

 ‰U?¦�±∫ q?J?ý ·«d?Ö ÈÅt³ðd� ≤ q?B& “« ±·«d?Ö ÈÅt?³?ðd?� ÆXÝ« XH¼ Ê¬ ÈÅÁ“«b6« Ë ZMÄ 

ö¦� tÐ ◊uÐd�Î qJý® ÊUðuÐ µ qB& “« ± ©±¥ Ê¬ ÈÅÁ“«b6« Ë ±≥d¹UÝ œ—u� —œ t� bOM� tłuð ÆXÝ« 

 ÈÅtDÐ«— eO6 qJý s¹« ÈU¼Å·«dÖ
  
p = q +1ÆXÝ« —«dSdÐ ∆
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≤‡‡Å≤vNð Ë q�U, ¨rE²M� ÈU¼Å·«dÖ ‡‡

∫n¹dFð vHM�U6 Ë ̀ O×a œbŽ r ·«dÖ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ G ÈÅt³ðd� “« p «— r 
≠

rE²M� rO�U6Åv� 

 ”√—d¼ ÈÅtł—œ ÁUÖd¼G UÐ dÐ«dÐ r ·«dÖ d¼ ¨býUÐ 
  
(p −1) 

≠
 ÈÅt³ðd� “« rE²M� p «— q�U, ·«dÖr¼ 

 UÐ «— Ê¬ Ë rO�U6Åv�K pÆrO¼œÅv� g¹UL6 

 ‰U¦�¥∫ÅqJý ·«dÖ Ëœ “« p¹ d¼ ± Ëœ ¨
≠

 ‰U¦� Ëœ s¹« —œ ÊuÇ v]Ë XÝ« rE²M� 
  
p = 5Ë 

  
p −1= 4 ≠ 2 q�U� ·«dÖ —œ t� bOM� tłuð ÆbM²_O6 q�U� ·«dÖ Ëœ s¹« G ÈÅt³ðd� “« pd¼ ÈÅtł—œ 

 ”√—
  
p −1 d¼ È«“«ÅtÐ «c] Ë XÝ« u,v ∈V(G)¨u ≠ v r¹—«œ uv ∈E(G)Æ

b
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e
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 qJý± ÈU¼Å·«dÖ ‡‡≤rE²M� ‡‡

K5 :K4 :K3 :K1 : K2 :

 qJý≤ ÈU¼Åt³ðd� “« q�U, ÈU¼Å·«dÖ ‡‡± Uð µ

∆

 ÈÅtOC$≤∫ q�U� ·«dÖ ÈU¼Å‰U¹ œ«bFð Kp ¨  p ∈N UÐ dÐ«dÐ 
  
p(p −1) / 2ÆXÝ« 

∫ U³Ł« ·«dÖ ÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ŸuL−� Kp UÐ dÐ«dÐ 
  
p(p −1)ÈÅtOCS dÐUMÐ ̈ fÄ ÆXÝ« ±¨

 UÐ dÐ«dÐ œbŽ s¹« nB6q(Kp )ÆXÝ« 

∆

 ‰U¦�µ∫ q?�U� ·«dÖ ZMÄ d¹“ qJý —œ Kp ¨
  
1≤ p ≤ 5“« p¹ d¼ œ—u� —œ Æb6«ÅÁbý rÝ— ¨

 ÈU¼Å‰U¹ œ«bFð t� œuýÅv� Áb¹œ U¼Å‰U¦� s¹«Kp UÐ dÐ«dÐ 
  
p(p −1) / 2ÆXÝ« 
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ÅÅÅÅÅ±≥

∫œ«œ—«d$ ·«dÖ ∞ ÈÅt³ðd� “« rE²M� ‡‡ p UÐ «— K
−

p ÊuÇ ÆrO¼œÅv� g¹UL6 K
−

p¨œ—«b6 ‰U¹ êO¼ 

 vMF¹E(K
−

p ) = ∅ «— ·«dÖ s¹« ̈vNð ·«dÖ UÐ vNð ÈU¼Å·«dÖ ÆrO�U6Åv� r¼ p ̈ ”√— 
  
1≤ p ≤ 5«— ̈

 qJý —œ≥ÆbOMOÐÅv� 

K
−

5:K
−

4:K
−

3:K
−

2:K
−

1:

 qJý≥ ÈU¼Åt³ðd� “« vNð ÈU¼Å·«dÖ ‡‡± Uð µ

≤‡‡≥·«dÖ—Ëœ Ë ·«dÖ dO+� ‡‡

∫n?¹dFð d?‡Ö« u Ëv Á«u?k?]œ ·«d?‡Ö “«  ËUH²� ”√— Ëœ G ¨b?MýUÐ d?O+� p¹ “« u t?Ð v“« 

 ·«dÖG “« qJA²� È«Åt]U³6œ   m +1 ¨  m ∈N  ËUH²� Ëœ t‡Ð Ëœ ”√— G “« t‡� XÝ« utÐ Ë “Už¬ 

v —œ t?]U?³?6œ s?¹« v?]«u²� ”√— Ëœ d‡¼ Ë œuýÅv� r²š G œb?Ž Æb6—ËU−� m «—  ‰u?‡Þ s¹«“« d?O+�

·«dÖ G ”√— p¹ UNMð “« qJA²� ÈÅt]U³6œ t� r¹d¹cÄÅv� ÆrO�U6Åv� v p¹  dO+� UÐdH> ‰uÞ “« vtÐ  

v ·«dÖ “« GÆbýUÐ 

 ”√— “« dO_� p¹ lS«Ë —œu ”√— tÐ v ·«dÖ “« G—œ UÐ t� r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ VOðdð s¹« tÐ «— 

 “« È—«œu?L?6 s?²&dÖ dE6G «b?²Ð« u—U?� ‰U?¹ p?¹ “« ªrOM�Åv� Xý«œœU¹ «— Ò d?Ð u©œu?łË  —ua —œ® 

U�«e]« Ë r¹—cÖÅv�Î“« Ær?O?M?�Åv� Xý«œœU¹ t]U³6œ uCŽ sO�Ëœ Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ Ë rOÝ—Åv� Á“Uð vÝ√— tÐ 

 “« Á“Uð v]U¹ UłÅÊ¬GË rOM�Åv� Xý«œœU¹ eO6 «— Ê¬ t� rOÝ—Åv� v�uÝ ”√— tÐ Ê¬ “« Ë rOM¹eÖÅv�dÐ «— 

 “« s²ýcÖ “« fÄ ÊUJ�«  —ua —œ Uð rO¼œÅv� t�«œ« «— qLŽ s¹«m ¨ ËUH²� ËœÅtÐËœ ‰U¹   m ≥0tÐ ¨

v ÊU?¹UÄ —œ ÆrOÝdÐ vt?� X?Ý« È«Åt]U³6œ r¹«ÅÁœd� Xý«œœU¹ t� «— v¹U¼Å”√— ÆrOM�Åv� Xý«œœU¹ eO6 «— 

 “« dO_� p¹u tÐ v ·«dÖ “« GÆb¼œÅv� XÝœÅtÐ «— 

 ‰U¦�∂∫ qJý —œ ≤ qB& “« ± “« a tÐ bö¦� ·«dÖ s¹« —œ Æb6—«œ œułË dO_� ZMÄ Î

a,b               a,c,d,b          a,c,e,d,b

 ¨XÝ«— tÐ éÇ “« VOðdð tÐ ¨‰uÞ UÐ  ËUH²� dO_� tÝ± ¨Å≥ Ë ¨Å¥ ”√— “« a ”√— tÐ bÆbM²_¼ 

 “« d~¹œ dO_� Ëœ®a tÐ b©ÆbOM� hkA� «— U¼ÅÊ¬ ‰uÞ Ë bO_¹uMÐ «— ∆
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 “« v&«dÖ —œ dÖ« t� XÝ« `{«Ëu tÐ v ”√— “« ·«dÖ Ê¬ —œ býUÐ t²ý«œ œułË ÈdO_� vtÐ 

uÆœ—«œ vMF� ·«dÖ ”√— Ëœ åsOÐò dO_� œułË ÂbŽ U¹ œułË «c] Æœ—«œ œułË ÈdO_� r¼ 

∫n¹dFð ·«dÖ G «—  bM³L¼—œ ÆbýUÐ t²ý«œ œułË ÈdO_� Ê¬ ”√— Ëœ d¼ sOÐ ÁUÖd¼ rO�U6Åv�

  —ua s¹« dOžG «—  bM³L¼U�ÆrO�U6Åv�

 ‰U¦�∑∫ qJý ·«dÖ ≤ qB& “« ± qJý ·«dÖ v]Ë ÆXÝ« bM³L¼ ≥ qB& “« ±vNð ·«dÖ Ë 

K
−

p ¨
  
p ≥2 t²³]« ÆbM²_O6 bM³L¼ ¨  K

−
1 ‰U¦� tÐ ÆXÝ« bM³L¼ eO6 ∑ qB& “« ±s¹« t� rO²HÖ Æb¹œdÖ“UÐ 

ö¦� «d¹“ XÝ« bM³L¼U6 ·«dÖ s¹« ÆXÝ« Ábý qOJAð år¼ “« «bł gkÐò tÝ “« ·«dÖÎ ”√— Ëœ sOÐ 
  
v1

 Ë
  
v4Æœ—«b6 œułË ÈdO_� ∆

∫n¹dFð p¹ ·«dÖ “« —Ëœ G ÊuÇ È«Åt]U³6œ  v1, v2 ,K, vm ,vm+1 = v1 ◊dý UÐ   m ≥ 3

 “« qJA²�  m +1 ”√— G Ê¬ —œ t� XÝ« vi ¨U¼  1≤ i ≤ mv]«u²� ”√— Ëœ d¼ Ë b6e¹UL²� ËœÅtÐËœ ¨

 —œ t]U³6œ s¹«G œbŽ Æb6—ËU−� m «—  ‰uÞ s¹«·«dÖ “« —Ëœ GÆbM�U6Åv� 

 ‰U¦�∏∫ qJý ÈU¼Å·«dÖ “« p¹ êO¼ µ qB& “« ± vNð ·«dÖ sOMâL¼ Æœ—«b6 —Ëœ K
−

p—Ëœ 

 d?¼ È«“«Åt?Ð v?]Ë Æœ—«b6
  
p ≥ 3 q?�U?� ·«dÖ Kp v?F?O?³?Þ œb?Ž d¼ È«“« tÐ ¨lS«Ë —œ Æœ—«œ —Ëœ n¨

  
3 ≤ n ≤ p ·«dÖ ̈Kp ‰uÞ tÐ È—Ëœ n qJý ·«dÖ Æœ—«œ ∂ qB& “« ±œd& g]uÞ t� œ—«b6 È—Ëœ 

 ‰u???Þ t???Ð È—Ëœ v???]Ë b???ýU??Ð¥ ÈÅt???]U???³???6œ® 
  
b2,a

3
, b

3
,a4 , b2© ‰u???Þ t??Ð È—Ëœ Ë ∂ÈÅt???]U???³???6œ® 

b1,a2, b
3
,a4 , b2,a

3
, b1

©Æœ—«œ ∆

≤‡‡Å¥U¼Ås¹dLð ‡‡

± ·«dÖ bOM� ÷d& ‡‡G ̈  − 3 r¹—«œË XÝ« rE²M� 
  
q = 2p − 3 ÈÅt³ðd� ÆG UÐ pÊ¬ ÈÅÁ“«b6« Ë 

 UÐqÆXÝ« Ábý Áœ«œ g¹UL6 

 ·«dÖ ÈU¼ÅvÖó¹Ë ©n]«GÆbOM� hkA� «— 

ÆbýUÐ t²ý«œ«— U¼ÅvÖó¹Ë s¹« t� bOM� rÝ— v&«dÖ ©»

ÆbýUÐ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« bł«Ë t� bOM� rÝ— Èd~¹œ ·«dÖ ©Û

≤ qJý ·«dÖ ©n]« ‡‡∂ qB& “« ± ÈU¼d²�«—UÄ Ë b¹dO~Ð dE6 —œ «— p ¨q ¨∆ Ë δÆbOÐUOÐ «— 

 ÊuÇ È«Åt]U³6œ  —ua tÐ «— ·«dÖ s¹« ÈU¼Å”√— ÂULð ÈU¼Åtł—œ ©»    s:d1,d2,L,d
9

bO_¹uMÐ 

 d¼ È«“«ÅtÐ t�  1≤ i ≤ 8 rOýUÐ t²ý«œ 
  
di+1 ≤ di Æ® «— qaUŠ ÈÅt]U³6œÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ÈÅtCU³�œ
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ÅÅÅÅÅ±µ

·«dÖ©ÆrO�U6Åv� 

 t� œ—«b6 œułË v&«dÖ «dÇ ©Û
  
S:5, 3, 3,1,0øbýUÐ Ê¬ ÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ÈÅt]U³6œ 

≥ g¹U¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ÈÅt]U³6œ t� bOM� tz«—« v&«dÖ ©n]« ‡‡S:2, 3, 3, 3,2,2,2,0,0,0ÆbýUÐ 

ø«dÇ øXÝU²J¹ aÝUÄ U¹¬ ©»

¥ ·«dÖ bMÇ ‡‡  −3 ÈÅt³ðd� “« rE²M� ±µø«dÇ øb6—«œ œułË 

µ dÐ ¡«dI²Ý« UÐ ‡‡ÅÅÅÅq ÈÅtOCS ±ÆbOM�  U³Ł« «— 

∂ Ë bM³L¼U6 v&«dÖ ‡‡ÅÅ  −3 t� bO6eÐ ‰U¦� rE²M� ∏ Ë ”√— ±≤ÆbýUÐ t²ý«œ ‰U¹ 

∑ Ë bM³L¼ v&«dÖ ‡‡  −3 t� bO6eÐ ‰U¦� rE²M� ∏ Ë ”√— ±≤ÆbýUÐ t²ý«œ ‰U¹ 

∏ ÈÅtIDM� ZMÄ Ë t6UšœË— p¹ “« ÈdNý ¨qJý o³Þ bOM� ÷d& ‡‡ÅÅÅA ¨B ¨C ¨D Ë EqOJAð 

Æb6—«œ Á«— r¼ tÐ qÄ XA¼ UÐ U¼ÅtIDM� s¹« Ë XÝ« Ábý

D

A

C

E

B

ÆbOM� rÝ— «— dNý s¹« tÐ ◊uÐd� ÈÅt6UÖbMÇ ·«dÖ ©n]«

U?IOSœ qÄ d¼ “« Ê«uðÅv� U¼ÅqÄ “« —u³Ž Ë t6U~−MÄ ÈU¼ÅtIDM� “« vJ¹ “« “Už¬ UÐ U¹¬ ©»Î—UÐ p¹ 

øXAÖ“UÐ “Už¬ ÈÅtIDM� tÐ Ë XýcÖ

U?I?OSœ qÄ d¼ “« Ê«uðÅv� t6U~−MÄ ÈU¼ÅtIDM� “« vJ¹ “« “Už¬ UÐ U¹¬ ©ÛÎs¹« —œ øXýcÖ —UÐ p¹ 

ÆbýUÐ vJ¹ Ê¬ ÊU¹UÄ ÈÅtIDM� UÐ XAÖ “Už¬ ÈÅtIDM� X_O6 Â“ô X]UŠ

π q�U� ·«dÖ —œ ‡‡Kp ¨
  
2≤ p ≤ 4 ”√— p¹ “« å ËUH²�ò ÈU¼dO_� œ«bFð ¨u”√— p¹ tÐ 

v ¨u ≠ vÆbOÐUOÐ «— ¨

±∞ qJý ·«dÖ ©n]« ‡‡∂ qB& “« ± aÝUÄ®øœ—«œ —Ëœ åbMÇò ≥ ÈÅt³ðd� “« —Ëœ Ëœ ∫XÝ« ¥

 ÈÅt³ðd� “« —Ëœ p¹ Ë∂©ÆbOM� tOłuð «— aÝUÄ Æ

t]U³6œ dš¬ Ë ‰Ë« ”√— t� bO¼œ g¹UL6 U¼Å”√— “« È«Åt]U³6œ  —ua tÐ «— U¼—Ëœ “« p¹ d¼ ©»

s¹« v]«u²� ”√— Ëœ d¼ ¨ÁËöŽ tÐ ªbMýUÐ  ËUH²� Ëœ tÐ Ëœ „d²A� ”√— s¹« UÐ Á«dL¼ tOIÐ Ë r¼ q¦�
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 —œ t]U³6œGÆbMýUÐ —ËU−� 

Æv¹ULM¼«— ÈU¼—Ëœ “« vJ¹ G∫Xýu6 d¹“ ÈU¼Å —ua “« vJ¹ tÐ Ê«uðÅv� «— 
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3

±±t?�U?6 d?~?¹œ d?H?6 Z?M?Ä t?Ð f?� d?¼ b6—«cÖÅv� —«dS dHÝ “« q³S Ë b6Ë—Åv� dHÝ tÐ dH6 ÁbH¼ ‡‡

ø«dÇ øbM�Åv� X&U¹—œ t�U6 U¼ÅÊ¬ “« t� b²ÝdHÐ t�U6 ÈdH6 ZMÄ Ê¬ tÐ f� d¼ œ—«œ ÊUJ�« U¹¬ Æb²ÝdHÐ

±≤ ·«dÖ dÖ« ‡‡G ÈÅt³ðd� “« p ¨
  
p ≥ 3 ÈÅt³ðd� “« È—Ëœ ¨p ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ G «— ·«dÖ

¼ÓKOLÚvM²ö¦� ÆrO�U6Åv� Î d¼ Kp ¨
  
p ≥ 3ÆXÝ« vM²KOL¼ ·«dÖ ¨

ÆXÝ« bM³L¼ vM²KOL¼ ·«dÖ d¼ bO¼œ ÊUA6 ©n]«

 dÖ« ©»G d¼ È«“« tÐ ÁUÖÅÊ¬ býUÐ vM²KOL¼ v ∈V(G) r¹—«œ 
  
degG v ≥2Æ

ø«dÇ Ë XÝ« vM²KOL¼ ·«dÖ d¹“ ·«dÖ U¹¬ ©Û

±≥ ·«dÖ ©n]« ‡‡G bOM� ÷d& ÆXÝ« Ábý Áœ«œ u,v ∈V(G)dO_� p¹ œułËò bO¼œ ÊUA6 

 “«u tÐ v ÈÅtŽuL−� dÐ È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— p¹ åV(G)ÆXÝ« 

 dÖ« ©»G qJý ·«dÖ ≥ qB& “« ±—œ —u�c� È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— “« qaUŠ ÈU¼“«d&« ¨býUÐ 

ÆbOÐUOÐ «— ©n]«® bMÐ

 t�Ås¹« ÷d& UÐ «— ©»Å® bMÐ aÝUÄ ©ÛG qJý ·«dÖ ∂ qJý ·«dÖ U¹ ±∞ÆbOÐUOÐ býUÐ 


