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—uA� 1UłUO²Š« Ë bO¹¬ ÊËdOÐ v~²GÐ«Ë s¹« “« t� bOM� gýu� Ê«e¹eŽ ULý

“« Ë bOýU³½ q#Už ÊUðœuš v½UL¹« v½UG½« ÈËdO½ “« ̈ b¹“UÝ Áœ—Ë¬dÐ «— ÊUðœuš
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  È«d?Ð ”U?³) ÆbM� v� vŽ«bð «— „UýuÄ Ë ‘uÄ sð ¨gýuÄ ÈU¼ Á˛«Ë ¨vÝ—U# —œ ”U³) È tLK�

Ë sð Êb½UýuÄ È«dÐ ”U³) vMF¹ ªœË— v� —U� tÐ U³¹“ Èu×½ tÐ Ê¬ qJý dOOGð Ë ÊbÐ vK�« qJý Êb½UýuÄ

¨U?�d?Ý “«® Êb?½U� ÿuH×� ¨”U³) g¹«bOÄ vK�« QAM� ÆXÝ« rN# qÐUc È« tI³Þ d¼ È«dÐ Ê¬ Êb½U¹UL½

È t½UA½ ÊUG½« d¼ ”U³) ò d~¹œ 1—U³Ž tÐÆXÝ« —UcË Ë v¹U³¹“ ̈ È—U�eO¼dÄ ̈ XHŽ ̈ ©vFO³Þ q�«uŽ ̈ U�dÖ

v?ÝU?³?) ¨b?ýUÐ t²G³)œ Ë bI²F� U¼ gMOÐ Ë U¼ ‘“—« tÐ t� v½U�“ Uð ÊUG½« ÆåXÝË« ÈœułË XOBbý

Ë Èd?¼U?þ 1U#ö²š« “« dE½ ·d� ¨»dž @M¼d# ‘d²GÖ “« q³c Æœd� b¼«uš sð tÐ U¼ Ê¬ UÐ VÝUM²�

È« tF�Uł —œ ÆœuÐ U¼ Ê¬ vÖbOýuÄ XO�Uš U¼ ”U³) È tL¼ „d²A� tłË ¨dAÐ nK²b� Â«uc« ÈU¼ ”U³)

Ë tłuð È t¹UÄ dÐ ÊUG½« ÊË—œ r)UŽ Ë XOBbý Ë býUÐ —U³²Ž« vÐ ¨v½UG½« Ë ÈuMF� Èô«Ë ÈU¼ ‘“—« t�

Ë h?bAð œuš È«dÐ ”U³) tKLł “« È« tKOÝË d¼ UÐ bMM� v� vFÝ œ«d#« ¨œdO~Ð qJý Ê«d~¹œ dE½—UNþ«

OFðÒÆbMM� œU−¹« s

È« t½ULOÄ ‘“u�¬ È«dÐ d¹cÄ oO³Dð Ë ̀ O×� ‘Ë— È tz«—« ̈ »U²� s¹« nO)Qð vK�« ·b¼
±

©—ôËb�® 

—œ ÆXÝ« vÞUOš È t²ý— Ê«dOÖ«d# Ë Ê«bM� tcöŽ g½«œ vHO� `DÝ ÈUIð—« Ë ¨t½U½“ ”U³) È“Ëœ „“U½

È t¹UÄ dÐ —U� ‘Ë— ¨t)UÝbMÇ vý“u�¬ 1U½UJ�« Ë »—U−ð dÐ UJð« UÐ t� XÝ« Ê¬ dÐ vFÝ »U²� s¹« nO)Qð

t?z«—« ‘d?Ð ÈœdÐ—U� Ë vKLŽ ÈU¼ ÁuOý Ë U¹uÖ ¨sýË— ÈU¼u~)« pL� UÐ V)UD� Ë œdOÖ —«dc È« ÁœUÝ

Æœuý

—œ œuš hbý t� bý b¼«uš q�UŠ v½U�“ hBbð ¨U¼dM¼ Ë ÊuM# d¹UÝ ÊuÇ ¨È“UÝu~)« —œ

ÆbÐU¹—œ «— —U� pOMJð ¨Xcœ Ë v−MÝ t²J½ UÐ Ë bÐUOÐ «— b¹bł ÈU¼ Áb¹bÄ ¨býUÐ s²šu�¬ vÄ

ôu?L?F� vÝUMý ‰U½—Ë˛ U¹ ”U³) È“UÝ ‰b� t� XÝ« vM²HÖÎ¨b?M� vL½ XOF³ð v�Uš Èu~)« “« 

± t½ULOÄ ‡Ω modular



Æœd� vŠ«dÞ «— VÝUM� Èu~)« Ê«uð v� ¨vÐUb²½« ‰b� Ë ”U³) Ÿu½ s²#dÖ dE½—œ UÐ tJKÐ

åp¹d²�ò ‘Ë— “« »U²� s¹« —œ
±

tŽuL−� s¹« s¹Ëbð Ë vŠ«dÞ ¨nO)Qð ÂU~M¼ tÐ Ë Ábý ÁœUH²Ý« 

Ë åp¹d²�ò ‘Ë— sOÐ ◊U³ð—« tÐ tłuð UÐ Ë œułu� 1ôUJý« l#— Ë vÝUÝ« 1UŠö�« ÂU−½« UÐ U¼ »U²�

åd)u�ò
≤

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ —U� tÐ vLKŽ È t¹UÄ Ë  ÁœËe#« —U� XOHO� dÐ ÈœU¹“ bŠ Uð 

t½U½“ È“Ëœ „“U½ œ—«b½U²Ý« ”UÝ«dÐ t� b½« vð—UN� ÈU¼ t½ULOÄ dÐ qL²A� U¼ »U²� tŽuL−� s¹«

È tł—œ®≤ÈU¼u~)« ̈ Â«b½« ÈdOÖ Á“«b½« ÈU¼b²� ∫“« bMð—U³Ž Ë Ábý s¹Ëbð vŽUL²ł« —u�« Ë —U� 1—«“Ë ©

¨tMðôUÐ ÈU¼ fMÄ ̈ —«uKý ̈ s�«œ È“UÝ ‰b� ̈ ÊU½¬ »uOŽ l#— Ë sO²Ý¬ ̈ tMðôUÐ ̈ —«uKý ̈ s�«œ ”UÝ«

—U?� ‘Ë— œËb?×� 1—u� tÐ Ë ”U³) ÈU¼ XšËœ Ÿ«u½« Ë È“UÝ ‰b� Ÿ«u½« ¨sO²Ý¬ Ÿ«u½« ¨tI¹ Ÿ«u½«

¨È“U?Ýu?~?)« ‘“u�¬ UÐ ÊU¹ułdM¼ Uð XÝ« Èd²GÐ tŽuL−� s¹« Æ©`DG�dOž Èu~)«® sJ½U� ÈË—

ÆbM½UÝdÐ —uNþ È t�dŽ tÐ «— œuš 1UOÐd−ð

n)R�

±Æœuý v� ÁœUH²Ý« fOK~½« —uA� —œ t� XÝ« Èb²� ¨p¹d²� ‘Ë— ‡

≤ X�bc È«—«œ Ë åÊ«dGÄ Ë d)u�ò È tGÝR� tÐ oKF²� åd)u�ò ‘Ë— ‡±∞∞tÐ ÊUL)¬ —œ tGÝR� s¹« ÊœuÐ XKŽ tÐ ªbýUÐ v� t)UÝ 

ÆXÝ« ·ËdF� eO½ åv½UL)¬ò ‘Ë—



q?�UJð ‰UŠ —œ d~¹œ ÈU¼ t²ý— bM½UL¼ Ë œ—«œ gI½ —uA� d¼ vK� h)UšU½ bO)uð —œ t� XÝ« ÈdM¼ vÞUOš

Èd?O?Ö«d?# —œ «— g?¹uš Ê«uð Ë XcË ¨‰UF# ÈU¼ËdO½ “« ÈœU¹“ œ«bFð bM� v� »U−¹« tF�Uł Ë dAÐ “UO½ ÆXÝ«

ÃUO²Š« Êœd� ·dÞdÐ È«dÐ d{UŠ È tŽuL−� ÆbMM� ·d� vJOMJð Ë vBBbð ÈU¼ Á“uŠ s¹« ‘d²GÖ Ë ̀ O×�

ÆXÝ« Ábý tz«—« ÈœUB²c« v¹UH�œuš vÞUOš dM¼ ÈUOŠ« ¨tF�Uł

vÝ—œ Èe¹— t�U½dÐ ”UÝ«dÐ Ë g½«œ Ë —U� È tšUý —œ ‘“u�¬ ÈU¼ vÖó¹Ë Ë ·«b¼« tÐ tłuð UÐ tŽuL−� s¹«

t½ULOÄ È ÁuOý tÐv?ý“u�¬ È«u²×� v¼b½U�“UÝ ÈU¼ ‘Ë— “« vJ¹ È« t½ULOÄ v¼b½U�“UÝ ÆXÝ« Ábý s¹Ëbð È«

s?¹«d?Ð Æœ—«œ ÊU?Öb½dOÖ«d# —œ 1—UN� bMÇ U¹ p¹ È«dÐ Â“ô ÈU¼ v~²G¹Uý VG�dÐ «— bO�Qð s¹d²AOÐ t� XÝ«

—œ œu?łu?� ÈU?¼—U� Á—UÄ Ë U¼—U� È«dÐ Â“ô vHÞUŽ Ë v²šUMý ¨vKLŽ nO)UJð tŽuL−� “« t½ULOÄ d¼ ¨”UÝ«

—œ v?¼b?½U?�“UÝ ¨ÁuOý s¹« vÖó¹Ë ÆXÝ« Ábý qOJAð ¨b�U−½« v� ’Uš 1—UN� p¹ ÈdOÖœU¹ tÐ t� ¨qGý

v¼b½U�“UÝ È« t½uÖ tÐ Ë XÝ« d~¹œ ÈU¼bŠ«Ë “« qI²G� ̈ 1—UN� p¹ “« ©ÈdOÖœU¹bŠ«Ë® t½ULOÄ d¼ Èd¹cÄ ·UDF½«

Æœ—Ë¬ r¼«d# ’Uš 1—UN� p¹ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ U¼ t½ULOÄ d¹UÝ UÐ Èb¹bł VO�dð ¨“UO½ VGŠdÐ t� œuý v�

∫bOM� Xcœ q¹– 1UJ½ tÐ Âd²×� Ê«“u�¬dM¼ ¨‘“u�¬ ŸËdý “« q³c XÝ« Â“ô

 È tł—œ t½U½“ È“Ëœ „“U½ò  vð—UN� œ—«b½U²Ý« ”UÝ«dÐ tŽuL−� s¹« ÈU¼ »U²� È tL¼≤Ë XÝ« Ábý tONð å

Æb½uý ÁœUH²Ý« vKOB×ð ‰UÝ p¹ —œ b¹UÐ

1U?J?½ vÝ—dÐ tÐ t� ¨XšËœ »U²� q�Uý ‰Ë« gbÐ ∫XÝ« vÝUÝ« gbÐ Ëœ q�Uý U¼ »U²� s¹« È«u²×�

È“U?Ý ‰b?� Ë u?~?)« q?�Uý ÂËœ gbÐ Ë b¼œ v� ‘“u�¬ ÂUÖ tÐ ÂUÖ «— Ê¬ qŠ«d� Ë œ“«œdÄ v� XšËœ vÝUÝ«

Ê¬ Â“ô 1UŽöÞ« Ë ”U³) nK²b� ÈU¼ XLGc XšËœ tÐ ◊uÐd� V)UD� ‰Ë« bKł ‰Ë« gbÐ —œ  ÆXÝU¼ ”U³)

ÆXÝ« Áb�¬

◊uDš ¨@½— ÈdBÐ —U²šUÝ ¨v�«b½« ÈU¼ Âd# XšUMý Ë vÝ—dÐ tÐ r−MÄ Uð ÂËœ bKł ÈU¼ »U²� ÂËœ gbÐ

vŠ«dÞ b¹U³½ XLGc s¹« —œ® ÆXÝ« ”U³) dÐ —«cÖdOŁQð q�«uŽ `O{uð Ê¬ ·b¼ Ë œ—«œ ’UB²š« tÇ—UÄ ‘uI½ Ë

U#d� Ê¬ ·b¼ tJKÐ ¨œuý «dł« ”U³)ÎÆXÝ« ”U³) ÈË— dÐ dŁR� q�«uŽ XšUMý 

r?OEMð v�«b½« Âd# tÐ tłuð UÐ —«uKý Ë sO²Ý¬ ¨tMðôUÐ ¨s�«œ ”UÝ« ÈU¼u~)«® U¼ »U²� s¹« d~¹œ ÈU¼ XLGc

b¼«ub½ XÐUŁ U¼ Â«b½« Âd# tÐ tłuð UÐ ”U³) 1U#U{« Ë Èœ«“¬ ̈ u~)« XAÄ Ë uKł ÈU¼ fMÄ ÷dŽ Ë ‰uÞ ̈ b½« Ábý

ÆbM� v� dOOGð Ë œuÐ

¨tMðôUÐ È“UÝ ‰b� ”UÝ« Ë t¹UÄ ¨”U³) ÈU¼ ‰b� œU¹“ —UOGÐ ŸuMð tÐ tłuð UÐ XÝ« Ábý vFÝ U¼ »U²� s¹« —œ

¨”—œ d¼ ŸËdý —œ Ábý tz«—« ÈU¼ ‰b� Ë œuý Áœ«œ ‘“u�¬ ¨”U³) ÈË— Áb�¬ œułË tÐ ÈU¼ fMÄ ‰UI²½« ”UÝ«dÐ

Æœd� tONð «— Ê¬ Èu~)« Ábý f¹—bð ”—œ ”UÝ«dÐ Ê«uð v� t� œuÐ b¼«uš v¹U¼ ‰b�



ôuLF�ÎU?¹ v¹U�“¬œuš ¨”—œ Ë —U� bŠ«Ë ÊU¹UÄ —œ 

U?Ð t?� Ábý tz«—« vÝU³) ÈU¼ ÕdÞ ¨vKLŽ ÈU¼ Êu�“¬

Æb½« Ábý »Ub²½« ”U³) È“UÝ ‰b� ”UÝ« tÐ tłuð

V?)U?D� È tz«—« t� s¹« tÐ tłuð UÐ ¨Âd²×� ÊUOÐd�

v?K?L?Ž ÈœUOMÐ t�® XšËœ Ë u~)« È tMO�“ —œ È—u¾ð

vKLŽ È tÐd−ð UÐ ¨YŠU³� ÕdÞ “« q³c  b¹UÐ  ¨XÝ« È—Ëd{dOž È tK¾G� ÕdÞ gOÄ ¨©œ—«œ

ÈU¼ ‘Ë— Ë “UO½ œ—u� V)UD� fáÝ ̈ bOM� dOÖ—œ dE½œ—u� Ÿu{u� UÐ «— ÊU¹ułdM¼ s¼– ̈ VÝUM�

ÆbO¼œ tz«—« «— VÝUM�

o¹öŽ UÐ VÝUM²� ÈU¼ ‰b� Ë U¼ ÕdÞ “« bO½«uð v� dð t²#dAOÄ U¹ dð gOÐ vKLŽ 1UM¹dLð È«dÐ

ÆbOM� ÁœUH²Ý« ÊU¹ułdM¼ vKLŽ Ê«uð Ë

—U� È tKŠd� d¼ t� s¹« “« gOÄ Ë bOM� —«dJð «— vKLŽ qŠ«d� f¹—bð ÂU~M¼ —œ ̈ e¹eŽ ÊUOÐd�

ö?¦� XÝ« Â“ô V)UD� ‰UI²½« È«dÐ ÆbOM� ÂuKF� ÊU¹ułdM¼ È«dÐ «— Ê¬ XOK� bO¼œ ÂU−½« «—Î—œ 

È t?K?O?ÝË t?Ð  Áb?ý r?O?Ýd?ð ÈU¼u~)«  Ë býUÐ sýË— 1UŠöD�« Ë U¼ Á˛«Ë kHKð ¨—U²HÖ

 ÈU¼ qý« “« ÁœUH²Ý« Æb½uý ÁbOA� Èd²� v²½UÝ ÈU¼ Á“«b½« UÐ Ë ’uBb� ÈU¼ g� jš
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ÆXÝ« v½u½UcdOž U¼ Ê¬ XšËœ Ë u~)« rOÝdð

t?²?GłdÐ Ë vG¹u½ ¯—eÐ Ë U¼ @½— “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨œuý bO�Qð dð rN� V)UD� ÈË— t� s¹« È«dÐ 

È«d?Ð X?Ý« v?N¹bÐ ÆbO¼œ ÂU−½« «— —U� s¹« 1ULK� všdÐ dÐ bO�Qð UÐ —U²HÖ —œ Ë ì 1ULK� Êœd�

U?Ð ÁU?Ö Ê¬ ¨b?¹dO~Ð pL� XÝ—œ ÈU¼ ÁuOý Ë `O×� ÈU¼ v¹ULM¼«— “« b¹UÐ d²NÐ È« t−O²½ ‰uBŠ

d?Ð v?B?b?ý 1UOÐd−ð VG� Ë ÈdOÖ vÄ

ÆbO¹«eHOÐ —U� œdÐ gOÄ Ê«bO�



¨v?ÞU?O?š n¹dþ dM¼ œ—u� —œ t� Ê¬ ‰UŠ ¨XÝ« ”uG×� —U� —«eÐ« tÐ “UO½ ÈdM¼ ÈU¼œuL½ “« È—UOGÐ È tz«—« Ë tONð —œ

ÆXÝ« dLŁdÄ v¹U¼ gI½ dÖUH¹« bM�dM¼ XÝœ ÊU²A~½«

—UÐËœ Ë s²šËœ —UÐËœ Ë Êb¹dÐ Ë s²šËœ “« ÆXGO½ vBbý È tÐd−ð “« dðU½«uð ÈœU²Ý« Ë rKF� êO¼ ̈ v¹Už ·b¼ tÐ qO½ È«dÐ

dÞUš tÐ Á—«uL¼ «— ÁU³²ý« Ë uNÝ d¼ t� Ê¬ ◊dý tÐ ªbOýUÐ t²ý«b½ rOÐ Êœd� —U� qI²G� “« ÁU³²ý« “ËdÐ —uBð tÐ Ë bOÝ«dN½ Êb¹dÐ

ÆbOMJ½ —«dJð «— Ê¬ ¨d~¹œ —UÐ Ë b¹—UáGÐ

t²šËœ t� vÝU³) d¼ tÐ ÆXÝ« dGO� È—U� ådÄò UÐ UNMð ”U³) XšËœ Ë u~)« È tONð —œ 1—UN� VG� t� bOýUÐ t²ý«œ dÞUš tÐ
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