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Xý«œœU¹

± a¹—Uð ÂœÁbOáÝ “« ÆœbŽ¨‘—ULý  Ë  tÝbM¼dAÐ vÖb�“ —œ ÊuÖU�uÖ qzU�  ÈUA~¼«—

t «œ« UÐ Æb�«ÁœuÐÏ Ê«uMŽtÐ uÝ p¹ “«  UO{U¹— b�Ë— s¹« t?�Q�� qŠ —«eÐ«—«d, ÂuLŽ X bš —œ 

g¹«bOÄ Vłu  d~¹œ ÈuÝ “« Ë X4dÖvIDM� ÈU¼—U²šUÝ  Ë v�u!« ÈU¼ÁU~²ÝœÊ«uMŽtÐ t5 bý 

U?C?F?Ð t?5 X?š«œd?Ä Èb?¹b?ł ÈU ¼Áœ—Ë¬d4 bO;uð tÐ œuš ¨dJ4 XOÐdð —«eÐ«Î—«d?, Âu?LŽ X bš —œ 

Æb¹œdÖ  UO{U¹— —œ vHK²B  ÈU¼tšUý g¹«bOÄ Vłu  bM¹¬d4 s¹« ÆX4dÖ

vÝ—dÐ “« ¨d~¹œ v¹uÝ “« tÝbM¼ Ë uÝ p¹ “« d³ł Ê¬ ‰U³�œ tÐ Ë »U�Š  vB¹—Uð dE� “«

ÊUO  ◊U³ð—« œU−¹« ¨ÊU²ÝUÐ Ê«—Ëœ “« v²Š ‰UŠ s¹« UÐ Æb�dOÖv   QA� vHK²B  ÈU¼Áb¹bÄ Ë qzU� 

J?H?ð “d?Þ Ë v?ÝbM¼ gMOÐÒÁœ—Ë¬ ÊU?G? —« t?Ð  U?O?{U?¹— È«d?Ð ÈdO~LAÇ  «dLŁ ¨Èd³ł vÐU�Š d

jš Á—UÄ d¼ tÐ ©‰uÞ® œbŽ p¹ Êœ«œ X³�� ¨◊U³ð—« s¹« “« bM »uKÝ« œ—u  sO²�B� b¹Uý ÆXÝ«

tÝbM¼ “Už¬dÝ «— Ê¬ Ê«uðv  t5 XÝ«ÏvIKð ¨d~¹œ ÁUÖb¹œ “« vÝbM¼ »U�Š U¹ ¨ÈbFÐ p¹  vKOK×ð 

È—«cÖt¹UÄ ‰U³�œ tÐ Æb¹œdÖ d−M  vIOIŠ œbŽ ÂuNH  g¹«bOÄ Ë U¹uÖU� œ«bŽ« nA5 tÐ Â«b,« s¹« Æœd5

O?I?4u?  Ë v? “—«u?š jÝuð d³łÒ¨»U?�?Š q?zU?�?  Èb?M?ÐÁœ— Ë q?Š —œ  U?O{U¹— “« tšUý s¹« X

Êd?, —œ t5 X4dÖ  —uY eO� vÝbM¼ qzU�  vÝ—dÐ —œ Ê¬ “« ÁœUH²Ý« È«dÐ v�uÖU�uÖ ÈUNAýu5

tÝbM¼ »uÇ—UÇ —œ r−�M  vð—uYtÐ U d4 Ë  —U5œ Èu��«d4 ÊU�«bO{U¹— jÝuð ÈœöO  r¼bH¼Ï

tÝbM¼ Æb¹œdÖ d¼Uþ vKOK×ðÏÆXÝ« b¹bł  UO{U¹— “« vLOEŽ gBÐs¹uJð Ë g¹«bOÄ d²�Ð vKOK×ð 

t?Ýb?M ¼ »uÇ—UÇ —œ ‰«d~²�« Ë qO��«dH¹œ »U�Š hšôUÐÏÈU?N?ð—uY Ë œuýv  ÕdD  vKOK×ð 

tÝbM¼ bM�U  tÝbM¼ b¹błÏtÝbM¼ Ë qO��«dH¹œ ÏtÝbM¼ “« Èd³ł Ïs¹« “« vLO� Æb�«Ábý “Už¬ vKOK×ð 

tÝbM¼ YŠU³  tÐ »U²5ÏtLO� —œ Æœ—«œ ’UB²š« vKOK×ð Ïvý p¹ Ê«uMŽtÐ f¹dðU  ̈ d~¹œ 
Ï

Ë v{U¹— 

ÈU ¼œd?Ð—U?5 U?Ð Ë Áœd?5 “U?ž¬ v?�¹dðU  d³ł “« t5 œuýv  ÕdD  vÝbM¼ q¹b³ð p¹ Ê«uMŽtÐ fáÝ

dBŽ —œ ÈdðuOá U5 ÈUNý“«œdÄ —«eÐ« p¹ Ê«uMŽtÐ U¼f¹dðU  tÇ ÆrO¼œv  t «œ« U¼f¹dðU  ŸuM² 

Þ« È—Ë¬s4ÒdÐ gýu5 »U²5 s¹« —œ ÁdšôUÐ Ë ÆXÝ« —«œ—ušdÐ ÈœU¹“ XOL¼« “« ÊUMÇr¼  UŽö



≤

Ë œd?O?Ö —«d?� b?O?�Q?ð œ—u?� tÝbM¼ Ë d³ł qÐUI²� ◊U³ð—«  «dLŁ —ËbIL"«v²Š t� XÝ« ÁœuÐ eO( s¹«

Lý UÐ “u�¬g(«œÒK−ð “« v¹U¼tÒË bý— “« výU( d¹cÄU(»UM²ł«  UÐUFA(« qÐUI� —œ  UO{U¹—  bŠË v

ÆœœdÖ UMý¬ g(«œ s¹« ‘d²:Ö

¿¿¿¿

≤v¹«dÖu( Ë È“UÝu( XCN( ¨v¼U~A(«œgOÄ Ê¬ ‰U³(œ tÐ Ë tDÝu²� ‘“u�¬ b¹bł ÂUE( Æ

v"Ë ÆœdLýdÐ Ê¬ dÐ ÈœU¹“ X³¦� ÈU¼ÁdLŁ Ê«uðv� t� œuýv� vIKð ÊU�—uA� ‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬ —œ

u?×ð Ë dOOGð d¼Ò Æœ—«œ Áb?ý Áœu?L?O?Ä dO:� `O×Bð Ë Èd~(“UÐ tÐ “UO( v"t ÝbM¼ »U²�ÏË v?KOK×ð 

vDšd³łt?²?O?L� ÆX:O( vM¦²:� vFO³Þ dO:� s¹« “« eO( ÏÁ—Ëœ Èe?¹—t�U(dÐ Ï”—œ ¨v¼U~A(«œgOÄ 

tÝbM¼Ïd?¹U?Ý t?Ðd−ð Ë ¨—uA� ‘“u�¬ ÈUN²MÝ ¨ÊUÝUMý—U� dE( tÐ tłuð UÐ «— vDšd³ł Ë vKOK×ð 

Á—Ëœ v?Ý—œ œ«u?� “« v?J?¹ Ê«uMŽtÐ v(UNł b(Ë— Ë U¼—uA�Ïf?á?Ý Æœd?� V¹uBð v¼U~A(«œgOÄ 

t?²OL�ÏÈe?¹—t�U(dÐ v?{U‡¹— ÁËdÖ  —Ëd?{t?Ð  t?łu?ð U?Ð vÝ—œ ÈUNÐU²� nO"Qð Ë Èe¹—t�U(d‡Ð d²‡Wœ 

t�U(dÐ —œ t�s¹« tÐ tłuð UÐ Ë v{U¹— ‘“u�¬ —œ ÊœuÐ “U²AOÄÏÈ«ÁbŽ jIW œuÐ —«d� «b²Ð« b¹bł ÂUE( 

Á—Ëœ tÐ ©UN¼U~A(«œ XOWdþ dÐ«dÐ Ëœ d¦�«bŠ® Ê«“u�¬g(«œ “«Ï»cł tOIÐ Ë bMÐU¹ Á«— v¼U~A(«œgOÄ 

t�U(dÐ ̈ b(uý ÈœdÐ—U� ÈUNý“u�¬ Ë v(«œ—U� ÈU¼Á—ËœÏœd� V¹uBð Ë rOEMð È«t(uÖ tÐ «— ”—œ s¹« 

×ð UÐ v"Ë Æbý s¹Ëbð Ê¬ ”UÝ«dÐ »U²� sO²:]( nO"Qð t�uÒÊ«“u�¬g(«œ ÂuLŽ s²WU¹ Á«— Ë t�U(dÐ ‰

Á—Ëœ tÐÏö?L?Ž v¼U~A(«œgOÄ Ît?�U(dÐ È«dł« Ï·c?Š t?Ð d?−?M� t� bý vðöJA� —UÇœ Ábý V¹uBð 

u×ð s¹« tÐ tłuð UÐ Æb¹œdÖ vK³� »U²� “« ÈœU¹“ ÈU¼g]ÐÒÊ«—UJL¼ ÈU¼dE(—UNþ« tÐ tłuð UÐ Ë  ô

t�U(dÐ ¨—uA� dÝUðdÝ —œ v{U¹— dOÐœÏË« ‰uc« kHŠ UÐ b¹bł ÒË bý s¹Ëbð ÈœdÐ—U� výd~( UÐ Ë tO"

tL¼ tÐ »U²� b¹bł g¹«d¹ËÏÁ—«e¼ —œ t� v(«“u�¬g(«œ Æœuýv� r¹bIð v(«d¹« Ê«“u�¬g(«œ ÏÈœöO� 

ì t� b(«Ábý Áb(«uš«dW v(UNł vA"UÇ tÐ b¹bł

Æk�UŠ uA� V¹Už Ë« “« v¼«uš vL¼ dÖ È—uCŠ

t?Ýb?M ¼ »U?²?� b¹bł g¹«d¹ËÏ« —U?Ð È«d?Ð v?D?šd?³?ł Ë v?KOK×ð ËÒv?K?O?B×ð ‰UÝ —œ ‰

∏±‡‡±≥∏∞Á—Ëœ —œ ÁbMM� X�dý Âd²×� Ê«dOÐœ Ê¬ “« fÄ ÆbýdA²M� ÏX�bšsL{  ‘“u�¬ 

ÊU²:ÐUð —œ±≥∏∞«— œuš vŠöc« dE( —uA� dÝUðdÝ “« Âd²×� Ê«dOÐœ “« vCFÐ sOMÇr¼ Ë  

ÛUÇ—œ «— U¼dE( s¹« “« vCFÐ ̈ ÊU(¬ È—UJL¼ “« ”UáÝ UÐ ÊUH"R� ÆbM²ý«œ ‰UÝ—« ÊUH"R� È«dÐ

 ‰UÝ b¹bł±≥∏±XWU¹—œÆb(«Áœd� ‰ULŽ« «— Â“ô  «dOOGð »U²� s²� —œ Ë Áœ«œ —«d� tłuð œ—u� 

ÆœuÐ b¼«uš ÊUH"R� dJAðb¹e� Vłu�  Âd²×� Ê«dOÐœ ÈuÝ “« Áb(“UÝ dE( t(uÖd¼



≥

tÝbM¼ g¹«bOÄÏvKOK×ð 

 ‰UÝ —œ±∂≥∑ Èœö?O�  —U?�œ t-—ÂU?žœ« U?Ð Èu?:?(«dW ·u:KOW Ë Ê«bO{U¹— 

«— tDI( p¹ s²WdÖ —«d� q×� ¨ —U�œ Æœ—Ë¬ b¹bÄ  UO{U¹— —œ vÐöI(« ¨tÝbM¼ Ë d³ł

X?:?(«u?ð Ë œd?� ÊUOÐ vIOIŠ œ«bŽ« “« v³ðd� ©v¹Uð tÝ U¹® v¹UðËœ UÐ ©UCW U¹® t×Hc —œ

jÝuð t�  UO{U¹— “« g]Ð s¹« Á“Ëd�« Æb¹UL( ÊUOÐ Èd³ł  ôœUF� UÐ «— vÝbM¼ ‰UJý«

 —U�œ  tÐ XWU¹ tFÝuð Ë bý Ÿ«bÐ«tÝbM¼ÏvKOK×ð ÆXÝ« ÂuÝu� 

 —U�œ



¥

U¼—«œdÐ

±

±Æ±ÈUC� v�dF�   R
3

ö³�Î ÈUCW UÐ   R
2tŽuL−� Ê«uMŽtÐ Ï® Vðd� ÈU¼ÃË“ ÂULð x,y t� ©x Ë yUMý¬ b(«vIOIŠ œ«bŽ« 

 ∫r¹«Ábý
    
R2 = (x,y) x,y ∈ R{ }p?¹ “« Ê¬ v?Ýb?M?¼ g¹UL( È«dÐ Ê«uðv� t� r¹«Áb¹œ sOMâL¼ Æ 

Æœd� ÁœUH²Ý«  UB²]� ÈU¼—u×� ÂU( tÐ ¨b�UF²� —«œXNł jš Ëœ “« V�d� ¨rzU�  UB²]� ÁU~²Ýœ

 ÈUCW t� r¹«ÁœU�¬ ÊuM�«  R
3

ÆrOM� vWdF� «— 

 “« —u?EM�ÈU?C�  R
3

t?ŽuL−� ¨Ï® V?ðd?� ÈU?¼v¹UðtÝ ÂULð x,y,z U?N(¬ —œ t� XÝ« ©x ¨y Ë z

∫b(«vIOIŠ œ«bŽ«

    
R3 = (x,y,z) x,y,z ∈ R{ }

vÝbM¼ g¹UL( È«dÐ  R
3

 p¹ ¨rzU4  UB²6� ÁU~²ÝœËœtÐËœ —«œXNł jš tÝ “« V�d� ¨

 ÂU?( tÐ ¨b�UF²� U?B²6� ÈU¼—u×� b?M?(U� È«tDI( —œ t� rOM�v� vWdF� «— O Ë b?(«lÞUI²� O√b³� 

Æœu?ýv?� Áb?O?−?M?Ý ‰u?Þ b?Š«Ë p?¹ U?Ð j?š tÝ d¼ œ«b²�« —œ tKcUW ¨tDI( Ê¬ “« t� XÝ« v�d²A�

 ◊uDšOx ̈Oy Ë Oz VOðdð tÐ  —u×�xU¼ ̈ —u×�yU¼ Ë  —u×�zU¼tDI( œuš Ë b(uýv� ÁbO�U( Ï O

 U?B?²6� √b³�t?×?H?c t?Ý U¼—u×� s¹« Æœ—«œ ÂU( Ï∫b?M?M �v?� h?]?A� b�UF²� ËœtÐ Ëœ  UB²]� 

t×H;Ï xy —u×� q�Uý t� x Ë U¼y ¨U¼t×H;Ï yz —u×� q�Uý t� y Ë U¼z Ë U¼t×H;Ï xzq�Uý t� 

 —u×�x Ë U¼z qJý —œ ‰U¦� È«dÐ ÆXÝ« U¼±t×Hc ¨Ï yzt×Hc ÏXNł® X³¦� XNł Ë XÝ« cžU� 

 —u×� ©XÝ« Ábý h]A� ÊUJOÄ X�öŽ UÐ U¼—u×� ÈË— X³¦�xt×Hc Ã—Uš tÐ U¼Ït¹Ë«“ —œ Ë cžU� Ï

t×Hc UÐ rzU�Ï yz ÁU~²Ýœ p¹ ÁU~²Ýœ s¹« Æœ—«œ Á—Uý«  œd~²Ý«—ÊU²A~(« UÐ t� «d¹“ ¨œuýv� ÁbO�U(



µ

¨U?¼—u?‡?×?� ÈË— X?³?¦?� ÈU?‡ ¼X?N?‡ł XÝ«— XÝœ

 qJý oÐUD‡�±Æb(uýv� h]A� 

 V?ðd?� v¹Uð tÝ ÊœuÐ ÂuKF� UÐ
  
(x0, y0, z0)“« 

  R
3

 ‰uÞ tÐ tDI( ¨
  
x0 —u×� dÐ «— x‰uÞtÐ tDI( ¨U¼

  
y0 —u?×� dÐ «— y ‰u?Þ t?Ð tDI( Ë U¼

  
z0—u?×� dÐ «— 

zt×Hc fáÝ ÆrOM�v� rÝ— U¼Ï “« «—cÖ 
  
x0È“«u� Ë 

t×HcÏ yzt×Hc ¨Ï “« «—cÖ 
  
y0t×Hc È“«u� Ë Ï xz

t×Hc ËÏ “« «—cÖ 
  
z0t×Hc UÐ È“«u� Ë Ï xytDI( ÆrOA�v� «— Ï œdW tÐ dB×M� Pt×Hc tÝ ̈ Ê¬ —œ t� 

 qJý tÐ® b(«lÞUI²�≤  UB²]�tÐ tDI( ©bOM� ÁU~( 
  
x0 ̈

  
y0 Ë 

  
z0 ‰uÞ tÐ tDI( ̈ d²IO�œ U¹ 

  
x0 ÷dŽ ̈

  
y0

 ŸUHð—« Ë
  
z0Æœuýv� ÁbO�U( 
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y

x

z

P

z0

x0

y0

 qJý≤
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x

z

 qJý±

tDI( “« «—cÖ  U×Hc dÖ« fJŽdÐÏ P  U×Hc È“«u� VOðdð tÐ UCW —œ yz ¨xz Ë xy—u×� ¨

x ¨U¼y Ë U¼z ‰uÞ tÐ ◊UI( —œ «— U¼
  
x0 ÷dŽ ¨

  
y0 ŸUHð—« Ë 

  
z0  —uc s¹« —œ ¨bM� lD� Pv¹Uð tÝ 

V?ðd�
  
(x0, y0, z0)“«  R

3
 V?ðd?� ÈU?¼v?¹U?ðt?Ý sOÐ dþUMð s¹« Ë bM�v� h]A� «— ®x,y,zœ«b?Ž« “« ©

 dþUMð s¹« —œ t� XÝ« `{«Ë ÆXÝ« v¹uÝ Ëœ UCW ◊UI( Ë vIOIŠO® UÐ ∞\∞\∞ÆœœdÖv� dþUM²� ©

 “« X³×c —œ r¹œd� Á—Uý« Ê¬ tÐ ôUÐ —œ t� vðUJ( dÞUš tÐ t� rOM�v� tłuð  R
3

 ̈vÝbM¼ ÊUÐ“

ö?¦?� ÆœË—v� —UJÐ t(«œ«“¬Îôu?L?F� Î ‰u?Þ t?Ð t?DI(ò ÈUł tÐ x ÷dŽ ¨y ŸU?Hð—« Ë zt?D?I?( rO¹uÖv� åÏ

®x,y,z hšôUÐ Æ©P = (x,y,z) vMF¹ PtDI( Ï® x,y,z® sOMâL¼ ÆXÝ« ©∞\∞\∞©O = «— tDI-ÏdH; 

ÆrO�U(v�
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O
y

x

z

A

C

B

′P

x 2+ y.2+ z.2.

z0

x0
x0

z0
y0

y0

P = (x0,y0, z0)

x 2 + y 2
0 0

t?DI( Ëœ t� XÝ« `{«ËÏ 
  
P = (x0, y0, z0) Ë 

  
Q = (x1, y1, z1)  b?-«o³DM� r¼ dÐjIW Ë dÖ«

 v?M?F?¹ ¨b?M?ýUÐ ÈËU:� dOE( tÐ dOE( UN(¬  UB²]� dÖ«
  
x0 = x1 ¨

  
y0 = y1 Ë 

  
z0 = z1X?"UŠ s¹« —œ Æ

rO:¹u(v�P = QÆ

tKcUW rO¼«ušv� ÊuM�«Ï “« tDI( p¹ sOÐ   R
3

—uEM� s¹« È«dÐ ÆrOM� «bOÄ  UB²]� √b³� “« «— 

 rOM�v� ÷dWP  UB²]� tÐ È«tDI( 
  
(x0, y0, z0)tKcUW Ë býUÐ ÏtDI( Ï PtDI( vMF¹ ̈  UB²]� √b³� “« Ï

  O = (0,0,0) UÐ «— ¨OP rO¼œv� ÊUA( ® qJý tÐ≥Æ©bOM� ÁU~( 

 qJý≥

O
y

x

z

z1 − z0

x
1
− x0

y1 − y0

Q = (x1, y1,z1)

P = (x0,y0, z0)

( x1− x0)2+ (y1− y0)
2

 qJý ¥

t?¹Ë«e"«rzU� YK¦� —œÏ OA ′P d?ðË ‰uÞ ¨O ′P dÐ«dÐ 
  

x0

2 + y0

2
t?¹Ë«e?"«rzU� YK¦� —œ Ë XÝ« 

OP ′P dðË ‰uÞ eO( OP dÐ«dÐ 
  

x0

2 + y0

2 + z0

2
fÄ ÆœuÐ b¼«uš 

®±©Æ
  
OP = x0

2 + y0

2 + z0

2

 d??‡??Ö« ¨‰U?‡?ŠPt??‡??Ð È«t?‡?D?I?‡?( 

  UB²]‡�
  
(x0, y0, z0) Ë QÈ«tD‡I( eO( 

  U?B?²‡]� t‡Ð
  
(x1, y1, z1)ÁU?~(¬ ¨býUÐ 

 ‰uÞPQ vMF¹ ̈PQtÐ rO(«uðv� eO( «— ̈

 qJý pL�¥t?łuð UÐ Ær¹—ËUOÐ XÝœtÐ 



∑

 qJý tÐ¥∫r¹—«œ 

®≤©ÆPQ = (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2

 ‰U??¦??�±Æ d?Ö« 
  P = (−1, 3,6) Ë   Q = (4,0,5) d??¹œU??I??  ¨PQ ¨OP Ë OQd??¹“ —œ «— 

Ær¹«Áœd5 t³ÝU× 

,PQ = (4− (−1))2 + (0− 3)2 + (5 −6)2 = 35

                        
  
OP = (−1)2 + 3

2 + 6
2 = 46 ,

Æ                             OQ = 4
2 + 0

2 + 5
2 = 41

jšÁ—UÄ ‰uÞÈ«dÐd¹“ vÖó¹Ë tÝ ̈ vÝbM¼ o¹UIŠtÐtłuðUÐ


tDI�ËœsOÐ Ï P Ë Q“«  R
3

ÆXÝ« —«d,dÐ

 vÖó¹Ë±Æ‰uÞ  
  
PQ =0 dÖ« jI4 Ë dÖ« P = Q¨

 vÖó¹Ë≤Æ‰uÞ  PQ = QP¨

 vÖó¹Ë≥Æ‰uÞ tDI� d¼ È«“«tÐ Ï Á«uB;œ R “«   R
3

 ¨PQ ≤ PR + RQ ®Æ©YK¦  ÈËU� U�

 vÖó¹Ë È—«d,dÐ t5 rOM5v  tłuð≥åYK¦ ò d¼ —œ t5 XÝ« U−�¬ “« 
±

“« d²JÇu5 lK{ d¼ ‰uÞ ̈

 qJý tÐ® XÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈU¼‰uÞ ŸuL−  UÐ ÈËU�  U¹µÆ©bOM5 ÁU~� 
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PQ
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±ÆbýUÐv  XÝ«— jš U¹ YK¦  ¨åYK¦ ò “« —uEM  U−M¹« —œ ‡‡

 qJýµ

—œ U¼—«œdÐR3

 rOM5 ÷d4
  
A = (a1,a2,a

3
)“« dHY dOž È«tDI�     R

3
tDI� tÐ rO�«uðv  ÆbýUÐ Ï AjšÁ—UÄ p¹ 



∏

«— —«œX?N?ł j?šÁ—U?Ä s?¹« l?�«Ë —œ Ær?O ¼œ X³�� —«œXNł

t???D???I??� U??Ð v??D??šÁ—U??ÄÏ ŸËd??ý 
  O = (0,0,0)t???D??I??� Ë ÏÊU??¹U??Ä 

  
A = (a1,a2,a

3
) r¹dOÖv' dE� —œ ® qJý tÐ∂Æ©bOM0 ÁU~� 

 qJý ∂

t?DI� t0 rOýUÐ t²ý«œ —«œXNł jšÁ—UÄ p¹ dÖ« fJŽdÐÏ Ê¬ ŸËdý 
  O = (0,0,0)ÁU~�¬ ¨býUÐ 

tDI�Ï bM�U' dH9 dOž È«tDI� ¨Ê¬ ÊU¹UÄ 
  
A = (a1,a2,a

3
)dþUMð p¹ t−O²� —œ Æœ«œ b¼«uš g¹UL� «— 

tDI� UÐ —«œXNł ÈU¼jšÁ—UÄ sOÐ v¹uÝËœÏ ŸËdý 
  O = (0,0,0)dH9 dOž ◊UI� Ë     R

3
 ÆXÝ« œułu'

Æn¹dFðtDI� UÐ —«œXNł jšÁ—UÄ d¼ tÐ Ï ŸËdý 
  O = (0,0,0) p¹ —œ —«œdÐ  R

3
—UB²š« tÐ U¹ 

 p¹ —«œdÐ U?Ð «— —«œd?Ð s¹« dÖ« ÆrO¹uÖv'at?DI� Ë rO¼œ g¹UL� Ï —«œd?Ð s¹« ÊU¹UÄ 
  
(a1,a2,a

3
)¨býUÐ 

—«œd?Ðò r?O?�?¹u?�v'
  
a = (a1,a2,a

3
) —«œd?Ð d¼ —œ Æå

  
a = (a1,a2,a

3
) ¨

  
a1 ¨

  
a2 Ë 

  
a

3
 ÈU?¼t?H?�R�

 —«œdÐaÆb�uýv' ÁbO'U� 

 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ 
  
a = (1,2, 3) Ë 

  
b = (1,−2,4) qJý —œ «— ∑Ær¹«Áœ«œ g¹UL� 

 qJý ∑

O
y

x

z

  
A = (a1, a2, a3)

x

y

z

O

a
b





±∞

 ‰U¦�≥ÆÈU¼—«œdÐ È«dÐ 
  
a = (1, − 3,2)Ë   b = ( − 4, − 1,0)¨a + b ̈a − bË

  

−
1

2
aÆrOM�v� «bOÄ«—

a + b = (1 + ( − 4), − 3 + ( − 1),2 + 0) = ( − 3, − 4,2),

  a − b = (1 − ( − 4), − 3 − ( − 1),2 − 0) = (5, − 2,2),

Æ                                   

  

−
1

2
a = ( −

1

2
,
3

2
, − 1)

t?OC4Ï ±Æ r?O?M� ÷dW a ¨b Ë c ¨Á«u?]?"œ —«œdÐ tÝ 
  o = (0,0,0) Ë d?H?c —«œdÐ r Ë sœbŽ Ëœ 

r¹—«œ  —uc s¹« —œ ÆbMýUÐ vIOIŠ

± ©a + b = b + a ®¨©lLł v¹UłtÐUł XOcUš

≤ ©a + (b + c) = (a + b) + c ®¨©lLł Èd¹cá²�dý XOcUš

≥ ©a + o = o + a = a¨

¥ ©a + ( − a) = ( − a) + a = o¨

µ ©r(a + b) = ra + rb¨

∂ ©(r + s)a = ra + sa¨

∑ ©(rs)a = r(sa)¨

∏ ©  1a = a¨

π ©  0a = o¨

±∞ ©ro = oÆ

Æ U³Ł«s?¹dLð Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ t� œuýv� t−O²( n¹dFð “« v²Š«— tÐ U¼vÖó¹Ë s¹« ÂULð v²Ý—œ 

 ÆrOM�v� U¼—

vÝbM¼ dO³Fð

 —«œdÐ Ëœ lL−KcUŠ t� r¹b¹œ
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) bM(U� È—«œdÐ a + bXÝ« 

 t�a + b = (a1 + b1 ,a2 + b2 ,a
3
+ b

3
) qJý Æπ “« vÝbM¼ dO³F‡ð d‡¹“ —œ a + bÆb‡¼œv‡� ÊUA( «— 

 qJý π

O
y

x

z

b

(b1 b2 b3 ), ,

a+b

(a + b1, a2 + b2, a3 + b3 )1

a (a1 a 2 a 3 ), ,



±±

 vIOIŠ œbŽ p¹ »dCKYUŠ œ—u  —œ Ër —«œdÐ —œ 
  
a = (a1,a2,a

3
) —«œdÐ t5 ra = (ra1, ra2, ra

3
)

 X;UŠ —œ eO� XÝ«  r > 1 qJý —œ vÝbM¼ dO³Fð ±∞Æœuýv  Áb¹œ 

 qJý±∞

dHY dOž —«œdÐ Ëœ a Ë b «— U²Ý«—r¼dHY dOž vIOIŠ œbŽ p¹ dÖ« rO U�v    rbýUÐ œułu  

 t5b = ra t5 XÝ« ̀ {«Ë Æb = r a Ê¬ —œ t5 ̈r vIOIŠ œbŽ oKD —b, r Ë b¼œv  g¹UL� «— a

 Ëb ÈU¼—«œdÐ ‰uÞ d~�U¹UL� VOðdð tÐ a Ë bÆXÝ« 

 q?{U?Hð œ—u  —œb “« a v?M?F¹ ¨a − b = a + (−b)t?M¹d, Ë ¨Ï b ¨v?M?F¹− b q?Jý ¨±±d?O?³Fð 

Æb¼œv  tz«—« «— dE�œ—u  vÝbM¼

 qJý ±±

J¹ ÈU¼—«œdÐÒt

J¹ —«œdÐÒtJ¹ ÈU¼—«œdÐ sOÐ —œ ÆbŠ«Ë ‰uÞ UÐ XÝ« È—«œdÐ Ò—«œdÐ tÝ ¨t

i = (1,0,0),   j = (0,1,0),   k = (0,0,1)

ÈU?¼v?Öó¹Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë vÖœUÝ tÐ ÆbM²�¼ —«œ—ušdÐ È«Áó¹Ë œdÐ—U5 Ë XOL¼« “« U¼—«œdÐ ÊUOÐ —œ

 —«œd?Ð d¼ ¨vIOIŠ œbŽ p¹ —œ UN�¬ »d{ Ë —«œdÐ Ëœ lLł
  
a = (a1,a2,a

3
) —u?YtÐ rO�«uðv  «— 

 ÈU¼—«œdÐ VO5dði ¨j Ë krO�¹uMÐ 

O
y

x

z

ra

a

O y

x

z

a

b

a − b

−b



±≤

                               
  
a = (a1,a2,a

3
)

    
  
= (a1,0,0) + (0,a2,0) + (0,0,a

3
)

    
  
= a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a

3
(0,0,1)

Æ                                                    
  
= a1i + a2j + a

3
k

 —«œdÐ fÄ
  
a = (a1,a2,a

3
)  —uY tÐ a = a1i + a2j + a

3
k XÝ« g¹UL� qÐU, ® qJý tÐ±≤

Æ©bOM5 ÁU~�

d?H?Y d?O?ž —«œd?Ð d¼ È«“« tÐ a ¨—«œdÐ X?N?łaË U?²?Ý«— r ¼ t 5 X?Ý« b?Š«Ë ‰uÞ UÐ È—«œdÐ  

 UÐ XNłr¼a—«œdÐ dÖ« ÆbýUÐv   XNł a UÐ «— eaÁU~�¬ rO¼œ g¹UL� 

Æ

  

ea =
1

a
a

 l,«Ë —œea XNł aË bM5v  hBA  Ê¬ ‰uÞ “« qI²�  «— 

Æa = a ea

OL5 p¹ UÐ —«œdÐ d¼ vMF¹Ò vHM dOž ÈœbŽ Xa XNł p¹ Ë ̈ XÝ« Ê¬ ‰uÞ t5 eaÆœuýv  hBA  

Æd?&cð —œ —«œX?N?ł jšÁ—UÄ d¼     R
3

 d?OE� AB

 qJý —œ±≥ p¹ «—  ÊUJOÄ dÖ« ÆrO U�v AtDI� ÏÈ«b²Ð« 

 Ë ÊUJOÄBt?DI� Ï œU?L?� UÐ «— ÊUJOÄ ¨býUÐ Ê¬ ÈUN²�« AB
→

◊UI�  UB²B  UÐ rO�«uðv  «— ÊUJOÄ d¼ ÆrO¼œv  g¹UL�

ÆrOM5 hBA  Ê¬ v¹UN²�« Ë v¹«b²Ð«

vÝbM¼ ÿU×; “« t5 XNł r¼ Ë È“«u  ÈU¼ÊUJOÄ

 qJý±≤

 qJý ±≥

O
y

x

z

A

B

O y

x

z

j

k a

(a1, a2, a3 )

a 3k

a1i
i

a2j



±≥

 d~¹bJ¹ UÐ «— bM²:¼ ‰uÞ r¼“—«r¼È«dÐ «d¹“ ¨r¹dOÖv� 

Ë—s?¹« “« Æœ—«œ X?O?L ¼« XNł Ë ‰uÞ U¼ÊUJOÄ Ÿu( s¹«

ŸËdý  UB²]� √b³� “« t� v(UJOÄ “—«r¼ ÈU¼ÊUJOÄ sOÐ

s¹« “« «c" Ær¹dOÖv� dE( —œ «— —«œdÐ ÊUL¼ vMF¹ ¨œuýv�

¨U?¼ÊU?J?OÄ ÈUł tÐ Ë r¹dOÖv� vJ¹ «— —«œdÐ Ë ÊUJOÄ fÄ

 qJý tÐ® r¹dOÖv� dE( —œ «— Ê¬ dþUM²� ÈU¼—«œdÐ±¥ÁU~( 

“« t?� v?(U?J?O?Ä U?Ð d?þU?M?²� —«œdÐ vðUB²]� dE( “« Æ©bOM�

  
P = (x0, y0, z0) t???Ð Ë œu???ýv???� ŸËd???ý 

  
Q = (x1, y1, z1)“« X????Ý«  —U???³???Ž ¨œu???ýv???� r???²???š 

(x1 − x0 , y1 − y0, z1 − z0) UÐ “—«r¼ —«œdÐ «— Ê¬ Ë PQ
→

ÆrO�U(v� 

                   s¹dLð

±®  U?B²]� UÐ vÞUI( Æ±\±\± ¨©  (0,0, − 2) ¨  (1, − 2,2) Ë   ( − 1, − 2, − 3)ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— 

ÆbO¼œ g¹UL( rzU�  UB²]�

≤® “« bMð—U³Ž VFJ� p¹ ”Ëƒ— Æ∞\∞\∞® ̈ ©∞\∞\≤® ̈ ©∞\≤\∞® ̈ ©≤\∞\∞® ̈ ©∞\≤\≤® ̈ ©≤\≤\∞¨©

®≤\∞\≤® Ë ©≤\≤\≤ÆbO¼œ g¹UL( rzU�  UB²]� ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— VFJ� s¹« Æ©

≥t?M¹d� ÆÏ s?¹d?Lð VFJ� ≤Êœd?� h?]?A?� U?Ð rzU�  UB²]�  U×Hc “« p¹ d¼ tÐ X³:( «— 

ÆbOM� «bOÄ ”Ëƒ—  UB²]�

¥tKcUW ¨d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆÏ P “« QÆbOM� «bOÄ «— 

©n"«            
  P = ( 2,0,0)       ¨

  
Q = (0,1,1)¨

              ©»

  

P = (1,0, − 1

2
)   ¨

  

Q = (
1

2
,

2

2
,0)Æ

µ Y?K?¦� jO×� ÆABC ÷d?W UÐ «— 
  A = ( − 1,0,0) ¨ 

  B = (2,0, 7 ) Ë 
  C = (3, 2, 7 )

ÆbOM� «bOÄ

∂t?D?I?‡?(  UB²‡]‡� ÆÏ M j?šÁ—UÄ jÝË PQ t?‡� «— 
  
P = (x0, y0, z0) Ë 

  
Q = (x1, y1, z1)

ÆbOM� «bO‡Ä

∑t(UO� ‰uÞ ÆÏ AM YK¦� “« ABC s¹dLð —œ t� «— µÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ XÝ« Ábý d�– 

 qJý±¥

O
y

x

z



±¥

 qJý±

b

a

θ ′a





















≤¥

≤ ÈU¼—«œdÐ bO¼œ ÊUA� Æa ¨b Ë cÆb�œuLŽ r¼dÐ ËœtÐËœ b�«Ábý n¹dFð d¹“ —œ t5 

Æ
  
c = (20,−29,11), 

  
b = (3,7,13), 

  
a = (2,1,−1)

≥ ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æ a Ëbð ¨X?Ý« Áb ¬ d¹“ —œ t5 , d¹uB rzUa œ«b² « ÈË— «— bË 

M¹d,tÏ a œ«b² « tÐ X³�� «— bÆbOM5 «bOÄ 

 ©n;«
  
a = (2,−1,2)        ¨

  
b = (1,0,0)¨

       ©»
  
a = (1,0,0) ¨

  
b = (−2, 3,− 4)¨

 ©Ã       
  
a = (1,1,0)    ¨

  
b = (−1,2,4)¨

 ©œ     
  
a = (2, 3,1) ¨      

  
b = (3,2,1)Æ

¥ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c ÈU ¼‰u?Þ tÐ VOðdð tÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ ± ¨≤ Ë ≥t?5 XOYUš s¹« UÐ 

a + b + c = o —«bI  Æa.b + b.c + c.aÆbOM5 t³ÝU×  «— 

µ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c d?Ö« Æb?M?ýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a.b = a.ct?5 b?O¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

∂ —«œdÐ rzU, d¹uBð Æ  a = (4,−3,2) UB²B   ÈU¼—u×  X³¦  XL�, UÐ t5 È—«œdÐ œ«b² «dÐ «— 

ÁœUŠ ÈU¹«Ë“ÏÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ œ“UÝv  ÈËU�  

∑ bOM5 ÷d4 Æ  a = (3,−6,−1) ¨  b = (1,4, −5) Ë   c = (3,−4,12) d¹uBð ÆU, rza + b«— 

 œ«b² «dÐcÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ 

∏ bOM5 ÷d4 Æ  a = (1,−3,4) ¨  b = (3,−4,2) Ë   c = (−1,1,4) rzU, d¹uBð Æaœ«b² « dÐ «— 

b + cÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ 

π bOM5 ÷d4 ©n;« Æa Ë b ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a.b ≤ a b bOM5 XÐUŁ «— ®s¹«

¨©XÝ« ·ËdF  fð—«uý ‡‡ vA5 ÈËU� U� tÐ ÈËU� U�

 v??I??O??I??Š œ«b??Ž« È«d??Ð b?O?M 5 X?ÐU?Ł n?;« p?L5 t?Ð ©»
  
a1 ¨

  
a2 ¨

  
a

3
 ¨

  
b1 ¨

  
b2 Ë 

  
b

3
r??¹—«œ 

  
a1b1 + a2b2 + a

3
b

3
≤ ( a1

2 + a2

2 + a
3

2 )
1

2 ( b1

2 + b2

2 + b
3

2 )
1

2
¨

v?????I?????O?????I?????Š œ«b?????Ž« È«d?????Ð b?????O?????M???? 5 X?????ÐU?????Ł » p????L??? 5 t????Ð ©Ã 
  
a1 ¨

  
a2 Ë 

  
a

3
r?????¹—«œ 

  
( a1 + a2 + a

3

3
) 2 ≤ a1

2 + a2

2 + a
3

2

3
Æ

±∞ bOM5 ÷d4 Æa Ë b b?OM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a dÐ bdÖ« jI4 Ë dÖ« XÝ« œuLŽ 

  
a + b2 = a 2 + b2

 ®tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐÏÆ©øb¹«Áœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  



≤µ

±± bOM5 ÷d4 Æa Ë b ∫bOM5 XÐUŁ «— YK¦  ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a + b ≤ a + b

tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐ®ÏÆ©øb¹«Áœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  

±≤ bOM5 ÷d4 ÆaË b bOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 
  
a + b2 + a − b2 = 2a 2 + 2b2

tDÐ«— vÝbM¼ dO³Fð®ÏÆ©øX�OÇ ôUÐ 

±≥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b Ë bMýUÐ —«œdÐ Ëœ a + b Ë a − bv4U5 Ë Â“ô vÞdý ÆbMýUÐ dHYdOž 

 Êœu?Ð œuLŽ È«dÐa + b dÐ a − b b?O?M5 «bOÄ «— ®X?Ýœt?Ð s?¹d?Lð s¹« qŠ “« «— vÝbM¼ VKD  Â«b5

Æ©øb¹«Áœ—Ë¬

±Æ≥vł—Uš »d{ 

—«œdÐ Ëœ tÐ rO¼«ušv  ̈ r¹œd5 t²�Ð«Ë œbŽ p¹ —«œdÐ Ëœ tÐ t5 q³, gBÐ ·öšdÐ ̈ gBÐ s¹« —œ

ÆbM U�v  —u5c  —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{ «— —«œdÐ s¹« ÆrOM5 t²�Ð«Ë —«œdÐ p¹

Æn¹dFð rOM5 ÷d4 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) ÆbMýU‡Ð —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{

a —œ b œUL� UÐ t5 «— a × brOM5v  n¹dFð d¹“  —uYtÐ rO¼œv  g¹UL� 

Æ
  
a × b = (a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

 ‰U¦�±Æ rOM5 ÷d4 
  
a = (2,−1, 3) Ë 

  
b = (−1,−2,4)Æ —uY s¹« —œ 

a × b = (2,−1, 3) × (−1,−2,4)

  
(2)(−2) − (−1)(−1) )

  
= ( (−1)(4) − (3)(−2)  ,  (3)(−1) − (2)(4)  ,

,
  
= (2,−11,−5)

b × a = (−1,−2,4) × (2,−1, 3)

  
(−1)(−1) − (−2)(2) )

  
= ( (−2)(3) − (4)(−1)  ,  (4)(2) − (−1)(3)  ,

Æ
  
= (−2,11,5)

 —«œdÐ Ëœ È«dÐ t5 rOM5v  tłuða Ë b r¹—«œ b�«Ábý v4dF  ‰U¦  s¹« —œ t5 a × b = −(b × a)Æ

 —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ «— VKD  s¹« Ê«uðv  Ë býUÐvL� v4œUBð Ÿu{u  s¹«a Ë bœd5 XÐUŁ vK5 X;UŠ —œ 

 vÖó¹Ë tÐ®±Æ©bOM5 ÁU~� vł—Uš »d{



≤∂

 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ i ¨j Ë kôUÐ n¹dFð dÐUMÐ Ær¹dOÖv  dE� —œ «— 

Æi × j = (1,0,0) × (0,1,0) = ((0)(0) − (0)(1)  ,  (0)(0) − (1)(0)  ,  (1)(1) − (0)(0)) = (0,0,1) = k

 bOM5 vÝ—dÐ bO�«uðv  s¹dLð Ê«uMŽtÐ VOðdð sOL¼ tÐj × k = i Ë k × i = jÆ

vł—Uš »d{ ÈU¼vÖó¹Ë

Æœd5 rO¼«uš ÊUOÐ «— vł—Uš »d{ rN  ÈU¼vÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ

 vÖó¹Ë±Ævł—Uš »d{  —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a × b = −(b × a)Æ

 v?Öó?¹Ë v?²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± r?O?¼œv  —«d, 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)t?łuð Æ

t5 rOM5v                              

 
  
a × b = (a1,a2,a

3
) × (b1, b2, b

3
)

                       ,
  
= (a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

Ë

  b × a = (b1, b2, b
3

) × (a1,a2,a
3

)

Æ                       = (b2a
3

− b
3
a2  ,  b

3
a1 − b1a3

 ,  b1a2 − b2a1)

 t5 œuýv  tEŠö  v²Š«— tÐ «c;a × b = −(b × a)Æ

 vÖó¹Ë≤Ævł—Uš »d{  —«œdÐ d¼ È«dÐ a ¨a × a = oÆ

 v?Öó?¹Ë v?²?Ý—œ v?Ý—dÐ È«dÐ≤ v?Öó?¹Ë d?ÐU?M?Ð t?5 r?O?M5v  tłuð ± ¨a × a = −(a × a)«c; Ë 

  2(a × a) = o¨ U¹ a × a = oÆ

 v????Öó????¹Ë≥Æv????ł—U????š »d???{  —«œd????Ð Ëœ d??? ¼ È«d????Ð a Ë b v????I????O????I????Š œb????Ž d?? ¼ Ë r¨

ra × b = r(a × b) = a × rbÆ

 vÖó¹Ë —œ≥« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 ¨Ë
Ò

s¹dLð Ê«uMŽtÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ ÆrOM5v  vÝ—dÐ «— ‰

 rO¼œv  —«d, —uEM  s¹« È«dÐ Æœuýv  U¼—
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)t−O²� —œ Æ





≤∏

tOCAÏ ±Æ rOM5 ÷d4 a Ë b —uY s¹« —œ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 

Æ  a.(a × b) =0 ,  b.(a × b) =0

Æ U³Ł« rO¼œv  —«d, 
  
a = (a1,a2,a

3
)Ë  

  
b = (b1, b2, b

3
)t−O²�—œ ¨

,a.(a × b) = a1(a2b
3

− a
3
b2) + a2(a

3
b1 − a1b3

) + a
3
(a1b2 − a2b1) =0

Ë

Æ b.(a × b) = b
1
(a

2
b

3
− a

3
b

2
) + b

2
(a

3
b

1
− a

1
b

3
) + b

3
(a

1
b

2
− a

2
b

1
) =0

Æt−O²< dÖ« a Ë b t5 È—uÞ bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a × b ÁU~�¬ ̈ œœdÖ dHYdOž eO� a × br¼ 

 dÐa dÐ r¼ Ë bÆXÝ« œuLŽ 

 ‰U¦�¥Æ —«œd?Ð Ëœ d¼ dÐ t5 rOM5 «bOÄ È—«œdÐ rO¼«ušv  
  
a = (4,−1, 3) Ë 

  
b = (2, 3,−1)

t−O²� dÐUMÐ ÆbýUÐ œuLŽÏ UÐ XÝ« dÐ«dÐ »uKD  —«œdÐ ¨ôUÐ a × b = (−8 ,10,14)Æ

tOCAÏ ≤Æ dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë bt¹Ë«“ t5 Ï UN�¬ sOÐ θr¹—«œ XÝ« 

Æa × b = a b sin θ

Æ U³Ł« ÷d4 UÐË n¹dFð pL5 tÐ 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)rO�¹uMÐ rO�«uðv  

                  
  
a × b2 = (a2b

3
− a

3
b2)2 + (a

3
b1 − a1b3

)2 + (a1b2 − a2b1)2

  
= a2

2b
3

2 −2a2a
3
b2b

3
+ a

3

2 b2

2 + a
3

2 b1

2 −2a1a3
b1b3

+ a1

2b
3

2

  
+ a1

2b2

2 −2a1a2b1b2 + a2

2b1

2

 
  
= (a1

2 + a2

2 + a
3

2 )(b1

2 + b2

2 + b
3

2 ) − (a1b1 + a2b2 + a
3
b

3
)2

                                                        
  
= a 2 b2 − (a.b)2

                                               
  
= a 2 b2 − a 2 b2 cos2 θ

  
= a 2 b2(1− cos2 θ )                       

  
= a 2 b2 sin2 θ                            

  
= ( a b sin θ ) 2 .                        



≤π

 t?−?O²� —œ
  
a × b2 = ( a b sin θ ) 2 Êu?Ç Æ  0 ≤ θ ≤ π «c; ¨  sin θ ≥ 0t?−?O²� —œ Æa × bË 

a b sin θ «c; Ë bMýUÐv  vHM U� a × b = a b sin θ Æ

 vÖó¹ËµÆvł—Uš »d{  dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a UÐ bjI4 Ë dÖ« XÝ« È“«u  

 dÖ«a × b = oÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ r¹dOÖ ¨θt¹Ë«“ Ï —«œdÐ Ëœ sOÐ a Ë b —uY s¹« —œ ÆbýUÐ 

                                 a × b = o ⇔ a × b =0

              
  
⇔ a b sin θ = 0

 ÈU¼—«œdÐ ÊœuÐ dHYdOž tÐ tłuð UÐ          a Ëb            ⇔ sin θ = 0

            θ = π U¹   ⇔ θ = 0

a. Ë b bMýUÐ È“«u  r¼ UÐ ⇔

Æd&cðt?OC, Ï ≤t−O²� ËÏ “« v?ÝbM¼ dO³Fð p¹ ¨Ê¬“« q³,

 dÖ« l,«Ë —œ Æb¼œv  XÝœtÐ —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{a Ë bËœ 

 b?MýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëa × bd?E� “« ÁU~�¬ ¨býUÐ dHYdOž eO� 

 ̈ vÝbM¼a × bt×HY dÐ œuLŽ È—«œdÐ Ï “« «—cÖ a Ë bbýUÐv  

 Ê¬ ‰u?Þ t 5a b sin θ Ê¬ —œ t? 5 X?Ý« θt?¹Ë«“ Ï s?O?Ð a Ë b

XNł t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðv  ÆXÝ«a × bv²,Ë XÝ« XÝ«— XÝœ X�ý XA~�« XNł XLÝ tÐ  eO� 

 ·dÞ “« ÊU²A~�« t5a tÐ btÐ® XÝ« Ã—Uš »U²5 s¹« vÝ—œ t U�dÐ “« Ÿu{u  s¹« qO;œ vÝ—dÐ ÆbMýUÐ  

 qJý±Æ©bOM5 ÁU~� 

 —«œd?Ð Ëœ jÝuð t5 vŽö{ô«È“«u²  XŠU�  t5 rO¼œv  ÊUA� gBÐ s¹« ÈUN²�« —œa Ë b

 —«œd?Ð t?Ý j?Ýuð t5 vŠuD�;«È“«u²  r−Š Ë œuýv  t²šUÝa ¨b Ë cÊ«u?ðv  «— b¹¬v  œułËtÐ 

s?¹« Æœd5 ÊUOÐ ÕuD�;«È“«u²  U¹ Ÿö{ô«È“«u²  Ê¬ ÁbMM5bO;uð ÈU¼—«œdÐ vł—Uš »d{ V�ŠdÐ

Æb¼œv  XÝœtÐ vł—Uš »d{ “« «— Èd~¹œ vÝbM¼ dO³Fð Ÿu{u 

 qJý±

b

a

a × b





≥±

a × b = (−12,−24,8) YK¦  XŠU�  «c; Ë ABCUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Æ

  

1

2
a × b = 1

2
(−12)2 + (−24)2 + (8)2 = 1

2
784 = 28

2
=14

ÕuD��« È“«u²� r−Š

 r¹dOÖa ¨b Ë cs¹« ÈË— t5 vŠuD�;« È“«u²  ÆbMýU³� l,«Ë t×HY p¹ —œ t5 bMýUÐ —«œdÐ tÝ 

 qJý tÐ® r¹dOÖv  dE� —œ «— œuýv  UMÐ —«œdÐ tÝ≥Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý≥

 —«œd?Ð r?zU?, d?¹u?B?ð U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð Õu?D?�?;«È“«u?²?  s?¹«ŸUHð—« t5 XÝ« `{«Ëa—«œdÐ ÈË— 

b × c¨ v???????M??????F??????¹

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c)Á“«b???????�« «c??????; Æ ÏU???????Ð X???????Ý« d??????Ð«d??????Ð ŸU??????H??????ð—« s??????¹« 

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c) = a.(b × c)

b × c2
b × c = a.(b × c)

b × c
 d????ÐU????M????Ð t????−????O????²????�—œ Æ®±r?????−????Š ©

UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«È“«u² 

Æ= b × c
a.(b × c)

b × c
= a.(b × c) Á“«b�«Ï ŸUHð—« ×ÁbŽU, XŠU�  

 t??5 v??YU?š X?;U?Š —œa ¨b Ë cp??¹ t??Ð Õu??D??�??;«È“«u?²?  ¨b?�d?O?~?Ð —«d?, t?×?H?Y p?¹ —œ 

s¹«—œ ÕuD�;«È“«u²  r−Š «c; Ë ©ø«dÇ® œuýv  q¹b³ð tDI� p¹ U¹ Ë jš p¹ U¹ Ÿö{ô«È“«u² 

 ’Uš X;UŠ s¹« —œ v4dÞ “« ÆXÝ« dHY dÐ«dÐ X;UŠa.(b × c) œu?Ð b¼«uš dHY eO� ®—œ Ë ©ø«dÇ

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«È“«u²  r−Š eO� ’Uš X;UŠ s¹« —œ t−O²�a.(b × c)—œ t5 rOM5v  tłuð Æ

b × c

a

c

b



≥≤

t³ÝU× Ï«c; ¨r¹dO~Ð dE�—œ ÁbŽU, Ê«uMŽtÐ «— ÁułË “« p¹ d¼ rO²��«uðv  ÕuD�;«È“«u²  r−Š 

   ®≤ ©Æ = a.(b × c) = b.(c × a) = c.(a × b)  t5 vŠuD�;«È“«u²  r−Š—«œdÐ tÝ ÈË— a ̈bË  cœuýv  UMÐ 

 ‰U¦�∂Æ ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— vŠuD�;«È“«u²  r−Š rO¼«ušv  
  
a = (1,1,0) ̈

  
b = (0,1,1)

 Ë
  
c = (1,0,1) ÊuÇ ÆrOM5 «bOÄ œuýv  bO;uð 

  
b × c = (1,1, −1) dÐUMÐ «c; ¨®≤©

Æ
  
= a.(b × c) = (1,1,0).(1,1,−1) = 1 + 1 + 0 = 2ÕuD�;«È“«u²  r−Š 

 ‰U??¦??�∑Æ ÈU?? ¼—«œd??Ð t? 5 r??O??M? 5 v??Ý—d??Ð r??O? ¼«u??šv??    a = (2, 3,−1) ¨
  
b = (1,−1, 3)Ë 

  c = (1,9,−11) XÝ« v4U5 —uEM  s¹« È«dÐ Æt�U¹ b�«t×HY r¼ a.(b × c) rOM5 t³ÝU×  «— ®Æ©ø«dÇ

 Êu???Ç  b × c = (−16,14,10) f???Ä   =0  −32 + 42 −10=a.(b × c)r????−???Š t?? 5 s???¹« v???M???F???¹ Æ

 ÈU ¼—«œd?Ð j?Ýu?ð Áb?ý b?O?;u?ð Õu?D?�?;«È“«u?²? a ¨b Ë cb?¼œv?  ÊU?A?� s?¹« t 5 X?Ý« d?H?Y d?Ð«d?Ð 

 «c?; Ë X?Ý« j?š U?¹ Ÿö?{ô«È“«u?²?  p?¹ Uł s¹« —œ Ábý bO;uð ÕuD�;«È“«u² a ¨b Ë cp¹ —œ 

Æb�dOÖv  —«d, t×HY

                   s¹dLð

± ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æa ¨b Ë c ¨XÝ« Áb ¬ d¹“ —œ t5 b × c Ë a.(b × c)t³ÝU×  «— 

 ÆbOM5b × c Ë a.(b × c)øbM²�¼ tÇ d~�U¹UL� 

 ©n;«
  
a = (1,1,0) ¨   

  
b = (0,1,1) Ë 

  
c = (−1,−3,4)¨

   ©»  a = (−3,1,1) ¨
  
b = (1,0,−1) Ë      

  
c = (1,1,−1)Æ

≤ —«œdÐ Ëœ dÐ œuLŽ È—«œdÐ Æ
  
a = (1,−3,2) Ë 

  
b = (−2,1,−5)ÆbOM5 «bOÄ 

≥ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c dÖ« ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a × b = a × ct5 bO¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

¥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b ‰u?Þ tÐ v¹U¼—«œdÐ µt¹Ë«“ d~¹bJ¹ UÐ t5 bM²�¼ Ï 

  

π
4

X?ŠU�  Æb�“UÝv  

 ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— v¦K¦   a −2b Ë   3a + 2bÆbOM5 «bOÄ œuýv  bO;uð 

µ ÈU¼—«œdÐ Æa Ë b t5 XOYUš s¹« UÐ b�«÷ËdH  
  
a = 3 ̈

  
b = 26 Ë 

  
a × b = 72—«bI  Æ



≥≥

a.bÆbOM5 t³ÝU×  «— 

∂ bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c Ë Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ i ̈j Ë kJ¹ ÈU¼—«œdÐ ÒÁœUÝ «— d¹“  «—U³Ž ÆbMýUÐ t

ÆbOM5

 ©n;«i × ( j + k) − j × (i + k) + k × (i + j + k)¨

 ©»(a + b + c) × c + (a + b + c) × b + (b − c) × a¨

 ©Ã  (2a + b) × (c − a) + (b + c) × (a + b)¨

 ©œ2i.( j × k) + 3 j.(i × k) + 4k.(i × j)Æ

∑ b?O?M 5 ÷d4 Æa ¨b Ë c t 5 X?O?YU?š s?¹« U?Ð b?M?ýU?Ð —«œdÐ tÝ a + b + c = ob?O?M?5 X?ÐUŁ Æ

a × b = b × c = c × aÆ

∏ bOM5 ÷d4 Æa ̈b ̈c Ë d t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ a × b = c × d Ë a × c = b × dÆ

 ÈU¼—«œdÐ dÖ« bOM5 XÐUŁa − d Ë b − cr¼ UÐ ÁU~�¬ ¨bMýUÐ dHY dOž ÆbM¹“«u  

π bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ (a × b) + (b × c) + (c × a) = oÆ

 ÈU¼—«œdÐ bOM5 XÐUŁa¨ b Ë cÆb�dOÖv  —«d, t×HY p¹ —œ 

±∞ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) = (a.c)b − (a.b)c

±± bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) = o

±≤ b?O?M5 ÷d4 Æp ¨q  ¨r Ë s ÈU ¼—«œd?Ð b?O?M 5 X?ÐU?Ł Æb?M?ýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ a = p × s¨

b = q × s Ë c = r × sÆb�dOÖv  —«d, t×HY p¹ —œ 


