
±

—U²H~AOÄ

Á—UÐ—œ v²¹UJŠÏÈ“Ë— ∫X?�O� nD� “« v�Uš t� bM¹uÖÅv# —uNA# ÈU¼ÅÊ«bO{U¹— “« vJ¹ 

X?³?×+ ŸËdý —œ Ë« ÆbM� v�«dM0Ý È«ÅÁœdJKOB×ð lLł —uCŠ —œ Ê«bO{U¹— s¹« t� œuÐ —«d:

Ê«b?O?{U?¹— ÆåÅX?Ý« v?N?¹b?Ð  —U³Ž s¹« l:«Ë —œÅò ∫XHÖ Ë Xýu� t²0ð ÈË— v{U¹—  —U³Ž p¹

#« Æå X?Ý« v?N?¹b?Ð t?� r?M?�Åv?# dJB s# q:«bŠÅò ∫XHÖ Ë œd� ÁU~� Ábý t²ýu�  —U³Ž tÐ Á—UÐËœÒU?

pý t�ÅÊUMâL¼Ò«— v�«dM0Ý s�UÝ Ë XBdÖdÐ Èœ«b# Ë cžU� Ë å bOA0³ÐÅò ∫XHÖ býÅv# dðÅÈu: Ë« 

¨Âd²×# —UCŠ tKÐÅò ∫XHÖ t�«bM#“ËdOÄ Ë XAÖ“UÐ s�UÝ tÐ Ê«bMšË« tIO:œ X�OÐ “« bFÐ Æœd� „dð

ÅåÅ°XÝ« vN¹bÐ  —U³Ž s¹«

—uÞÅtÐ rO�«uðÅv# U# t� œuÐ Ê¬  —U³Ž ÊœuÐ vN¹bÐ “« Ê«bO{U¹— s¹«—uEM# t�bÝ—Åv#dE� tÐ

qOK×ð Ë t¹e−ð ¨X¹UN� —œ Ë X�O� vBU� ‘d¹cÄ s¹« ‰UŠ s¹« UÐ ÆrOM� ‰u³: «— Ê¬ v²Ý—œ ÈœuNý

t²HÖ tÐ UMÐ ÆbM�Åv# œ— U¹ Ë bO¹Qð «—ÅÊ¬ ̈ vIDM#ÏéLJÝ« 
±

Å® ±π∑±©Åò B: p¹ ÈeOÇ “« ÊœuÐ s¾LD#ÅÒt

t�Ås¹« s²��«œ Ë XÝ« «dÇ¬ B: XÝ« XÝ—œ eOÇ ÊÒs¹« s²��«œ tÐ pL� eO� U# ·b¼ Ë åÅd~¹œ È«Åt

ÆXÝU¼«dÇ

O?{U?¹— t?� v?A?I� s²BdÖ dE�—œ UÐÒU?Ð v?¹U?M?ý¬ ¨b?M?� U?H¹« b�«uðÅv# b�ËdNý d¼ XOÐdð —œ  U

J?H?²?# ¨b?F?²�# ÊU�«ułu� È«dÐ rKŽ s¹« nK²0# ÈU¼ÅXL�:ÒÆb?Ý—Åv?# dE� tÐ v#«e�« U# ÈU�«uð Ë d

tFÝuð Ë bý— UÐ tDÐ«— —œ v¹U³¹“ vÐd−ð Ë ÈœuNý ÈU¼Åt�uL�ÏœułË »U²� s¹« —œ Ábý ÕdD# V�UD# 

#« ÆbMM�Åv# ÊUÝ¬ «— U¼ÅÊ¬ rNB Ë ÈdOÖœU¹ t� b�—«œÒœU¹  UŽu{u# s²BdÖœU¹ Ë ÊbOLNB d²NÐ È«dÐ U

 U?¼ÅÊ¬ s?¹d?²?LN# Ær¹bM#“UO� vHK²0# —«eÐ« Ë “UO� gOÄ ÈU¼Åg�«œ tÐ ¨ÁbýÁu×�ÏÊœd� ‰ôb²Ý« Ë  

Á—U?Ð—œ t?� t?â?�¬ qOLJð fáÝÏr?¹«Åt?²?Bd?Ö œU?¹  t?D?Ð«— Ë v?ð—U�œ »dCK+UŠ ÁdšôUÐ Ë U¼ÅtŽuL−# 

±‡‡ Skemp



≤

ÆbýUÐÅv#

Ë« q?B?B Ëœ t?� X?ý«œ Ê¬ d?Ð «— U# “UO� gOÄ ÈU¼Åg�«œ tÐ “UO�Ò‚u?B r?O?¼UH# tÐ «— »U²� ‰

tMO#“ ¨vK³: ÈU¼ÅÈdOÖœU¹ oOLFð dÐÅÁËöŽ Uð rO¼œ ’UB²š«ÏV�UD# ÊbOLNB d²NÐ È«dÐ ÈdðÅVÝUM# 

Æb¹¬ r¼«dB bFÐ ÈU¼ÅqBB

KF# tłuð ̈ sOMÇÅr¼ÒdE�ÅÅÅb¹b−ð t� rOM�Åv# VKł rN# s¹« tÐ «— e¹eŽ Ê«“u#¬Åg�«œ Ë v#«dÖ ÊUL

 “« q+UŠ Z¹U²� qOK×ð Ë t¹e−ð Ë È—Ë¬ÅlLł “« fÄ »U²�¥ÆXÝ« t²BdÖ  —u+ Ê¬ f¹—bð ‰UÝ 

Áb?�“U?Ý ÈU?¼œU?I?²?�« Ë U?¼œU?N?MAOÄ UÐ t� r¹bMLA¼«uš v#«dÖ Ê«dEM³ŠU+ v#ULð Ë ULý —uCŠ “«Ï

ÆbM¼œ È—U¹ Ê¬ qOLJð Ë tFÝuð ¨`O×Bð —œ «— U# g¹uš

ÊUH�R�



≥



¥

±Å‡‡Å±ÈœuNý „—œ ‡‡Å
±

‘œdÖ —œ Ê¬ —ËœÅtÐ U¼ÅÁ—U²Ý Ë XÝ« ·U+ sO#“ t� b�œuÐ Áœd� —ËUÐ Âœd# ̈ ÈœUL²# ÈU¼ÅÊd: vÞ

t¹dE� U¼ÅÊ¬ ÆbM²�¼Ïs¹« Á“Ëd#« tÇ dÖ« Æb�œd�Åv# œ— «— bOý—uš —Ëœ tÐ Ê¬ gšdÇ Ë sO#“ ÊœuÐÅœdÖ 

²Š t¹dE�Òœu?N?ý UÐ sJO� ¨XÝ« `{«Ë gOÐ Ë r� Èd#« eO� ÊôUÝœdš È«dÐ v


X?IÐUD# ÊU#“ Ê¬ Âœd# 

ÆXý«b�

ÆbýUÐ ‰ôb²Ý« ÊËbÐ ”U�Š« U¹ Èe¹dž g�«œ p¹ b�«uðÅv� œuNý

b?+—œ b?+ ÊU?M?O?‡?L?Þ« U?Ð r?‡?O�«u‡ðÅvL� ÁU‡ÖÅêO‡¼ ¨rO‡M�Åv# ÁœU‡H²Ý« œu‡š œuNý “« t‡� v‡²:Ë

pL� U# tÐ ÈœuNý „—œ ¨l‡:«u‡# È—UO�Ð —œ ‰UŠ s¹« UÐ ÆXÝ« XÝ—œ U# Èd‡OÖÅt−‡O²� t� rO¹u‡~Ð

n?K?²?0?# ÈU?¼ÅX?L?�?:  U?‡³Ł« È«d‡Ð Èd²N‡Ð ÈU¼Å”bŠ Ë rO‡LNHÐ d‡²NÐ «— v{U‡¹— V�UD# t� bM�Åv#

:u?# ‰ôb?²?Ý«  —u?+Åt?Ð Ë q?‡?L?²×# gOÐ Ë r� v‡¹U¼Å”bŠ sOMÇ ÆrO�eÐÒœu?łË t?Ð U# —œ v²¹U{— ¨X

ôu?L?F# ÆrOM� ‘ö‡ð vL²Š ‰ôb²Ý« p¹ tÐ vÐUO²Ýœ È«d‡Ð Èd²AOÐ ‚UO²ý« UÐ t‡� b‡�—Ë¬Åv#Î‰ôb²Ý« 

‡:u#ÒÆr¹uýÅv# UMý¬ U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅX¹œËb‡×# UÐ bFÐ ÈU¼ÅXL�: —œ t� býU‡ÐÅv# «dI‡²Ý« Ë qO¦L‡ð ÈUM‡³# dÐ X

±Å‡‡Å≤vÝUO( U¹ vKO¦Lð ‰ôb²Ý« ‡‡Å
≤

d#“Ë— ÈU¼—U� d¦�« —œÒOIBu# Uð v×DÝ ÈU¼ÅÈdOÖÅt−O²� “« ‡‡ ÁÒÁbLŽ ÈU¼ÅXÏÈU¼—U� U¹ Ë vLKŽ 

r?O¼UH# sOÐ XNÐUA# vŽu� s²BU¹ ÊUL¼ l:«ËÅÅÅ—œ t� ”UO: ÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« ”UO: U¹ qO¦Lð “« ‡‡ ÈdM¼

łuð UÐ qO¦Lð Ÿ«u�«ÆXÝ« ÁœUH²Ý« qÐU: nK²0# ÕuDÝ ÂULð —œ ¨býUÐÅv# ÊuÖU�uÖÒ¹œËb×# tÐ tÒv¹U¼ÅX

t?MO#“ p¹ œU−¹« —œ bM�«uðÅv# ¨b�—«œ t�Ïv?{U¹— ÈU¼Å U³Ł« Ë rO¼UH# “« È—UO�Ð „—œ È«dÐ ÈœuNý 

±‡‡ Intuitive ≤‡‡ Analogy

استدلال رياضى

۱فصل



µ

ŁR# pL�ÒOL¼« b¹U³� Ë bMýUÐ ÈdÒłuð d¹“ ‰U¦# tÐ ÆXBdÖ Áb¹œU� «— U¼ÅÊ¬ XÒ∫bOM� t

 ‰U¦�±∫ ÈœbŽ ̈ vHM# œbŽ —œ vHM# œbŽ »dCK+UŠ t� XIOIŠ s¹« d²NÐ „—œ È«dÐ qO¦Lð “«

∫rOM�Åv# ÁœUH²Ý« XÝ« X³¦#

® X?³?¦?# v?KLŽ «— Êe0# tÐ »¬ Êbý œ—«Ë+Å©® v?H?M?# vKLŽ «— Ê¬ “« »¬ ÃËdš Ë  −©dE�—œ 

® X³¦# vKLŽ «— rKOB ÊœdÐuKł ¨eO� rKOB g¹UL� —œ Ær¹dOÖÅv#+Å©® vHM# vKLŽ «—ÅÊ¬ ÊœdÐ VIŽ Ë Å −©

XÝ« Êe0# p¹ “« ÃËdš ‰UŠ —œ »¬ ̈ Ê¬ —œ t� œuý Áœ«œ g¹UL� vLKOB dÖ« ‰UŠ Ær¹—Ë¬Åv# »U�Š tÐ

®−©Å® r?O�«œdÖdÐ VIŽ tÐ «— rKOB Ë −©Å® œœd?Ö v# “UÐ Êe0# tÐ Á—UÐËœ »¬ ¨+©qLŽ Ëœ q+UŠ vMF¹ °

ÆXÝ« Ábý Êe0# tÐ »¬ XAÖ“UÐ X³¦# qLŽ ¨©ÅrKOB ÊœdÐ VIŽ Ë »¬ ÃËdšÅ® vHM#

#« ¨X�O� v{U¹—  U³Ł« p¹ Ê«uMŽ êO¼ tÐ ôUÐ ‰U¦# ¨bO�«œÅv# t� —uÞÅÊUL¼ÒXÝ« vÐuš qO¦Lð U

ÆbM� ÁœU#¬ oO:œ  U³Ł« È«dÐ «— U# Uð

 s¹dLð± ‡‡ÁbMš XKŽ Ë œdÐ —U� tÐ vKO¦Lð tÇ vÞuÞ t� bO¼œ `O{uð ¨d¹“ ÊU²Ý«œ tÐ tłuð UÐÏ

øœuÐ tÇ Âœd#

v??????O??????Þu??????Þ «— ÈË Ë v?????�U?????I?????Ð œu?????Ð

ÊU?????�œ ÊU?????³?????N?????~?????� Èœu?????Ð ÊU????�œ —œ

Èb???????Ð o???????ÞU???????� v??????#œ¬ »U??????D??????š —œ

X??0??¹d??Ö v??¹u?Ý ÊU?�œ Èu?Ý “« X?�?ł

‘«Åt????ł«u????š b????#U???O???Ð t???�U???š Èu???Ý “«

»d????Ç t????#U???ł Ë ÊU???�œ s???žË— d???Ä b???¹œ

œd????� ÁU????ðu???� s???0???Ý Èb???M???Ç v???�“Ë—

m??¹—œ È« X??H??ÖÅv??# Ë b??M??�Åv??#Åd??Ð g??¹—

ÊU???#“ÅÊ¬ Èœu???Ð t???²???�??J??A??Ð s??# X??Ýœ

«— g??????¹Ë—œ d??????¼ œ«œÅv??????# U??????¼Åt?????¹b?????¼

—«“ Ë Ê«d??O??Š V??ý t??Ý Ë “Ë— t??Ý b??F??Ð

X??H??~??ý Êu??Öd??¼ «— ⁄d??# Ê¬ œu??L??�Åv??#

X????ýc????ÖÅv????# t????M????¼d????Ð d???Ý v???I???�u???ł

ÊU?????#“ —œ b????#¬ X????H????Ö —b????�« v????Þu????Þ

v????²????0????O????#¬ Êö????� U????Ð q????� È«Åt???Ç “«

v????O???Þu???Þ U???¹u???Ö e???³???Ý v???¹«u???�Å‘u???š

Ê«d????Ö«œu????Ý t???L???¼ U???Ð v???²???H???Ö t???²???J???�

Èb??????Ð ‚–U??????Š ÊU??????O?????Þu?????Þ È«u?????� —œ

X???0???¹d???Ð «— q???Ö s???žË— ÈU???¼Åt???A??O??ý

‘ËÅt??ł«u??š ⁄—U??B X??�??A??M??Ð ÊU??�œ d??Ð

� v?Þu?Þ X?A?Ö œ“ ‘d?Ý dÐÓ»d?{ “ q?

œd???????� Á¬ X???????#«b???????� “« ‰U???????I???????Ð œd??????#

m????O????# d????¹“ b????ý r????²????L????F????� »U????²???BP???�

ÊU???Ð“Å‘u???š Ê¬ d???Ý d???Ð s???# Âœ“ Êu???Ç

«— g?????¹u????š ⁄d????# o????D????� b????ÐU????O????Ð U????ð

Ð t????²???�???A???M???Ð ÊU???�œ d???Ð
Ô

—«Ëb???O???#u???� b???

X????H???~???Ð Ë« b???¹¬ —b???�U???� b???ýU???Ð t???� U???ð

X??A?Þ Ë ”U?Þ X?A?Ä u?Ç u?# v?Ð d?Ý U?Ð

Êö????B v????¼ t????� œ“ g???¹Ë—œ d???Ð @???�U???Ð

v???²???0???¹— s???žË— t???A???O???ý “« d???~??# u??ð



∂

±Å‡‡Å≥v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡Å
±

Ë« Ë b¹uý È«Åt¹d: œ—«Ë dÖ«Òt?Ç b?ýUÐ vÐ¬ v�ULAÇ È«—«œ bOM�Åv# œ—ušdÐ Ë« tÐ t� ÈœdB sO�

łu²# Ë b¹“«œdáÐ t¹d: ÈU¼ÅtÇu� fÄ tÇu� —œ ‘œdÖ tÐ dÖ« ‰UŠ øbO¹uÖÅv#ÒÊULAÇ @�— t� b¹uý t

 t?� b?¹d?O?~?Ð t?−?O?²?� X?Ý« s?J?L# ¨XÝ« vÐ¬ b¹«ÅÁbý tł«u# t¹d: Ê¬ —œ U¼ÅÊ¬ UÐ t� Èœ«dB« ÂULð@�—

XÝ« vÐ¬ t¹d( œ«d6« v�ULð ÊULAÇÆ

b?F?²# b‡¼«uý ¨t¹d‡: tÐ d‡HÝ —œÒłu?²?# ¨r‡¹œd� È—Ë¬ÅlLł «— ÈœÒË r?¹bý Z¹U²‡� ÊœuÐ ÊU�J¹ t

K� Èd‡OÖÅt−‡O²� ̈ U¼ÅÊ¬ ”UÝ«dÐÒ«— œuš  «b¼UA# t‡ÐUA# výË— UÐ e‡O� vÐd‡−ð ÊUL�UŽ Ær¹œ«œ ÂU−�« «— v

vÐd‡−ð ÂuKŽ —œ ÆbMM�Åv# nA� «— XFO³Þ v#uLŽ sO‡�«u: ¨U¼ÅÊ¬ dÐ r�UŠ rE‡� tÐ tłuð UÐ Ë Áœ«œ rE�

 ¨‰ôb²Ý«  Ÿu� s¹« tÐvLKŽ U¹ vÐd−ð ‘Ë— Ê¬ tÐ v{U¹— —œ Ë v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«ÆœuýÅv# t²HÖ 

K?" Èd?O?ÖÅt?−O²� ‘Ë— v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«Òt?Žu?L?−� ÈUM³� dÐ vÏ «b?¼UA� “« ÈœËb×� 

ÆXÝ«

 ‰U¦�≤ ∫ “« —U?� s?¹« È«d?Ð Ær?O?M�Åv# lLł r¼ UÐ «— œdB v�«u²# œ«bŽ« t� bOM� ÷dB±ŸËdý 

∫rOM�Åv#

  1+ 3 = 4

          1+ 3 + 5 = 9

             1+ 3 + 5 + 7 =16

łuð UÐÒ r¹dOÖÅv# t−O²� ôUÐ  «b¼UA# tÐ tÆbM²<¼ q�U� lÐd� U¼ÅlLł q@UŠ ÂULð

t#«œ« UÐ ‰UŠÏt−O²� ¨ôUÐ Èu~�« ÏÆrOM�Åv# ‰d²M� «— Áb#¬ÅXÝœÅtÐ 

œ« Ê«uðÅv# U¹¬ øXBdÖ Ê«uðÅv# È«Åt−O²� tÇ U¼Åt²BU¹ s¹« “«Ò t� œd� UŽ tAOL¼œ«bŽ« lLł q+UŠ

øXÝ« q#U� lÐd# p¹ v�«u²# œdB

±‡‡ Inductive reasoning

«— o???K???š b??#¬ Áb??M??š g??ÝU??O??: “«

d?O?~?# œu?š “« ”U?O?: «—ÅÊU?�U?Ä —U?�

b??ý Á«d?L?Ö V?³?Ý s?¹“ r?�U?Ž t?K?L?ł

«— o?�œ V?ŠU?+ Xý«bMÄ œuš uÇ u�

d??O??ý Ë d??O??ý s??²?A?³?� —œ b?�U?# t?Çd?Ö

b????ý ÁU???Ö¬ o???Š ‰«b???Ð« “ v???�???� r???�



∑

±Å‡‡Å¥v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« X¹œËb×� ‡‡Å

Áb¼UA�Ï ±‡‡ Æb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ »¬

Áb¼UA�Ï ≤‡‡ Æb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ ·dÐ

Áb¼UA�Ï ≥‡‡ÅÆb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ a¹ 

∫t−O²�Æb�UL� v(UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv� —bI�¬ ÈeOÇ d¼ 

Þ« È—Ë¬Ål?Lł Ë Áb¼UA# UÐ sOA�—Už œd# ôUÐ qJý —œÒbýÅv# —«dJð t� v¹u~�« Êb¹œ Ë  UŽö

åÅ°b�UL� v:UÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv# —bI�¬ ÈeOÇ d¼Åò t� œd� ÈdOÖÅt−O²�

t� «d¹“ b¼œÅv# ÊUA� U# tÐ «— v�ôb²Ý« sOMÇ vÝUÝ« nF{ ôUÐ qJý ¨bOMOÐÅv# t� —uÞÅÊUL¼

K� ÈdOÖÅt−O²� v²Ý—œU� Uð b�uAÐ nA� Èd²AOÐ b¼«uý t� œ—«œ œułË ‰UL²Š« s¹« tAOL¼ÒÈUM³# dÐ ¨v

tŽuL−#ÏÆbM¼œ ÊUA� «—  «b¼UA# “« ÈœËb×# 

 s¹dLð≤ ‡‡bMM�Åv# ‚b+ d¹“  ôœUF# —œ t� «— Èœ«bŽ« Uð bO¼œ ÂU−�« «— Ábý sOOFð  U³ÝU×#

∫bOM� «bOÄ

  
1× 8 +1=                  ®Å±

  
12× 8 +2 =              ®Å≤

  
123 × 8 + 3 =           ®Å≥

  
1234× 8 + 4 =         ®Å¥

øbýUÐ t²ý«œ t#«œ« X¹UNMOÐ Uð u~�« s¹« bOM�Åv# dJB U¹¬ ©n�«



∏

łuð UÐ Ë t³ÝU×# ÊËbÐ ©»Ò”bŠ bMM�Åv# ‚b+ d¹“  ôœUF# —œ t� «— Èœ«bŽ« ̈ ôUÐ  Èu~�« tÐ t

∫bO�eÐ

 

  
12345 × 8 + 5 =            ®Åµ

      

  
123456 × 8 +6 =          ®Å∂

0A# Uð bOM� t³ÝU×# «— © »Å® XL�: Z¹U²� ©ÛÒU¹ XÝ« ÁœuÐ XÝ—œ ULý ”bŠ U¹¬ t� œuý h

ødOš

t" «— tâ�¬ Ë bOM"  U³Ł« oO:œ Ë vLÝ— —uÞÅtÐ ̈ bÝ—Åv� dE�ÅtÐ ÈœuNý «— tâ�¬ bOM" vFÝ

ÈeG� ‘“—Ë p¹ s¹« ÆbOM" „—œ ÈœuNý —uÞ tÐ b¹«ÅÁœd"  U³Ł« oO:œ Ë vLÝ— —uÞ tÐ

ÆXÝ« VDUł

     UODuÄ Ã—uł 
±

Å\±π¥µ

± ‡‡Åµv{U¹— È«dI²Ý« ‡‡ÅÅ
≤

∫t?� b?O?ýU?Ð Áœd?� Áb¼UA# vBœUBð —uÞÅtÐ XÝ« sJL#  1+ 8 +27 +64 =100h?O?0Að UÐ Æ

Áb¼UA# tÐ rO�«u²Ð b¹Uý ¨œ«bŽ« ÈU¼ÅVFJ# Ë U¼ÅlÐd#Ï∫rO¼bÐ ÈdðÅV�Uł qJý œuš 

13 +23 + 33 + 43 =102

ð« s?¹« —uDÇÒa?ÝU?Ä È«d?Ð øX?Ý« œb?Ž p?¹ l?Ðd?# ¨v?�«u?²?# ÈU?¼ÅV?FJ# ŸuL−# tAOL¼ U¹¬ øœU²B« ‚UH

0A# œ—«u# rO�«uðÅv# ̈ œuš ÈËUJ−M�ÅÅtÐÒX�UŠ v~�U~¹ Ë q#UJð È«dÐ Ë rOM� vÝ—dÐ eO� «— Èd~¹œ h

  n =1∫rOM�Åv# tBU{« eO� «— ¨œ—«œ œułË Ábý VFJ# œbŽ p¹ jIB t� v²�UŠ vMF¹ ¨

±‡‡ George Polya

≤»U²� “« t²BdÖdÐ ‡‡ How to solve it? ÆUO�uÄ Ã—uł dŁ«

ŸuL−� lÐd� v�«u²� œ«bŽ« ÈU¼ÅVFJ�Å     U¼ÅVFJ� ŸuL−�

  12  1  13

  32  9  13 +23

  62  36  13 +23 + 33

  102  100  1
3 +23 + 33 + 43

  152  225  13 +23 + 33 + 43 + 53



π

∫t� rOMOÐÅv# v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« Ë ‚uB  «b¼UA# È—Ë¬ÅlLł UÐ

 ÆU¼ÅÊ¬ ŸuL−� lÐd� UÐ XÝ« dÐ«dÐ v�«u²� œ«bŽ« ÈU¼ÅVFJ� ŸuL−�#«ÒÈ«ÅÈdOÖÅt−O²� sOMÇ U

 p?L?�Åt?Ð t?J?KÐ  «b¼UA# UÐ jIB t� «— «dI²Ý« v{U¹— —œ t� XÝ« qO�œ sOL¼ tÐ ÆX�O� q#U� U³Ł«

 oO(œ∫rOM�Åv# qLŽ d¹“ o¹dÞÅtÐ oO:œ  U³Ł« È«dÐ ‰UŠ ÆrO�“Åv# p×# eO�

 t� rO�«bÐ b¹Uý1+2+ 3+...+n = n(n +1)
2

Æ®r?OMO³Ð Ë rOM� oOI×ð rO¼«ušÅv# ©°bOM�  U³Ł«

 ÈU¼ÅVFJ# ŸuL−# dÖ« t�nbýUÐ U¼ÅÊ¬ ŸuL−# lÐd# UÐ dÐ«dÐ v�«u²# œbŽ

®±©13 +23 + 33 +...+n3 =
n(n +1)

2





2

œ« s¹« U¹¬Ò È«dÐ UŽn+±tDÐ«— U¹¬ vMF¹ øXÝ« XÝ—œ eO� v�«u²# œbŽ Ï

®≤©13 +23 + 33 +...+n3 + (n +1)3 =
(n +1)(n +2)

2





2

øXÝ« —«d:dÐ eO�

tDÐ«— ¨ÁœUÝ ‰d²M� p¹ UÐÏ® Êœd� r� UÐ «— d¹“ ±® “« ©≤∫r¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ ©

®≥©(n +1)3 = (n +1)(n +2)
2






2

− n(n +1)
2






2

tKLł “«Ï „d²A# 

n +1

2






2

∫r¹dOÖÅv# —u²�UB 

®¥©                (n +1)3 =
n +1

2






2

(n +2)2 − n2[ ]

Å®µ©Å

  
=

(n +1)2

4
n2 + 4n + 4− n2[ ]

®∂©                     

  
=

(n +1)2

4
4n + 4[ ]

®∑©                 

  
=

(n +1)2

4
(n +1) × 4

®∏©                                    = (n +1)3

tDÐ«—Ï® ÈËU?�ð v²Ý—œ vMF¹ ¨b�«—cÖ «— vðUOŠ ÊU×²#« U# vÐd−ð ≥‰œUF# t� rO²BdÖ t−O²� «— ©



±∞

Å® ÈËU�ð≤vMF¹ ¨XÝ« ©Å

®π©

  
13 +23 + 33 +  ...  + n3 + (n +1)3 =

(n +1)(n +2)
2






2

œ« v?²?Ý—œ ¨Ÿu?{u# s¹« vÝ—dÐ —œÒ “« ’U?š ÈU?¼ÅX�UŠ —œ «— UŽ  n =1 Uð   n = 5Áb?¼U?A# 

œ« s¹« t� v{dB UÐ fáÝ Ær¹œd�Ò È«dÐ UŽn«ÅÔ ® È«dÐ t� r¹œ«œ ÊUA� ̈ XÝ« XÝ—œ X�UŠ sO#n+±« ©ÅÔsO#

œ« sOMÇ eO� X�UŠÒ∫rO¹uÖÅv# dÞUš ÊUMOLÞ« UÐ ‰UŠ ÆXÝ« XÝ—œ v¹UŽ

  ÈU¼ÅVFJ� ŸuL−�nÆXÝU¼ÅÊ¬ ŸuL−� lÐd� UÐ dÐ«dÐ ¨v�«u²� œbŽ 

t�uL� ‚uB VKD#Ï tÐ ©ÅvÐd−ðÅ® v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« —«cÖ È«dÐ vÐuš  v{U¹— È«dI²Ý«ÆXÝ«

łuð d¹“ ‰U¦# tÐ v{U¹— È«dI²Ý« ÊbOLNB d²NÐ È«dÐÒ∫bOM� t

 ‰U¦�≥∫  X³¦# Ë `O×+ œbŽ d¼ È«dÐn∫t� bOM� XÐUŁ 

®±©

1

2
+

1

22 +  ...  +
1

2n =1−
1

2n

∫qŠ  dÖ«  n =1∫ÁU~�¬ ¨

®≤©

1

21 =
1

2
=1−

1

21

® ÈËU�ð ¨X�UŠ s¹« —œ t� rOMOÐÅv#±ÆXÝ« XÝ—œ ©

 dÖ«  n = 2ÁU~�¬ ¨

®≥©

  

1

21 +
1

22 =
3

4
=1−

1

22

«œb−# t�Î® ÈËU�ð ±® lLł UÐ rO�«uðÅv# «— ÈËU�ð s‡¹« Æb¼œÅv# ÊUA� «— ©≤ Ë ©

  

1

22∫r¹—Ë¬ XÝœÅt‡Ð 

  
1−

1

21




 +

1

22 =
3

22 =1−
1

22

t#«œ«ÏørOM� —U� tÇ fÄ ¨X�O� vKLŽ œ«bŽ« ÂULð È«dÐ vÝ—dÐ s¹« 

t?K?L?ł Ëœ È«d?Ð Áb#¬ÅXÝœÅtÐ Z¹U²� “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë r¹Ë—Åv# uKł r¼ d~¹œ Âb: p¹ÏË« ÒX�UŠ ¨‰Å

  n = 3∫rOM�Åv# vÝ—dÐ eO� «— 

®¥©

  

1

2
+

1

22




 +

1

23 = 1−
1

22




 +

1

23 =
7

23 =1−
1

23

 X�UŠ È«dÐ tDÐ«— v²Ý—œ t−O²�—œ  n = 3ÆrO²BdÖ t−O²� eO� «— 



±±

K� X�UŠÅ—œ dÖ« ‰UŠÒ È«dÐ «— tDÐ«— v²Ý—œ ¨vn = krOýUÐ t²ý«œ vMF¹ ¨rOM� ÷dB 

  

1
2

+ 1

22 + 1

23 +  ...  + 1

2k =1− 1

2k

 È«dÐ «— tDÐ«— v²Ý—œ ¨÷dB s¹« “« rO�«u²Ð Ë  n = k +1vMF¹ 

®µ©

  

1
2

+ 1

22 + 1

23 +  ...  + 1

2k




 + 1

2k+1 =1− 1

2k+1

œ« rO�«uðÅv# ÁU~�¬ ¨r¹dO~Ð t−O²�Ò® ÈËU�ð t� rOM� UŽ±ÆXÝ« XÝ—œ v²�UŠ d¼ —œ ©

Ë« ·d?Þ —œÒ® ÈËU?�ð  ‰µ v?M?F?¹ Ê¬ ‰œU?F?# ¨e?‡?²?�«d?Ä qš«œ —«bI‡# ÈUł tÐ ©

  
1− 1

2k




 “« «—

®ÈËU�ð±rOM�Åv# s¹e~¹Uł ©

®∂©

  
1− 1

2k




 + 1

2k+1

®∑©

  
=1− 2

2k+1 + 1

2k+1

®∏©          =1− 1

2k+1

 X�UŠ —œ tDÐ«— v²Ý—œ “«n = kv²Ý—œ ̈ X�UŠ —œ Ê¬   n = k +1 U³Ł« t�uÖÅs¹« Æbý XÐUŁ eO� 

tKOÝËÅtÐ  U³Ł« ¨«—Ï  v{U¹— È«dI²Ý«tKOÝËÅtÐ  U³Ł« U¹Ï «dI²Ý« q@«OL¼« “« t� rO#U�Åv# Ò—œ È«ÅÁó¹Ë X

O{U¹—ÒtDÐ«— dOE� v¹U¼ÅtDÐ«—  U³Ł« È«dÐ «dI²Ý« q+«ÆXÝ« —«œ—ušdÐ  UÏÆœdOÖÅv# —«d: ÁœUH²Ý« œ—u# ôUÐ 

«dI²Ý« q�«

 b?O?M?" ÷dNP(n)Á—U?Ð—œ v?LJŠ Ï v?F?O?³ÞœbŽ n d?Ö« Æb?ýUÐ   P(1)“« Ë b?ýU?Ð XÝ—œ 

 v?²Ý—œP(k) v?²Ý—œ ¨  P(k +1)  —u?P s?¹« —œ ¨œu?ý t?−O²� P(n)œb?Ž d¼ È«dÐ 

 vFO³ÞnÆXÝ« XÝ—œ eO� 

 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ ¨«dI²Ý« q+«dÐUMÐ t−O²�—œn® ÈËU�ð ¨± ‰U¦# —œ ©ÆXÝ« XÝ—œ ¨q³:

∫rO²ý«œdÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÂUÖ «dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« È«dÐ

 ÂUÖ± ∫ È«dÐ «— rJŠ v²Ý—œ  n =1Ær¹œ«œ ÊUA� 

 ÂUÖ≤∫ È«dÐ rJŠ dÖ« t� r¹œd� XÐUŁ n = k È«dÐ ÁU~�¬ ¨býUÐ XÝ—œ   n = k +1XÝ—œ eO� 

ÆXÝ«



±≤

 ‰U?¦�¥ ∫ v?F?O?³?Þ œb?Ž d?¼  È«d?Ð t?� b?O?M�  XÐUŁ «dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« UÐn ¨  42n −1 dÐ µ

ÆXÝ« d¹cÄÅg0Ð

∫qŠ t� s¹« s²��«œ UÐ   Pn = 42n −1 dÐ µ« ÂUÖ ¨XÝ« d¹cÄÅg0Ð ËÒÆr¹—«œÅv#dÐ «— ‰

 ÂUÖ±∫ È«dÐ «— rJŠ v²Ý—œ   n =1∫rO¼œÅv# ÊUA� 

®±©  P1 = 42(1) −1=15 = 5 × 3

 dÐ t�µ® fÄ XÝ« d¹cÄÅg0Ð ± ©PÆXÝ« XÝ—œ 

 ÂUÖ≤∫ È«dÐ rJŠ dÖ« t� rOM� XÐUŁ rO¼«ušÅv#P(k)  È«dÐ t−O²�—œ ¨býUÐ XÝ—œ   P(k +1)

ÆXÝ« XÝ—œ eO�

∫rOM� ÷dB

®≤©  Pk = 42k −1= 5r

 dÐ t�µÊœuÐ d¹cÄÅg0Ð b¹UÐ ‰UŠ ÆXÝ« d¹cÄÅg0Ð 

®≥©  Pk+1 = 42(k+1) −1

 dÐµ® ÈËU�ð sOBdÞ ¨—U� s¹« È«dÐ ÆrO¼œ ÊUA� «— ≤ —œ «— ©  4
2

vMF¹ rOM�Åv# »d{ 

  4
2(42k −1) = 42(5r)

® Êœd�ÅÁœUÝ “« ≥® ÈËU�ð ¨©¥∫b¹¬Åv# XÝœÅtÐ ©

®¥©  4
2k+2 − 42 = 42(5r)

 Êœd�ÅtBU{« UÐ±µ∫Xý«œ rO¼«uš ÈËU�ð sOBdÞ tÐ 

®µ©                    4
2(k+1) −1=15 + 42(5r)

®∂©    =15 +16(5r)

®∑©     = 5(3 +16r)

® ÈËU�ð∑ ÊœuÐ d¹cÄÅg0Ð ©  P(k +1) dÐ µ “« vMF¹Æb¼œÅv# ÊUA� «— P(k)v²Ý—œ¨  P(k +1)«— 

¨«dI²Ý« q+« dÐUMÐ  —u+ s¹« —œÆrO²BdÖ t−O²�P(n)X³¦# Ë ̀ O×+ œbŽ d¼ È«dÐ nÆXÝ« XÝ—œ eO� 

 ÈU¼ÅÂUÖ “« ¨vK� X�UŠ —œ± Ë ≤∫r¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— d¹“ Z¹U²� 

  P(1) ¨  P(2)Æb¼œÅv# t−O²�  «— 

  P(2)¨  P(3)Æb¼œÅv# t−O²� «— 

  P(3) ¨  P(4)Æb¼œÅv# t−O²� «— 

ÁbMM� tOłuð s¹« t� dš¬ v�« ËÏ rJŠ ÊœuÐ XÝ—œ P(n) vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ nÆXÝ« 



±≥

±ÅÅ‡‡Å∂t²6U¹ÅrOLFð È«dI²Ý« ‡‡ÅÅÅ

 “« «— v{U¹— È«dI²Ý« ¨r¹b¹œ ÊuM�Uð t� v¹U¼Å‰U¦# —œ  n =1rJŠ v²Ý—œ vMF¹ ¨r¹œd� ŸËdý 

 È«d?Ð «— d?E� œ—u#  n =1#«Ær?¹œ«œ ÊUA� ÒË« t?� X?Ý« Â“ô v¼UÖ UÒt?KŠd# sO�Ïœb?Ž p?¹ “« «— «dI²Ý« 

 vFO³Þ  n >1łuð d¹“ ‰U¦# tÐ ÆrOM� “Už¬ Ò∫bOM� t

 ‰U?¦�µ∫ b?M?�U?# v?³?ÝUM# vFO³Þ œbŽ bOM� XÐUŁ ±ºm œb?Ž d?¼ È«dÐ t�ÅÈ—uÞ tÐ œ—«œ œułË 

 vFO³Þn® n ≥ m(r¹—«œ 

®±©  n! > 3n

      ∫qŠ      t� rOM�Åv# oOI×ð ¨u−²�ł v�b�« UÐ «b²Ð«nøbýUÐ ¯—eÐ b¹UÐ Á“«b�« tÇ 

n 1 2 3 4 5 6 7 8

n! 1 2 6 24 120 720 5040 40320

3n 3 9 27 81 243 729 2187 6561

 È«dÐ t� rOMOÐÅv#n “« d²JÇu� vFO³Þ ÈU¼Å∑ö+« ̈Î#« ÆX�O� XÝ—œ vLJŠ sOMÇ Ò È«dÐ U  n = 7tDÐ«— ̈Ï

  n! > 3n
 È«dÐ t� bÝ—Åv# dE� tÐ Ë XÝ« XÝ—œ n “« d²Ö—eÐ ÈU¼Å∑÷dB ‰UŠ ÆbýUÐ XÝ—œ rJŠ eO� 

 È«dÐ rOM�Åv#  k ≥ 7 ∫vMF¹ býUÐ XÝ—œ rJŠ  k! > 3k
∫rOM�Åv# oOI×ð «— d¹“ rJŠ v²Ý—œ ÁU~�¬  Æ

®≤©  (k +1)! > 3k+1

® Êœ«œÅÊUA� È«dÐ≤sOBdÞ ©  k! > 3k
 —œ «—   (k +1)∫rOM�Åv# »d{ 

®≥©  (k +1)k! > (k +1)3k

 ÊuÇ Ë  k ≥ 7∫fÄ ¨XÝ« Ábý ÷dB 

®¥©  (k +1)k! > 7 × 3k

® ÈËU�#U� sOBdÞ t� rOMOÐÅv# ‰UŠ s¹« UÐ¥∫t� œ—«œ «— v²O+Uš sOMÇ ©

®µ©7 × 3k > 3 × 3k = 3k+1

∫fÄ

®∂©  7 × 3k > 3k+1

® o³Þ t−O²�—œ¥® Ë ©∂∫©

®∑©  (k +1)k! > 3k+1

∫n¹dFð o³Þ U#«

®∏©  (k +1)k! = (k +1)!

® —œ «—ÅÊ¬ ‰œUF# t�∑ ©∫t−O²�—œ rO¼œÅv# —«d:

®π©  (k +1)! > 3k+1



±¥

 È«dÐ VOðdð s¹bÐ  k ≥ 7dÖ« t� r¹œ«œ ÊUA� ̈  k! > 3k
 ÁU~�¬ ̈  (k +1)! > 3k+1

ÊUMOLÞ« UÐ ‰UŠÆ

 d¼ È«dÐ t� rO¹u~Ð rO�«uðÅv#  n ≥ 7 r¹—«œ   n! > 3n
Æ

 bý Áb¼UA# ‰U¦# s¹« —œm VÝUM# ∑Ær¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ «—ÅÊ¬ u−²�ł ‘Ë— tÐ t� XÝ« 

ÁuOý sOMÇÏ «— v�ôb²Ý«  t²6U¹ÅrOLFð È«dI²Ý« ‘Ë—ÆbM¹uÖÅv#

t²
U¹ÅrOLFð È«dI²Ý« q�«

 bOM" ÷dNP(n)Á—UÐ—œ vLJŠ Ï vFO³Þ œbŽ  n dÖ« ÆbýUÐ P(m) È«dÐ   m >1XÝ—œ 

 v²Ý—œ “« Ë býUÐP(k) v?FO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ k ≥ m v²Ý—œ   P(k +1)¨œuý t−O²� 

ÁU~�¬P(n) d¼ È«dÐ  v?FO³Þ œbŽn ≥ m ÆXÝ« XÝ—œ ®:œÅÒÈ«Åt?DQ��d¼ —œ t" bOM" X

b¹UÐ m©ÅÆœd" «bOÄ «— VÝUM� 

∫r¹—«œÅv#dÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÂUÖ ¨t²BU¹ rOLFð È«dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« È«dÐ

 ÂUÖ± ∫m¨r¹—Ë¬Åv# XÝœÅtÐ «— VÝUM# 

 ÂUÖ≤∫ È«dÐ «— rJŠ v²Ý—œ n = m¨rO¼œÅv# ÊUA� 

 ÂUÖ≥∫ È«dÐ rJŠ dÖ« t� rOM�Åv# XÐUŁ n = k ≥ m È«dÐ rJŠ ÁU~�¬ ̈ býUÐ XÝ—œ   n = k +1

ÆXÝ« XÝ—œ eO�

 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ rJŠ t� œuýÅv# t−O²� ÁU~�¬n ≥ mÆXÝ« XÝ—œ 

s�dL�

± vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ ‡‡Ån∫bOM� XÐUŁ 

©n�«12 +22 + 32 +  ...  + n2 =
n(n +1)(2n +1)

6

©»  2+6 +10+  ...  + (4n −2) = 2n2

©Û  1+ 3 + 5 +  ...  + (2n −1) = n2

© 

  
1+2+ 3 +  ...  + n <

1

8
(2n +1)2

©À1×2+2× 3 + 3 × 4+  ...  + n(n +1) = n(n +1)(n +2)
3



±µ

≤ dÖ« ‡‡Å  r ≠1 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ ¨n∫bOM� XÐUŁ 

  
1+ r + r2 +  ...  + rn = 1− rn+1

1− r
≥ V?ÝUM# vFO³Þ œbŽ «b²Ð« d¹“ ÈU¼bMÐ “« p¹ d¼ —œ ‡‡Åmd¼ È«dÐ «— rJŠ fáÝ Ë bOÐUOÐ «— 

 vFO³Þ œbŽ(n ≥ m)nÆbOM� XÐUŁ 

©n�«  2n > n2

©»  2
n < n!

©Û

  
1+ 1

3
+ 1

7
+  ...  + 1

2n −1
< n

2
¥∫bOM� XÐUŁ v{U¹— È«dI²Ý« UÐ «— œuš ÈUŽœ« Ë bO�eÐ ”bŠ «— d¹“  öLł ŸuL−# ‡‡Å

  

1
1×2

+ 1
2× 3

+ 1
3 × 4

+  ...  + 1
n(n +1)

µ∫bOM� XÐUŁ «dI²Ý« q+« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅ

 d¼ ÈU¼dD: œ«bFð ©n�«nb×# vFK{ Ò UÐ  XÝ« dÐ«dÐ »

n(n − 3)
2

Æ

  d¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ŸuL−# ©»n×# vFK{ bÒ  UÐ  XÝ« dÐ«dÐ »
    (2n − 4) ×90

Æ

∂ vFO³Þ œbŽ d¼ È«“« tÐ bOM� XÐUŁ ‡‡Ån ¨  8n −1 dÐ ∑ÆXÝ« d¹cÄÅg0Ð 

∑ dÖ« ‡‡Å  a ≥ −1Ë   n ∈NtDÐ«— v²Ý—œ v{U¹— È«dI²Ý« pL� tÐ ÁU~�¬ ¨Ï∫bOM� XÐUŁ «— d¹“ 

  (1+ a)n ≥1+ na

∏ v?I?O?IŠ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ YK¦# ÈËU�#U� ‡‡ÅÅa Ë b  —u+ÅtÐ a + b ≤  a  +  b   —«d:dÐ

t� bOM� XÐUŁ «dI²Ý« “« ÁœUH²Ý« ÅUÐ ÆXÝ« d¼ È«dÐ n vIOIŠ œbŽ    x1 ¨  x2¨ÆÆÆ¨xn∫r¹—«œ 

  x1 + x2 +  ...  + xn ≤ x1 + x2 +  ...  + xn

tK−�Ïv{U¹— 

s?¹« U?Ð ÆX?Ý« ÁbýÅv� ÁœUH²Ý« Ê¬ “« ¨t²ý«œ œułË «dI²Ý« ÈU¼ÅÁb¹« ¨r¹b: ÈU¼ÅÊU�“ “«

jÝuð Ë  XÝ« Ábý ‰Ë«b²� ÈœöO� r¼œe�Uý Êd: q¹«Ë« “« «dI²Ý« pL" tÐ  U³Ł« ¨‰UŠ

 r?¼b?H?¼ Êd?: —œ ÆX?Ý« t?²?Nd?Ö —«d: ÁœUH²Ý« œ—u� v¹UÄË—« ÊU�«bO{U¹— “« vCFÐU?�d


Õö?DP« vDË ÆXšUÝ ÕdD� Èd²AOÐ ŸuMð UÐ «— «dI²Ý« “« ÁœUH²Ý«¨—uNA� Ê«bO{U¹—

 jÝuð r¼œ“u� Êd: q¹«Ë« —œ åÅv{U¹— È«dI²Ý«ÅòœÔÊUÖd�¨—U?" tÐ ¨v�OK~�« Ê«bO{U¹— 

ÆXNdÖ —«d: ÁœUH²Ý« œ—u� ÊËb� —uÞÅtÐ v{U¹— ÈU¼Å U³Ł« —œ «dI²Ý« ‘Ë— Ë XN—



±∂

s?¹« “« v?C?F?Ð Æb?�«ÅÁœd?� ÁœU?H?²?Ý« œ«b?Ž« g?¹UL� È«dÐ vHK²Z� ÈU¼Åt�UA� Ë U¼ÅX�öŽ “« Âœd� ¨a¹—Uð ‰uÞ —œ

ÆbM�uGA� œ«bŽ« œ—u� —œ d²AOÐ ÈdOÖœU¹ Ë tF�UD� tÐ “uM¼ U¼ÅÊ«bO{U¹— Æb�uýÅv� Áb¹œ bM¹«— ”ËdOÄUÄ —œ U¼Åt�UA�



±∑

±Å‡‡Å∑vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡Å
±

t�bI� —œÏÅ® b?ýU?Ð v{U¹— œułu� a¹—Uð s¹dðÅvL¹b: b¹Uý t" bM¹«— ”ËdOÄUÄ ±∂µ∞‰UÝ 

∫XÝ« Áb�¬ sOMÇ ©ÅœöO� “« q³:

g?A� s¹dð“—UÐ t" XHÖ Ê«uðÅv�  √dłÅtÐÅòÒtBÏÁb?M¼œÅÊUA� t" ÊU��« —uFý Ïtł—œ ÏÊbLð 

K?� d¼ÒK?" —u?ÞÅt?Ð Ë X?Ý« Êœd" ‰ôb²Ý«  —b: ÊUL¼ ¨XÝ« XÒs?¹d?²?NÐ tÐ  —b: s¹« v

K� Ê¬ œ«dN« v{U¹— ÈU¼Å —UN� —œ b�«uðÅv� vNłËÒåÆœuý t²ý«cÖ g¹UL� tÐ X

v?#d?Öd?Ý p?¹ XÝ« œułu# ‡‡ b‡M¹«— ”Ëd‡OÄUÄ ‡‡ dB# v{U¹— a¹—Uð —œ t� vK¹U�# “«  vJ¹

łu?ð UÐ ÆXÝ« œ«bŽ« UÐ È“UÐ  —u+ÅtÐÒf?á?Ý Ë œuýÅv# »U0²�« ÈœbŽ ¨t�Q�# ÈU¼ÅqLF�«—u²Ýœ tÐ t

t?A?O?L?¼ t?−?O?²?� ¨vÐU0²�« œbŽ s²BdÖ dE�—œ ÊËbÐ ÊU¹UÄ —œ ÆœuýÅv# ÂU−�« Ê¬ ÈË— d~¹œ —U� s¹bMÇ

°XÝ« ÊU�J¹

 ‰U¦�±∫ Ë X?Ý«— X?LÝ —œ È“UÐ s¹« “« tKŠd# d¼ ÆXÝ« œ«bŽ« UÐ v#dÖdÝ Ÿu� “« ‰U¦# s¹«

 È«dÐ tKŠd# d¼ Z¹U²�¥ÆXÝ«ÅÁbý Áœ«œ ÊUA� d¹“ ‰Ëbł éÇ XLÝ —œ vBœUBð Ë vÐU0²�« œbŽ 

bOM� »UZ²�« œbŽ p¹         ¥∑±≤≥µ

 Ê¬ tÐµbOM� tBU{« «— π±≤±∑¥∞

bOM� dÐ«dÐËœ «— t−O²�±∏≤¥≥¥∏∞

 Ê¬ “«¥bOM� r� «— ±¥≤∞≥∞∑∂

 dÐ «— q+UŠ≤bOM� rO�Ið ∑±∞±µ≥∏

»U0²�« «b²Ð«“« t� «— ÈœbŽ

≥≥≥≥

t−O²� s¹« “« b¹œuÐ Áœd�ÏbOM� r� rO�Ið 

 UÐ dÐ«dÐ tAOL¼ t−O²� t� œ“UÝÅv# s¾LD# «— U# ôUÐ vÝ—dÐ≥ÆXÝ« 

 t−O²� s¹« t� œd� ‰ôb²Ý« Ê«uðÅv# v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« UÐ tÇdÖ«b¹UýtL¼ È«dÐ ÏXÝ—œ œ«bŽ« 

#« ¨býUÐÒK?�  U?³Ł« È«dÐ ‰UŠ d¼ tÐ UÒ ¨v?MF¹ ¨VKD# s¹« vb?¹UÐ tÐ b¹Uý q¹b³ðv?łU²M²Ý« ‰ôb²Ý« tÐ ¨

Ær¹bM#“UO�

 ‰U¦�≤∫  ‰U¦# ÊUL¼ vK³:œb?Ž bMÇ U¹ p¹ »U0²�« ÈUł tÐ Ë rOM�Åv# vÝ—dÐ dOOGð v�b�« UÐ «—

±‡‡ Deductive reasoning



±∏

Ðd?# ¨È“UÐ ‰uÞ —œ ÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« È—«c~²#öŽ “« ŸËdý l:u# —œ h0A#ÒdF# pÇu� lÒœbŽ ·

Ë« vÐU0²�«ÒÁd¹«œ p¹ “«¨b¹bł œ«bŽ« s²ÝU� U¹ ÊœËeB« —UÐ d¼ È«dÐ Ë XÝ« tO�ÏÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« pÇu� 

vÐUZ²�« œbŽ                              

tBU{«ÅtÐ vÐU0²�« œbŽÏ µÅÅ

t−O²� dÐ«dÐËœÏq³: 





 Êœd� r�¥bŠ«Ë 

       



q³: t−O²� nB�       

O�Ë« œbŽ Êœd� r�Òt      

 tAOL¼ t−O²� t� r¹œd� XÐUŁ VOðdð s¹« tÐ≥Ë« vÐU0²�« œbŽ t� rOMOÐÅv# Õu{Ë tÐ ‰UŠ ÆXÝ« ÒtO�

 t−O²� r¼ “UÐ ¨býUÐ t� tÇd¼≥°XÝ« 

ÁœUH²Ý« È«dÐ v³�Uł ÈU¼œUL� U¼ÅÁd¹«œ Ë U¼ÅlÐd# b¹UýÏO{U¹— —œ ÆbMýU³�  v~AOL¼ ÒôuLF#  UÎ“« 

 ·ËdŠÆrOM�Åv# ÁœUH²Ý« Á«u0�œ œ«bŽ« Êœ«œ ÊUA� È«dÐ

 ‰U¦�≥∫ “« ÁœU?H?²?Ý« UÐ vMF¹ ¨Èd³ł œUL� UÐ «— vK³: ‰U¦# ‰UŠ ·dŠË« v?ÐU0²�« œbŽ È«dÐ Ò¨tO�

∫rOM�Åv# vÝ—dÐ Á—UÐËœ

v²Ý—œ t� vð«—U³Ž ÈUM³# dÐ «— v−¹U²� t� XÝ« s¹« œ—ušÅv# rAÇ tÐ ‰U¦# tÝ d¼ —œ t� È«Åt²J�

 «— U¼ÅÊ¬ ‰u³:Ær¹œd� ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« vMF¹ Ær¹œ—Ë¬ XÝœÅtÐ r¹«ÅÁœd�

vÐUZ²�« œbŽ     n

 tBU{«ÅtÐ vÐU0²�« œbŽµ  n + 5

q³: t−O²� dÐ«dÐ Ëœ  2n +10

 Êœd� r� ¥bŠ«Ë  2n + 6

q³: t−O²� nB�  n + 3

tO�Ë« œbŽ Êœd� r�  3



±π

«— U?¼ÅÊ¬ v?²?Ý—œ t" XÝ« vI¹UIŠ “« ÁœUH²Ý« UÐ  ÈdOÖÅt−O²� ‘Ë— vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«

Ær¹«Åt²Nd¹cÄ

ÁbM¼œÅÊUA� t� b�—«œ œułË U# ·«dÞ« ÈUO�œ “« v�«Ë«dB ÈU¼Å‰U¦#ÏvłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« 

d#“Ë— vÖb�“ —œÒÆbM²�¼ Á

 ‰U¦�¥∫ÈU?¼ÅX?ŽUÝ sOÐ t� XÝ« Áœd� ÂöŽ« ¨d²AOÐ ‘ËdB Ë Èd²A# VKł È«dÐ v�«—u²Ý— 

±≤ Uð dNþ ≤ “« g?O?Ð «cž Êbý ÁœU#¬ Ë œ«œ ‘—UHÝ v¹«cž Ê«—u²Ý— Ê¬ —œ v�� dÖ« dNþ“«bFÐ ±∞

Áœ«u??�U??š t??� v??�U??#“ Æb??¼b??Ð Èd?²?A?# t?Ð v?�U?−?# «— «c?ž ¨b?O?#U?−?�« ‰u?Þ t?Ð t?I?O?:œÏÏs??¹« t?Ð u?�—U?N?Ð 

∫b�œuÐ XÝ—œ d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ¨bM²B— Ê«—u²Ý—

 ©n�« sOÐ XŽUÝ±≤Ë dNþ ≤ÆœuÐ dNþ“«bFÐ 

©» “« g???O???Ð «c???ž Êb???ý ÁœU???#¬ ±∞Æb???O???#U???−???�« ‰u???ÞÅt???Ð t???I???O??:œ 

Áœ«u�UšÏ°œuÐ v²Ý—œ ÈdOÖÅt−O²� t� œuÐ b¼«uš v�U−# ÊUA¹«cž t� bM²BdÖ t−O²� u�—UNÐ 

ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« È«Åt�uL� eO� ‰U¦# s¹«

 ‰U¦�µ∫U¼ÅÊ¬ ŸuL−# «dÇ t� bO¼œ `O{uð ÆrOM�Åv# lLł r¼ UÐ «— œdB œbŽ Ëœ t� bOM� ÷dB 

øXÝ« ÃË“ tAOL¼

∫qŠ b?O?M� ÷dB   2m +1 Ë   2n +1Áb?M¼œÅÊUA� Ï t?� b?MýUÐ œdB œbŽ Ëœ  m Ënv?F?O³Þ œ«bŽ« 

∫XÝ« sOMÇ U¼ÅÊ¬ ŸuL−# t−O²�—œ ÆbM²�¼

  (2m +1) + (2n +1) = 2m +2n +2 = 2(m + n +1)

 V¹d{ œułË qO�œ tÐ≤ t� r¹dOÖÅv# t−O²� ¨ŸuL−# s¹« —œ ÆXÝ« ÃË“ tAOL¼ œd6 œbŽËœ ŸuL−�

²Š ̈ XÝ« ÃË“ œbŽ p¹ tAOL¼ œdB œbŽ Ëœ ŸuL−# t� r¹œd� XÐUŁÒ«— U¼ÅÊ¬ t� Èœ«bŽ« È«dÐ v

ÁbM¼œÅÊUA� d#« s¹« °r¹«ÅÁœdJ� lLłÏ   —b:ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«

ÆXÝ« XÝ—œ tAOL¼ t−O²� t" rO²�¼ s¾LD� ̈ rOM"Åv� ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« v²:Ë

ÆœuÐ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ÂuNH# UÐ v¹UMý¬ È«dÐ VÝUM# È«ÅtMO#“ œU−¹« ¨‚uB ÈU¼Å‰U¦# “« ·b¼

 “« v¹U¼Åt�uL� U¼Å‰U¦# s¹« d²AOÐK� ÈU¹UC(ÒvÆbM²�¼ 

K! ÈU¹UC#ÒvÆbMýUÐÅv� —«d:dÐ tAOL¼ t" bM²�¼ v�UJŠ« 



≤∞

 d¦�« ÈU¼ÅtOC:r?N#Ò v{U¹—  ÈU¹UC:K�ÒO?L¼« ¨‰U¦# Ê«uMŽ tÐ ÆbM²�¼ vÒ XtOC:Ï —œ À—užU¦OB

—œ t� X�O� s¹«p¹  YK¦#  t¹Ë«e�«ÅrzU: s¹« tJKÐ ¨bM�Åv# ‚b+ tOC: È«dÐtL¼Ï ÈU¼ÅYK¦# t¹Ë«e�«ÅrzU:

OL¼« U¹ Ë ¨XÝ« `O×+Òð« XÒ œU×sin2 x + cos2 x =1 t?� XÝ« s¹« —œ   xd¼Ås¹« ¨býUÐ t� È«Åt¹Ë«“ 

ÆXÝ« —«d:dÐ ÈËU�ð

±ÅÅ‡‡Å∏iI� ‰U¦� ‡‡ÅÅÅÅ

t−O²� t� b¼œÅv# ÊUMOLÞ« U# tÐ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ÏUL²Š Áb#¬ XÝœÅtÐ ÎOF#Uł s¹« ÆXÝ« XÝ—œ Ò¨X

ð« v?¼UÖ ÆXÝ« ‰ôb²Ý« Ÿu� s¹« v¹U³¹“ Ë —«b²:« ÈU¼Åt�UA� “« vJ¹ÒO?#u?LŽ ¨v�U¦# UÐ t� b²B«Åv# ‚UHÒX

ÆœuýÅv# iI� rO�“Åv# ”bŠ t� È«Åt−O²�

  ‰U¦�∂∫ÆX?ýu?� v?�«u²# œ«bŽ« lLł q+UŠ  —u+ÅtÐ Ê«uðÅv# «— vFO³Þ œ«bŽ« “« È—UO�Ð 

łuð d¹“ ÈU¼Åt�uL�ÅtÐÒ∫bOM� t

  9 = 2+ 3 + 4

  15 =1+2+ 3 + 4+ 5

  22 = 4+ 5 +6 + 7

  39 =12 +13 +14

                                       74 =17 +18 +19 +20

v�«u²# œ«bŽ« ŸuL−#  —u+ tÐ Ê«uðÅv# «— vFO³Þ œbŽ d¼ U¹¬ t� œuýÅv# ÕdD# ‰«RÝ s¹« ‰UŠ

øXýu�

∫qŠË« Ær?O?¹uÖ aÝUÄ vÝUÝ« ‰«RÝ Ëœ tÐ b¹UÐ ¨t�Q�# ÊbOLNB XÝ—œ È«dÐ ÒU¼Å‰U¦# U¹¬ t�ÅÊ¬ ‰

Ëœ Ë øbM²�¼ vBU� t�Q�# qŠ È«dÐÒvÝ—dÐ È«dÐ «— vFO³Þ œ«bŽ« ÂULð t� œ—«œ ÊUJ#« U¹¬ t�Ås¹« Âs²ý«œ 

OHO� sOMÇÒøœd� ‰d²M� v²

OHO� sOMÇ t� rOÐUOÐ vFO³Þ œbŽ p¹ rOM� vFÝ t� XÝ« Ê¬ »uš ÈU¼ÅÁ«— “« vJ¹Òt²ý«b� «— v²

ÆrO¼œÅv# t#«œ« u−²�ł tÐ Ë rOM�Åv# ŸËdý rO¼«u0Ð t� ÈœbŽ d¼ “« ÆbýUÐ

  100=18 +19 +20+21+22 ®Ã   12 = 3 + 4+ 5 ®n�«

  130= 31+ 32 + 33 + 34 ®ı   17 = 8 +9 ®»

  6 =1+2+ 3 ®Õ   26 = 5 +6 + 7 + 8 ®Û

  7 = 3 + 4 ®Œ   30= 9+10+11 ® 

  8 = ? ®œ   40= 6 + 7 + 8 +9+10 ®À



≤±

 œb?Ž t� rOMOÐÅv#∏«b?Ž« ŸuL−#  —u+ÅtÐ Ê«uðÅvL� «— œ


 œbŽ ÆXýu� v�«u²#  ∏ ‰U¦� v?CI�

ÆXýu� v�«u²# œ«bŽ«  —u+ tÐ Ê«uðÅvL� «— vFO³Þ œbŽ d¼ b¼œÅv# ÊUA� t� XÝ«

 ‰U¦�∑∫ tDI� Ëœ dÖ«ÏtKOÝËÅtÐ «— Ád¹«œ Êu#«dOÄ ÈË— dÐ È—UO²š« Ï¨rOM� q+Ë r¼ tÐ jšÅÁ—UÄ p¹ 

ð« U?Ð ÆœuýÅv# rO�Ið tOŠU� Ëœ tÐ Ád¹«œÒt?DI� tÝ ‰UBÏ t?Ð Ád¹«œ ¨Ád¹«œ ÈË— dÐ È—UO²š« ¥r?O�Ið tOŠU� 

 È«d‡Ð «— Ÿu{u‡# s¹« d‡¹“ qJý ÆœuýÅv#≤ ̈ Å≥ ̈ Å¥ Ë µtDI� Ï∫b¼œÅv# ÊUA� Ád‡¹«œ ÈË— d‡Ð È—UO²š« 

U¼ÅtDI� œ«bFð≤≥¥µ

U¼ÅtOŠU� œ«bFð≤¥∏±∂

∫v�UL²Š« t−O²� ◊UI� œ«bFð dÖ« ∂ U¼ÅtOŠU� œ«bFð ¨býUÐ ≥≤ÆXÝ« 

∫qŠ ∂U¼ÅÊ¬ Ë rOM�Åv# —UO²š« È«ÅÁd¹«œ ÈË— dÐ tDI� 

t?KOÝË tÐ «—Ïłu?ð U?Ð ÆrOM�Åv# q+Ë r¼ tÐ v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ Òt?Ð t

  —u+ÅtÐ U¼ÅtOŠU� œ«bFð t� rOMOÐÅv# ̈ ËdÐË— qJý≤ ̈ Å¥ ̈ Å∏¨Å

±∂d?E?� t?Ð ¨v?¹«d?I?²?Ý« ‰ôb²Ý« UÐ ÆbMÐU¹Åv# g¹«eB« ÆÆÆ ¨

 t� v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ t� bÝ—Åv#∂²# r¼ tÐ «— tDI� Ò¨bMM�Åv# qB

 tÐ «— Ád¹«œ≥≤#« Æb?M?M?�Åv# rO�Ið tOŠU� Òłuð UÐ UÒq?Jý tÐ t

 s?¹« t?� œu?ýÅv?# Áb¼UA# ËdÐË—t?−?O²�Ïv?�U?L²Š« X?Ý—œU� 

 U¼ÅÊ¬ œ«bFð t� rOMOÐÅv# ¨U¼ÅtOŠU� œ«bFð ÊœdLý UÐ ÆXÝ«≥∞

ÆXÝ«

dF# ̈ ‰U¦# s¹«ÒÁbM¼œÅÊUA�  t� XÝ« vKŠ«d# ·Ï²ŠdÖ« ÆXÝ« U# ”bŠ v²Ý—œU�  Ò«bOÄ ‰U¦# p¹ v

 UÐ t� rO¹uÖ ¨bM� XÝ—œU� «— U# ”bŠ t� œuý iI� ‰U¦�ÆXÝ« Ábý XÐUŁ ”bŠ v²Ý—œU�

K" ÈdOÖÅt−O²� b¼œ ÊUA� t" vDU¦� tÐÒ ¨XÝ« jKž viI½ ‰U¦�ÆbM¹uÖÅv� 



≤≤

 ‰U¦�∏∫ @MÖ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ x Ë y U¹¬ rOMO³Ð rO¼«ušÅv# x + yødOš U¹ XÝ« @MÖeO� 

∫qŠ t� rO¼œ ÊUA� XÝ«ÅvBU� x Ë y#« bMýUÐ  @MÖ t� b�uýÅv# «bOÄ È«ÅÅÒvMF¹ ¨U¼ÅÊ¬ ŸuL−# U

x + y @?MÖ œbŽ Ëœ dÖ« —U� s¹« È«dÐÆbýU³� @MÖ ¨  x = 2+ 2Ë   y = 2− 2¨rOM� »U0²�« «— 

rOMOÐÅv#

  x + y = (2+ 2) + (2− 2)

Å  = 2+2 = 4

K?� Èd?O?ÖÅt−O²� ¨‰U¦# s¹« fÄ ÆXÝ« U¹uÖ œbŽ p¹ t�Ò@?M?Ö œbŽ Ëœ ŸuL−# vMF¹ Æœd� iI� «— v

ÆX�O� @MÖ œbŽ p¹ tAOL¼

±Å‡‡ÅπvÞdý ÈU¹UC( ‡‡Å

ôuLF# t� vÝ—UB ÈU¼Åq¦L�« »d{ UÐ ULý d²AOÐÎÈU¼—U� ÈU¼b#UOÄ “« Âœd# Êœd� ÁUÖÅ¬ ÊUABb¼  

�?O?# Z?M?Ö Z?�— Áœd?ÐU�Åò ÆbO²�¼ UMý¬ XÝ« v+uB0Ðd
Ò

#« œu?ý u?J?O� U¼—U�Åò ¨åÅœuýÅvL� ÒË åÅd?³+ÅÅtÐ U

Z?�—Åò ◊d?ý V?O?ðd?ðÅt?Ð d?Ö« v?M?F?¹ ¨b?M²�¼ U¼Åq¦L�« »d{ Ÿu� s¹« “« åÅvýUÐ «Ëd#U� Uð ‘UÐ eOšd×ÝÅò

Ë åÅU¼—U� —œ v¹uJO�Åò ̈ å ZMÖ tÐ ÊbOÝ—Åò ÁU~�¬ ̈ býUÐ t²ý«œ œułË åÅÈeOšd×ÝÅò Ë åÅÈ—u³+Åò  ̈ åÅÊœdÐ

�O# åÅv¹«Ëd#U�Åòd
Ò

ÆœuýÅv# 

:œ t� —uÞÅÊUL¼Ò öLł UÐ  UFBœ tÐ ¨b¹«Åt²BdÖ œU¹ ‰UŠ tÐ Uð  t� v{U¹— dÝUðdÝ —œ ¨b¹«ÅÁœd� X

 d?Ö«Åò qO³: “« vÞdý  x > 5 ÁU?~�¬   2x >10 È«“« tÐ t� åÂU?Lð v?IOIŠ d¹œUI# xËd?ÐË— b?M²�¼ —«d:dÐ

 «—  öLł Ÿu� s¹« Æb¹«ÅÁbý vÞdý ÈU¹UC(ÆbM#U�Åv#

 ôUÐ ‰U¦# —œÅ® v¹U¼ÅtKLł sOMÇ vÞdý XL�:  x > 5© «—  tOC( ÷d6t−O²� ËÏ‰U¦# —œÅ® «— tKLł 

 ôUÐ  2x >10©  tOC( rJŠÆbM#U�Åv#

 ‰U?¦�π∫t?DI� d¼Åò ÏB?M?# œu?LŽ ÈË— Á«u0�œ Òp?¹ t?Ð j?šÅÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« ¨jšÅÁ—UÄ p¹ n

tOC: p¹ “« v�U¦# åÅXÝ« tK+UBÏ Ê¬ —œ t� XÝ« vÞdý MdF#Ò ·tDI�Ï BM#ÅœuLŽ dÐ Á«u0�œÒjšÅÁ—UÄ n

ABË XÝ« 

∫÷d6tDI�Ï  MBM#ÅœuLŽ dÐÒ jšÅÁ—UÄ nABÆXÝ« 

 ∫rJŠMA = MB

łuð Ê¬ vÖó¹Ë Ë d¹“ ‰U¦# tÐ ‰UŠÒ∫bOM� t

 ‰U¦�±∞∫tDI� dÖ« Ï M jšÅÁ—UÄ dÝ Ëœ “« AB ∫vMF¹ býUÐ tK+UB p¹ tÐ MA=MB ÁU~�¬ ̈M

BM#ÅœuLŽ dÐÒ jšÅÁ—UÄ nAB  —«d:Æœ—«œ



≤≥

ÆXÝ« Ábý ÷uŽ ôUÐ ‰U¦# rJŠ Ë ÷dB  UÐ ̈ ‰U¦# s¹« —œ rJŠ Ë ÷dB ÈUł t�  œuýÅv# Áb¹œ

tOC: fJŽ —œ rJŠ Ë ÷dN ÈUłÏÆb�uýÅv� ÷uŽ r¼ UÐ vÞdý 

∫t²J�łuð b¹UÐÒ fJŽ tAOL¼ t� Xý«œ ttOC: p¹ ¨ tOC:ÆX�O�

 ‰U¦�±±∫ dÖ«   x >0 ÁU~�¬ ¨  x2 >0

 p¹ ‰U¦# s¹« tOC:∫Ê¬ —œ t� XÝ«

 ∫÷d6  x >0

∫rJŠ  x2 >0

 s¹« fJŽ ‰UŠ tOC:b¹dO~Ð dE� —œ «—

 dÖ«Åò  x2 >0 ÁU~�¬ ¨  x >0U−M¹« —œ t� åÅ

 ∫÷d6  x2 >0

 ∫rJŠ  x >0

#«Ò p¹ s¹« UtOC:Ï  È«“«Åt?Ð «d¹“ ¨X�O� vK�x‡‡ XÝ« XÝ—œ ÷dB t� v�UŠ —œ ‡‡ vHM# ÈU¼Å

ö¦#ÆX�O� XÝ—œ rJŠÎ    x
2 = (−1)2 =1>0#«  Ò   U  x = −1<0Æ

±Å‡‡Å±∞v²AÖ“UÐ  U³Ł« ‡‡Å

 t� œuÐ Ábý t²Ý«uš vÝö� Ê«“u#¬Åg�«œ “«tOC:Ï ∫bMM�  U³Ł« «— d¹“

t?OC( ∫ X?³?¦?# Ë v?IOIŠ œbŽ Ëœ d¼ È«“«ÅtÐ t� bOM� XÐUŁx Ë y t?A?O?L¼ d¹“ ÈdÐ«dÐÅU�¨—«d:dÐ

ÆXÝ«

®±©

  

1
2

(x + y) ≥ xy

Áu×�Ï∫œuÐ sOMÇ Ê«“u#¬Åg�«œ “« vJ¹ ‰ôb²Ý« 

® sOBdÞ Ë«± Ê«uð tÐ «— ©≤∫b�UÝ— 

®≤©  x
2 +2xy + y2 ≥ 4xy

 fáÝ  4xy sOBdÞ “« «— ®Å≤∫Xýu�  —u+Ås¹bÐ «—ÅÊ¬ Ë œd� r� ©

®≥©  x
2 −2xy + y2 ≥0

®¥©  (x − y)2 ≥0



≤¥

 tAOL¼ ÊuÇ t� XBdÖ t−O²� Ë  (x − y)2 fÄ ¨XÝ« dH+ U¹ X³¦# ®Å¥ © —«d:dÐÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë

Áó¹Ë ‰ôb²Ý« t�uÖÅs¹«ÏÂuÝd# gOÐ Ë r� eO� Ê«“u#¬Åg�«œ d¹UÝ sOÐ —œ Ë X�O� “u#¬Åg�«œ s¹« 

t−O²� p¹ tÐ Ë Áœd� ÷dB XÝ—œ «— rJŠ Ê¬ ¨rJŠ  U³Ł« ÈUł tÐ U¼ÅÊ¬ ÆXÝ«ÏÁbý t²��«œ U¹ vN¹bÐ 

Áb¹« tJKÐ X�O�  U³Ł«¨ÁuOý s¹« ÆbMÝ—Åv# ‡‡ ÷dB tÐ rJŠ “« vMF¹ ‡‡ÏÊ«“u#¬Åg�«œ tÐ  U³Ł« È«dÐ vÐuš 

È«d?Ð Èœu?N?ý ÈU?¼Å‘Ë— s?O?MÇ “« ÁœUH²Ý« ¨bý t²HÖ eO� qBB s¹« È«b²Ð« —œ t�ÅÊUMâL¼ Ë b¼œÅv#

 ‰ôb²Ý« ÊbOLNB vF:«Ë b¹UÐ ‰UŠ s¹« UÐ ÆXÝ« bOH#:œÒ XbMÇd¼ ‡‡ ÈœuNý ‰ôb²Ý« t� rOýUÐ t²ý«œ

#« b?M?� Èd?³?¼«— v?{U?¹—  U?³?Ł« ·d?ÞÅt?Ð «—U# b�«uðÅv# tÇdÖ« ‡‡ bOH# Ë vFO³ÞÒ p?¹ Uv?{U¹—  U³Ł«

ÆX�O�

t?O?C: fJŽ “u#¬Åg�«œ s¹« l:«ËÅÅ—œ t� rOMOÐÅv# Ær¹“«œdÄÅv# ‚uB  U³Ł« œb−# vÝ—dÐ tÐ ‰UŠÏ

v²Ý—œ ÷dB UÐ vMF¹ ¨œuÐ Áœd� XÐUŁ «— ‚uB

®±©

  

1
2

(x + y) ≥ xy

Å® v?²Ý—œÅtÐ¥ v?MF¹ ¨©Å  (x − y)2 ≥0 ÷d?B t� v�UŠ—œ ÆœuÐ ÁbOÝ— ¨ t?OC:  t?� œuÐ s¹«x Ë y

 œ«bŽ« v?IOIŠ® U?¼ÅÊ¬ œ—u?# —œ fÄ ¨bM²�¼ X³¦# Ë¥ © —«d:dÐ U?³?Ł« vMF¹ rJŠ  U³Ł« ¨·b¼ Ë XÝ«

® ÈËU�#U� v²Ý—œ±∫XÝ« ©

1
2

(x + y) ≥ xy

 s¹« v{U¹—  U³Ł« tÐ Á—UÐËœ ¨ U×O{uð s¹« UÐ tOC:Ær¹“«œdÄÅv#

 ∫ U?³?Ł« Êu?Ç   (x − y)2 ÈËU??�?#U?� ¨ X?Ý« d?H?+ ÈËU?�?# U?¹ Ë d?²?Ö—e?Ð t?A?O?L?¼ ®Å≥v?M?F?¹ ©

  x
2 −2xy + y2 ≥0ÆœuýÅv# t−O²� Ê¬ “« 

 ÊœËeB« UÐ  4xy ÈËU�#U� sOBdÞ tÐ ®Å≥® ÈËU�#U� ¨©≤∫vMF¹ ¨b¹¬Åv# XÝœÅtÐ ©

®≤©  x
2 +2xy + y2 ≥ 4xy

® ÈËU�#U�≤∫Xýu� d¹“  —u+ÅtÐ Ê«uðÅv# «— ©

  (x + y)2 ≥ 4xy

 ÊuÇx Ë y∫t−O²�—œ ¨bM²�¼ X³¦# Ëœ d¼  

  (x + y)2 ≥ 4xy

∫U¹ Ë

  (x + y) ≥ 2 xy



≤µ

 dÐ sOBdÞ rO�Ið UÐ t�≤∫r¹—«œ 

  

1
2

(x + y) ≥ xy

Ë U?¼ÅÈËU?��U� ¨U¼ÅÈËU�ð œ—u� —œ ’uBš tÐ ‡‡  U¼ÅtOC: “« vCFÐ  U³Ł« È«dÐ v¼UÖ

tDÐ«— p¹ tÐ rJŠ v²Ý—œ “« ÁœUH²Ý« UÐ  ‡‡ U¼ÅtŽuL−�  ÈËU�ðÏtOC: ÷dN U¹ Ë vN¹bÐ 

q?Š«d?� ÂU?L?ð t?" r?O¼œ ÊUA� v²�¹UÐÅv�  U³Ł« qOLJð È«dÐ ¨v²DUŠ sOMÇ —œ ÆrOÝ—Åv�

Ábý ÂU−�« d¹cÄÅXAÖ“UÐ ÆœuýÅvL� bO¹Qð  U³Ł« v²Ý—œ t�dÖË bM²�¼

 Ë  ËU�– vÐU¹“—« È«dÐ v¼UÖ X:œÈU¼ÅÈËU�ð v²Ý—œ U¼ÅÊ¬ —œ t� œuýÅv# tz«—« v¹U¼Å U³Ł« ̈ œ«dB«

 —œ °ø b�uýÅv# U¹uł «— XKŽ U¼ÅÊ¬ “« fáÝ Ë °bM¼œÅv# ÊUA� œdB —œ tN³ý œU−¹« UÐ «— vMJL# dOžl:«Ë¨

«d?¼U?þ Ë Áœ«œ ÂU−�« vðUOKLŽ Ê¬ ÈË— ¨t²BdÖ dE� —œ ÷dB «— rJŠ ¨U¼Å U³Ł« t�uÖÅs¹« —œÎd?¦�«® v¼UÖ 

  U?³Ł« —œ © U¼U³²ý« U?¼ÅtOC: U?O?K?L?Ž Ê¬ ÈË— ¨ t²BdÖ dE� —œ ÷dB «— rJŠ v{U¹— qzU�# qŠ Ë

«d¼Uþ ¨Áœ«œ ÂU−�«Î∫bOM� tłuð d¹“ ‰U¦# tÐ °rOÝ—Åv# t−O²� tÐ 

 ‰U¦�±≤∫  bOM� XÐUŁ ∂ Ω ≤°

∫ U³Ł«

®±©≤=∂

ÈËU�ð v¹UłÅtÐÅUł XO+Uš tÐ tłuð UÐ

®≤© ∂=≤

tDÐ«— Ëœ lLł “« fáÝÏ® ±® Ë ©≤°Xý«œ rO¼«uš ©‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡‡

®≥©∏ = ∏

#«Òłu?ð UÐ UÒt?� X?Ý« X?Ý—œ  U?³?Ł« s?¹« v?ð—u+—œ UNMð t� rO�«œÅv# ¨rO²BdÖ œU¹ t� v³�UD# tÐ t

® “« rO�«u²Ð vMF¹ ¨býUÐ d¹cÄÅXAÖdÐ≥® tÐ ©≤® tÐ fáÝ Ë ©±rOÐU¹Åv#—œ ÁU~� p¹ UÐ t� v�UŠ—œ ÆrOÝdÐ ©

® “« vMF¹ XÝ« ‰U×# Èd#« sOMÇ t�≥ t� ©∏=∏® ÈËU?�ð tÐ rO�«uðÅvL� XÝ« ≤  t� ©Å∂=≤tÐ fáÝ Ë 

® ÈËU�ð±  t� ©≤= ∂œ« Èd?¹c?ÄÅXAÖdÐ ÂbŽ t−O²�—œ ÆrOÝdÐ XÝ« Ò U?³Ł« t� b¼œÅv# ÊUA� ‚uB ÈUŽ

 —œ °XÝ« ÁœuÐ tN³ý œU−¹« jIB Ë  XÝ—œU� —u�c# l:«Ë  U³Ł« —œ‚uB¨t²BdÖ dE� —œ ÷dB «— rJŠ ¨

«d¼Uþ Ë Áœ«œ ÂU−�« vðUOKLŽ Ê¬ ÈË—ÎÆr¹bOÝ— t−O²� tÐ 

∫s¹dLð ‰U?¦#  U³Ł« ±≤ g?0Ð —œ “u#¬Åg�«œ  U³‡Ł« UÐ «— ±‡‡±∞È«Åt?−?O²� tÇ ÆbO‡M� t�¹UI# 

øb¹dOÖÅv#



≤∂

LF� »«uł v�" dÖ« t" bM�«œÅv� tL¼ÅòÒU
±

qŠ ̈ býUÐ t²HÖ ULý tÐ «— ÒÆœuÐ b¼«uš ÁœUÝ Ê¬  

u�“¬ p¹ qLŽ s¹« t" XHÖ Ê«uðÅv� vÖœUÝ tÐÊbO�«uðÅv� vð—uP—œ jIN ÆXÝ« tENUŠ 

œ«ÒL?F?� t?" b?O?²�¼ Ê«bO{U¹— p¹ bOM" UŽÒö?³: t" «— v¹U¼UÎq?Š b?¹«ÅÁœd?J� tFDUD� eÖd¼ 

Êu�“¬ p¹ s¹« ÆbOM"åÅÆXÝ« Êœd" ‰ôb²Ý« 

d¹UÝ
≤

s�dL�

±ÆbOM� q#U� «— d¹“ Z¹U²� ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡Å

Æœ—UÐÅv# Ê«—UÐ Êü« ÆœuýÅv# »uÞd# sO#“ ¨œ—U³Ð Ê«—UÐ dÖ« ©n�«

∫t−O²�  sO#“                ÆXÝ« 

 «— d~¹bJ¹ ÁU~âO¼ È“«u# ◊uDš ©» lD: ◊uDš ÆbMM�ÅvL�  L1 Ë   L2ÆbM²�¼ È“«u# 

∫t−O²�   L1 Ë   L2                 

≤ÆbO¼œ `O{uð «— œuš »«uł øb�uýÅv# q+UŠ Ábý Áœ«œ  «—U³Ž “« d¹“ Z¹U²� U¹¬ ‡‡Å

ÆbMM� t³ÝU×# bM�«uðÅv# b�dOÖÅv# œU¹ v{U¹— t� v�«“u#¬Åg�«œ ÂULð ©n�«

ÆœdOÖÅv# œU¹ v{U¹— t� XÝ« È“u#¬Åg�«œ bOLŠ

∫t−O²�ÆbM� t³ÝU×# b�«uðÅv# bOLŠ 

ÆbM²�¼ UMý¬ dðuOá#U� —U� “dÞ UÐ Ê«“u#¬Åg�«œ “« vCFÐ ©»

ÆXÝ« “u#¬Åg�«œ fÖd�

∫t−O²�ÆXÝ« UMý¬ dðuOá#U� —U� “dÞ UÐ fÖd� 

ÅÈËU�²# YK¦# ©Û sO:U��« È«—«œ q:«bŠÆXÝ« ÈËU�# lK{ Ëœ

ÆXÝ« ÈËU�# lK{ tÝ È«—«œ Ÿö{ô«ÅÈËU�²# YK¦#

∫t−O²� YK¦# p¹ ¨Ÿö{ô«ÅÈËU�²# YK¦# d¼  sO:U��«ÅÈËU�²#ÆXÝ«

≥øXÝ« ÃË“ tAOL¼ ÃË“ œbŽ Ëœ ŸuL−# «dÇ t� bO¼œ ÊUA� ‡‡Å

¥tÝ—b# ‰U³²J�Ð rOð uCŽ rO¼«dÐ« Ë œËË«œ ¨Ê«d#U� ¨bLŠ« ¨vKŽ ‡‡ÅÏÆbM²�¼ œuš 

±‡‡ Puzzle ≤‡‡ W.W. Sawyer: Mathematician’s Delight



≤∑

łuð UÐÒðd# b: g¹«eB« V�ŠdÐ «— U¼ÅÊ¬ ¨d¹“ j¹«dý tÐ tÒ∫bOM� V

¨bMýUÐÅv# d²¼Uðu� vKŽ “« U¼ÅÊ¬ “« dH� Ëœ q:«bŠ ©n�«

¨XÝ« d²¼Uðu� Ê«d#U� “« œËË«œ ©»

¨X�O� d�Ä s¹d²¼Uðu� bLŠ« ©Û

ÆXÝ«dðbMKÐ vKŽ “« œËË«œ © 

µÊœuÐ jKž  —u+ —œ ÆXÝ« ©ÅXÝ—œU� ® jKž p¹ÅÂ«b� Ë XÝ—œ d¹“  «—U³Ž “« p¹ÅÂ«b� ‡‡ÅÅ

ÆbOM� «bOÄ iI� ‰U¦# p¹

 dÖ« ©n�«±ÆXÝ« ÃË“ œbŽ p¹ tAOL¼ t−O²� ¨œuý lLł ÈœdB œbŽ d¼ UÐ 

ÆXÝ« d²Ö—eÐ Ê¬ “« tAOL¼ œbŽ p¹ ÂËœ Ê«uð ©»

t¹Ë«“ Ëœ ŸuL−# ©ÛÏœUŠ Ò “« d²L� Á
    180

ÆXÝ« 

 Ê¬ qš«œ YK¦# p¹ ŸUHð—« tAOL¼ ©  —«d:ÆœdOÖÅv#

ÆXÝ« lÐd# p¹ vKOD²�# d¼ ©À

ÆXÝ« qOD²�# p¹ vFÐd# d¼ ©Ã

∂∫b¹dO~Ð dE�—œ «— d¹“ ÈU¼Åt�uL� ‡‡Å

  6 =12 +12 +22

  14 =12 +22 + 32

  24 = 22 +22 + 42

  59 =12 + 32 + 72

  61= 32 + 42 +62

  89 = 22 +22 +92

t?−?O²�Ïq?#U?� l?Ðd?# t?Ý Ÿu?L?−?#  —u?+ t?Ð Ê«uðÅv# «— vFO³Þ œbŽ d¼ ∫t� XÝ« Ê¬ v�UL²Š« 

ÆXÝ« jKž ‚uB ÈdOÖÅt−O²� t� bO¼œ ÊUA� iI� ‰U¦# p¹ tz«—« UÐ ÆXýu�

∑øbM²�¼ XÝ—œ d¹“ ÂUJŠ« “« p¹ÅÂ«b� ‡‡Å

 dÖ« ©n�«x Ë @MÖ y Å® ÁU~�¬ ¨býUÐ U¹uÖ x+yÆXÝ« U¹uÖ ©Å

 dÖ« ©»xË y ÁU~�¬ ¨bMýUÐ U¹uÖ Ëœ d¼ x+yÆXÝ« U¹uÖ 

Æb¹—ËUOÐ iI� ÈU¼Å‰U¦# XÝ—œU� ÂUJŠ« œ— È«dÐ Ë bOM�  U³Ł« «— XÝ—œ ÂUJŠ«

∏ d?¹“ ÂUJŠ« “« vCFÐ ‡‡ÅÅÅ ÈU¹UC:K?�Ò ÆbM²�¼ v ÈU?¹UC:K�Òv?²Ý—œU� È«dÐ Ë Áœd�  U³Ł« «— v

 v:UÐ∫b¹—ËUOÐ iI� ‰U¦# ÂUJŠ«



≤∏

ÆXÝU¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅlÐd# ŸuL−# nB� ÈËU�# U¹ d²JÇu� vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ »dCK+UŠ ©n�«

ÆX�O� dH+ `O×+ œbŽ êO¼ lÐd# ©»

t¹Ë«“ Ëœ d¼ ©ÛÏÆbM²�¼ ”√—ÅtÐ qÐUI²# ¨ÈËU�# 

 dÖ« ©   x >1  ÁU~�¬ ¨  x > 2Æ

 dÖ« ©À  x > 2 ÁU~�¬ ¨  x >1Æ

 dÖ« ©ÅÃ  (x −1)2 =0 ÁU~�¬ ¨x=±Æ

 dÖ« ©Åıab=∞ ÁU~�¬ ¨a=∞ Ë .b=∞

±Å‡‡Å±±©ÅrOI²<�dOž  U³Ł«Å® nKš ÊU¼dÐ ‡‡Å

 v¼UÖ  U:Ë« p¹  U³Ł« È«dÐtOC: rJŠ t� rOM�Åv# ÷dB «b²Ð« ¨ tOC:UÐ ÁU~�¬ ÆbýU³� XÝ—œ

 p¹ tÐ  ÃU²M²Ý« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« i:UMðÆrOÝ—Åv#

 ‰U¦�±∫  ÊœuÐ `O×+ ÷dB UÐ t� bO¼œ ÊUA�n dÖ« ¨  n2
 ¨býUÐ ÃË“ nÆXÝ« ÃË“ eO� 

∫qŠ  ÊœuÐ ÃË“  U³Ł« ÈUłÅtÐn t� rO¼œ ÊUA� rO�«uðÅv# ¨nÆbýUÐ œdB b�«uðÅvL� 

 rOM�Åv# ÷dB «b²Ð«n vMF¹ býUÐ œdB   n = 2k +1 U−M¹«—œ t� kt−O²�—œÆXÝ« ̀ O×+ œbŽ p¹

∫r¹—«œ

  n
2 = (2k +1)2 = 4k2 + 4k +1= 4(k2 + k) +1

ÁbM¼œÅÊUA� s¹« ËÏ t� XÝ« Ê¬   n2
ÆXÝ« œdB 

 p?¹ s¹« t� rOMOÐÅv# i?:UMð t?� œu?Ð s¹« dÐ t�Q�# ÷dB «d¹“ ÆXÝ«  n2
 v?MF¹ ÆbýUÐ ÃË“   n2

s?¹«d?ÐU?M?Ð ¨býUÐ ©År¹«ÅÁœ—Ë¬ XÝœÅtÐ t� È«Åt−O²� o³ÞÅ® œdB r¼ Ë ©Åt�Q�# ÷dB o³ÞÅ® ÃË“ r¼ b�«uðÅvL�

 p¹ÅtÐ i:UMð s¹« tOłuð UNMð ÆrOÝ—Åv# i:UMð ÊœuÐ œdB ÷dB t� XÝ« Ê¬ n  fÄ ¨XÝ« XÝ—œU�n

ÆbýUÐ ÃË“ b¹UÐ

 ‰U¦�≤∫  bOM� ÷dBAD t¹Ë«“ “U�LO� A YK¦# —œ ABC dÖ« ÆbýUÐ BD ≠ CDbOM� XÐUŁ 

AB ≠ ACÆ

A

B
D

C



≤π

∫qŠ vMF¹ »uKD# t−O²� bOM� ÷dB ÆrO¼œÅv# ÂU−�« nKš ÊU¼dÐ o¹dÞ “« «—  U³Ł« AB ≠ AC

 v?M?F?¹ býU³� XÝ—œ.AB=AC  Y?K?¦?# s¹«dÐUMÐ ABC  s?O?:U?��«ÅÈËU�²#Y?K?¦?# —œ rO�«œÅv# ÆXÝ«

 s?O?:U?��«ÅÈËU�²# “U?�?LO�AD s?¹«d?ÐU?M?Ð ÆX?�¼ eO� t�UO# BD = DCv?M?F?¹ t?�Q�# ÷dB UÐ s¹« t� 

BD ≠ CD Êœu³� XÝ—œ ÷dB s‡¹«dÐUMÐ ÆXÝ« œUCð —œ AB ≠ AC vMF¹ ÆœuýÅv# œ— AB ≠ ACÆ

 «— q³: ‰U¦# Ëœ —œ ÁœUH²Ý« œ—u# v�ôb²Ý« ‘Ë— nKš ÊU¼dÐt� bM#U�Åv# rOI²�#dOž  U³Ł« U¹

O{U¹— ÂULð —œÒÆœ—«œ œdÐ—U�  U

nKš ÊU¼dÐ

d?E?‡?� —œ «— d?‡?¹“ ÈU?¼ÅÂU?‡?Ö ©År?O?I?²?��dO‡ž  U‡³‡Ł«Å® n‡K‡š ÊU‡¼d‡Ð “« ÁœU‡H²Ý« È«d‡Ð

∫r‡¹d‡OÖÅv�

 ÂUÖ±∫t−O²� rOM"Åv� ÷dN ÏÆbýU³� XÝ—œ »uKD� 

 ÂUÖ≤∫«— Ábý t²��«œ o¹UIŠ t" b¼œÅv� XÝœÅtÐ È«Åt−O²� ÷dN s¹« t" rO¼œÅv� ÊUA� 

ÆbM"Åv� iI�

 ÂUÖ≥∫Ë« ÂUÖ —œ t" v{dN t" œuýÅv� ÂuKF� ¨r¹«ÅÁbOÝ— i:UMð p¹ tÐ t" ‰UŠ ÒÅÁœd" ‰

t−O²� s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« XÝ—œU� r¹œuÐÏÆbýUÐ XÝ—œ b¹UÐ »uKD� 

 ‰U¦�≥∫  t� bO¼œ ÊUA�  2ÆXÝ« @MÖ 

 ∫ U³Ł«t−O²� rOM� ÷dBÏ vMF¹ býU³� XÝ—œ »uKD#   2 býUÐÅ U¹uÖ ̈ Áœu³� @MÖ ® ÂUÖÅ±‰UŠ Æ©Å

łuð UÐÒ ¨œb?Ž p¹ ÊœuÐ U¹uÖ n¹dFð tÐ t  2 d��  —u+ tÐ «— 

p
q

 Ê¬ —œ t� rO�¹u�Åv# p Ëqœ«bŽ«

KF²#Å® `O×+Ò tÐ o   d�� Ë ©Å

p
q

 vMF¹ ÆXÝ« œuš  —u+ s¹dðÅÁœUÝ tÐ p ËqË« r¼ tÐ X³��ÒbM²�¼ ‰

 vMF¹  (p,q) =1Ë 

®±©

  
2 = p

q
® sOBdÞ±∫rO�UÝ—Åv# Ëœ Ê«uð tÐ «— ©

®≤©

  
2 = p2

q2

® sOBdÞ »d{ UÐ fáÝ≤ —œ ©  q
2

∫Xý«œ rO¼«uš 

®≥©  2q2 = p2

Z



≥∞

® “«≥ t� œuýÅv# t−O²� ©Å  p
2

 ‰U¦# o³Þ ‰UŠ ÆXÝ« ÃË“ ÈœbŽ ±ÊœuÐ `O×+ ÷dB UÐ t� rO�«œÅv# ¨

p dÖ« ¨  p
2

 ¨býUÐ ÃË“p∫vMF¹ XÝ« ÃË“ eO� 

®¥©  p = 2k

∫t−O²�—œ

®µ©  p
2 = 4k2

Å® —œµ ÈUłÅtÐ ©Å  p
2

 “« «— Ê¬ ‰œUF# ¨®Å≥ ÊUL¼ t� ©Å  2q2
∫rOM�Åv# s¹e~¹Uł býUÐ 

®∂©  2q2 = 4k2

 dÐ sOBdÞ rO�Ið “« fÄ≤∫r¹—«œ 

®∑©  q
2 = 2k2

® “«∑ t?� r?¹d?‡OÖÅv# t−O²� ©  q
2

‰U?¦?# o?‡³Þ “U‡Ð ¨Áœu‡Ð ÃË“ ± ¨q÷d?B ·ö?š s‡¹« Ë XÝ« ÃË“ eO� 

   —u+ s¹« —œ «d‡¹“ ÆXÝ«p Ëq »—UC# Ëœ d¼ ≤Ë« r‡¼ tÐ X³�� b‡M�«u‡ðÅvL� Ë bM²�¼ ÒbMýU‡Ð ‰

 ÂUÖÅ®≤ Êœu‡Ð U‡¹u‡Ö ÷d‡B t−O‡²�—œ Æ©Å  2 fÄ ÁœuÐ XÝ—œU‡�   2Æ býU‡Ð @‡MÖ v²�¹U‡ÐÅv# 

s�dL�

∫bOM� XÐUŁ «— d¹“ ÂUJŠ« ¨nKš ÊU¼dÐ v�ôb²Ý« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ

± dÖ« ‡‡Ån Ë `O×+ ÈœbŽ   n2
 bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ œdB nÆXÝ« œdB eO� 

≤ dÖ« ‡‡Å  n2
 “« vÐdC# ≥ t� bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ n “« vÐdC# eO� ≥ÆXÝ« 

≥ dÖ« ‡‡Å  n2
 “« vÐdC# ±∞ t� bO¼œ ÊUA� ¨býUÐ n “« vÐdC# eO� ±∞ÆXÝ« 

¥Æœd� œuLŽ Ê¬ dÐ jš p¹ “« gOÐ Ê«uðÅvL� jš p¹ Ã—Uš tDI� p¹ “« ‡‡Å

µ  bOM� XÐUŁ ‡‡ÅÅ  3ÆXÝ« @MÖ 

∂ XÝ«— jš tÝ dÖ« ‡‡Åd ¨′d Ë ′′d Ë bMýUÐ e¹UL²# ËœÅtÐÅËœ d|| ′d ® bO�«u0ÐÅd È“«u# ′dÅ©

 Ë′d || ′′d ÁU~�¬ ¨d|| ′′dÆ

∑  bOM� XÐUŁ ‡‡Å  ( 2 − 3 )ÆXÝ« @MÖ 

∏ dÖ« bOM� XÐUŁ ‡‡Åx Ë U¹uÖ y ÁU~�¬ ¨býUÐ @MÖ x+y )ÆXÝ« @MÖ ©Å

πÅ‡‡ d?Ö«   P  ,...,5, 3,2Ë« œ«b?‡?Ž« ÂU‡L‡ð Ò ÈËU?�?# U?‡¹ d²JÇu� ‰Pt?‡?� b?O?M?‡� XÐU‡Ł ¨bMýUÐ 

  N = (2× 3 × 5 ×  ....×P) +1Ë« U¹ ÒË« q#UŽ U¹ Ë XÝ« ‰Ò“« d²Ö—eÐ ‰P Æœ—«œ 



≥±

UÐ ÆœuýÅv� ÁbMM"ÅZOÖ ”—œ Ê¬ ¨bMM" iI� «— d~¹bJ¹ vÝ—œ Ÿu{u� p¹ VDUD� dÖ«

i?:U?M?ð tÐ t�«b�UŽ Ë rOM" vFÝ dÖ« U¼ÅX:Ë v¼UÖ ÆÆÆ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« —œ ‰UŠ s¹«

°œuÐ b¼«uš bOH� rOÝdÐ

             ¨eÐu"«˛ bDË—U¼±π∑¥
Å±

±Å‡‡Å±≤dðu³� t�ô q@« ‡‡Å

d?#“Ë— v?Öb?�“ Ë ·«d?Þ« ÈU?O?�œ  UON¹bÐ “« È—UO�ÐÒÁÏ ¨U#  Èb?M?L�u�U:s?O?Ž—œ Ë b�—«œ v{U¹—

u?M?²# Ë ÊuÖU�uÖ ÈU¼œdÐ—U� È«—«œ ¨XB«dþ Ë vÖœUÝÒd?Ö« t� XÝ« `{«Ë ¨‰U¦# Ê«uMŽ tÐ ÆbM²�¼ Ÿ

µ ·d?Þ tÐ dðu³�ÅÅ¥ ¨b?�u?AÐ U¼Åt�ô qš«œ bM¼«u0Ð Ë bMM� “«ËdÄ t�ô  q?:«bŠËœ q?#Uý U¼Åt�ô “« vJ¹

 dÖ« sOMâL¼ °œuÐ b¼«uš dðu³�π¨bMýUÐ t²ý«œ —uCŠ v�ULNO# p¹ —œ dH�  q:«bŠU¹ Ë Ëœ b�uð “Ë—

 s¹« “« v¹U¼Å‰U¦# ÆbýUÐÅv# t²H¼ “Ë— p¹ —œ U¼ÅÊ¬ “« dH� bMÇ qO³:tL¼ È«dÐÏ ÆXÝUMý¬ U# t�ô q@«

 dðu³�ÁbMM�ÅtOłuðÏÁbOâOÄ q¹U�# “« vCFÐ ‰UŠ s¹« UÐ t� XÝ«  UON¹bÐ sOL¼ “« vJ¹ Ë ôUÐ ‰U¦# Ëœ Ï

 «— v{U¹— qÐU: —œ ’uB0Ð ¨q+« s¹« ÆbM�Åv# qŠ vF:«u# œ«bš— rO¼«ušÅv# t�OF:u#Ò X+UšÒv

 ÁœUH²Ý« œ—u# ¨rOM� vÝ—dÐ «— —«d:ÆœdOÖÅv#

dðu³! t½ô q�«

 dÖ«m ¨dðu³" nU?¼d?ðu?³" t�ô œ«bFð “« gOÐ U¼dðu³" œ«bFð Ë bMM" ‰UGý« «— dðu³" t�ô 

Å® b?ýUÐm > n  ÁU?~�¬¨©Åd?ðu?³?! t½ô q�« o³Þb?¼«u?š œu?łË d?ðu?³" t�ô p¹ q:«bŠ 

ÆbMýUÐ t²ý«œ —«d: Ê¬ —œ dðu³" Ëœ “« d²AOÐ U¹ Ë Ëœ r" XÝœ t" Xý«œ

‰U¦�±∫ St?ŽuL−#d¹“ p¹ Ï ≥∑ ÈU?C?Ž« dÖ« ÆXÝ« vFO³Þ œ«bŽ« “« ÈuCŽ S œb?Ž dÐ «— ≥∂

Áb�ULO:UÐ È«—«œ tŽuL−# s¹« “« uCŽ Ëœ q:«bŠ ¨rOM� rO�IðÏ dÐ v�U�J¹ ≥∂ÆbM²�¼ 

∫qŠ  vFO³Þ œbŽ d¼ rO�Ið t� rO�«œÅv#n dÐ ≥∂  —u+ÅtÐ   n = 36q + r t� XÝ« qÅÃ—Uš XL�:¨

r Ë Áb�ULO:UÐ   0≤ r < 36tŽuL−# s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« Ï ÅÁb�ULO:UÐ vMF¹ ̈ U¼  0,1,2,..., 35{ } È«—«œ¨≥∂uCŽ 

t�ô UÐ ‰U¦# s¹« XNÐUA# ÆXÝ«Ï ÈUCŽ« dÖ« t� XÝ« sOMÇ dðu³� SÅ® ≥∑Ë U¼dðu³� œ«bFð  «— ©ÅuCŽ 

 œ«bFð U?¼ÅÁb�ULO:UÐÅ®≥∂ ¨r?¹d?O~Ð dE� —œ U¼dðu³� t�ô «— ©Å X:ËÅÊ¬ t?� rOÐU¹Åv#—œ q:«bŠU?¼Åt�ô “« vJ¹

±‡‡ H. Jacobs



≥≤

∫vMF¹ °býUÐÅv# dðu³� Èd²AOÐ œ«bFð U¹ Ë Ëœ È«d¹cÄ

 tŽuL−� “« uCŽ Ëœ q(«bŠÏ SÁb�ULO(UÐ È«—«œ Ïv�U<J¹  dÐ ≥∂ÆœuÐ bM¼«uš 

 ∫s¹dLðStŽuL−#d¹“ p¹ Ï ∑∞ ÈUCŽ« dÖ«ÆXÝ« vFO³Þ œ«bŽ« “« ÈuCŽ S dÐ «— ≤µrO�Ið 

 uCŽ tÝ r� XÝœ t� bO¼œ ÊUA� ¨rOM�S  p¹ È«—«œb�«ÅÁb�ULO:UÐÆ

 ‰U¦�≤∫ lK{ tÐ vFÐd# qš«œ tDI� ZMÄ ±tK+UB q:«bŠ ÅbOM� ÅXÐUŁÅ Æb�«Å÷ËdH# Ïs¹« “« tDI� ÅËœ Å

 “« d²L� tDI� ZMÄ

  

2
2

ÆXÝ« 

∫qŠ tÐ «— lÐd# `DÝ ¨bM²�¼ Ÿö{«ÅÈ“«u# t� v�—UIð ÈU¼—u×# rÝ— UÐ

¥Æ©ÅqJý oÐUD#Å® rOM�Åv# rO�Ið ÈËU�# lÐd# 

¥ «— d²JÇu� lÐd# ¥ Ë dðu³� t�ô µtDI� Ï «— ÷ËdH# µtÐ bM¼«ušÅv# t� r¹dOÖÅv# dE�ÅÅ—œ dðu³� 

KF²# «— “d# ÈË— ◊UI�Å¨sL{ —œ b�œdÖdÐ U¼Åt�ô qš«œÒ¨dðu³� t�ô q+«dÐUMÐ ÆÅr¹dOÖÅv# lÐd# Ëœ d¼ tÐ o

KFð pÇu� ÈU¼ÅlÐd# “« vJ¹ tÐ U¼ÅtDI� “« UðËœ q:«bŠÒtÐ ¨dðu³� Ëœ q:«bŠ t� È—uÞÅÊUL¼  ‡‡ b�—«œ o

t�ôÏt?O?‡‡C: “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë ‡‡ b�Ë—Åv# „d²A#  Ït?K+UB t� rOÐU¹Åv#—œ ”—užU¦OB Ï“« d?²L� tDI� Ëœ Ê¬ 

  

2
2

łuð UÐ ÆXÝ« Ò×+ ¨ qJý tÐ tÒœ« s¹« XÒrO¼œÅv# ÊUA� «— UŽ

A

B
H

1

2

∫t³ÝU×�łuð UÐ Ò ¯—eÐ lÐd# lK{ ‰uÞ tJM¹« tÐ t±pÇu� ÈU¼ÅlÐd# lK{ ‰uÞ t−O²�—œ ¨XÝ« 

  

1
2

tK+UB Ë ÏtDI� Ëœ Ï A Ë BtOC: “« ÁœUH²Ý« UÐ Ï∫b¹¬Åv# XÝœÅtÐ ”—užU¦OB 

  (AB)2 = (AH)2 + (BH)2

#«Ò ÈU?¼Å‰u?Þ t� bM�Åv# ÂuKF# qJý UAH Ë BH  “« 

  

1
2

d?²?L� XÝ« pÇu� ÈU¼ÅlÐd# lK{ ‰uÞ t� 

∫t−O²�—œ ÆbM²�¼

  
(AB)2 < 1

2






2

+ 1
2







2



≥≥

       (AB)2 < 2
4

∫vMF¹

  
AB < 2

2
ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë

s�dL�

±‡‡Å±≥ q?:«b?Š b?O?¼œ ÊU?A� Æb‡�—«œ —uCŠ v�U‡LNO# p¹ —œ dH‡� ≤ÁU?# p¹ —œ U¼ÅÊ¬ “« dH� 

�u²#ÒÆb�«ÅÁbý b

≤ “« gOÐ œ«dB« dÝ Èu# ÈU¼—Uð œ«bFð t� b¼œÅv# ÊUA� —U#¬ ‡‡Å≥∞∞∞∞∞—œ bOM� XÐUŁÆX�O� 

 t?� ÈdNý≥∞∞∞∞≤O?F?L?ł dH� Òr?¼ U?Ð ÊU?A?¹u?# ÈU?¼—U?ð œ«b?Fð Ê«b�ËdNý “« dH� Ëœ q:«bŠ ¨œ—«œ X

ÆXÝ« ÈËU�#

≥ Ÿö{ô«ÅÈËU�²# YK¦# ‡‡ÅABC lK{ tÐ  ±dE�—œ YK¦# qš«œ —œ «— tDI� ZMÄ ÆXÝ« ÷ËdH# 

tK+UB t� b�—«œ œułË tDI� Ëœ q:«bŠ bO¼œ ÊUA� Ær¹dOÖÅv#Ï “« d²L� U¼ÅÊ¬ 

  

1
2

ÆXÝ« 

¥t?Žu?L?−# “« È«ÅtŽuL−#d¹“ d¼ bO¼œ ÊUA� ‡‡ÅÏ  S = 1,2, 3,...,9{ } È«—«œ t?� ∂b?ýUÐ uCŽ 

 dÐ«dÐ U¼ÅÊ¬ ŸuL−# t� œ—«œ uCŽ Ëœ q:«bŠ±∞ÆXÝ« 

µ“« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅnKš ÊU¼dÐ Áœd� ÷dB vN¹bÐ ÈœuNý —uÞÅtÐ ‰UŠ Uð t�  «— dðu³� t�ô q+« ̈

ÆbOM�  U³Ł« r¹œuÐ

tK−�Ïv{U¹— 

t¹dE½ÏU¼ÅtŽuL−� “« fÄ Ë bý ÕdD� ÈœöO� r²�OÐ Êd: q¹«Ë« Ë r¼œ“u� Êd: dš«Ë« “« 

Æœd" «bOÄ È«ÅÁó¹Ë ÁU~¹Uł  UO{U¹— v�U³� Ê«uMŽÅtÐ vðb�

v?�U?L?D¬ Ê«b?O?{U?¹— v?DË b?�«Åt?²?ý«œ X?O?DU?FN t¹dE� s¹« rOJ×ð —œ v�uÖU�uÖ ÊU�«bO{U¹—

—u²½U!Æ¯bDu²� ©tOÝË—® ̄ —uÐ“d²ÄÅsÝ —œ —u²�U" ÆXý«œ vÝUÝ« vAI� œ—u� s¹« —œ 

 ÈU?¼Å‰U?Ý —œ Ë œd?"  d?łU?N?� ÊU?L?D¬ t?Ð ÈË X?ODuHÞ —œ ‘«ÅÁœ«u�Uš ¨bý±∏∑≤vD« 

±π±≥ ÁU~A�«œ œU²Ý«  b?AU¼t?¹dE� —œ «— œuš oOLŽ —UŁ¬ Ê«—Ëœ s¹« —œ Ë œuÐ ÊULD¬ —œ

Æœd" nODQð U¼ÅtŽuL−�


