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¨v �U?ł“u?Ð ”U?³?Ž s Ð« q?O?ŽU?LÝ« sÐ« vO×¹ sÐ«bL×� sÐ« bL×� U�u�«uÐ«s?¹d?ð¯—e?Ð “« Ë Ê«d?¹« v?LKŽ dšUH� “« vJ¹ 
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ÂUłXÐdð dNý ‚dý Èd²�uKO� Áb−¼ œËbŠ —œ Ê¬ ÈU¼t�«d¹Ë t� œuÐ ÊUÝ«dš —œ vL¹b� dNý ¨ÊU~ÇuÄ U¹ ÊUÖ“uÄ ¨ÊUÖ“uÐ Æbý b	u²�

 ‰UÝ œËbŠ —œ U
u	«uÐ« ÆXÝ« Áb�U� —UÖœU¹ tÐ≥¥∏ÈdJ
 Ë vLKŽ ÈU¼v¹U�«uð t{dŽ Ë g�«œ Ë rKŽ V�� dÞUš tÐ «— g¼UÖœ«“ ‚Æ‡¼ 

ÊUA� XŽdÝ tÐ v{U¹—  U³ÝU×� —œ «— œuš v¹U�«uð vLKŽ q
U×� —œ X�dý UÐ œ«bGÐ —œ Ë« Æœd� X�dŠ œ«bGÐ ·dÞ tÐ Ë „dð ¨œuš

d?Ð ÁËö?Ž U?
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ÆœuÐ Ê«œtÝbM¼ s¹dðlKD� Ë s¹dðd¼U� ÈUMF� tÐ ”bMN� Æb�œuÐ Áœ«œ ”bMN� VI	

Ë  U?¦?K?¦� ¨tÝbM¼ »U�Š ÈU¼tMO�“ —œ v�«Ë«d
 ÈU¼nO	Qð Æœ—«œ ÈbM�œuÝ —UO�Ð V	UD� U¼dðË Êœ—Ë¬ XÝœtÐ —œ U
u	«uÐ«

—UO²š« —œ rN
 qÐU� Ë ÁœUÝ vKJý tÐ «— ÁbOâOÄ Ë rN� V	UD� t� XÝ« ÁœuÐ s¹« ”bMN� p¹ Ê«uMŽ tÐ v�Uł“uÐ ⁄u³� ÆXÝ« t²ý«œ Âu−�

Æœ«œv� —«d� Ê«d~¹œ

È«Áœd?²?�?Ö  d?N?ý “« å»U?�?×?	« r?K?Ž s?� ‰U?LF	« Ë »U²J	« tO	«ÃU²×¹U� v
 »U²�ò Ê«uMŽ UÐ ¨vKLŽ »U�Š Á—UÐ—œ U
u	«uÐ«

“« tâ�¬ò »U²� vÐdŽ ÂU� vÝ—U
 tLłdð t� »U²� s¹« ÆXÝ« Áœd� ÊUOÐ  ULK� UÐ UNMð «—  U³ÝU×� Ë œ«bŽ« ÈtL¼ Ë« Æb¹œdÖ —«œ—ušdÐ

qLŽ —UNÇ tÐ tÞuÐd�  U³ÝU×� Ë œ—«œ v�«Ë«d
 XOL¼« »U�Š a¹—Uð XNł “« býUÐv� åb¹¬ —U� tÐ «— ÊU³ÝU� Ë ÊU³ðU� t� »U�Š rKŽ

Æœuýv� q�Uý «—  UO	U� t³ÝU×� U¼lÐd� Ë U¼YK¦� XŠU�� t³ÝU×� Ë U¼d�� sOMâL¼ Ë œ«bŽ« vK�«

ÁœUÝ `D�� ÈU¼rOÝdð q�Uý t� XÝ« åtÝbMN	« ‰ULŽô« s� l�UB	« tO	« ÃU²×¹U� v
 »U²�ò U
u	«uÐ« d~¹œ vKLŽ vÝ—œ »U²�

Áb¹œ Ê«d~²FM� Ë Ê«—ULF� —U� È«dÐ ÈbM�œuÝ V	UD� Ë b�«Ábý ÷ËdH� È«Ád� —œ t� vLE²M� tLO� Ë rE²M� ÈU¼vNłË bMÇ rOÝdð Ë

«d?¼U?þ t?� U¼Ê¬ s²ý«cÖ r¼ —UM�Ë U¼lÐd� Èt¹e−ð Ë VO�dð ÈÁ—UÐ—œ sOMâL¼ Æœuýv�ÎU?³?	Už t� XÝ« ÁœuÐ vKzU�� “« Î—œ ÊU�ULK�� 

U�uBš Ë È—ULF� ÈU¼—U�ÎÆXÝ« Áb�¬ v³	UD� b�«Áœ—ušv�dÐ U¼Ê¬ tÐ U¼ÊUL²šUÝ sO¹eð —œ 

UIO�œ ̈ åq�UJ	« »U²�ò U¹ åvD�−L	«ò ÂU� tÐ ̈ U
u	«uÐ« ̄ —eÐ v�u−� »U²�ÎÁ—UÐ—œ »U²� ÆbM�v� XOF³ð ”uOLKDÐ åvD�−�ò “« 

ÁœUÝ  —u� tÐ «— Ê¬ qzU�� qŠ Ë Ábý XÐUŁ ÈËd�  U¦K¦� —œ tÇ Ë ̀ D��  U¦K¦� —œ tÇ ̈  U¦K¦� rN� ÈU¼—u²Ýœ ÆXÝ«  U¦K¦� rKŽ

U ¼V?O?ł v?K?� Èt?O?C?� ÈU ¼ÊU ¼d?Ð s?O?²?�?
?� “« v?J?¹ ÆœdÐ —U�tÐ ÈËd� t¹Ë«e	«rzU� ÈU¼YK¦� qŠ —œ «— U¼”UL� tOC� Ë œ—Ë¬—œ

v�Uł“uÐ rN� ÈU¼—U� —œ ÆXÝ« t²
dÖ tLAÇdÝ U
u	«uÐ« “« eO� ¨býv� ÁœdÐ—U�tÐ t¹Ë«e	«rzU� dOž ÈU¼YK¦� qŠ —œ t� ¨©U¼”uMOÝ®

U�uB
� ¨ U¦K¦� rKŽ tFÝuð —œÎb¹bł ÈU¼‰Ëbł s¹Ëbð —œ ÆX�O� Èb¹œdð ¨ÈËd�  U¦K¦� qŠ ÈU¼‘Ë— Ë vðU¦K¦� ‰Ë«bł œu³NÐ 

 ”u?M?OÝ ¨‘œuš vÐUO�Ë—œ ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨”uMOÝ≥∞Èt?�U ¼œ d?Ð ¨U
u	«uÐ« —U
²
« tÐ Æœd� t³ÝU×� Èd²AOÐ X�œ UÐ «— tIO�œ 

 U³ÝU×� —œ U
u	«uÐ« t� XÝ« t²ýu� Ë ÁœdÐ ÂU� v�Uł“uÐ “« ̈ œuš —UŁ¬ “« XL�� bMÇ —œ v�ËdOÐ Æb�«ÁœUN� «— Ë« ÂU� eO� ÁU� —œ v�UAHAð¬

 ÈËU�� «— Ê¬ Ë t³ÝU×� «— sO�“ —u×� ·«d×�« Ê«eO� ̈ œuš v�u−�≥µ Ë ©tIO�œ® ≤≥dNý —œ Ë« ÈU¼b�— q×� “« Ë t²��«œ ©tł—œ® 

√b³� “« t²ýcÖ ÈU¼“Ë—® —«Ëœ« Èt³ÝU×� tÐ v�Uł“uÐ t� XÝ« t²ýu� d~¹œ ÈUł —œ eO� Ë ÆXÝ« Áœd� œU¹ eO� s³²	«»UÐ tOŠU� Ë œ«bGÐ

—U?Ł¬ Ë Èœd?Ð—U?� »U?�?Š ÈtMO�“ —œ V	Uł Ë rN� —UO�Ð Èt²J� ÆXÝ« Áœd� Â«b�« ”uOLKDÐ ÈU¼b�— ”UÝ« dÐ ©’Uš a¹—Uð p¹

”bMN� s¹« ÆXÝ« Áœ«œ ÂU−�« vLN� Ë ¯—eÐ —U� ¨»U�Š tÐ vHM� œ«bŽ« Êœd� œ—«Ë UÐ Ë« ÆXÝ« œbŽ ÂuNH� ‰u×ð Ë bý— ¨v�Uł“uÐ

ÆXÝ« Áœd� ÊUOÐ È—u²Ýœ ¨býUÐ ÊU�J¹ Ê¬ ÊU~¼œ ÈU¼r�— t� vL�— Ëœ œbŽ Ëœ »d{ q�UŠ vM¼– t³ÝU×� È«dÐ tGÐU�
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U¼qB� s¹ËUMŽ ‰Ëbł

g�Ð vK� ·b¼

ÆU¼lÐUð v~²ÝuOÄ sOOFð —œ Ê¬ ÈdOÖ—U�tÐ Ë bŠ ÂuNH� „—œ

ÂËœ g�Ð

v~²ÝuOÄ Ë bŠ

qB� ÈÁ—ULýqB� Ê«uMŽÊU�“

‰Ë«bŠ≤∞XŽUÝ

ÂËœv~²ÝuOÄ∏XŽUÝ 

ÂuÝbŠ rOLFð∏XŽUÝ 



∑¥

bŠ

vK� ·b¼                    

p¹ tÐ lÐUð p¹ ÈU¼—«bI� Êœd� qO� Ë œbŽ p¹ tÐ dOG²� p¹ Êœd� qO� ÂuNH� „—œ             

bŠ ÂuNH� rOLFð Ë œbŽ             

∫È—U²�— ÈU¼·b¼∫b�«u²Ð qB
 s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d
 œË—v� —UE²�« 

± tÐ ¨œbŽ p¹ tÐ XÝ«— Ë éÇ “« «— dOG²� p¹ Êœd� qO� ‡‡+∞ tÐ U¹ −∞ÆbM� n¹dFð 

≤Š ‡‡bÒÆbM� n¹dFð «— lÐUð 

≥Š ‡‡bÒ Š Ë éÇbÒ ÆbM� n¹dFð «— tDI� p¹ —œ lÐUð p¹ XÝ«—

¥Š ‡‡bÒŠ Ë éÇ bÒ ÆbM� sOOFð Ê¬ —«œuL� ÈË— “« «— lÐUð XÝ«—

µŠ ‡‡bÒŠ Ë éÇ bÒ ÆbM� sOOFð Ê¬ ÈtDÐU{ ÈË— “« «— lÐUð XÝ«—

∂Š ‡?‡b?Ò v??²??�Ë ¨U? ¼Ê¬ Ãd?
?� Ë  —u?� t � Èd?�� ÈU ¼l?ÐU?ð x → at??Ð «— b??M?M �v?� q?O?� d?H?� t?Ð 

Æœ—Ë¬ XÝœ

∑ÆœdÐ —U� tÐ U¼lÐUð “« vCFÐ bŠ sOOFð —œ «— vÖœdA
 tOC� ‡‡

‰Ë« qB�

بخش دوم
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qJý® b�«Ábý h
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U?³?ðd� U¼œbŽ s¹« ©n	«Îd?ðp?¹œe?� Ë p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

øb�uýv�

Ý Â«b � “« U¼œbŽ s¹« ©»
Ó

t?Ð ©Ëœ d¼ U¹ éÇ ¨XÝ«—® XL

øb�uýv� p¹œe� œbŽ Ê¬
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 qJý® bOM� h
A�≤‡‡≤Æ©

øb�uýv� dðp¹œe� Ë p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼œbŽ s¹« ©n	«

Ý Â«b� “« U¼œbŽ s¹« ©»
Ó

øb�uýv� p¹œe� œbŽ Ê¬ tÐ XL

≥ r‡O¼«u‡šv‡� ‡‡    s =1+ 3 + 32 + L + 39 + 310
«— 

 q?ÐU?I?� —œ ÆrOM� »U�Š−s Ë   3st?²?ýu� r¼ d¹“ n¹œ— Ëœ —œ 

Æb�«Ábý

j?š d?¹“ Ë b?O?M?� l?Lł r¼ UÐ «— Êu²Ý d¼ ÈU¼œbŽ ©n	«

ÆbO�¹uMÐ

 —«bI� ©»sÆbOM� sOOFð «— 

¥ ‰«RÝ ‘Ë— tÐ ‡‡≥—«bI� ¨

    s =1+ r + r2 + L + rn

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

µ lÐUð ‡‡fœ d¹“ ÈtDÐU{ UÐ —  R∫XÝ« Ábý n¹dFð

  
f(x) =

x2            x < 2

6 − x        x > 2







 —œ lÐUð s¹«  x = 2 XÝ« ÁbA� n¹dFð ® qJý≥‡‡≤Æ©

 d?Ö«  x1 ¨  x2 ¨ì¨xn t?Ð ≤¨b?�u?ý d?ðp?¹œe?� Ë p?¹œe� 

 ÈU¼œbŽ  f(x1)¨ì¨f(xn )øb�uýv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

    

−s = −1− 3 − 32 − L − 39 − 310

3s =       3 + 32 + L + 39 + 310 + 311

 qJý±‡‡≤

 qJý≤‡‡≤

 qJý≥‡‡≤

Êu�“¬ gOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

O
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t�bI�

Èt?D?I?� —œ v?KO³�uð« bOM� ÷d
  A(0,2)ÆX?Ý« ÁœU²�¹« 

g?¹«e?
« t?ÐË— X?Žd?Ý U?Ð q?O?³?�u?ð« Ë œuýv� e³Ý ULM¼«— ⁄«dÇ

 qJý ÆbM�v� X�dŠ XÝ«— jš p¹ ÈË—dÐ¥‡‡≤Èt×H� —œ 

ÆbOM� tEŠö� «— bFÐ

® ÈtDÐ«—±tE( d¼ —œ ̈ ÊU�“ tÐ X³�� ̈ «— qO³�uð« q×� ©

 X�dŠ “Už¬ —œ tDÐ«— s¹« o³Þ ÆbM�v� h
A�  (t =0)ÈtK�U
 

  U?B?²?
?� √b?³?� U?ð q?O?³?�uð«≤ ¨v?M?F?¹ ÆX?Ý« d?²�   yA = 2mË 

  tA =0Æ ÈtDI� tÐ X�dŠ “« fÄ tO�UŁËœ qO³�uð« BÈtK�U
 tÐ ̈

≥Æb?Ý—v� √b³� “« d²�   yB = 3m Ë   tB = 2sÆ—UNÇ qO³�uð« 

 Èt?D?I?� t?Ð X?�d?Š “« f?Ä tO�UŁC Èt?K?�U
 tÐ ¨∂√b?³?� “« d?²� 

 ÆbÝ—v�  yC = 6m Ë   tC = 4sÆ

® Èt?	œUF� “« ÁœUH²Ý« UÐ± ÊU�“ ‡‡ ÊUJ� ‰Ëbł ©±‡‡≤«— 

Æ Xý«œ rO¼«uš

 —«œu/ y  «d?O?OGð tÐ X³�� tr?Ý— q?ÐUI� t×H� —œ eO� 

ÆXÝ« Ábý

«— q?O?³?�u?ð« j?Ýu?²?� X?Žd?Ý r?O¼«u
Ð dÖ« ¨n¹dFð o³Þ

� tÐ «— v¹UłtÐUł ÈÁ“«b�« b¹UÐ ¨r¹—Ë¬ XÝœtÐbÒrO�Ið X�dŠ  

¨vMF¹ ÆrOM�

v¹UłtÐUł ÈÁ“«b�«               

=                              
jÝu²� XŽdÝ 

                 
X�dŠ  b� 

“« t � vðb� —œ qO³�uð« jÝu²� XŽdÝ ¨n¹dFð s¹« o³Þ

B tÐ EÆb¹¬v� XÝœ tÐ Ë—tÐË— ÈtDÐ«— “« ¨XÝ« t²
— 

 “« v¹UłtÐUł ÈÁ“«b�«B Uð E
  =                                       

 “« jÝu²� XŽdÝ B tÐ E

 
 “« X�dŠ  b�B tÐ E

         = yE − yB

tE − tB
= ∆y

∆t

        

  
= 18 − 3

8 −2
= 15
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 ‰Ëbł±‡‡≤

  
(1)                     y = 1

4
t2 +2
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 “« v¹UłtÐUł ÈÁ“«b�«B Uð D
    =                                       

 “« jÝu²� XŽdÝ B tÐ D
 “« X�dŠ  b� B tÐ D

  
= yD − yB

tD − tB
= 11− 3

6 −2
= 2

m
s

= yD − yB

tD − tB

 jš VOý   B1D1

                  

  
= ∆y

∆t
= 11− 3

6 −2
= 2

  = yC − yB

tC − tB
= ∆y

∆t
 “« qO³�uð« jÝu²� XŽdÝ B tÐ C

Æ                   

  
= 3

2

 qJýµ‡‡≤

j?š V?O?ý ¨n?¹dFð o³Þ t� bO�«œv�  B1E1r?O�Ið “« eO� 

∆y = yE − yB dÐ ∆t = tE − tB b?¹¬v� XÝœtÐ ®n¹dFð o³Þ

 qJý Ë¥‡‡≤Æ©

 ÊU�“ vMF¹ rOM� r� «— X�dŠ  b� dÖ«∆t = tE − tB«— 

¨vMF¹ bM�v� vÞ qO³�uð« t� v²
U�� rOM� d²L�∆y = yE − yB

Æœuýv� dðÁUðu� eO�

 b?� —œ «— q?O?³?�u?ð«  j?Ýu²� XŽdÝ rO¼«u
Ð dÖ« ¨«c	

 “« qO³�uð« t� vðb� —œ vMF¹ ̈ dðÁUðu�B tÐ DXÝœ tÐ ̈ XÝ« t²
— 

qJý Ë n¹dFð o³Þ ¨r¹—Ë¬¥‡‡≤∫r¹—«œ ¨

UML{Î jš VOý ¨  B1D1∫œuýv� »U�Š sOMÇ 

d??Ö« v??M??F??¹ ¨r??O??M? � d??ðr??� r? ¼ “U?Ð «— X�d?Š  b?� d?Ö«

∆t = tD − tBvÞ qO³�uð« t� v²
U�� ¨rOM� pÇu� r¼ “UÐ «— 

 vMF¹ ¨bM�v�∆y = yD − yBÆœuýv� dðÁUðu� r¼ “UÐ eO� 

t� vðb� —œ «— qO³�uð« jÝu²� XŽdÝ rO¼«u
Ð dÖ« ‰UŠ

 “«B tÐ C∫rO�¹uMÐ b¹UÐ rOM� »U�Š XÝ« t²
— 

Ë b?¹«t?²?�?A?� X�d?Š ‰U?Š —œ q?O?³?�u?ð« —œ U?L?ý v?²?�Ë

ÁU?~?� —U?L?ýd?²?�u?K?O?� t?Ð ¨b?O?�«b?Ð «— q?O?³�uð« XŽdÝ bO¼«ušv�

Ë bMO³Ð «— —ULýd²�uKO� ULý rAÇ Uð bA�v� ‰uÞ vðb� ÆbOM�v�

v¼Uðu�—UO�Ð  b� ̈  b� s¹« Æœuý qI²M� ULý eG� tÐ Êb¹œ q�UŠ

r� —UO�Ð ÈÁ“«b�« tÐ ÁUðu� —UO�Ð  b� s¹« —œ qO³�uð« v	Ë ̈ XÝ«

 b� Ê¬ tÐ ÁUðu� v¹UłtÐUł s¹« rO�Ið q�UŠ ̈ XÝ« Ábý UłtÐUł

 ¨ÁU?ðu�Èt×?H?� ÈË— U?L?ý t � X?Ý« q?O?³�uð« È«tE( XŽdÝ

d?²?�uKO�X?Žd?Ý b?�«u?ðv?� X?Žd?Ý s?¹« Æb?OM�v� Áb¼UA� —ULý 

ULOÄUC
 XŽdÝ U¹ ULOÄ«u¼ XŽdÝ ̈ qO³�uð« XŽdÝ ̈ XKJOÝ—uðu�

ÆXÝ« vÖ—eÐ —UO�Ð œbŽ t� býUÐ

  
= 18 − 3

8 −2
= 15

6
 jš VOý 

  

∆y
∆t

= B1E1

  
= 6 − 3

4−2
 jš VOý   = B1C1
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ö�U� Y×Ð œ—u� Ÿu{u� tÐ ̈ ÊuM�UðÎÈÁb¹bÄ p¹ Ê«uMŽ tÐ 

v{U¹— b¹œ “« VKD� s¹« tÐ ôUŠ Ær¹œd� ÁU~� vÖb�“ —œ œułu�

Ær¹d~�v�

 ‰Ëb?ł “« ÁœU?H²Ý« UÐ t� È—«œu/ tÐ±‡‡≤X?Ý« Ábý rÝ— 

 jš VOý ÆbOM� ÁU~�  B1E1 rO�Ið “« ∆y dÐ ∆tXÝœtÐ ◊uÐd� 

 dÖ« Æb¹¬v�∆t j?š vMF¹  ¨ÈbFÐ jš rOM� dðpÇu� «—   B1D1

 d?Ö« Ær?O?M� rÝ— rO�«uðv� «—∆td?ðp?Çu?� Ë pÇu� r¼ “UÐ «— 

 t?DI� —œ vM×M� dÐ ”U2 jš tÐ lÞU� jš bŠ—œ rOM�  B1q¹b³ð 

Æœuýv�

—œ vM×M� dÐ ”U2 jš VOý ¨bý t²HÖ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ

  B1 —œ È«tE( XŽdÝ UÐ   B1∫œuýv� t²HÖ ¨«c	 ÆXÝ« dÐ«dÐ 

bŠ ¨È«tE( XŽdÝÒ v?²�Ë XÝ« jÝu²� XŽdÝ ∆ttÐ 

ÆbM�v� qO� dH�

«— ”U2 jš VOý rO²Ý«ušv� U�  Ábý rÝ— —«œu/ —œ

 ÈtDI� —œ  B1 ÈtDI� “« «— lÞU� ÈU¼jš ¨«c	 ¨rOM� sOOFð   B1

 ÈtDI� dÐ Ë r¹œd� rÝ—  B1VOý rO²Ý«ušv� dÖ« Ær¹œu/ bO�Qð 

 ÈtDI� —œ ”U2  jš  C1«— lÞU� ÈU¼jš ¨r¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

 ÈtDI� “«  C1 XŽdÝ Ë r¹œd�v� rÝ— ® ÈtDI� —œ ©È«tE(  C1

Ær¹œ—Ë¬v� XÝœtÐ «—

±‡‡≤bŠ ‡‡

ÆX?Ý«  U?O?{U?¹— r?N� Ë vÝUÝ« ÈU¼ÂuNH� “« vJ¹ bŠ

U?Ð p?¹œe?� Èt?DÐ«— —œ ì Ë o²A� ¨v~²ÝuOÄ ÊuÇ v¹U¼ÂuNH�

ÆbM²�¼ bŠ ÂuNH�

ÈœËbŠ Uð ¨v¹U¼‰U¦� ÊUOÐ UÐ rOM�v� vFÝ ¨qB
 s¹« —œ

ÆrOM� sýË— «— bŠ v{U¹— ÂuNH�

±‡‡±‡‡≤∫XÐUŁ œbŽ p¹ tÐ dOG²� p¹ Êœd� qO� ‡‡

 „d?×?²?� Ëœ bOM� ÷d
M Ë ′MX?L?Ý tÐ œ«bŽ« —u×� ÈË— 

 sOF� ÈtDI�As¹« sOÐ ÈtK�U
 ÆbM²�¼ X�dŠ —œ dNý p¹ “« 

 ÈtDI� Ë U¼„d×²�AU³ðd� Î¨d~¹œ  —U³Ž tÐ ªœuýv� dðr� Ë r� 

x „d×²� M „d×²� U¹® ′M©U³ðd� Î œbŽ tÐ adðp¹œe� Ë p¹œe� 

 qJý® œuýv�∑‡‡≤Æ© qJý∑‡‡≤

 qJý∂‡‡≤



∏∞

 n¹dFð±∫ dOG²� x XÐUŁ œbŽ tÐ arO�¹u�v� Ë ̈ bM�v� qO� 

x → a „d?×?²� sOÐ ÈtK�U
 t� vð—u� —œ ¨M ÈtDI� Ë A

U³ðd�Î ‰Ëbł Æœuý dðr� Ë r� ≤‡‡≤ dOG²� Êœd� qO� xœbŽ tÐ «— 

≥Æb¼œv� ÊUA� 

«œb?−� dÖ«Ît?� b?O?M �v?� tEŠö� bOM� tłuð ôUÐ —u×� tÐ 

„d??×?²?�′M „d?×??²?� Ë é?Ç “« M t?Ð X?Ý«— “« Ap??¹œe?� 

Æb�uýv�

 n?¹dFð≤∫ d?Ö« x “« d?ð¯—e?Ð d¹œUI� UÐ a t?Ð ab?M � qO� 

 tAOL¼ ¨vMF¹®  x − a >0 © rO¹uÖ x tÐ XÝ«— “« aË bM�v� qO� 

 rO�¹u�v�x → a+
Æ

 n¹dFð≥∫ dÖ« x “« d?ðpÇu� d¹œUI� UÐ a tÐ abM� qO� 

 t?A?OL¼ ¨vMF¹®  x − a <0© r?O¹uÖ x t?Ð éÇ “« aË b?M �v� qO� 

 rO�¹u�v�x → a−
Æ

 „d?×?²� Ëœ t� bOM� ÷d
 pM¹« M Ë ′Mt?DI� “« Ï A

Æb�uýv� —Ëœ

 n?¹dFð¥∫ d?OG²� x tÐ +∞t?� v?ð—u?� —œ bM�v� qO� 

 „d?×?²?� Èt?K�U
 Ê«u²ÐM Èt?D?I?� Uð «— AX?³?¦?� œbŽ d¼ “« 

∫rO�¹u�v� Ë ¨œd� dð¯—eÐ vÖ—eÐx → +∞Æ

 n?¹dFðµ∫ d?OG²� x tÐ −∞t?� v?ð—u?� —œ bM�v� qO� 

 Ê«u²ÐxÆœd� dðpÇu� Ábý »U
²�« Á«u)œ vHM� œbŽ d¼ “« «— 

∫t²J� v²�Ë t� œd� tEŠö� Ê«uðv� vÖœUÝ tÐ x → −∞

 ÁU~�¬(−x) → +∞Æ

 ÈU¼‰Ëbł≥‡‡≤ Ë ¥‡‡≤ dOG²� Êœd� qO� x tÐ «— +∞U¹ 

−∞ÆbM¼œv� ÊUA� 

 ”ö� —œ —U�±‡‡≤

 ÈU?¼‰Ëbł tÐ tłuð UÐµ‡‡≤ Uð ∑‡‡≤ t?� bO�¹uMÐ xtÇ tÐ 

ÆbM�v� qO� ÈœbŽ

.. . 1 10 1000 108 1010 10100 . ..10000

... −10
100 −10

10 −10
8 −10

4 − 1000 −10 −1 .. .

−

... / 5 / 8 / 9 / 99 / 999 .. . 1 . .. 1 / 1 / 1 1/1 1/ 5 2 .. .0 00 00000 0

 ‰Ëbł≥‡‡≤

 ‰Ëbł ¥‡‡≤

 ‰Ëbłµ‡‡ ≤

 qJý∏‡‡ ≤

 ‰Ëbł ∂‡‡ ≤

0 0 0 000

 ‰Ëbł∑‡‡≤

.. . / 5 / 5 / 9 / 99 .. . 3 . .. 3 / 3 / 1 3/1 3/ 5 4 .. .2 00 0220 1 2

x → 3+x → 3
−

 ‰Ëbł≤‡‡≤



∏±

b?Š ÂuNH� XO	UF
 bMÇ UÐ ¨U¼lÐUð bŠ tÐ 7š«œdÄ “« q³�

ÆrOM�v� sýË— «—

 XO�UF�±‡‡≤

 qJý —œπ‡‡≤ Ÿö{« UÐ ¨«— t¹Ë«e	«rzU� YK¦� p¹≥¨¥Ë

µ «— YK¦� s¹« dðË ÈÁ“«b�« ÆbOM�v� tEŠö� bŠ«Ë   x0ÆrO�U�v� 

 ¨s¹«dÐUMÐ  x0 = 5Æ

± «— YK¦� s¹« jO×� ÈÁ“«b�« ©  P0XÝ« ̀ {«Ë ÆrO�U�v� 

∫t�  P0 = 3 + 4+ 5 =12

≤YK¦� Uð b�«Ábý q�Ë r¼tÐ Ÿö{« jÝË ̈ qJý oÐUD� ©

 «— b¹bł YK¦� dðË ÈÁ“«b�« Æœuý œU−¹« @�— e�d�  x1ÆrO�U�v� 

 ÈÁ“«b�«  x1øXÝ« —bIÇ   x1 = ?

≥«— b?¹bł YK¦� jO×� ÈÁ“«b�« ©  P1ÈÁ“«b�« ÆrO�U�v� 

  P1 øXÝ« —bIÇ  P1 = ?

«— b¹bł ÈU¼YK¦� ÈU¼lK{ jÝË Êœd� q�Ë qLŽ dÖ«

qJý tÐ rO¼œ t�«œ«±∞‡‡≤ÆrOÝ—v� 

¥ÆbO�¹uMÐ «— ÈbFÐ ÈU¼YK¦� jO×� Ë U¼dðË ÈÁ“«b�« ©

    x4 =  L              x2 =  L         x3 =  L

       P4 =  L            P2 =  L         P3 =  L

µ© «Öd ŽLq Ë�q �dœÊ ËÝj {Kl¼UÈ �¦KY¼UÈ łb¹b —«

ÐU“ ¼r «œ«�t œ¼Or ̈«�b«“ÁÈ Ëðd �¦KY¼U Ðt Çt ŽbœÈ �eœ¹p �výuœø

∂øœuýv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼YK¦� jO×� ÈÁ“«b�«©

 ”ö� —œ —U�≤‡‡≤

 qJý —œ±±‡‡≤ Ÿö{« UÐ t¹Ë«e	«rzU� YK¦� p¹ ≥¨¥ Ë µ

 YK¦� s¹« dðË ÈÁ“«b�« ÆbOM�v� tEŠö� bŠ«Ë  x0 = 5XŠU�� Ë 

UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬

  
S0 = 3 × 4

2
= 6

 qJý π‡‡≤

 qJý±∞‡‡≤

 qJý±±‡‡≤



∏≤

±q?J?ý® r?¹«Áœd?� q?�Ë r¼tÐ «— YK¦� ÈU¼lK{ jÝË ©

±≤‡‡≤Æ©

≤ «— b?¹b?ł YK¦� dðË ÈÁ“«b�« ©  x1 ÈÁ“«b?�« ÆbO�UMÐ   x1

øXÝ« —bIÇ  x1 = ?

≥øX?Ý« Áb?ý r?O?�Ið pÇu� YK¦� bMÇ tÐ tO	Ë« YK¦� ©

ÆYK¦� ì

¥ø«dÇ øb�dÐ«dÐ U¼YK¦� s¹« XŠU�� U¹¬ ©

µ «— jÝË pÇu� YK¦� XŠU�� ÈÁ“«b�« ©  S1ÆbO�UMÐ 

  S1 = ?

∂ XO	UF
 bM�UL¼ ©±‡‡≤ÈU¼lK{ jÝË Êœd� q�Ë qLŽ ̈

® bO¼œ t�«œ« «— b¹bł ÈU¼YK¦�≥ qJý® ©d~¹œ —UÐ ±≥‡‡≤Æ©

∑ÆbO�¹uMÐ «— b¹bł ÈU¼YK¦� XŠU�� Ë dðË ÈÁ“«b�« ©

    x2 =  L         x3 =  L

    S2 =  L         S3 =  L

    x4 =  L

    S4 =  L

∏øbMM�v� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼YK¦� dðË ÈÁ“«b�« ©

πp??¹œe??� Èœb??Ž t??Ç t?Ð U ¼Y?K?¦?� X?ŠU?�?� ÈÁ“«b?�« ©

øb�uýv�

±∞∫rO�¹uMÐ t� XÝ« XÝ—œ U¹¬ ©

  Sn →0

  xn →0

 qJý ±≤‡‡≤

 qJý ±≥‡‡≤



∏≥

 ∫‰U¦� dÖ«  0< r <1UŁ  bOM� XÐ

Æ                                  

    
1+ r + r2 + r3 +  L= 1

1− r

∫qŠ U?³?Ł« «— ÈËU?�ð s¹« ÈœuNý —uÞtÐ rOM�v� vFÝ 

∫rOM�

 lÐd�ABCDÈU¼YK¦� Æb¹dO~Ð dE�—œ «— bŠ«Ë lK{ tÐ 

ADE Ë ABS qJý® ø«dÇ Æb�«tÐUA²� ±¥‡‡≤©

∫rO�¹u�v� «— U¼Ê¬ tÐUAð X³��

  

AD
DE

= BS
AB

⇒ 1
1− r

= BS
1

 ¨s¹«dÐUMÐ

  
BS = 1

1− r
 Ë 

  
CS =

1

1− r
−1=

r

1− r
Æ 

 j????šÁ—U???ÄCF ÈËU????�???� «— rr????O????M????�v???� »U???
???²???�« 

  
FS = CS − r = r2

1− r
ÆXÝ«  “« F jšÁ—UÄ F ′F «“«u� tÐ «— 

CE YK¦� —œ ¨f	Uð ÈtOC� dÐUMÐ ÆrOM�v� rÝ— SCE∫r¹—«œ ¨ 

F ′F
CE

= FS
CS

¨t−O²� —œ

  

F ′F
r

=

r2

1− r
r

1− r

⇒ F ′F = r2

 d?Ö« ¨V?O?ðd?ð sOL¼ tÐ  FG = r2
r?O ¼«u?š ¨œu?ý »U
²�« 

 ∫Xý«œ  G ′G = r3
ì Ë 

 ¨s¹«dÐUMÐ    BS =1+ r + r2 + r3 +  L          ®¿©

 dÖ«¨vMF¹  0< r <1 ÁUÖÊ¬ 

    
1+ r + r2 + r3 +  L= 1

1− r

 ¨X?	U?Š s?¹« —œ t� XÝ« vN¹bÐ

  
rn

n→+∞ → 0v?²�Ë vMF¹ ¨ 

 Ê«uðr tÐ +∞ bM�v� qO� rn
ÆbM�v� qO� dH� tÐ 

 ÈtDÐ«— “«®¿©«— U ¼Ê¬ t� b¹¬v� XÝœtÐ d¹“ ÈU¼t−O²� 

Æœ«œ rO¼«uš —«d� ÁœUH²Ý« œ—u� ÈbFÐ XO	UF
 —œ

-

 qJý ±¥‡‡≤



∏¥

 Èt−O²�±∫ dÖ« 

  
r = 1

2
ÁUÖÊ¬ 

    

1+ 1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ 1
16

+  L= 1

1− 1
2

= 2

 Èt−O²�≤∫ dÖ« 

  
r = 1

3
ÁUÖÊ¬ 

    

1+ 1
3

+ 1
9

+ 1
27

+  L= 1

1− 1
3

= 3
2

=1/ 5

 XO�UF�≤‡‡≤

 sO�U�	«ÈËU�²� Èt¹Ë«e	«rzU� YK¦�ABC‚UÝ ‰uÞtÐ ̈  

≤Ábý Ã—Uš ÈœuLŽ ‚UÝ d¼ jÝË “« ÆXÝ« Ábý rÝ— ¨bŠ«Ë 

Æœuý œU−¹« YK¦� Ëœ Ë lÐd� p¹ Uð

«œb−�ÎÃ—Uš ÈœuLŽ ¨b¹bł ÈU¼YK¦� ‚UÝ d¼ jÝË “« 

 qJý® œuý œU−¹« b¹bł ÈU¼YK¦� Ë lÐd� Uð Ábý±µ‡‡≤Æ©

±ÈU¼YK¦� “« vJ¹ ÈË— tâ�¬ tÐUA� ̈ d~¹œ —UÐ Ëœ eO� ULý ©

ÆbO¼œ ÂU$« «— —U� s¹« ¨t²
dÖ  —u� pÇu�

ÂU9 ÈU¼XŠU�� ŸuL−� rO¼«ušv�Áœ“ t¹UÝ ÈU¼lÐd� 

ÆrOM� »U�Š «— Ábý

ÆbO¼œ ÂU$« «— d¹“ ÈU¼—U� —uEM� s¹« È«dÐ

 qJý ©n	«±∂‡‡≤ÈU¼lÐd� qJý s¹« —œ® ÆbOM� q�U� «— 

©Æb�«t²
dÖ —«d� r¼ ÈË— ÈbOH� “dÞ tÐ Ábý Áœ“ t¹UÝ

 Èt?−?O²� Ë ¨qJý pL� tÐ ©»±b?OM� vFÝ ¨ ‚u
 ‰U¦� 

XÝœ tÐ «— œuýv� p¹œe� Ê¬ tÐ q�UŠ qOD²�� ‰uÞ t� ÈœbŽ

Æb¹—Ë¬

øœuýv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ q�UŠ qJý XŠU�� ©Û

≤t?Ç Áb?ý Áœ“ t?¹U?Ý ÈU ¼l?Ðd?� ÈU ¼X?ŠU?�?� ŸuL−� ©

 YK¦� XŠU�� UÐ vÞU³ð—«ABCøœ—«œ 

≥ qJý tÐ tłuð UÐ jI
 ©±µ‡‡≤ÈU¼XL�� q� XŠU�� 

XŠU�� t� bO¼œ ÊUA� ∫v¹ULM¼«— ÆbOM� »U�Š «— Ábý Áœ“ t¹UÝ

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ dE�œ—u� q�≤Æ

¥� XŠU�� ©qÒ ÈU¼XL�� ÁbA� Áœ“t¹UÝÈœbŽ tÇ tÐ 

øœuýv� p¹œe�

 qJý±µ‡‡≤

 qJý±∂‡‡≤



∏µ

 s¹d9±‡‡≤

 qJý —œ±∑‡‡≤ lK{ tÐ Ÿö{ô«ÈËU�²� v¦K¦� ̈  x0 = 2

 YK¦� s¹« XŠU�� ÆXÝ« Ábý rÝ—  S0 = 3ø«dÇ ÆXÝ« 

±ÆbOM� q�Ë r¼tÐ «— YK¦� ÈU¼lK{ jÝË  ©

≤ «— b¹bł YK¦� lK{ ÈÁ“«b�« ©  x1ÆbO�UMÐ 

                                                                  x1 =  L

≥ì øX?Ý« Áb?ý r?O?�?I?ð p?Çu� Y?K¦� bMÇ tÐ YK¦� ©

ÆYK¦�

¥ø«dÇ øb�dÐ«dÐ U¼YK¦� s¹« XŠU�� U¹¬ ©

µ «— jÝË YK¦� XŠU�� ©  S1ÆbO�UMÐ 

 qJý oÐUD� «— qLŽ s¹«±∏‡‡≤Ær¹«Áœ«œ t�«œ« 

∂ÆbO�¹uMÐ «— b¹bł ÈU¼YK¦� XŠU�� Ë U¼lK{ ÈÁ“«b�« ©

         

    
x2 =  L          x3 =  L         x4 = 1

8

                    

    
S2 =  L          S3 =  L         S4 = 3

256

∑øbM�v� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼YK¦� ÈU¼lK{ ÈÁ“«b�« ©

∏øœuýv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼YK¦� XŠU�� ÈÁ“«b�« ©

ørO�¹uMÐ t� XÝ« XÝ—œ U¹¬

                                                                   Sn →0

                                                                  xn →0

0

x2x3

x1

 qJý ±∑‡‡≤

 qJý±∏‡‡≤



∏∂

bŠ UÐ È“UÐ

± qJý —œ ©±π‡‡≤ÆXÝ« Ábý rÝ— bŠ«Ë lK{ tÐ vFÐd� 

¨d?~¹œ —UÐËœ ¨qJý “« v¹U¼XL�� Êœ“ t¹UÝ ÈÁu×� tÐ tłuð UÐ

X?L�� tÝ tÐ «— Ábý Áœ“ t¹UÝ qOD²�� s¹dš¬ —ËU−� qOD²��

Â«b � t?� s?¹«® b?O?�eÐ t¹UÝ «— XL�� p¹ Ë bOM� rO�Ið ÈËU�²�

©°XÝ« rN� bO�eÐ t¹UÝ «— XL��

U³ðd� U¼XL�� Êœ“ t¹UÝ qLŽ bOM� ÷d
ÎÆbM�  «bOÄ t�«œ« 

ÆbOM� »U�Š «— Ábý Áœ“ t¹UÝ ÈU¼XL�� ÂU9 XŠU��

≤q?Jý —œ ©≤∞ ‡‡≤Áb?ý r?Ý— b?Š«Ë l?K?{ tÐ vFÐd� eO� 

Áœ“ t¹UÝ lÐd� s¹dš¬ qÐUI� lÐd� d~¹œ —UÐËœ ̈ qJý oÐUD� ÆXÝ«

t?¹U?Ý «— X?L?�?� p?¹ Ë r?O�Ið dðpÇu� lÐd� —UNÇ tÐ «— Ábý

ÆbOM� »U�Š «— Ábý Áœ“ t¹UÝ ÈU¼XL�� ÂU9 XŠU�� ÆbO�eÐ

 XO�UF�≥‡‡≤

bŠ “« v�¹—Uð ‰U¦� p¹

∫Êu?½“ ÈtK¾�� Èt?D?I� “« v�d×²� Ojš p¹ ÈË— ¨

 Èt?D?I?� tÐ œ—«œ bB� Ë bM�v� X�dŠ tÐ ŸËdý ¨rOI²��AtÐ ¨

 “« bŠ«Ë ÈtK�U
O tÐ ÈdO�� —UÐd¼ „d×²� s¹« ÆbÝdÐ ¨‰uÞ

‘«t?K?�U?� n?B?� U?ð  Èt?D?I�Av?L?� b?F?Ð Ë b?M?�v?� v?Þ «— 

 qJý® °b¹U/v� XŠ«d²Ý«≤±‡‡≤©

± ¨bM�v� vÞ —UÐd¼ „d×²� s¹« t� «— v²
U�� ©x÷d
 

 d~¹œ —«bI� tÝ Ë bOM�x qJý tÐ tłuð UÐ ¨«— ≤±‡‡≤ÆbO�¹uMÐ 

O

 qJý±π‡‡≤

 qJý ≤∞‡‡≤

 qJý ≤±‡‡≤



∏∑

≤ ÈtDI� tÐ „d×²� s¹« U¹¬ ©Aø«dÇ øbÝ—v� 

≥ b?OM� ÷d
 ©f(x) Èt?D?I?� U?ð „d×²� s¹« ÈtK�U
 O

 ‰Ëbł ÆbýUÐ∏‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

¥ ‰Ëb?ł t?Ð t?łu?ð U?Ð  ©∏‡?‡≤ v?²?�Ë ¨xp?¹œe?� d?H?� tÐ 

 ÈU¼—«bI� ¨œuýv�f(x)øœuýv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ 

µ U¹¬ ¨‰U¦� s¹« —œ ©xøœuýv� dH� ÈËU�� 

∂ ÈU¼—«bI� “« p¹ êO¼ U¹¬  ©f(x)øX�¼ p¹ ÈËU�� 

 ¨‰U¦� s¹« —œf(x)tÇd¼ v	Ë œuýv/ p¹ ÈËU�� eÖd¼ 

 t� vÞdý tÐ t²³	« ̈ œuýv� p¹œe� p¹ tÐ rO¼«u
ÐxÈÁ“«b�« tÐ «— 

œU?/ U?Ð «— V?KD� s¹« ¨U¼Ê«œv{U¹— ÆrOM� p¹œe� dH� tÐ v
U�

ÆbM¼œv� g¹U/ d¹“ v{U¹—

  
lim
x→0

f(x) =1

 bŠ ∫bO�«u
Ð®f(x) v²�Ë xÈËU?�� bM�v� qO� dH� tÐ 

©XÝ« p¹
±

≤‡‡±‡‡≤∫lÐUð bŠ ‡‡ö¦� ̈ U¼lÐUð ÈtF	UD� —œ ÎÈtDÐU{ UÐ 

y = f(x) v?²?�Ë r?O?�«bÐ XÝ« Â“ô ¨œ—«u� “« È—UO�Ð —œ ¨ xtÐ 

ö¦� ¨vMOF� œbŽÎ a ¨bM�v� qO� f(x)U¹¬ Ë ¨bM�v� dOOGð t�u~Ç 

 ÈU¼—«bI�f(x)g
Ð s¹« —œ øt� U¹ bM�v� qO� vB
A� œbŽ tÐ 

Ær¹“«œdÄv� Ÿu{u� s¹« tÐ

 XO�UF�¥‡‡≤

lÐUð  f: R → RÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

3x −1  ,   x ≠ 2

1          ,    x = 2







 qJý —œ eO� lÐUð s¹« —«œu/≤≥‡‡≤ÆXÝ« Ábý rÝ— 

...

...

O

± ‡‡lim ÈÁ˛«Ë ‰Ë« ·dŠ tÝ limitbŠ vMF� tÐ ÒÆXÝ« 

 ‰Ëbł      ∏‡‡ ≤

 qJý≤≤‡‡≤ —«œu/ ‡‡y == f (x)

O

 qJý ≤≥‡‡≤



∏∏

± ÈU¼—«b?I� ©f(x) È«dÐ «— xq?ÐU?I?� ‰Ëb?ł —œ t� v¹U¼

 ‰Ëbł Ë t³ÝU×� b�«Ábý Áœ«œπ‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ ‰Ëbł s¹« —œ ©xøbM�v� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≥ v?²�Ë ©x œb?Ž t?Ð ≤ —«b?I?� ¨b?M?� qO� f(x)t?Ç t?Ð ¨U ¼ 

øb�uýv� p¹œe� ÈœbŽ

¥ v?²?�Ë ©x œb??Ž t??Ð —«œu?/ ÈË— ÈU ¼t?D?I?� ≤p?¹œe?� 

 ¨b�uýv�f(x) U¹ yøb�uýv� p¹œe� ÈœbŽ tÇ tÐ U¼tDI� s¹« 

 bOMOÐv� t� —uÞÊUL¼f(x) œbŽ tÐ U¼µÆb�uýv� p¹œe� 

∫rO¹uÖv� X	UŠ s¹« —œ

µ —«bI� dOOGð UÐ U¹¬ ©f(≤) bŠ —«bI� ̈  f(x) v²�Ë ̈    x → 2¨

øbM�v� «bOÄ dOOGð

 XO�UF�µ‡‡≤

lÐUð  f: R → RÈtDÐU{ UÐ 

  

f(x) =
x2 −1  ,   x < 2

5 − x   ,    x > 2







 q?J?ý —œ e?O� Ê¬ —«œu/ Ë Ábý n¹dFð≤¥‡?‡≤Ábý rÝ— 

ÆXÝ«

± ÈtDÐU{ tÐ tłuð UÐ ©f ‰Ëbł ±∞‡‡≤ÆbOM� q�U� «— 

≤ Êœd� qO� UÐ ©x œbŽ tÐ ≤ ÈU¼—«bI� ̈f(x)dOOGð t�u~Ç 

øbMM�v� qO� vB
A� œbŽ tÐ U¹¬ øbMM�v�

≥ øXÝ« XÝ—œ Ë—tÐË— ÈtDÐ«—U¹¬ ©
  
lim
x→2

f(x) = 3®¿©

¥ lÐUð bŠ ̈ lÐUð —«œu/ pL� tÐ ©f v²�Ë «—   x → 2vÝ—dÐ 

ÆbOM�

µ® tDÐ«— v²Ý—œ r¼ —«œu/ U¹¬ ©¿øb¼œv� ÊUA� «— ©

0

0?

∫aÝUÄ

 bŠf(x) v²�Ë x œbŽ tÐ ≤bM�v� qO� 

 ÈËU��µXÝ« 

 ∫rO�¹u�v� Ë

  
lim

x→2
f(x) = 5

O

 qJý≤¥‡‡≤

 ‰Ëbłπ‡‡≤

0

 ‰Ëbł±∞‡‡≤

≤©

≥©

¥©

∫aÝUÄ

≤©

≥©

¥©

µ©



∏π

 ”ö� —œ —U�≥‡‡≤

 lÐUðf∫XÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

2x +6   ,   x < −1

3 − x    ,    x > −1







± —«œu/ ©y = f(x)® qJý —œ «— ≤µ‡‡≤ÆbOM� rÝ— ©

≤ bŠ ©f(x) v²�Ë «—   x → −1Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ 

≥  «d?O?O?G?ð ‰Ëb?ł q?O?JAð UÐ ©x ‰Ëb?ł ¨±±‡?‡≤È«dÐ ¨

 œb?Ž t?Ð t � v?¹U?¼—«b?I�  −1v?²?�Ë ¨«— l?ÐU?ð b?Š ¨b?M?M �v?� q?O� 

  x → −1Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ ¨

¥∫t� bM¼œv� ÊUA� ¨Ëœ d¼ ‰Ëbł Ë —«œu/ U¹¬ ©

  
lim

x→−1
f(x) = 4

≥‡‡±‡‡≤∫lÐUð bŠ n¹dFð ‡‡ lÐUð fv~¹U�L¼ —œ t� «— 

I œbŽ “« a “UÐ ÈÁ“UÐ p¹ —œ vMF¹® I œbŽ q�Uý aÁbý n¹dFð ©

ôU?L?²?Š« d~�® XÝ«Î —œ a l?ÐU?ð b?Š r?O?¹uÖ Ær¹dOÖv� dE�—œ ©f¨

 dOG²� v²�Ëx œbŽ tÐ a œbŽ dÐ«dÐ ̈ bM�v� qO� Lvð—u�—œ XÝ« 

 r?O?�«u²Ð t�f(x) t?Ð r?O ¼«u
Ð tÇd¼ «— L◊d?ý t?Ð ¨r?OM� p¹œe� 

 t� Ê¬x œbŽ tÐ v
U� —b� tÐ «— aVKD� s¹« ÆrOýUÐ Áœd� p¹œe� 

∫œuýv� Áœ«œ g¹UL� d¹“ v{U¹— œUL� UÐ

lim
x→a

f(x) = L

ö¦�Î∫r¹«Áœd� vÝ—dÐ ÊuM�Uð tâ�¬ tÐ tłuð UÐ ¨

  
lim
x→2

(3x −1) = 5

UML{ÎvÄ d¹“ ÈU¼t²J� tÐ r¹«Áœd� vÝ—dÐ ÊuM�Uð tâ�¬ “« ¨

Ær¹dÐv�

 Èt?²?J�±∫ l?ÐU?ð b?Š œułË f v?²�Ë ¨x → as?O?F?� tÐ ¨

 ÈtDI� —œ lÐUð Êœu³� U¹ ÊœuÐx = aÈU¼X	UŠ ̈ «c	 Æœ—«b� v~²�Ð 

∫XÝ« hO
Að qÐU� d¹“

 lÐUð ©n	«f v²�Ë ¨x → a v	Ë œ—«œ bŠ ¨f —œ an¹dFð 

 qJý® XÝ« ÁbA�≤∂‡‡≤Æ©

 lÐUð ©»f v²�Ë ¨x → a Ë œ—«œ bŠ ¨f —œ aÁbý n¹dFð 

 ÈU¼qJý® XÝ«≤∑‡‡≤ Ë ≤∏‡‡≤Æ©n	« ‡‡

O

a

L

O

y = f(x)

 qJý≤µ‡‡≤

 ‰Ëbł±±‡‡≤

 qJý≤∂‡‡≤

O

y = f(x)

 qJý≤∑‡‡≤



π∞

 lÐUð ©Ûf v²�Ë ̈x → aÆœ—«b� bŠ ̈® qJý≤∏‡‡≤Æ©»‡‡

 Èt²J�≤∫ lÐUð dÖ« f v²�Ë ¨x → a bŠ È«—«œ LbýUÐ 

 b??Š ÁU?~?�¬f(x) − L v?²?�Ë ¨x → aË X??Ý« d?H?� ÈËU?�?� ¨

ÆfJF	UÐ

 Èt²J�≥∫ lÐUð dÖ« f v²�Ë ¨x → a bŠ È«—«œ ¨LbýUÐ 

 bŠf v?²�Ë x → a−
 U¹ x → a+

 ÈËU?�?� Ë œ—«œ œułË eO� L

ÆXÝ«

 s¹dLð≤‡‡≤

± ‡‡ q?J?ý t?Ð tłuð UÐ≤∏ ‡‡≤a?ÝU?Ä d?¹“  ô«RÝ tÐ » ‡‡

ÆbO¼œ

bŠ ©n	«f(x) v²�Ëx → a+
øX�OÇ

bŠ ©»f(x) v²�Ë x → a−
øX�OÇ

U¹¬ ©Ûf(x)¨  v²�Ë x → aøœ—«œ bŠ ¨

≤ ‡‡ lÐUð  f: R → R ÈtDÐU{ UÐ   f(x) = 3x2 −1n¹dFð

 v?²?�Ë ¨l?ÐU?ð s¹« bŠ œ—u� —œ ÆXÝ« Ábý  x →1b?O?M� oOI×ð ¨

 ‰Ëbł®±≤‡‡≤Æ©

≥ lÐUð ‡‡    g:R − −1{ } →RÁbý n¹dFð d¹“ ÈtDÐU{ UÐ 

∫XÝ«

                                       g(x) = x3 +1 ,    x ≠ −1

v?²?�Ë ©s?²?ý«b?� U?¹ s?²?ý«œ b?Š v?M?F?¹® l?ÐUð s¹« —U²
— —œ

  x → −1 bOM� oOI×ð ® ‰Ëbł±≥‡‡≤Æ©

O

y = f(x)

O

y = f(x)

y = f(x)

21
1

2

2

1

©n�«®

  qJý≤∏‡‡≤

 ‰Ëbł±≤‡‡≤

 ‰Ëbł±≥‡‡≤

©»®



π±

¥ lÐUð ‡‡  h:R → RÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�tÐ 

                                  

  
h(x) =

x2,        x ≤ −2

2− x,     x > −2







 —«bI� ©n	«

  
lim

x→−2
h(x)ÆbOM� »U�Š «— 

 UÐ b¹«Áœ—Ë¬ XÝœtÐ t� È—«bI� U¹¬ ©»  h(−2)øXÝ« dÐ«dÐ 

 l?ÐU?ð —«œuL� ©Ûhr?Ý— Ë—t?ÐË—  U?B²
� ÁU~²Ýœ —œ«— 

ÆbOM�

øb�—«œ v�«ušr¼ qJý UÐ ôUÐ Z¹U²� ©À

µq‡‡Jý —«œu‡L‡� t‡‡Ð t‡łu‡‡ð  U‡Ð ‡‡≥∞‡‡≤—«b‡‡I‡‡�  

  
lim
x→2

f(x)

ÆbOM� sOOFð «—

∂q‡‡‡Jý —«œu‡‡L‡‡�  t‡‡Ð t‡‡łu‡‡ð  U‡‡Ð ‡‡≥±‡‡≤U‡‡¹¬ 

  
lim
x→1

f(x)

øœ—«œ œułË

O

O

O

y = f(x)

 qJý≥∞‡‡≤

 qJý≤π‡‡≤

 qJý≥±‡‡≤



π≤

¥‡‡±‡?‡≤∫l ÐU?ð p?¹ XÝ«— bŠË éÇ bŠ ‡‡ôu?L?F� Î

  b?M�U� ¨U¼lÐUð “« vCFÐ bŠ sOOFð È«dÐ

x
x

 —œ   x =0bŠ b¹UÐ ¨

Æœ«œ —«d� vÝ—dÐ œ—u� «— U¼Ê¬ XÝ«— bŠ Ë éÇ

lÐUð  f:R → R∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“ ÈtDÐU{ UÐ 

  
f(x) =

5 + x − x2,     x ≤ 2

x − 3,            x > 2







 —«œuL�y = f(x) qJý —œ eO� ≥≤‡‡≤ÆXÝ« Ábý rÝ— 

 ‰Ëbł±¥‡?‡≤ ÈU ¼—«bI� f(x) v?²�Ë «—   x → 2−
ÊU?A� 

Æb¼œv�

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ±¥‡‡≤ Ë ¨y∫r¹dOÖv� t−O²� U¼tDI� 

∫rO¼œv� ÊUA� d¹“ v{U¹— œUL� UÐ «— VKD� s¹«

  
lim

x→2−
f(x) = 3

 ‰Ëb?ł±µ‡‡≤ ÈU ¼—«b?I?� e?O� f(x)v?²?�Ë ¨«—   x → 2+¨

Æb¼œv� ÊUA�

 ‰Ëb?ł t?Ð t?łuð UÐ±µ‡‡≤ Ë ¨y¨—«œu?L?� ÈË— ÈU ¼t?DI� 

∫r¹dOÖv� t−O²�

∫rO¼œv� ÊUA� d¹“ v{U¹— œUL� UÐ «— VKD� s¹«

  
lim

x→2+
f(x) = −1

 l?ÐU?ð X?Ý«— b?Š Ë é?Ç b?Š t?� s?¹« t?Ð t?łu?ð UÐfv?²�Ë 

  x → 2 l?ÐU?ð t � r?¹dOÖv� t−O²� bM²�O� dÐ«dÐ f v?²�Ë ¨  x → 2¨

Æœ—«b� bŠ

O

y = f(x)

−

 bŠf(x) v²�Ë   x → 2−
 UÐ dÐ«dÐ ≥ÆXÝ« 

 qJý≥≤‡‡≤

 ‰Ëbł±¥‡‡≤

 ‰Ëbł±µ‡‡≤

 bŠf(x)v²�Ë   x → 2+
 UÐ dÐ«dÐ   −1ÆXÝ« 

00/50/70/90/99

2/01

+ 00



π≥

 XO�UF�∂‡‡≤

 lÐUðfÊ¬ —«œuL� “« v²L�� Ë Ábý n¹dFð d¹“ ÈtDÐU{ UÐ 

ÆXÝ« Ábý rÝ— eO�

  

f(x) =
x
x

,     x >0

−1,     x <0







± q?J?ý® l?ÐU?ð s?¹« —«œu?L?� tÐ tłuð UÐ ©≥≥‡?‡≤”b?Š ¨©

 v²�Ë bO�“v�  x →0−
øbMM�v� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ lÐUð ÈU¼—«bI� 

  
lim

x→0−
f(x) = ?

≤ v?²?�Ë ¨o?K?D�—b� lÐUð n¹dFð tÐ tłuð UÐ ©  x >0—«b?I� 

f(x)øX�OÇ 

≥ bŠ ©f(x) v²�Ë ¨  x →0+
øX�OÇ ¨

  
lim

x→0+
f(x) = ?

¥ ÈU? ¼t??K??Šd?� t?Ð t?łu?ð U?Ð ©± Ë ≥ v??²?�Ë ¨  x →0U?¹¬ ¨

 ÈU¼—«bI�f(x)øbMM�v� qO� h
A� œbŽ p¹ tÐ 

µ v²�Ë ¨lÐUð s¹« U¹¬ ©  x →0ø«dÇ øœ—«œ bŠ ¨

∂—œ lÐUð s¹« bO¹u~Ð bO�«uðv� lÐUð s¹« —«œuL� tÐ tłuð UÐ ©

øœ—«b� bŠ vÞUI� tÇ

—œ lÐUð p¹ XÝ«— bŠ Ë éÇ bŠ dÖ«

tDI� Ê¬ —œ lÐUð Ê¬ bMýUÐ  ËUH²� tDI� p¹

Æœ—«b� bŠ

O

−1

−2

−3

−4

 qJý≥≥‡‡≤

 s¹dLð≥‡‡≤

± lÐUð ‡‡f∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�tÐ 

                                        

  
f(x) =

x,          x ≥1

0,           x <1




 —«œu?L?� ©n	«y = f(x) ÈÁ“U?Ð —œ «—   0,2[ ]b?O?M?� rÝ— 

 qJý®≥¥‡‡≤Æ©

 Èt³ÝU×� XÝ« »uKD� ©»

  
lim

x→1+
f(x) Ë 

  
lim

x→1−
f(x)Æ

 lÐUð U¹¬ ©ÛfË ¨� v²  x →1øœ—«œ bŠ ¨

O

 qJý≥¥‡‡≤



π¥

≤ lÐUð ‡‡fs?¹« —U²
— —œ ÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�tÐ 

 v²�Ë lÐUð  x →0ÆbOM� oOI×ð 

                                         

  

f(x) =
0    ,      x >0

x
x

 ,       x <0







∫v¹ULM¼«—® —œ «— lÐUð —«œuL�   −1 ,  1( ) − 0{ }bOM� rÝ— 

 qJý®≥µ‡‡≤Æ©©

≥ lÐUð bOM� ÷d
 ‡‡fÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u�tÐ 

                                     

  
f(x) =

x2 +1  ,    x >0

x − a    ,    x <0







 —«bI�a t� bOM� sOOFð È—uÞ «— 

  
lim
x→0

f(x)t²ý«œ œułË 

bOM� rÝ— «— lÐUð —«œuL� Ë bO�¹uMÐ «— bŠ s¹« —«bI� fáÝ ÆbýUÐ

 qJý®≥∂‡‡≤Æ©

 XO�UF�∑‡‡ ≤

 lÐUð

  
q(x) = f(x)

g(x)
= x2 −1

x2 − 4x + 3
Æb¹dO~Ð dE�—œ «— 

± lÐUð bŠ ©  f(x) = x2 −1 v²�Ë ̈ «—   x →1bOM� sOOFð ̈

 qJý®≥∑‡‡ ≤Æ©

≤ l??ÐU?ð b?Š ©  g(x) = x2 − 4x + 3 v??²?�Ë ¨«—   x →1¨

 qJý® b¹—Ë¬ XÝœtÐ≥∏‡‡ ≤Æ©

≥ l?ÐU?ð b?Š ©

  
q(x) = x2 −1

x2 − 4x + 3
 v?²?�Ë ¨  x →1t?Ð ¨

øb¹¬v�—œ vð—u� tÇ

    
lim
x→1

 
x2 −1

x2 − 4x + 3
= L

O

O

 qJý≥µ‡‡≤

 qJý≥∂‡‡≤

O

 qJý≥∑‡‡ ≤



πµ

¥ÊuM�Uð t� v³	UD� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— bŠ s¹« Ê«uðv� U¹¬ ©

øœd� »U�Š XÝ« Ábý t²HÖ

µ Èd?�� l?ÐU?ð Ãd?
� Ë  —u� ©

  

x2 −1

x2 − 4x + 3
v?MF¹ ¨

  f(x) = x2 −1 Ë   g(x) = x2 − 4x + 3»d??{q??�U?Š t?Ð «— ¨

ÆbOM� t¹e& ‰Ë« ÈU¼q�UŽ

  x
2 −1= (x −1)(             )

  x
2 − 4x + 3 = (x −1)(               )

∂ v?²�Ë t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©  x →1 Á—«u?L¼   x ≠1vMF¹ ¨

  x −1≠0 lÐUð ¨q(x)ÆbOM� ÁœUÝ «— 

  
q(x) = x2 −1

x2 − 4x + 3
= (x −1)(             )

(x −1)(             )

= − − − − − − − − − − −

∑ U¹¬ ©

  
q(x) = x +1

x − 3
ø

∏ l?ÐUð bŠ ©

  
q(x) = x +1

x − 3
 v?²�Ë ¨«—   x →1»U�Š ¨

 qJý ®bOM�≥π‡‡ ≤Æ©

π ÈËU�ð U¹¬ ©

  
lim
x→1

q(x) = −1øXÝ« XÝ—œ 

d?Ö« vK�—uÞtÐ

  
lim
x→a

f(x) =0 Ë 

  
lim
x→a

g(x) =0b?Š ÁU~�¬

q(x) = f(x)
g(x)

¨ v???²??�Ë x → a  —u???� t??Ð ¨

  

0
0

Ë b??¹¬v??�—œ 

Ê«uðv/
 

XÝ« Ábý t²HÖ ÊuM�Uð t� v³	UD� pL� tÐ «— Ê¬ —«bI�

Ÿu?� t?Ð t?łu?ð U?Ð ¨b?Š s?¹« —«bI� Èt³ÝU×� È«dÐ Æœd� t³ÝU×�

 ÈU¼lÐUðf(x) Ë g(x)Æœd� —UO²š« v³ÝUM� ‘Ë— b¹UÐ 

 t� v²�Ë ¨q¹– V	UD�f(x) Ë g(x)¨b?MýUÐ È«tKLł bMÇ 

ÆXÝ« bOH�

µ‡‡±‡‡≤dÐ U¼È«tKLłbMÇ Èd¹cÄg�Ð ‡‡ x − a∫dÖ« 

    f(x) = anxn + L + a1x + a0 È«“« tÐ Ë x = arOýUÐ t²ý«œ 

  f(a) =0 ÁU~�¬ f(x) dÐ (x − a)vÖó¹Ë s¹« “« ÆXÝ« d¹cÄg
Ð 

Æœd� ÁœUH²Ý« U¼È«tKLłbMÇ Èt¹e& È«dÐ Ê«uðv�

g (x ) = x2 − 4x + 3 = (x − 2)2 − 1

O

O

qJý≥∏‡‡ ≤

qJý≥π‡‡ ≤

  

x ≠ 1

q(x) =
x ++1

x −− 3









π∂

 XO�UF�∏‡‡ ≤

 È«tKLłbMÇ  f(x) = 2x2 − 5x +2Ær¹dOÖv� dE�—œ «— 

± —«bI� ©  f(2)ÆbOM� »U�Š «— 

≤ U¹¬ ©f(x) dÐ   (x −2)ø«dÇ øXÝ« d¹cÄg
Ð 

≥ rO�Ið XL�� Ã—Uš ©f(x) dÐ   (x −2)Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

¥ È«t??K??L??łb??M??Ç ¨ôU??Ð r??O??�?I?ð p?L � t?Ð ©f(x)t??Ð «— 

ÆbOM� t¹e& q�«uŽ »d{q�UŠ

  2x2 − 5x +2 = (x −2)  (                 )

 s¹dLð¥‡‡ ≤

±ÆbO¼œ ÂU−�« «— Ë—tÐË— ÈU¼rO�Ið ©

≤ —«b??I?� ©aÈ«t??K??L??łb??M?Ç t?� b?O?M � s?O?O?F?ð ÊU?M?Ç «— 

  p(x) = ax3 + (a +1)x2 −18 dÐ   (x − 3)ÆbýUÐ d¹cÄg
Ð 

d�—u¼ ‘Ë—

Ã—UšÊœ—Ë¬ XÝœtÐ È«dÐ�UÐ Ë XL��p¹ rO�Ið ÈÁb�U�v

 d?Ð È«t?KLłbMÇ(x − a)t?Ð t?� œ—«œ œułË ÁœUÝ výË— ‘Ë— 

 d �—u?¼`?O?{u?ð «— ‘Ë— s?¹« ‰U?¦?� Ëœ d?�– U?Ð ÆX?Ý« —uN?A� 

∫rO¼œv�

 ‰U¦�±∫rO�Ið ÂU$« È«dÐ 

  2x3 − 3x2 + 5x +10÷ (x +1)

ÆrOM�v� qLŽ d¹“  —u� tÐ

  2x2 − 5x +2
  x −2  

  

−2x3 + 5x2 + 8x −20 
 x +2  

 
®n	«

  

3x4 +2x2 − 5  
 x −1 

 ®»

  

3x2 + 5x +
7

4
 

 x +
1

2
 

 
®Û



π∑

±ÆrO�¹u�v� œ—«b�U²Ý«  —u�tÐ «— È«tKLłbMÇ ©

≤XÝ«— tÐ éÇ “« VOðdð tÐ «— È«tKLłbMÇ ÈU¼V¹d{ ©

ÆrO�¹u�v�

 “« v�«uð dÖ«®x©ÆrOM�v� —uEM� dH� «— Ê¬ V¹d{ býU³� 

≥ ÈtA¹— ©∞ Ω  (x +1)XÝœtÐ «— tOKŽÂu�I� dH� vMF¹ ̈

Ær¹—Ë¬v�

  x +1=0 ⇒  x = −1

¥ ‰Ëb?ł  —u?�t?Ð v?	Ëb?ł —œ «— t?A¹— —«bI� ©±∂‡?‡≤

ÆrO�¹u�v�

µË rO�¹u�v� tł—œ s¹dð¯—eÐ V¹d{ d¹“ «— dH� œbŽ ©

ÆrOM�v� lLł Ê¬ UÐ

∂ ‰Ëbł oÐUD� «—  UOKLŽ ÈtOIÐ ©±∑‡‡≤ÆrO¼œv� ÂU$« 

∑ ‰Ëb?ł œ«bŽ« “« ÁœUH²Ý« UÐ ©±∑‡‡≤r?O�Ið XL�� Ã—Uš 

«—ÆrO�¹u�v� 

  2x3 − 3x2 + 5x +10= (x +1)(2x2 − 5x +10)

 ‰U?¦�≤∫ r?O?�Ið   x4 − 4x2 +2x − 4 dÐ   (x −2)t?Ð «— 

 Ã—Uš fáÝ ÆbO¼œ ÂU$« d�—u¼ ‘Ë—�ÆbO�¹uMÐ «— rO�Ið XL�

qŠ≤

  = x3 +2x2 +2 Ã—Uš �XL�

�¦??????U??????‰ ≥∫ Šb?????? ðU??????Ðl?????? 

  
q(x) = 3x2 + x − 4

x2 + x −2
 —«¨

Ë�²v  x →1¨ ðFOOs �MObÆ

qŠ≥ ÈËU�� d�� Ãd
� Ë  —u� ÊuÇ ∫q(x)È«“« tÐ ̈

  x =1Ãd?
?� Ë  —u?� ÈU¼È«t?K?LłbMÇ fÄ ¨b�uýv� dH� 

dÐ  (x −1)∫r¹—«œ Èd¹cÄg
Ð “« ÁœUH²Ý« UÐ Æb�d¹cÄg
Ð 

  3x2 + x − 4 = (x −1)(3x + 4)

  x
2 + x −2 = (x −1)(x +2)

 t�s¹« tÐ tłuð UÐ ¨s¹«dÐUMÐ  x ≠1¨

  
q(x) = 3x2 + x − 4

x2 + x −2
= (x −1)(3x + 4)

(x −1)(x +2)
= 3x + 4

x +2

¨«c	

  

lim
x→1

 q(x)=lim
x→1

3x + 4

x +2
=

lim
x→1

(3x+4)

lim
x→1

 (x +2)
=

3 + 4

1+2
=

7

3
.

0 0

0

00

 ‰Ëbł±∑‡‡≤

 ‰Ëbł±∏‡‡≤

 ‰Ëbł±∂‡‡≤

0

0

00

0 0

0



π∏

 XO�UF�π‡‡≤

 l?ÐUð

  
q(x) = f(x)

g(x)
= 3x3 + 4x2 − 5x −2

x4 +2x2 +13x +2
dE� —œ «— 

Ær¹dOÖv�

± ÈU¼—«bI� ©  f(−2) Ë   g(−2)Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

≤ bŠ ©q(x)Ë ¨� v²  x → −2øb¹¬v�—œ  —u� tÇ tÐ ¨

≥ÈËU?�?� d?�?� Ãd
� Ë  —u� Èd¹cÄg
Ð pL� tÐ ©

q(x)ÆbOM� ÁœUÝ bFÐ Ë t¹e& «— 

¥ U¹¬ ©

  
q(x) = 3x2 −2x −1

x3 +2x2 +6x +1
ø

µ bŠ pM¹« ©q(x)Ë ¨«— � v²  x → −2ÆbOM� »U�Š ¨

∂‡?‡±‡‡≤O?C?� ‡‡Ò ∫v?Öœd?A� Èt d ¼ È«“« tÐ dÖ«x“« 

 ÈÁ“UÐI œbŽ q�Uý t� ̈aôUL²Š« d~� ̈ XÝ« Î —œ a∫rOýUÐ t²ý«œ ̈

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

lim
x→a

 g(x) = lim
x→a

 h(x) = LÁU~�¬ 

 ‰U¦�±∫bOM� XÐUŁ 

∫q?Š Á—«u?L ¼ t?� r?O?�«œv?�   −1≤ sin x ≤1 d?Ö« ¨fÄ x

∫r¹—«œ býUÐ X³¦� ÈœbŽ

�«Ò ¨U?

  
lim

x→+∞
  ( −

1
x ) = lim

x→+∞
  

1
x =0o?³?Þ ¨s?¹«dÐUMÐ Æ

vÖœdA
 ÈtOC� Ë ôUÐ ÈU¼ÈËU��U�

 ‰U¦�≤∫ lÐUð fÈt?DÐU{ UÐ    (x ≠0) ¨f(x) =
sin x

x
«— 

lim
x→a

 f(x) = L

  
lim

x→+∞
 
sin x

x =0

  
−

1

x ≤
sin x

x ≤
1

x

  
lim

x→+∞
 
sin x

x =0

 ‰Ëbł±π‡‡≤

                                                                        →

ÁbA�n¹dFð

                                                                       ←   

  

       x             ...         −
π
30

             −
π

180
           −

π
9000

       ...  0  ...           
π

9000
              

π
180

              
π
30

            ...

f(x) =
sin x

x
    ...    0/ 998173     0/ 999949    0/ 99999998                   0/ 99999998    0/ 999949    0/ 998173        ...    

 ‰Ëbł Æb¹dO~Ð dE� —œ±π‡‡≤ v²�Ë «— lÐUð s¹«  «dOOGð   x →0

Æb¼œv� ÊUA�

 s¹dLðµ‡‡ ≤

»U�Š Èd¹cÄg
Ð “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹d¼

ÆbOM�

                                

  
lim
x→1

x2 −2x +1

x2 + x −2
 ®n	«

  
lim
x→0

x2 + x

x3 +2x
 ®»

  
lim

x→−2

x2 − 4

(x +2)3 ®Û

  
lim
x→2

x2 + 3x −10

3x2 − 5x −2
 ® 

qJý¥∞‡‡ ≤



ππ

 v²�Ë ̈ œuýv� tEŠö� t� È—uÞ tÐ  x →0¨
sin x

x
œbŽtÐ 

 ‰Ëbł ¨vMF¹ ÆbM�v� qO� p¹±π‡‡≤t� b¼œv� ÊUA� 

  
lim
x→0

 
sin x

x =1

 Èt−O²�±∫

  
lim
x→0

 
tan x

x =1

 t� s¹« tÐ tłuð UÐ ¨«d¹“tan x =
sin x

cosx
∫r¹—«œ ¨

  
lim
x→0

 
tan x

x
= lim

x→0

sin x

x cosx
= lim

x→0

sin x

x
× lim

x→0

1

cosx

                     

  
=1×

1
cos0 =1×

1
1 =1

 Èt−O²�≤∫ 

  
lim
x→0

sin mx
x = m Ë 

  

lim
x→0

 
tan mx

x
= m¨

 U¼Ê¬ —œ t�mÆXÝ« dH� n	U
� Ë vIOIŠ ÈœbŽ 

∫Xýu� Ê«uðv� ¨«d¹“

  
lim
x→0

 
sin mx

x
= lim

x→0
m.

sin mx

mx

 ÷d??
 U??Ðmx = y v???²??�Ë t? � X??Ý« `??{«Ë ¨  x →0¨

  y = mx →0 ∫s¹«dÐUMÐ ¨

  
lim
x→0

m sin mx
mx

= lim m
y→0

.
sin y

y
= m.1= m

¨VOðdð sOL¼ tÐ

  
lim
x→0

m tan mx
mx

= lim m
y→0

.
tan y

y
= m.1= m

 U¼‰U¦� Èt−O²� UÐ tDÐ«— —œ®≤©

 ©n	« 

  
lim
x→0

 
sin

x

2
x

ÆbOM� sOOFð «— 

∫qŠ∫Xýu� Ê«uðv� 

  

sin
x

2
x

=
1

2

sin
x

2
x

2

⇒ lim
x→0

sin
x

2
x

=
1

2

 ©»

  
lim
x→0

 
tan5x

x
ÆbOM� »U�Š «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

  

tan5x

x
= 5

tan5x

5x
⇒ lim

x→0
 

tan5x

x
= 5

 ©Û

  
lim
x→0

 
tan

3x

2
x

ÆbOM� »U�Š «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

                     

  

tan
3

2
x

x =
3

2

tan
3

2
x

3

2
x

 ÷d
 UÐ ¨s¹«dÐUMÐ

  

3

2
x = t∫r¹—«œ 

  
lim
x→0

 
tan

3
2 x

x
=

3
2 lim

t→0

tan t
t

=
3
2 .



±∞∞

 s¹dLð∂‡‡≤

±U?L?OI²��®ÆbOM� »U�Š «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡ÎÈU¼t−O²� “« 

± Ë≤©ÆbOM� ÁœUH²Ý« 

     

  
lim
x→0

 
sin5x

x
 ®n	«

     

  
lim
x→0

 
sin 3x

2x
 ®»

      

  
lim
x→0

 
sin2 x

x2 ®Û

     

  
lim
x→0

 
tan πx

x
 ® 

   

  
lim
x→0

 
tan 2x

3x
 ®À

  
lim
x→0

 
tan xsin x

x2 ®Ã

≤d?Ö« t � b?O ¼œ ÊU?A� ‡‡nËmd?H?� d?O?ž v?I?OIŠ œ«bŽ«

ÁUÖÊ¬bMýUÐ

  
lim
x→0

 
sin mx

nx
=

m

n

≥dÖ« ‡‡mËn«— d?¹“ b?Š b?M?ýUÐ dH� dOž vIOIŠ œ«bŽ«

ÆbOM� »U�Š

  
lim
x→0

 
tan mx

nx

¥ ÈU?¼s?¹dLð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡≤Ë≥«— d?¹“ ÈU¼bŠ —«bI� 

ÆbO�¹uMÐ

  
lim
x→0

 
tan2x

3x
 ®n	«

  
lim
x→0

 
sin 5x

3x
 ®»

  
lim
x→0

 
tan2xsin3x

6x2 ®Û

  

lim
x→

π
2

 
cosx

x −
π
2

 ® 

s¹d9 qŠ q×�



±∞±

±qJý —œ ‡‡¥±‡‡≤ lK{ tÐ vFÐd� ¥Ábý rÝ— d²�v²�UÝ 

aÝUÄ Æb�«Ábý q�Ë r¼ tÐ eO� lÐd� —ËU−� ÈU¼lK{ jÝË ÆXÝ«

∫bO¼œ

 lÐd� XŠU�� ©n	«′A ′B ′C ′DøXÝ« —bIÇ 

 YK¦�® Ábý Áœ“ t¹UÝ XL�� XŠU�� ©»′A B ′B©—bIÇ 

øXÝ«

≤«œb?−?� ‡?‡Î l??Ðd?� ÈU?¼l?K?{ j?ÝË ′A ′B ′C ′Dq?J?ý 

 qJý oÐUD� Ë r¹«Áœd� q�Ë r¼ tÐ «— q³� ÈtK¾��¥≤‡‡≤p¹ 

—«d?Jð b¹bł lÐd� ÈË— «— —U� s¹« Ë r¹«Áœ“ t¹UÝ «— Ê¬ ÈtýuÖ

ÆbOM� »U�Š «— d¹“ ŸuL−� ¨VKD� s¹« tÐ tłuð UÐ ìË r¹«Áœd�

                          

    
2+1+

1
2

+
1
4

+
1
8

+ L =

t?Ç Áb?ý Áœ“ t?¹U?Ý ÈU ¼X?L?�?� XŠU�� UÐ ŸuL−� s¹«

øœ—«œ È«tDÐ«—

≥∫bOM� ÷d
 ‡‡

                                     

  

f(x) =
a − x2  ,    x >1

x2  ,         x <1







 lÐUð dÖ«f —œ   x =1 —«bI� ̈ býUÐ t²ý«œ bŠ aøX�OÇ dÐ«dÐ 

¥∫bOM� ÷d
 ‡‡

                                   

  

f(x) =

x2 − 4

x −2
 ,    x > 2

   3      ,     x = 2

x −1    ,     x < 2















∫b¹—Ë¬ XÝœtÐ «— d¹“  —U³Ž q�UŠ

                                      
  
lim

x→2−
f(x) + f(2) + lim

x→2+
f(x)

 qJý¥≤‡‡≤

 qJý¥±‡‡≤

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

® v�U¹UÄ Êu�“¬±©


