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rN� t�Kł

»uÇ l¹UM� v�uLŽ ÈU¼sOýU� —œ ËdO� Ë X�dŠ ‰UI²�« ‡‡ ÂËœ qB+

rN� t�Kł ÈbMÐÊU�“ t�U�dÐ

±”ö� Êœd� ÁœU�¬±∞

≤»uÇ l¹UM� v�uLŽ ÈU¼sOýU� —œ ËdO$ Ë X�dŠ ‰UI²$« f¹—bð≤∞

≥U¼Ê¬  UB0A� Ë tL3ð Ÿ«u$« Ë tL3ð ŒdÇ Ë tL3ð f¹—bð≤∞

¥tL3ð ‰uÞ tÐ ◊uÐd�  U³ÝU×�¥∞

Ê«“u�¬g$«œ —UJ?« Êœd� e�dL²� Ë ”ö� Êœd� ÁœU�¬ XNł

ÆbOÝdÄ U¼Ê¬ “« «— d¹“  ô«RÝ Ê«uðv� dE$œ—u� Y×³� Á—UÐ—œ

øX3OÇ È—«u$ Á—« ÁU~²Ýœ X�dŠ l³M� 

 øbMM�v� X�dŠ t$u~Ç È—«u$ Á—« ÈU¼tJK?

 øbM�v� X�dŠ t$u~Ç œdÖ Á—« tGOð

 øbM�v� X�dŠ t$u~Ç v²Ýœ vNdÐ q¹—œ ÁU~²Ýœ ÂUE$ tÝ

“« «— œu?š X�d?Š t?$u?~?Ç v?Su?L?F?� ÈU ¼t?J?MÄ t$«ËdÄ 

øb$dOÖv� —uðu�Ëd²JS«

 øœuýv� sO¹UÄ Ë ôUÐ t$u~Ç œdÖ Á—« tGOð

∫t� X?dÖ t−O²$ Ê«uðv� ôUÐ  ô«RÝ “«

sOýU� tÐ —uðu�Ëd²J2« “« ËdO� Ë X�dŠ ‰UI²�« ÈU¼‘Ë—

uK�U�

tDÝ«Ë ÊËbÐ

ÆXÝ« vJ¹ —uðu�Ëd²JS« —Ëœ œ«bFð UÐ sOýU� —Ëœ œ«bFð

tDÝ«Ë UÐ

tÐ X³3$ «— sOýU� —Ëœ œ«bFð U¼tDÝ«Ë s¹« jÝuð Ê«uðv�

ÆœuL$ d²L� U¹ Ë d²AOÐ —uðu�Ëd²JS« —Ëœ œ«bFð

tL�ð ŒdÇ Ë tL�ð

ÆbýUÐv� U¼‘Ë— s¹dðtM¹e¼r� Ë s¹dðÁœUÝ “« vJ¹

v?Su?Ä U?¹ t?L?3?ð Œd?Ç Ëœ tÐ “UO$ Ê¬ “« Êœd� ÁœUH²Ý« È«dÐ

q�Ë sOýU� —u×� tÐ vJ¹ Ë —uðu�Ëd²JS« —u×� tÐ vJ¹ t� XÝ«

Æb¼œv� jÐ— r¼ tÐ «— tL3ð ŒdÇ Ëœ s¹« È«tL3ð Ë œuýv�

n?K?²?0?� ÈU ¼‰b?� U?Ð Ë nK²0� œ«u� “« b$«uðv� tL3ð ‡‡

ÆXÝ« Ábý Á—Uý« »U²� —œ t� œuý vŠ«dÞ

»U²� —œ t� vðUJ$ tÐ X3¹UÐv� tL3ð dLŽ ÊœdÐ ôUÐ È«dÐ ‡‡

∫Xý«œ tłuð bý Á—Uý«

±©tJMÄ bM$U� ̈ XÝ« vJ¹ —uðu�Ëd²JS« —u×� UÐ sOýU� —u×�® tDÝ«Ë ÊËbÐ ‡‡

≤tDÝ«Ë UÐ ‡‡

©»uÇ l¹UM� ÁU~²Ýœ X¹d¦�«® tL3ð ŒdÇ Ë tL3ð ‡‡ nS«

tGOð ÈœuLŽ X�dŠ Ë vNdÐ v²Ýœ q¹—œ ¨v²Ýœ q¹—œ® Áb$œŒdÇ Ë Áb$œ ‡‡ »

©œdÖ Á—«

©vÖbMÖ Áb$—  U×H� “« všdÐ ÈœuLŽ X�dŠ® dO−$“ ŒdÇ Ë dO−$“ ‡‡ Ã



≥∂

∫œd� ÕdD� d¹“ Õdý tÐ vðô«RÝ Ê«uðv� tDÐ«— s¹« —œ t�

±øb$uýv� t²šUÝ Èœ«u� tÇ “« U¼tL3ð ‡‡

≤øb$—«œ œułË —«“UÐ —œ vKJý tÇ tÐ U¼tL3ð ‡‡

≥øX?dÖ dE$—œ b¹UÐ «— vðUJ$ tÇ tL3ð »U0²$« È«dÐ ‡‡

¥X?Ý« dŁR� tL3ð œdÐ—U� Êbý v$ôuÞ —œ t� Èœ—«u� ‡‡

Æb¹d³Ð ÂU$

µt²ý«œ b¹UÐ vÖó¹Ë tÇ Ë øX3OÇ “« tL3ð vSuÄ fMł ‡‡

øbýUÐ

∂øbýUÐ b¹UÐ t$u~Ç tL3ð tÐ X³3$ tL3ð ŒdÇ tK�U? ‡‡

∑v?SuÄ —UOý t¹Ë«“ Ë tL3ð t¹Ë«“ ¨tI$“Ë– ÈU¼tL3ð —œ ‡‡

øbMýUÐ b¹UÐ t$u~Ç r¼ tÐ X³3$

∫tL�ð ‰uÞ t³ÝU×�ŒdÇ ÈË— tL3ð s²?dÖ —«dN tI¹dÞ 

∫U¼tL3ð

±©XÝ« XNłr¼ U¼ŒdÇ X�dŠ® rOI²3� Ë ÁœUÝ ‡‡

≤©XÝ« d~¹bJ¹ XNł ·öš U¼ŒdÇ X�dŠ® lÞUI²� ‡‡

∫r¹—«œ “UO$ d¹“ XOL� —UNÇ tÐ tL3ð ‰uÞ t³ÝU×� È«dÐ

± „d×� ŒdÇ dDN ‡‡(D)

≤ „d×²� ŒdÇ dDN ‡‡(d)

≥ —u×� —Ëœ tK�U? ‡‡A) U¹ ′O O©

¥ ”ULð t¹Ë«“ ‡‡( α )

∫rOI²�� Ë ÁœUÝ tL�ð ‰uÞ ‡‡ n2«‰uÞ t³ÝU×� È«dÐ 

ÆœuL$ rO3Ið XL3N —UNÇ tÐ «— tL3ð ‰uÞ Ê«uðv� tL3ð

H N

α

C

′OB

R

′N

α O

M

′B

′M

r

 qJý±‡‡≤

 jšÁ—UÄ ‡‡MNÊUL� ‡‡   M ′
)
B ′M jšÁ—UÄ ‡‡  ′M ′NË 

 ÊUL�  N
)
B ′N‰uÞ ¨U¼Ê¬ lLł Ë XL3N —UNÇ s¹« t³ÝU×� UÐ t� 

Æb¹¬v� XÝœtÐ tL3ð

 ÈU¼jšÁ—UÄMN Ë ′M ′Nr¼UÐ qJý ÊœuÐ Ê—UI²� tÐ UMÐ 

Æb$dÐ«dÐ

 vFK{ —UNÇCNMO Ë Áœu?Ð qOD²3� MN UÐ OCdÐ«dÐ 

ÆXÝ«

Êu???Ç    C ′O O
∧

+ H ′O N
∧

= 90
o

Y???K???¦???� —œ v????d??Þ “« Ë 

 t¹Ë«eS«rzUN∆ ′O COr¹—«œ     C ′O O
∧

+ ′O OC
∧

= 90
o

œuýv� t−O²$ 

 t??¹Ë«“ t �α
∧

= H ′O N
∧

= ′O OC
∧

ÊU??L? � ‰u??Þ t??³?ÝU?×?� È«d?Ð 

  N
)
B ′N t?¹Ë«“ —«b?I?� b¹UÐ     (180

o +2α )‰u?Þ t?³?ÝU×� È«dÐ Ë 

 ÊUL�  M ′
)
B ′M t¹Ë«“ b¹UÐ     (180

o − 2α )Æb¹¬ XÝœtÐ 

 j?šÁ—U?Ä t?³ÝU×� MN = OCt?¹Ë«e?S«r?zU?N YK¦� —œ ∫

∆ ′O OCÀ—užU¦O? Êu$UN UÐ oÐUD� 

MN = OC − A2 − (R − r)2

 ”ULð t¹Ë«“ t³ÝU×� ( α ) t¹Ë«eS«rzUN YK¦� —œ ∫∆ ′O CO

 r¹—«œ′O C = R − r∫fÄ 

       qÐUI� lK{                            

dðË                                       

R − r
A

⇒ α = Arcsin
R − r

A

sin α =                  = ′O C
′O O

=
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ÈU¼ÊUL� t³ÝU×�   N
)
B ′N ¨  M ′

)
B ′M∫

 ÊUL� qÐUI� Èe�d� t¹Ë«“×Ád¹«œ jO×� 

  

d. π (180 − 2α )
360

 ÊUL� qÐUI� Èe�d� t¹Ë«“×Ád¹«œ jO×� 

È«d?Ð «— d?¹“ t?D?Ð«— Ê«u?ðv?� X?L3N —UNÇ ŸuL−� “« t�

∫œdÐ —U�tÐ rOI²3� Ë ÁœUÝ tL3ð ‰uÞ t³ÝU×�

    
L = 2MN + Dπ (180

o +2α )
360

+ dπ (180
o − 2α )

360

ÈË— l?ÞUI²�  —u�tÐ t� tL�ð ‰uÞ t³ÝU×� ‡‡ »

 ∫X?Ý« t?²+dÖ —«dB tL�ð ŒdÇ‘Ë— t?Ð tO³ý eO$ XSUŠ s¹« —œ

©ÊU?L?� Ëœ Ë j?š Á—U?Ä Ëœ® X?L?3?N —U?N?Ç t?Ð «— t?L3ð ‰uÞ q³N

XÝœ tÐ tL3ð ‰uÞ ̈ U¼Ê¬ lLł Ë p¹d¼ t³ÝU×� UÐ Ë ÁœuL$ rO3Ið

©‰Ë« ‘Ë—® Æb�¬ b¼«uš

L = MN + ′M ′N + N
)
B ′N + M ′

)
B ′M

α
O′B

M

H

′M

α
′O

′N

R

N

C

B

 qJý≤‡‡≤

 qJý ÊœuÐ Ê—UI²� tÐ UMÐMN = ′M ′N

 qOD²3� —œ NCOM ÁUÖÊ¬ OC = MN

 qOD²3� —œ NCOM ÁUÖÊ¬ CN = OM = r

  jšÁ—UÄ ‰uÞ′O N + NC = R + r = ′O C

 t¹Ë«eS«rzUN YK¦� ∆ ′O COÀ—užU¦O? tDÐ«— UÐ oÐUD� ∫

  
MN = OC = (O ′O )2 − (R + r)2

 t¹Ë«eS«rzUN YK¦� —œ ∆ ′O CO∫

                               
—ËU−� lK{

cos α =                      = ′O C
′O O

= R + r
A

                                     
dðË

α = Arccos( R + r
A

)

  ÊUL� ‰uÞ  N
)
B ′N∫UÐ œuÐ b¼«uš dÐ«dÐ 

N
)
B ′N =

Dπ (360 − 2α )
360

 t¹Ë«eS«rzUN YK¦� —œ ÊuÇ ∆ ′O NH Ë ∆ OMHËœ t?Ð UMÐ 

∫fÄ bM²3¼ tÐUA²� ¨dÐ«dÐ t¹Ë«“

α = N ′O H
∧

= MOH
∧

 ÊUL� ‰uÞ   M ′
)
B ′M∫

  
M ′B ′M = d. π (360 − 2α )

360

∫lÞUI²� tL3ð ‰uÞ

  
L = 2MN + Dπ (360 − 2α )

360
+ dπ (360 − 2α )

360

ÈdOÖ—u²�U? “« bFÐ

    
L = 2MN + (D + d) π (360

o − 2α )
360

o

U?²³3$ jÐ«Ë— tL3ð ‰uÞ t³ÝU×� È«dÐÎœułË r¼ ÈdðÁœUÝ 

¨ôUÐ Ábý t²HÖ jÐ«Ë— tÐ X³3$ ÈeOÇU$ —UO3Ð ·ö²š« UÐ t� ¨œ—«œ

©ÂËœ ‘Ë—® ∫XÝ« d¹“ Õdý tÐ t� Æb¹UL$v� t³ÝU×� «— tL3ð ‰uÞ

N
)
B ′N =                                                       

360
=

  

D. π (180+2α )
360

M ′
)
B ′M =                                                       

360
=
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rOI²�� Ë ÁœUÝ  —u�tÐ tL�ð ‰uÞ t³ÝU×� ‡‡ n2«

  
L = 2A +

π (d1 + d2)
2

+
(d1 − d2)2

4A

lÞUI²�  —u�tÐ tL�ð ‰uÞ t³ÝU×� ‡‡ »

  

L = 2A + π (d1 + d2)
2

+ (d1 + d2)2

4A
 ‰U¦�±∫ dÖ«   A = 50 Ë   d =14 Ë   D = 20Ë d²�v²$UÝ 

«— t?L?3?ð ‰u?Þ ¨býUÐ t²?dÖ —«dN rOI²3� Ë ÁœUÝ  —u�tÐ tL3ð

ÆbO¹UL$ t³ÝU×�

∫‰Ë« ‘Ë— 

α = Arcsin
10 − 7

50
= 3 / 44

o

  
MN = 50

2 − (10 − 7)2 = 49 / 91

L = 2(49 / 91) + (20)(3 /14)(180+2(3 / 44))
360

+

(14)(3 /14)(180 − 2(3 / 44))
360

=153 / 56cm

ÂËœ ‘Ë—∫

L = 2(50) + (3 /14)(20+14)
2

+
(20 − 14)2

4(50)
=153 / 56cm

ÂËœ Ë ‰Ë« ‘Ë— —œ v?ö²š« ‰U¦� s¹« —œ œuýv� Áb¼UA�

ÆœuývL$ Áb¹œ

 ‰U¦�≤XÝœtÐ lÞUI²�  —u�tÐ «— ôUÐ tK¾3� tL3ð ‰uÞ ∫

Æb¹—Ë¬

∫‰Ë« ‘Ë—

 Ë

    
α = Arc cos(

10+ 7

50
) = 70/12

o

  
MN = 50

2 − (10+ 7)2 = 47 /02cm

  

L = 2(47 /02) + (3 /14)(20+ 5)
2

+

  

(20+15)2

4(50)
=161/12cm

∫ÂËœ ‘Ë—

  

L = 2(50) + (3 /14)(20+15)
2

+ (20+15)2

4(50)
=161cm

 jI? ÂËœ Ë ‰Ë« ‘Ë— ·ö²š« ‰U¦� s¹« —œ±[≤d²�vKO� 

öLŽ r� —UO3Ð ·ö²š« tÐ tłuð UÐ s¹«dÐUMÐ ÆœuÐ b¼«ušÎ“« Ê«uðv� 

U?Ð ‰Ë« ‘Ë— U�« œuL$ ÁœUH²Ý« ÈœdÐ—U�  —u� tÐ r¼ ÂËœ ‘Ë—

ÆbÝ—v� dE$tÐ dðvSu�« v{U¹—  U³Ł« tÐ tłuð

∫tI�“Ë– lDI� UÐ ÈU¼tL�ðs¹dð‰Ë«b²� “« U¼tL3ð Ÿu$ s¹« 

œdÐ—U� d~¹œ ÈU¼‰b� tÐ X³3$ Ë bMýUÐv� ÁœUH²Ý« œ—u� ÈU¼tL3ð

¨œd?O?Öv?� —«d?N vSuÄ —UOý ÊË—œ —œ tL3ð ÊuÇ Ë b$—«œ Èd²AOÐ

ÆXÝ« dðr� —UO3Ð Êbý Ã—Uš ÊUJ�«

vSuÄ —UOý ÷dŽ UÐ tL3ð ÷dŽ t� Xý«œ tłuð b¹UÐ vN²M�

r?O?¼œv?� —«dN vSuÄ —UOý ÊË—œ «— tL3ð v²NË t²³S« ¨ÁœuÐ ÊU3J¹

U?Ð t?L?3?ð ”U?L?ð ¨býUÐ t²ý«œ ”ULð vSuÄ —UOý n� UÐ tL3ð b¹U³$

—œ X?Nœ t?Ð v~²3Ð d�« s¹« t� býUÐ b¹UÐ tL3ð sO?dÞ “« t� vSuÄ

s¹« —œ tL3ð ‰uÞ »U0²$« È«dÐ œ—«œ tL3ð ‰uÞ Ë ÷dŽ »U0²$«

Æœ—Ë¬ XÝœtÐ «— dŁR� dDN b¹UÐ U¼tL3ð Ÿu$

∫U??Ð X??Ý« d??Ð«d??Ð U? ¼t??L??3??ð s??O??M??Çs??¹« —œ d??ŁR??� d??D??N

dm = d − 2cÈU?łtÐ b¹UÐ tL3ð ‰uÞ t³ÝU×� tDÐ«— —œ t� 

ÆœuL$ s¹e~¹Uł «— U¼Ê¬ dŁR� dDN U¼tL3ð dDN

∫‰U¦� dÖ« 
  
d1 =10cm Ë 

  
d2 = 20cm Ë   A = 40cmË 

  c =10mm‰u?Þ Æb?ýU?Ð t?²??d?Ö —«d?N lÞUI²�  —u�tÐ tL3ð Ë 

ÆbO¹UL$ t³ÝU×� «— tL3ð

∫‰Ë« ‘Ë—

dm =10 − 2(1) = 8cm ⇒ r = 4cm

Dm = 20 − 2(1) =18cm ⇒ R = 9cm

α = Arccos9+ 4

40
= 71/03

o

  
MN = 40

2 − (9+ 4)2 = 37 / 82cm

  L = 2(37 / 82) +

  

(18 + 8)(360+2(71/03)) π
360

=125cm

∫ÂËœ ‘Ë—

L = 2(40) + (3 /14)(18 + 8)
2

+

(18 + 8)2

4(40)
=125cm

ÁbM¹¬ t3Kł È«dÐ œuý t²Ý«uš ÊU¹ułdM¼ “« ”—œ ÊU¹UÄ —œ

 t×H� ÈU¼s¹dLð≥∑ Ë ≥∏—œ ÊU¹ułdM¼ sL{—œ bM¹UL$ qŠ «— 

ÁœuL$ t³ÝU×� «— ÁUÖ—U� —œ œułu� tL3ð ‰uÞ nK²0� ÈU¼ÁËdÖ

ÆbM¹UL$ tz«—« ÁbM¹¬ t²H¼
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XÝuOÄXÝuOÄ

 qJý≥‡‡≤

U¼tL�ð lDI� t³ÝU×�

 vAA� ÈËdO$ X×ð t� XÝ« È—uAM� tFDN p¹ tL3ðT

 tDÐ«— “« Ê¬ lDI� Ë XÝ« t²?dÖ —«dNS = T
σ a

Æœuýv� t³ÝU×� 

SlÐd� d²�v²$UÝ V3ŠdÐ lDI� `DÝ ∫ 

TtL3ð vAA� ÈËdO$ ∫ 

σ at?� l?Ðd?� d?²?�v²$UÝ dÐ ÂdÖuKO� V3ŠdÐ “U−� gMð ∫

ôuLF�Î œËbŠ vSuLF� v�dÇ ÈU¼tL3ð —œ ≥∞ vS« ≥µdÐ ÂdÖuKO� 

ÈË— v?Su?L?F� tL3ð „UJD�« V¹d{ Ë býUÐv� lÐd� d²�v²$UÝ

 œËbŠ v$bÇ U¹ Èœôu? tJK?≤∏ÆœœdÖv� —uEM� •

tL�ð ŒdÇ —œ U¼—u×� tK�U+

býUÐ ÈËU3� U¼tJK? dDN dÖ«  E = 3D

býUÐ nK²0� U¼tJK? dDN dÖ«  E = 2(D + ′D )

EU¼—u×� tK�U? ∫ 

′DËDU¼tJK? dDN ∫

 ÈU¹«Ë“ ∫tL�ð ÈdOÖ—œ t¹Ë«“a Ë B

d¹“ qJý oÐUD� ÁœUÝ ÈU¼tL3ð —œ ‡‡

  

cos
a
2

= R − ′R
E

d¹“ qJý oÐUD� lÞUI²� ÈU¼tL3ð —œ ‡‡

cos
B
2

= R + ′R
E

U¼tL�ð X�UG{

ôuLF� v�dÇ ÈU¼tL3ð È«dÐÎU¼Ê¬ ·UDF$« XOKÐUN XKŽ tÐ 

Æb$dOÖv� dE$—œ pÇu� tJK? dDN V3ŠdÐ «— X�U0{

 U ¼dDN È«dÐ
  500 − 400 − 300 − 200= (D)d?²Ö—eÐ Ë 

 “«µ∞∞ VOðdð tÐ X�U0{ b¹UÐ d²�vKO�   3 / 5 = (e) ̈¥¨¥[µ ̈  µ

Ë 

  

D
100

Æœuý t²?dÖ dE$—œ 

©ÂuÝ ‘Ë—® tL�ð ‰uÞ t³ÝU×�

©ÁœUÝ® “UÐ ÈU¼tL3ð —œ

L = π (R + ′R ) + (R − ′R )
E

+2E

Æœuýv�  U³Ł« qJý tÐ tłuð UÐ t�

R

O

ϕ

B

′R

O

A

C

D

F

ϕ

ϕ

 qJý¥‡‡≤

R

O

F

O

B

E

C

D

φ

φ ′R

φ

φ

 qJýµ‡‡≤

A

  a = 360 − B



¥∞

  L = ArcAB + ArcCD +2BC

  
ArcAB = π ′R − 2φ ′R

ArcCD = π R +2φ R

  
2BC = 2E cos φ

L = π ′R − 2φ ′R + π R +2φ R +2E cos φ

L = π (R + ′R ) +2φ (R + ′R ) +2E cos φ

 t¹Ë«eS«rzUN YK¦� —œO ′O F

sin φ = R − ′R
E

  

cos φ = 1 − sin2 φ = 1 − R − ′R
E







2

 

 —«bI� ÊœuÐ pÇu� tÐ tłuð UÐφgÝuMOÝ UÐ «— Ê¬ Ê«uðv� 

X?dÖ dÐ«dÐ

sin φ = φ = R − ′R
E

œd� ÊUOÐ Ê«uðv� Ë

  

1 − R − ′R
E







2

=1 − 1

2

R − ′R
E







2

∫Xý«œ rO¼«uš t³ÝU×� “« fÄ t�

  
1)  L = π (R + ′R ) +

(R − ′R )2

E +2E

∫Xý«œ rO¼«uš lÞUI²� ÈU¼tL3ð —œ

  

2)  L = π (R + ′R ) + (R + ′R )2

E +2E

‚u?? tDÐ«— tÐ Ê«uðv� ÁœUÝ tL3ð t³ÝU×� ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ t�

t� vÞdý tÐ X?U¹ XÝœ

©n2«

φ = sin φ = R ′ + ′R
E

©»

  

1 − R + ′R
E







2

=1 − 1

2

R + ′R
E







2

Æœuý ÷d? 

tL�ð XŽdÝ

 vJL� ÈU¼‰UI²$« È«dÐ
  
V =15m s

 vK�« ÈU¼‰UI²$« È«d‡‡Ð
  
15m s vS«   V = 30býU‡Ðv� 

ôuLF� tÐd−ð ”UÝ«dÐ ËÎ 
  
V = 20m sÆœuýv� t²?dÖ dE$—œ 

tJK+ dDB sOOFð

′D = 60× V
π ′N

′D  „d×� tJK? dDN ∫V œËbŠ tL3ð XŽdÝ Ω 
  
20m s

′NtIONœ —œ Ê«—Ëœ œ«bFð ∫

D = 60× V
π N

D   „d×²� tJK? dDN ∫V œËbŠ tL3ð XŽdÝ Ω 
  
20m s

′NtIONœ —œ Ê«—Ëœ œ«bFð ∫

U¼tL�ð ‰UBð«

v~²šËœ ‰UBð« Ë ÁdOÖ Ë »öN UÐ ‰UBð« ¨v³3Ç ‰UBð«

tL�ð Ÿ«u�«

v�dÇ ÈU¼tL�ð ‡‡ n2«

∫fMł ‡‡©XÝuÄ t²0ð® ËUÖ XÝuÄ vžUÐœ “« U¼tL3ð s¹« 

 ∫‰u?Þ d¦�«bŠ Æb¹¬v� XÝœtÐ±[µÈU?¼‰u?Þ È«dÐ Ë XÝ« d²� 

È«dÐ ÆXšËœ r¼ tÐ U¹ bO$U³3Ç r¼tÐ «— vS«u²� ÈU¼—«u$ b¹UÐ d²AOÐ

Æb$uý t²šËœ r¼ ÈË— b¹UÐ U¼—«u$ eO$ X�U0{ g¹«e?«

∫‰Ë«b²� œUFÐ« ‡‡

 X?�U?0{ ∫ÁœUÝ ÈU¼tL3ð¥ U?ð µ ÷d?Ž d²�vKO� ≤∞U?ð 

¥∞∞d²�vKO� 

 X?�U?0?{ ∫n?ŽUC� ÈU¼tL3ð∏ U?ð ±∞÷d?Ž d?²�vKO� 

∂∞ Uðµ∞∞d²�vKO� 

 X�U0{ ∫t¹ô tÝ ÈU¼tL3ð±≤ Uð ±µd²�vKO� 

∫U¹«e� ‡‡ÆbM²3¼ gA� tÐ ÂËUI� Ë Âd$ U¼tL3ð s¹« 

È«d?Ð ÁœU?H?²Ý« œ—u�® bMýUÐv� g¹UÝd? tÐ ÂËUI� sOMÇr¼

©Æp~MÇ UÐ È“«b$«tL3ð

∫V¹UF� ‡‡tÐ Ë  —«dŠ tÐ ¨XÐuÞ— tÐ X³3$ U¼tL3ð s¹« 

Æb$—«b$ X�ËUI� U¼bOÝ«

  

L = π (R + ′R ) +2φ (R + ′R ) +2E 1 − R − ′R
E







2



¥±

∫g?A?� t?Ð X�ËUI� ‡‡s?O?Ð U?¼t?L?3?ð s¹« v~²0O3Ö —UÐ 

≥∞∞ Uð¥∞∞ÆbýUÐv� fMł V3ŠdÐ lÐd� d²�v²$UÝ dÐ ÂdÖuKO� 

∫vKLŽ  UŽöÞ« ‡‡t� «— XÝuÄ “« v?dÞ U¼tL3ð s¹« —œ 

ÈdOÖ—œ Uð rO¼œ —«dN tJK? tIKŠ ÈË— b¹UÐ œ—«œ —«dN Ê¬ ÈË— U¼rAÄ

Æœuý ÈdOÖuKł vÖœ—uš„dð qOJAð “« Ë bÐU¹ g¹«e?«

g?¹«e??« œU?¹“ —«b?I?� t?Ð U¼tL3ð ¨—U� ŸËdý È«b²Ð« —œ ‡‡

U¼tL3ð rEM� Ë ̀ O×� —U� tÐ ‰uÞ g¹«e?« s¹« ÆbMM�v� «bOÄ ‰uÞ

ÆœœdÖ `O×Bð b¹UÐ Ë Áœ“ tLDS

∫v�dÇ ÈU¼tL�ð È—«b¼U~� ‡‡“« b¹UÐ v�dÇ ÈU¼tL3ð 

ÆbM$ULÐ ÊuB� sžË— `ýdð sOMâL¼ Ë —U³ž Ë œdÖ dOŁQð

‰u?K?×?� t?Ð t?²Až¬ tÇ—UÄ p¹ “« U¼tL3ð Êœd� eOLð È«dÐ

sžË— UÐ «— tL3ð Ã—Uš ̀ DÝ fáÝ  ÆbMM�v� ÁœUH²Ý« œuÝ oON—

ÆœœdÖ ÂdÖ sžË— XÝ« d²NÐ ÊUJ�«  —u� —œ t²³S« ÆbMM�v� œËb$«

XÝ« Â“ô Æœuý ÂU−$« —UÐ p¹ vSUÝ qLŽ s¹« t� œœdÖv� tO�uð

ÈdOÖ—œ g¹«e?« V³Ý t� ÊU?uSu� bM$U� vGL� œ—«u� “« ÁœUH²Ý«

Ë U¼„dð œË“ vKOš vGL� œ«u� s¹« «d¹“ ̈ œœdÖ »UM²ł« b$uýv�

Æb$—Ë¬v� œułËtÐ tL3ð ÈË— «— v¹U¼·UJý

vG� ÈU¼tL�ð ‡‡ »

∫f?Mł ‡‡“« Áb?ý t?²??U?Ð ÈU¼tÇ—UÄ “« U¼tL3ð s¹« fMł 

 U ¼Ê¬ X?�U?0?{ t � U?¼t?Ç—U?Ä s?¹« Æb?ýUÐv� È«t³MÄ ·UOS«±[≤µ

s?žË— t?Ð Ë Áb?ý t?²šËœ r¼tÐ ¨t²?dÖ—«dN r¼ ÈË— XÝ« d²�vKO�

ÆœœdÖv� t²Až¬ v¼UOÖ Ê«dDN U¹ ÊU²�

∫‰Ë«b²� œUFÐ« ‡‡ ÈU¼t¹ô œ«bFð tÐ v~²3Ð tL3ð X�U0{

® œ—«œ Ê¬¥ ¨∂ ¨∏ U¹ ±∞‰Ë«b²� ÈU¼Á“«b$« tÐ ÷dŽ ©t¹ô 

∫U¹«e� ‡‡ ÈU¼‰uÞ UÐ Ë bM²3¼ dðÊ«“—« v�dÇ ÈU¼tL3ð s¹«

Æb$uýv� t²šUÝ œU¹“ —UO3Ð

∫V¹UF� ‡‡”U3Š Èuł q�«uŽ tÐ X³3$ U¼tL3ð Ÿu$ s¹« 

‰u?Þ g¼U � U?¹ g?¹«e??« «u¼ XÐuÞ— XOF{Ë V3ŠdÐ Ë bM²3¼

©dOG²� Áœ“UÐ® bMM�v� «bOÄ

∫X�ËUI� ‡‡  sOÐ U¼tL3ð s¹« v~²0O3Ö—UÐ≤∞∞ Uð ≤µ∞

ÆXÝ« lÐd� d²�v²$UÝ dÐ ÂdÖuKO�

UðôUÐ ÈU¼tL�ð ‡‡ Ã

∫fMł ‡‡·UOS« “« Ábý t²?UÐ ÈU¼tÇ—UÄ “« U¼tL3ð s¹« fMł 

ÆXÝ« Ábý œËb$« hSUš ÈUðôUÐ mL� UÐ t� býUÐv� öŽ« È«t³MÄ

®∫U?ðôUÐX?Ýœt?Ð v?ðU?³?$ Ád?O?ý “« t� XÝ« vGL� È«ÁœU� 

 tL3ð s¹« ÈU¼t¹ô œ«bFð Æ©b¹¬v�≥¨¥¨µ U¹ ∂ÆbýUÐv� œbŽ 

 œËbŠ —œ gA� tÐ tL3ð s¹« X�ËUI�≥∞∞ Uð ¥∞∞ÂdÖuKO� 

ÆXÝ« lÐd� d²�v²$UÝ dÐ

∫U¹«e� ‡‡nK²0� œUFÐ« tÐ v0$ ÈU¼tL3ð bM$U� U¼tL3ð s¹« 

X?�ËU?I?� U¼UOKN Ë U¼bOÝ« tÐ X³3$ U¼tL3ð s¹« Æb$uýv� t²šUÝ

ÆbMM�v�

∫V¹UF� ‡‡«b?OÄ ‰uÞ g¹«e?«  —«dŠ dŁ« —œ U¼tL3ð s¹« 

Æb$—«b$ X�ËUI� p~MÇ UÐ È“«b$«tL3ð È«dÐ U¼tL3ð s¹« ÆbMM�v�

v¹uÇuzU� ÈU¼tL�ð ‡‡ œ

∫f?Mł ‡‡ “« U?ðôU?Ð Ÿu?$ ÈU?¼t?L?3?ð b?M?$U‡� U‡¼tL3ð s‡¹«

Æb?$«Áb?ý qOJAð œU¹“ X�ËUI� UÐ Ë rJ×� —UO3Ð v0$ ÈU¼tÇ—UÄ

œ«b?F?ð Æb?$«Áb?ý œËb?$« Áe?O?$U~SË ÈuÇuzU� “« Ê¬ ÈU¼t¹ô vN²M�

 U??¼t??L?3?ð s?¹« ÈU ¼t?¹ô≤¨≥¨¥¨µ¨∂¨∑¨∏ U??¹ πU??Ð Ë Áœu?Ð œb?Ž 

Æb$uýv� t²šUÝ ‰Ë«b²� ÈU¼÷dŽ

∫U?¹«e� ‡‡Æb?$u?ýv?� t²šUÝ œUFÐ« tOK� X×ð U¼tL3ð s¹« 

XÐuÞ— XOF{Ë UÐ U¼Ê¬ ‰uÞ Ë b$—«œ X�ËUI� XÐuÞ— qÐUI� —œ

ÈU?¼ÁU?~?²?Ýœ t?SU?I?$ t?L3ð Ê«uMŽtÐ U¼tL3ð s¹« “« ÆbM�vL$ dOOGð

Æœuýv� ÁœUH²Ý« vJO$UJ� qI$ Ë qLŠ

∫V¹UF� ‡‡ Æb$—«b$ X�ËUI� sžË— dŁ« Ë  —«dŠ qÐUI� —œ

ÈeK+ ÈU¼tL�ð ‡‡ ‡¼

Áb?O?A?� Ë Áœ«œ »¬ Èœôu? —«u$ bMÇ U¹ p¹ “« tL3ð s¹«

Æ©XÝ« vÐuš ‰U¦� œ—u� s¹« —œ È«tL3ð Á—«® b$«Ábý qOJAð Ábý

∫U¹«e� ‡‡g¹«e?« XÐuÞ— Ë  —«dŠ qÐUI� —œ U¼tL3ð s¹« 

U?ML{ ÆbMM�vL$ «bOÄ ‰uÞÎs?O?MâL¼ ÆXÝ« r� eO$ U¼Ê¬ ÈdOÖUł 

 ∫b?M?M � q?L?×?ð b?M?$«u?ðv� «— œU¹“ ÈU¼XŽdÝ U¼tL3ð s¹«∂∞Uð 

±∞∞ÆtO$UŁ —œ d²� 

∫V?¹U?F?� ‡‡Ë q?J?A?� t?L?3?ð Ÿu?$ s?¹« —œ U¼—«u$ ‰UBð« 

UÐ ÈU¼tL3ð  ŒdÇ U¹ tJK? “« ÁœUH²Ý«  U¼tL3ð s¹« ÆXÝ« ”U3Š

ÆbMM�v� »U−¹« ¯—eÐ dDN

v�uK¹U� ÈU¼tL�ð ‡‡ Ë

«dOš« U¼tL3ð s¹«ÎÂËUI� ÊuK¹U$ tN—Ë p¹ “« Ë Ábý ‰Ë«b²� 

—«dN ©vÖbM³3Ç Ë ÈdOÖ—œ È«dÐ® v�dÇ „“U$ t¹ô Ëœ sOÐ—œ t�

Æb$uýv� qOJAð XÝ« t²?dÖ
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r¼œ t�Kł

r¼œ t�Kł ÈbMÐÊU�“ t�U�dÐ

±  t�œuý t²Ý«uš Ê«“u�¬g$«œ “« »UOž Ë —uCŠ Ë VSUD� „—œ È«dÐ ”ö� Êœd� ÁœU�¬ “« bFÐµ

ÆbM¹U/ ÁœU�¬ vMOÐ“UÐ XNł «— œuš nOSUJð 

≤ÆbM¹U/ qŠ «— U¼s¹d9 t� œuý t²Ý«uš U¼Ê¬ “« ¨nOSUJð vMOÐ“UÐ “« bFÐ≥µ

≥ ÁbM¹U/¨U¼s¹d9 ÊU¹UÄ—œË Ábý vÝ—dÐ ÁUÖ—U�—œœułu� ÈU¼ÁU~²Ýœ tL3ð ‰uÞ tÐ ◊uÐd� oOI%≤∞

ÆbM¼œ tz«—« «— tÞuÐd� —U� ”ö� —œ ÁËdÖ d¼

¥Æœuý ÂU$« ‰UI²$« X³3$ Ë tL3ð ŒdÇ —Ëœ œ«bFð t³ÝU×� tÐ ◊uÐd� f¹—bð≥∞

 t×H� ÈU¼s¹dLð qŠ t×H� ÈU¼s¹dLð qŠ≥∑≥∑ Ë   Ë  ≥∏≥∏

 s¹dLð qŠ±∫

d1 =12cm     d2 = 25cm      A = 60cm

    
α = Arcsin

R − r
A

= Arcsin
12 / 5 − 6

60
= 6 / 2

o

  
MN = A2 − (R − r)2 =

  
60

2 − (12 / 5 − 6)2 = 59 / 6cm

L = 2MN + Dπ (180+2α )
360

+ dπ (180 − 2α )
360

L = 2(59 / 6) + (25)(3 /14)(180+12 / 4)
360

+

dπ (180 − 12 / 4)
360

  L =178 / 7cm

s¹dLð qŠ≤∫

    
α = Arc cos

R + r
A

= Arc cos
12 / 5 +6

60
= 72 /04

o

  
MN = A2 − (R + r)2 =

  
60

2 − (18 / 5)2 = 57 /07cm

  

L1 = 2MN + (D + d)(360 − 2α )( π )
360

  
L1 = 2(57 /07) +

  

(25 +12)(360 − 144 /08)(3 /14)
360

=183 / 8

  
L = L1 + L2 =183 / 8 +10=193 / 8cm

 s¹dLð qŠ≥∫

DM =16 − 2(1) =14cm

dm = 8 − 2(1) = 6cm

  
MN = A2 − (R − r)2 =

  
65

2 − (7 − 3)2 = 64 / 87cm

L = 2(MN) + Dπ (180+2α )
360

+ dπ (180 − 2α )
360

L = 2(64 / 87) +14(3 /14)(180+ 7)
360

+

  

(6)(3 /14)(180 − 7)
360

=161/ 6cm

 s¹dLð qŠ¥∫

d1 =10cm     A = 50cm

DM =15 − 2(0/ 8) =13 / 4cm

d2 =15cm     C = 8mm

dM =10 − 2(0/ 8) = 8 / 4cm

α = Arc cos
R + r

A
=

Arc cos
6 / 7 + 4 / 2

50
= 77 / 4

o

  
MN = A2 − (R + r)2 =

  
50

2 − (6 / 7 + 4 / 2)2 = 48 / 79cm

L = 2MN + (D + d)( π )(360 − 2α )
360

= 2(48 / 79) +

α = Arcsin
R − r

A
= Arcsin

7 − 3

65
= 3 / 5cm



¥¥

(13 / 4+ 8 / 4)(3 /14)(360 − 154 / 8)
360

  L =136 / 59cm

 s¹dLð qŠµ∫

                                   d1 = 8cm  ,d2 =16cm,

A = 40cm  ,  L2 = 6cm

    
α = Arcsin

R − r
A

= Arcsin
8 − 4

40
= 5 / 73

o

  
MN = A2 − (R − r)2 =

  
40

2 − (8 − 4)2 = 39 / 8cm

  

L1 = 2(MN) + Dπ (180+2α )
360

+

  

dπ (180 − 2α )
360

= 2(39 / 8) +

  

16(3 /14)(180+11/ 46)
360

+

  

8(3 /14)(180 − 11/ 46)
360

  
L1 =118cm

  
L = L1 + L2 =118 +6 =124cm

tL�ð ŒdÇ —Ëœ œ«bFð t³ÝU×�

X�dŠ vŽu$ È«—«œ XÝ« sýË— È—uðu�Ëd²JS« t� v�U~M¼

œu?Ð b?¼«uš v$«—Ëœ XŽdÝ p¹ È«—«œ sOMâL¼ Ë XÝ« v$«—Ëœ

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ v$«—Ëœ XŽdÝ s¹« t�

  
V1 = d1. π .n1

q?I?²?M?�  r ¼ Èd?~?¹œ Œd?Ç tÐ X�dŠ s¹« tL3ð p¹ jÝuð dÖ« Ë

Œd?Ç v?$«—Ëœ X?Žd?Ý U?Ð d?Ð«d?Ð v?²ŽdÝ È«—«œ r¼ ŒdÇ Ê¬ ¨œuý

«— Œd?Ç Ê¬ X?Žd?Ý Ê«u?ðv?� t � œu?Ð b ¼«u?š —uðu�Ëd²JS« tL3ð

  —u?�tÐ
  
V2 = d2. π .n2Ëœ d?¼ X?Žd?Ý ÊuÇ Ë œuL$ t³ÝU×� 

∫Xý«œ rO¼«uš s¹«dÐUMÐ býUÐv� ÊU3J¹ ŒdÇ

  
V1 = V2 ⇒ d1. π .n1 = d2. π .n1 ⇒

  

⇒ n1

n2

= d2

d1

  U¹ Ë 
  
d1π 1 = d2 π 2

bM¼«uš dÐ«dÐ d~¹bJ¹ UÐ U¼ŒdÇ dDN —œ —Ëœ œ«bFð »d{q�UŠ fÄ

 U¼dDN X³3$ fJŽ UÐ U¼—Ëœ œ«bFð X³3$ UÐ Ë œuÐÆbýUÐv� ÊU3J¹

∫fÄ rO�U$v� ‰UI²$« X³3$ «— U¼X³3$ s¹« t²³S« t�

  

i = n1

n2

= d2

d1

 ‰UI²$« X³3$ dÖ« ‡‡  i < 1vMF¹ Áb$uý bMð «— X�dŠ ¨býUÐ 

ÆbýUÐv� —uðu�Ëd²JS« —Ëœ œ«bFð “« gOÐ sOýU� —Ëœ œ«bFð

 ‰UI²$« X³3$ dÖ« ‡‡  i > 1vMF¹ Áb$uý bM� «— X�dŠ ̈ býUÐ 

ÆbýUÐv� —uðu�Ëd²JS« —Ëœ œ«bFð “« d²L� sOýU� —Ëœ œ«bFð

 ‰U?I?²?$« X?³?3?$ d?‡Ö« ‡‡  i =1Ë s?O?ýU?� —Ëœ œ«b?F?ð ¨býUÐ 

ÆœuÐ b¼«uš ÊU3J¹ —uðu�Ëd²JS«

∫‰U¦� dÖ« 

  

i = 2

3
—uðu�Ëd²JS« —Ëœ œ«bFð t� s¹« vMF¹ ̈ býUÐ 

  

2

3
 XÝ« dÐ«dÐ ‰UI²$« X³3$ t� s¹« t�öš býUÐ sOýU� —Ëœ œ«bFð

 ∫fÄ sOýU� —Ëœ œ«bFð tÐ —uðu�Ëd²JS« —Ëœ œ«bFð X³3$ UÐi = ne

nm

X�d?Š ‰U?I?²?$« È«d?Ð t?L?3ð Ë ŒdÇ s¹bMÇ “« t� v¹U¼sOýU� —œ

∫b¹¬v� XÝœtÐ d¹“ Õdý tÐ ‰UI²$« X³3$ œuýv� ÁœUH²Ý«

 tL3ð sOSË« vMF¹ ÂËœ Ë ‰Ë« ŒdÇ —œ

  

i1 = n1

n2

ŒdÇ —œ Ë 

 tL3ð sO�Ëœ vMF¹ ¨Â—UNÇ Ë ÂuÝ

  

i2 = n
3

n4

Ë ÂËœ ŒdÇ ÊuÇ Ë 

 vMF¹ b$«t²?dÖ —«dN —u×� p¹ ÈË— Ëœ d¼ ÂuÝ

  

n
3

n2

=1o³Þ Ë 

∫Xý«œ rO¼«uš n¹dFð

  

i = ne

nm
⇒ n1

n4

× n
3

n2

⇒ n1

n2

× n
3

n4

⇒ i = i1 × i2

∫d~¹œ ·dÞ “«

  

i = i1 × i2 = d2

d1

× d4

d
3

⇒ i = d2 × d4

d1 × d
3

∫Xýu$ Ê«uðv� œuý d²AOÐ U¼ŒdÇ œ«bFð dÖ« VOðdðsOL¼ tÐ

i = d2 × d4 × d
6

×  L
d1 × d

3
× d5 ×  L

 t$uL$ ‰U¦�± Ë ≤ t×H� ≥πÆœuý qŠ 

ÕdD� «— œuš  ô«RÝ œuý t²Ý«uš Ê«“u�¬g$«œ “«  ‡‡

ÆbM¹UL$

 U?×?H?� ÈU ¼s?¹d?L?ð ÁbM¹¬ t3Kł È«dÐ t� œuý ÂöŽ« ‡‡

¥∞ Ë¥±ÆbM¹UL$ qŠ «— 
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