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این​ در  و  داد  ادامه  را  مشتقات  از  مشتق​گیری  می​توان  دارد،  وجود  مشتق​پذیری  که  آنجا  تا 
صورت، مشتق​های مرتبه​های بالاتر تابع y = f (x) را به​صورت زیر نسبت به x نشان می​دهیم: 

 [ ] x
dy dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

′ ′  	:f مشتق اوّل

[ ] x
d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

′′ ′′
2 2

2
2 2  	:f مشتق دوم

[ ]( ) ( )
x

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

3 3
3 3 3

3 3
 	:f مشتق سوم

                    .             .               .                    .           .                                                                          .             .               .                    .           .                                                                            .             .               .                    .           .                                                     

 [ ]
n n

(n) (n) n
xn n

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

 	:f ام n مشتق
�  مثال : اگر f (x) یک چندجمله​ای درجهٔ n باشد، یعنی 

f (x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn 	
که در آن a0 , a1, ..., an-1, an ثابت هستند، (an ≠ 0) مشتق n ام، f (x) را حساب کنید. 

حل : چون تابع چندجمله​ای درجه n، از هر مرتبه مشتق​پذیر است بنابراین:
f ′(x) = a1 + 2a2x+3a3x2 + 4a4x3 + ... + nanxn-1 	
f ′′ (x) = 2a2 + 6a3x + 12a4x2 + ... + n(n-1)anxn-2 	
f (3)(x) = 6a3 + 24a4x + ... + n(n-1)(n-2)anxn-3 	  .  .  .
f (n)(x) = n(n-1)(n-2) × ... * 2 * 1 * an = n!an 	

f (k) (x) = ٠ ، k > n و برای هر

تمرین در کلاس 

مشتق چهارم تابع f (x) = (x2 + 1)(x2 + 2) (x2 +3) را در ١ = x حساب کنید. 

�  مثال : مشتق​پذیری تابع |f (x) = |x و مشتق​های مراتب بالاتر آن را روی R بررسی کنید. 
xحل : می​دانیم  , x

f (x)
x , x
− <

=  ≥

0

0 	
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x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x− −−

→ →

− −′ = = = −
−0 0

0
0 1

0
چون 	

x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x+ ++

→ →

−′ = = =
−0 0

0
0 1

0 	
بنابراین تابع f در ٠ = x مشتق​پذیر نیست و 

, x
f (x) , x

, x

− <
′ = =
 >

1 0

0

1 0 	
  تعریف نشده
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0
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, x
f (x)

, x
<′′ =  >

0 0

0 0 	
تابع ′′​​ f در ٠ = x تعریف نشده است. 

f ′′ (x) = 0   ,   x ≠ 0 و یا 	
f (n) (x) = 0 , x ≠ 0 	 n ≤ و برای هر ٣

تمرین در کلاس 

 f (x) = |x2 - 4| فرض کنید
الف( مشتق​پذیری تابع f را در ٢ و ٢- = x بررسی نمایید. 

ب( ضابطه تابع مشتق و نمودار آن را رسم کنید. 
پ( با تعیین ضابطه توابع ′′​​ f و f (3)، ضابطهٔ مشتق n ام تابع f را به​دست آورید. 
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برای یافتن مشتق تابع​های قطعه قطعه تعریف شده )نظیر تابع قدرمطلق و تابع جزء صحیح( قضیه 
زیر بسیار مؤثر است و حل مسأله را ساده​تر می​کند. 

� قضیه   ٣  :
 
x x
lim f (x)

−→
′

0

الف( اگر f روی بازه [a, x0) پیوسته و روی بازهٔ باز (a, x0) مشتق​پذیر بوده و 
وجود داشته باشد، آنگاه: 

x x
f (x ) lim f (x)

−−
→

′ ′=
0

0
	

 وجود 
x x
lim f (x)

+→
′

0

ب( اگر f روی بازه (x0, b] پیوسته و روی بازهٔ باز (x0, b) مشتق​پذیر بوده و 
داشته باشد، آنگاه: 

x x
f (x ) lim f (x)

++
→

′ ′=
0

0
	

�  مثال : مشتق چپ و مشتق راست تابع |f (x) = |x -1| + 2 |x -2 را در ١ = x حساب کنید. 
f (x) = -3x + 5، (0, 1] از بازه x پیوسته است و برای هر IR روی f حل : تابع

f ′(x) = -3، (0,1) از بازه x پس برای هر
f (x) = -x + 3، [1, 2) از بازه x همچنین برای هر

f ′(x) = -1، (1, 2) از بازه x پس برای هر

x
f ( ) lim f (x)

−−
→

′ ′= = −
1

1 3 بنابراین 
x

f ( ) lim f (x)
++

→
′ ′= = −

1
1 1

	
در نتیجه تابع در ١ = x مشتق​پذیر نیست. 

تمرین در کلاس
 

مشتق چپ و مشتق راست تابع f با ضابطه f (x) = x[x3 + 3] را در نقطهٔ ٠ = x را در صورت 
وجود به​دست آورید )] [ نماد جزء صحیح است(.
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، مقدارهای f (1) و f ′(1) را 
h

f ( h)lim
h→

+ =
0

1
3 ١ــ فرض کنید تابع f در x = 1 مشتق​پذیر و 

به​دست آورید. 
 را بیابید. 

h

f ( h)lim
h−→

+ −
0

1 1 ، حاصل  x , | x |
f (x)

x , | x |

 ≥= 
− <

3

2

1

2 1 1
٢ــ فرض کنید 

 x = π را در نقطه f مشتق چپ و مشتق راست تابع ، xf (x) sin x cos =   2
٣ــ فرض کنید 

حساب کنید. 
٤ــ الف( ثابت کنید: اگر f در a مشتق​پذیر باشد، حد زیر موجود و برابر با f ′(a) است

 
h

f (a h) f (a h)lim f (a)
h→

+ − − ′=
0 2 	

 a ٔب( نشان دهید که اگر حد در قسمت الف وجود داشته باشد، لزومی ندارد که تابع در نقطه
مشتق​پذیر باشد. 

5ــ نمودار هریک از تابع​های قسمت​های )الف( تا )ت( را به نمودار مشتقش در قسمت​های )١( 
تا )٤( متناظر کنید و ضمناً دلیل انتخاب خود را بیان کنید. 

مسا ئل

x

y

0x

y

0

x

y

0
x

y

0

ب(الف(

ت(پ(
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، حاصل عبارت y2 + 2y′y (1 + x) را به​دست آورید.  xy
x

=
+1

٦ــ فرض کنید 

7ــ جسمی به انتهای فنری آویزان است، آن را به اندازه ٥ سانتی​
متر پایین کشیده و در لحظه ٠ = t رهایش می​کنیم )مطابق شکل رسم شده 
​جهت روبه​پایین، جهت مثبت است( موقعیت این جسم در زمان t از رابطه
 y = f (t) = 5cost به​دست می​آید. سرعت و شتاب این جسم را در زمان 
تحلیل  را  آمده حرکت جسم  به​دست  نتایج  به کمک  کنید و سپس  پیدا   t

کنید. 

 را به دست آورید. 
h

f ( h) f ( )lim
h→

′ ′+ −
0

1 1 ٨ــ فرض کنید f (x) x6 - 2x4 - x + 1، حاصل 

x

y

0

x

y

0

x

y

0

0
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)٤(٣

y
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، f ′(x) را حساب کنید.  xf (x) sgn(x x )
x
+= − +21

1 ٩ــ اگر 
 f ′′(1) = 4 و f ′(1) = 3 و f (1) = 2 را چنان انتخاب کنید که f ١٠ــ ضابطه تابع درجه دوّم

باشد. 
١١ــ نقطه​ای روی نمودار تابع y = x2 + x پیدا کنید که در آن نقطه، خط مماس بر منحنی تابع، 

موازی قاطعی باشد که دو نقطه با طول​های ١ = x و ٣ = x واقع بر منحنی تابع را به​هم وصل کند. 
به​دست   ( , )π

4
6

نقطه  در  را   sin xf (x)
sin x

+= 1 2 تابع  منحنی  بر  مماس  خط  معادله  ١٢ــ 
آورید. 

 x = در نقطه ١ x , x
f (x)

ax bx c , a

 <= 
+ + ≥

3

2

1

1
١٣ــ به ازای چه مقادیری از b، a و c تابع 

مشتق مرتبه دوّم دارد؟ 
14ــ الف( با محاسبه مشتق اوّل و دوم و سوم تابع f (x) = sinx، مشتق nام تابع f را حدس 

بزنید و سپس درستی حدس خود را به استقراء ثابت کنید. 
ب( با استفاده از قسمت الف، دستور مشتق n ام تابع f (x) = cosx را به​دست آورید. 

3ـ ​٨ـ قاعدۀ زنجیری 
 f (x) x= +4 x و x4 + 1 را بیابیم ولی هنوز نمی​توانیم مشتق1 با وجود اینکه می​توانیم مشتق 

را حساب کنیم. 
 u = g(x) = x4 + 1 و y f (u) u= = توجه کنید که f تابعی ترکیبی است که اگر فرض کنیم

می​توانیم بنویسیم:
y = f (x) = f (g(x)) 	

 f = fog یعنی
قاعدهٔ محاسبه مشتق تابع​های f و g را می​دانیم، در نتیجه دانستن قاعده​ای که براساس آن بدانیم 
چگونه مشتق f = fog را برحسب مشتق​های f و g پیدا کنیم، بسیار با اهمیت است. و این قاعده را 

قاعدۀ زنجیری می​نامند. 
 f (u)

u
= 1 y برابر است با تابع مرکب y = f (g(x))، که در آن 

x
=

+2

1

1
اکنون فرض کنید تابع 

هستند. f (u)
u
−′ =

2

1  ،g′(x) = 2x و این توابع دارای مشتق​های u = g(x) = x2 + 1 و
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 بنابر قاعدهٔ خارج قسمت )که حالت خاصی از قاعدهٔ زنجیری است( 
d d xf (g(x)) ( ) ( x) f (g(x))g (x)
dx dx x (x ) (x )

− − ′ ′= = = =
+ + +2 2 2 2 2

1 2 1
2

1 1 1 	
این مثال می​گوید مشتق تابع مرکب y = f (g(x)) برابر است با مشتق f به ازای g(x)، ضرب در 

مشتق g به ازای x، این همان قاعدۀ زنجیری است. 
d f (g(x)) f (g(x))g (x)
dx

′ ′=
	

طرح این مثال ایده​ای است برای بیان قضیه مشتق تابع مرکب )و یا قاعده زنجیری( 
� قضیه   ١: قاعده زنجیری: اگر تابع g در نقطهٔ x و تابع f در نقطهٔ g(x) مشتق پذیر باشند، آنگاه 

 (fog)′(x) = f ′(g(x)) g′ (x) مشتق​پذیر است و x در نقطه fog تابع مرکب
با استفاده از نمادگذاری لایبنیتس، اگر y = f (u)، که در آن u = g(x) آنگاه y = f (g(x)) و 

dy
du

آهنگ تغییر y نسبت به u عبارت است از 
du
dx

آهنگ تغییر u نسبت به x عبارت است از 

dy یعنی  du
du dx

× بنابراین، آهنگ تغییر y = f (u) = f (g(x)) نسبت به x عبارت است از 

dy dy du ( )
dx du dx

= × 1
	

dy در u = g(x) محاسبه شده است. 
du

که 
به​نظر می​رسد که برای رسیدن به رابطه )١(، نماد du را از صورت و مخرج حذف کرده​ایم، ولی 
dy معرف خارج قسمت دو کمیت نیست، بلکه کل آن معرف کمیت 

du
این کار معنی​داری نیست زیرا 

واحدی به نام مشتق y نسبت به u است. 
بیان یک مثال فیزیکی از مشتق تابع مرکب: در شکل صفحه بعد مجموعه​ای از چرخ 
دنده​ها را می​بینید که چرخ​دندهٔ دوم و سوم روی محور واحدی قرار دارند. وقتی محور اول می​چرخد، 
محور دوّم را حرکت می​دهد، و این محور خود محور سوم )چرخ دنده ٤( را حرکت خواهد داد. فرض 
dy را 

dx
du و 

dx
dy و 

du
کنیم u ، y و  x تعداد دوران های محورهای اوّل، دوم، و سوم در دقیقه باشند. 

dy dy du
dx du dx

= × یافته و نشان دهید 
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محور ١: y دوران در دقیقه 
محور ٢: u دوران در دقیقه 
محور x :3 دوران در دقیقه 

حل. چون محیط چرخ دندهٔ دوم ٣ برابر 
محیط چرخ دندهٔ اول است )r2 = 3r1 شعاع(، 
چرخ دندهٔ اول باید ٣ دور بچرخد تا چرخ​دندهٔ 
چرخ​دندهٔ  همچنین  نماید.  دوران  یک​بار  دوم 
چهارم  چرخ​دندهٔ  تا  بچرخد  دور   ٢ باید  دوم 

 du
dx

= 2 dy و 
du

= 3 یک بار دوران نماید و داریم 

با ادغام این دو نتیجه معلوم می​شود که محور اوّل باید ٦ دور بچرخد تا محور سوم )چرخ دندهٔ ٤( 
dyیک بار دوران نماید. در نتیجه  dy du( )( ) ( )( )

dx du dx
= = =3 2 6

	
به عبارت دیگر، میزان تغییر y نسبت به x حاصلضرب میزان تغییر y نسبت به u در میزان تغییر 

u نسبت به x است. 
f را با استفاده از قاعدهٔ زنجیری پیدا کنید.  (x) x= +4 1 �  مثال : مشتق تابع 

f (x) = (fog)(x) = f (g(x)) می​نویسیم که در آن  f را به شکل  حل اوّل : ابتدا ضابطه 
f و g′(x) = 4x3 پس بنابر قضیه ٤  (u)

u
′ = 1

2
f چون  (u) u= u = g(x) = x4 + 1 و

xf (x) f (g(x)) g (x) x
x x

′ ′ ′= × = × =
+ +

3
3

4 4

1 2
4

2 1 1 	
، آنگاه  y u= حل دوم : با استفاده از تساوی )١( اگر فرض کنیم u = x4 + 1 و 

 f ′(x) یا
 
dy dy du xx x
dx du dx u x x

= × = × = × =
+ +

3
3 3

4 4

1 1 2
4 4

2 2 1 1 	
	

تمرین در کلاس
 

nd را به​دست آورید.  (u )
dx

اگر n عدد حقیقی باشد و تابع u = g(x) مشتق​پذیر، آن وقت 

12

13

چرخ دنده ١

ده٢
خ دن

چر
چرخ دنده٤

ه٣
دند

رخ 
چ محور ١

محور ٢
محور3
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nd موردنظر است قاعدهٔ مهم زیر به​دست می​آید  (u )
dx

یادداشت: از فعالیت بالا که محاسبه 
و آن را قاعدهٔ توانی کلی می​نامیم. 

n n nd du(u ) nu nu u
dx dx

− − ′= =1 1

	
�  مثال : از توابع زیر مشتق بگیرید. 

 y = cos3(x) )ب                                    y = sin(x3) )الف
حل :

dyالف( فرض کنید u = x3 و y = sinu پس بنابر قاعده زنجیری  dy du
dx du dx

= ×
	

dyدر نتیجه  (cosu) x x cos x
dx

= × =2 2 33 3
	

ب( فرض کنید u = cosx و y = u3، پس بنابر قاعده توانی کلی 
dy u u cos x( sin x) sin x cos x
dx

′= = − = −2 2 23 3 3
	

تمرین در کلاس

فرض کنید u = g(x) تابعی مشتق​پذیر باشد. 
الف( مشتق تابع​های y = sinu و y = cosu را بیابید. 

ب( مشتق تابع​های y = tanu و y = cotu )با شرط اینکه tan و cot در u مشتق​پذیرند( را بیابید. 

3ـ٩ـ مشتق​گیری ضمنی 
اکثر توابعی که با آنها سروکار داریم، دارای معادله​ای هستند که y )مقدار تابع( را به​طور صریح 

برحسب متغیر x بیان می​کند مثلاً 
y sin x , y x x= = +2 1 	

 y = f (x) ،یا در حالت کلی
اما بعضی اوقات به معادلاتی نظیر x3 + y3 = 6xy، x2 + y2 - 4 = 0 برمی​خوریم که y را به طور 
صریح برحسب متغیر x به دست نمی​دهند. البته در برخی موارد می​توان چنین معادله​هایی را حل کرد 
تا y را به​طور صریح برحسب x به​دست آورد مثلاً در معادله x2 + y2 = 4 )معادله دایره​ای به مرکز مبدأ 
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 ،x2 + y2 - 4 = 0 در نتیجه y x= ± − 24 مختصات و به شعاع ٢ = R( جواب​های y می​شوند 
g(x) می​باشد.  x= − − 24 f و  (x) x= − 24 معادله ضمنی تابع های 

نمودارهای f و y نیم​دایره​های بالایی و پایینی دایرهٔ x2 + y2 = 4 هستند. )شکل زیر( 

2 20

y

x2 20

y

x2 20

y

x

g(x) x= − − 24                    پ(  y x= − 24 الف( x2 + y2 = 4                       ب( 
 y یافتن  برای   x3 + y3 = 6xy معادله  کردن  حل 
سیستم های  نیست )برای  ساده​ای  کار   x متغیر  برحسب 
امّا  نیست،  دشوار  کاری  چنین  کامپیوتری  جبری 
هرحال به  است(  پیچیده  خیلی  می​آید  به​دست  که  ​عبارتی 
 x3 + y3 = 6xy معادله یک منحنی است که آن را منحنی 

برگی دکارت می​نامند. )شکل روبه رو( 
تابع  می​توان چندین  دکارت  برگی  منحنی  این  از  و 
 x3 + y3 = 6xy تعریف کرد که معادله ضمنی آن توابع همان
است در شکل زیر سه تا از آن تابع​ها نشان داده شده​اند. 

x

y

0

x

y

0 x

y

0 x

y

0

 x3 + y3 = 6xy نمودار
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dy نیازی نداریم که y را برحسب متغیر x پیدا کنیم، 
dx

درخور توجه است که برای پیدا کردن 
 x به جای این​کار از مشتق​گیری ضمنی استفاده می​کنیم، برای این منظور از دوطرف معادله نسبت به
dyy را به​دست می​آوریم، با این فرض که همواره معادلهٔ داده 

dx
′ = مشتق می​گیریم و از معادلهٔ حاصل 

شده، y را به​طور ضمنی برحسب تابعی مشتق​پذیر از x تعریف می​کند. 
dy را بیابید. 

dx
 ،x2 + y2 = 4 مثال : الف( اگر  �

) بیابید.  , )1 3 ب( معادله مماس بر دایره x2 + y2 = 4 را در نقطه 
حل : از طرفین معادله x2 + y2 = 4 نسبت به x مشتق می​گیریم. 

d d(x y ) ( )
dx dx

+ =2 2 4
	

d d(x ) (y )
dx dx

+ =2 2 0 	
قابل توجه این که y = f (x) تابعی است مشتق​پذیر و بنابر قاعده »توانی کلی« در مشتق تابع مرکب 

dداریم:  (y ) yy
dx

′=2 2
	

٢x + 2yy′ = 0 بنابراین 	
اکنون از این معادله ′y را پیدا می​کنیم 

dy
dx

  یا   xy , (y )
y

−′ = ≠0 	
، مشتق تابع )نیم​دایره بالایی( برابر است با  ( , )1 3 ب( در نقطه 

dy
dx

−= = −1 3

33 شیب مماس   	
) می​شود  , )1 3 بنابراین معادله خط مماس بر دایره در نقطه 

y (x )− = − −3
3 1

3 یا	

y x= − +3 4 3

3 3 	 
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تمرین در کلاس 

dy را پیدا کنید. 
dx

 ، cos y y sin x= 2 الف( اگر 

d را در نقطه )١،١( پیدا کنید.  y
dx

2

2
 ،x + y4 + 1 = y + x2 + xy2 ب( اگر

) پیدا کنید.  , )4 8

3 3
پ( معادله خط مماس بر منحنی x3 + y3 = 6xy را در نقطه 

3ـ١٠ـ مشتق تابع وارون 
فرض کنید f تابعی یک به یک و مشتق​پذیر باشد. با یک رویکرد هندسی می​توانیم تابع مشتق پذیر 
​را تابعی بدانیم که نمودارش گوشه یا پیچ ندارد. در نتیجه نمودار f   -1 که قرینه نمودار f نسبت به خط

ندارد.  پیچ  یا  گوشه  است،   y = x  
به  نسبت   f  -١ که  داریم  انتظار  بنابراین 
ندارد.  پیچ  یا  گوشه  است،   y = x خط 
در  به​جز  نیز   f  -1 که  داریم  انتظار  بنابراین 
مشتق پذیر  قائم اند،  مماس ها  که  جاهایی 
یک  با  شهودی  به صورت  و  باشد. 
در  را   f  -1 مشتق  مقدار  هندسی  استدلال 
شکل  در  آورید  به​دست  شده  داده  نقطهٔ 
 f نمودار  روی   A (a, b) نقطه  )روبه رو( 
خط  به  نسبت   A قرینه   A′(b, a) نقطه  و 
می گیریم درنظر   f  -1 نمودار  روی   y = x​

 (f -1)′(b) = tanβ و f ′(a) = tanα 

شکل )٦( را درنظر گرفته و رابطهٔ بین f ′(a) و (b)′(f -1) را به​دست آورید. 

xT H

A



y

fM

A

f 1

2

1

یت
عال

ف
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نتیجه به​دست آمده در این فعالیت یک ایده​ای است برای بیان قضیه بعدی. 
� قضیه   : فرض کنید I یک بازه و f: I →IR تابعی باشد که در نقاط درونی بازه I مشتق پذیر و 
مشتق آن همه​جا مثبت یا همه​جا منفی است. در این صورت تابع f -1 )وارون f( نیز در همهٔ نقاط درونی 

 b = f (a) که b مانند f -1 دامنه​اش مشتق​پذیر است و به ازای هر نقطهٔ درونی از دامنه
(f ) (b)

f (a)
− ′ =

′
1 1 	

بر  مماس  خط  یعنی   f ′(a) = 0 اگر  یادداشت: 
نمودار f افقی باشد و به معادله y = b، آن وقت خط مماس 
در نقطه b از نمودار f -1 خطی است عمود بر محور x و 
به معادله x = b و در این صورت تابع f -1 در نقطه b مشتق 

ندارد. )شکل روبه رو را ببینید( 

�  مثال : فرض کنید f (x) = 2x3 + 3x2 + 6x + 1 مقدار (1) ′(f -1) را در صورت وجود پیدا 
کنید. 

از پس   b  =  ١ و  است )چرا؟(  مثبت  همه​جا  آن  مشتق  و  مشتق​پذیر  همواره   f تابع    : حل 
 a = یعنی ٠ x = 2 = 1 نتیجه می​شود فقط ٠x3 + 3x2 + 6x + 1 

f ′(x) = 6x2 + 6x + 6 = f ′(0) = 6 	
f)بنابراین  ) ( )

f (e)
− ′ = =

′
1 1 1

1
6 	

تمرین در کلاس
 

g(x) اگر f (1) = 2 و 
f (x)−=

1

1 ١ــ فرض کنید f -1 تابع وارون تابع مشتق​پذیر f باشد و 
g′ (2)، f را بیابید.  ( )′ = 1

1
8

D درنظر بگیرید. مشتق تابع f -1 = sin-1 را به  ,π π = −  2 2
٢ــ تابع f (x) = sinx را با دامنه 

xb

b

0 H
A

y

f
A

f 1

a

a
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ازای هر x، عضو بازهٔ باز )١،١-( بیابید. 
٣ـ١١ـ مشتق توابع نمایی و لگاریتمی طبیعی 

به​نظر منطقی است که  افزایش می​یابد  با آهنگ یکنواخت ١٤درصد در سال  وقتی سرمایه​ای 
انتظار داشته باشیم آهنگ رشد آن در هر لحظه با مقدار سرمایه در آن لحظه متناسب باشد و یا وقتی 
جمعیت یک جامعه با آهنگ یکنواخت ٣ درصد در سال افزایش می​یابد، آهنگ رشد جمعیت متناسب 

با جمعیت است. اینها نمونه​هایی از پدیده​ای موسوم به رشد نمایی می​باشند. 
همانند رشد نمایی، می​توان صحبت از زوال نمایی کرد مثلاً مقدار اورانیم رادیواکتیو U235 با 
آهنگی متناسب با مقدار موجود U235 زوال می​یابد. زوال اورانیم )یا به​طور کلی عنصرهای رادیواکتیو( 

نمونه​ای از پدیده​ای به نام زوال​نمایی است. 
اکثر مسائل رشد نمایی و زوال​نمایی به مدل ریاضی f (x) = ex می​انجامد که برخی از خواص این 

تابع را پیش از این به وسیله مفهوم حد و پیوستگی بررسی کرده​ایم. 
اکنون می​خواهیم آهنگ تغییر تابع نمایی طبیعی f (x) = ex را بررسی کنیم و قاعده​ای برای مشتق 

این تابع بیابیم. 
مشتق تابع نمایی طبیعی: مشتق تابع f (x) = ex را با استفاده از تعریف مشتق پیدا می​کنیم 

	x h x h
x

h h h

f (x h) f (x) e e ef (x) lim lim lime
h h h

+

→ → →

+ − − −′ = = = ×
0 0 0

1

	
عامل ex به h بستگی ندارد، بنابراین می​توانیم آن را به پیش از حد ببریم: 

h
x

h

ef (x) e lim ( )
h→

−′ =
0

1
1

	
از تعریف e )عدد نِپِر( داریم: 

h
h
lim( h) e

→
+ =

1

0
1

	
h( h) e+ ≈
1

1 از این رابطه و مفهوم حد نتیجه می​شود 	
h hh(( h) ) e+ ≈

1

1 و این رابطه ایجاب می​کند که 	
h( h) e+ ≈1 و یا 	

xاین مقدار را در رابطه )١( جایگزین می​کنیم  h x x
h

f (x) e lime e e
→

′ = = × =
0

1
	

بنابراین                                              مشتق تابع نمایی طبیعی
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	                                                 x xd (e ) e
dx

=

طبیعی نمایی  تابع  مشتق  تابع  نتیجه  ​در 
بیان هندسی شیب  با  و  می​باشد  f (x) = ex خودش   

m    1 

x

y

A

0

1

x(x,e )

xm e

xy    e

خط مماس بر منحنی y = ex در هر نقطه برابر با مختص y همان نقطه است. )شکل روبه رو را ببینید( 
x خط ٠ = y مجانب افقی y = ex است. 

x
lim e
→+∞

= +∞ x و 
x
lim e
→−∞

=0 یادداشت: 
�  مثال : فرض کنید u = g(x) تابعی مشتق​پذیر باشد، مشتق تابع y = eu را بیابید. 

حل : با فرض u = g(x) و f (x) = ex و eu = (x)(fog)، بنابر قاعده زنجیری داریم: 
(fog)′(x) = f ′(g(x)) g′(x) 	

چون f ′(x) = ex پس f ′(u) = eu، بنابراین 
u ud (e ) u e

dx
′=

	
تمرین در کلاس 

معادلهٔ خط مماس بر منحنی y = e2xcosπx را در نقطهٔ )٠،١( پیدا کنید. 

 y′′ + 6y′ + 8y = 0 در معادلهٔ دیفرانسیل y = eλx را پیدا کنید که به ازای آنها λ مثال : مقدارهایی از  �
صدق کند. 

)معادله​ای که رابطه​ای بین y و مشتقات اول یا بالاتر آن را بیان می​کند، یک معادله دیفرانسیل 
نامیده می​شود( .

y′ = λeλx حل : 	
y′′ = λ2eλx 	

با جایگزین کردن ′y و  ′′y در معادله دیفرانسیل داریم: 
λ2eλx + 6 λeλx + 8eλx = 0 	

نمودار

شیب
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eλx (λ2 + 6λ + 8) = 0 	
λ٢+ 6λ + 8 = 0 	 چون  eλx  ≠ 0، پس
   λ = -2,-4 	

y = e-2x و y = e-4x جواب​های معادله دیفرانسیل y′′ + 6y′ + 8y = 0 می​باشند. 
تابع لگاریتمی طبیعی: با توجه به ویژگی​های f (x) = ex، تابع f پیوسته و یک به یک است 

بنابراین تابع وارون f موجود است و تابعی است پیوسته و یک به یک. 
وارون تابع y = ex را می​توان به صورت x = ey نوشت )y تابع x، f تابع f -1 است و بالعکس( و 
در عبارت y، x = ey را لگاریتم x در پایهٔ e می​خوانیم و با نماد y = Lnx نشان می​دهیم و این تابع را 

تابع لگاریتمی طبیعی می​نامیم. 
 ،f تابع  وارون  تابع  نمودار  اینکه  به  توجه  با  و 
اوّل و سوم  نیمساز ربع  به  تابع f نسبت  قرینهٔ نمودار 
است، به سادگی می​توان نمودار تابع y = Lnx را، به 

کمک نمودار y = ex رسم کرد. )شکل روبه رو( 
دامنهٔ تابع y = Lnx ،(∞ + , 0) و برد آن R است 
 بنابراین 

xx
lim Lnx , lim Lnx

+ →+∞→
= −∞ = +∞

0
و 

خط ٠ = x مجانب قائم تابع y = Lnx است. 
مشتق تابع لگاریتمی طبیعی: تابع لگاریتم 

طبیعی y = Lnx را درنظر می​گیریم. می​دانیم که این تابع مشتق​پذیر است، زیرا وارون، تابع مشتق​پذیر 
y = ex است. 

فرض کنید y = Lnx ، در این​صورت x = ey اگر از طرفین معادله ey = x  نسبت به متغیر x به 
صورت ضمنی مشتق بگیریم، به​دست می​آید: 

y dye
dx

= =1
	

y
dy
dx xe

= =1 1

و یا 	

x

y
f

0

xy    e

e
y x

f 1

y Lnx
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d (Lnx) ( )
dx x

= 1
1

در نتیجه 	
تمرین در کلاس

 
فرض کنید u = g (x) > 0 تابعی مشتق​پذیر باشد، به کمک قاعده )١( و قاعدهٔ زنجیری ثابت 

dکنید:  u(Lnu)
dx u

′
=

	

�  مثال : اگر |f ′(x)، f (x) = Ln|x را پیدا کنید. 
حل : دامنه تابع IR - {0}، f است پس 

Lnx , x
f (x)

Ln( x) , x
>

=  − <

0

0 	

بنابراین
, x

xf (x)
( ) , x

x x

 >′ = 
 − = <−

1
0

1 1
1 0

	
f (x)

x
′ = 1  ، x ≠ در نتیجه به ازای هر ٠

dنتیجه مثال )٧( ارزش به​خاطرسپردن را دارد:  (Ln | x |)
dx x

= 1

	
تمرین در کلاس

 
١ــ اگر u = g(x) ≠ 0 تابع مشتق​پذیری باشد، به کمک نتیجه مثال ٧ و قاعده زنجیری نشان 

dدهید:  u(Ln | u |)
dx u

′
=

	
با استفاده از مشتق​گیری  xy لگاریتم طبیعی بگیرید و  x= ،x > 0 ٢ــ از دوطرف تساوی

dy را پیدا کنید. 
dx

ضمنی، 

در یک آزمون ریاضی مسأله​ای به شرح زیر مطرح شد. 
 .f (x) = Ln(Lnsinx) ٔبا ضابطه f مطلوب است مشتق تابع

اکثریت  که  شد  مشخص  آزمون  در  شرکت​کننده  دانش​آموزان  پاسخ​نامه  تصحیح  جریان  در 



حساب دیفرانسیل و انتگرال 166

دانش آموزان مسأله را به​صورت زیر حل کرده​اند. 
u(x) = Ln(sinx) ⇒ f (x) = Ln(u(x)) 	

u (x) cos xf (x) , u (x)
u(x) sin x
′′ ′= =

	cos x
cos xsin xf (x)

Ln(sin x) sin xLn(sin x)
′ = =

	
دسته​ای دیگر از دانش​آموزان که در اقلیت بودند راه حل گروه اول را انجام ندادند و به شیوه​ای 

کاملاً متفاوت با این مسأله برخورد کرده بودند و پاسخی متفاوت به این مسأله داده بودند. 

الف( راه حل گروه نخست دانش​آموزان را تجزیه و تحلیل کنید. 
ب( سعی کنید راه حل گروه دوم را حدس بزنید! 

پ( مستقل از این راه حل​ها و با تفکر و اندیشه خودتان این مسأله را بررسی و 
حل کنید. 

یت
عال

ف
مسا ئل

ت( چه نتایجی از بررسی و حل این مسأله می​توان گرفت؟ 
١ــ در هر مورد f ′(x) را پیدا کنید. 

 f (x) (x x )= + +3 2 21 ب(  	  xf (x)
x

=
+

4
2 1

الف( 

 f (x) sin x= 3 ت(  	 f (x) = sin(cosx) )پ
 f (x) tan x cot x= + ث( 

، را تعیین کنید که در آنها مماس بر منحنی  ( x )π π− < <
4 4

 ،y = tan(2x) 2ــ نقاطی از منحنی
با خط y = 4x موازی باشد. 

٣ــ ثابت کنید: 
الف( اگر تابع f زوج و مشتق​پذیر باشد آنگاه تابع مشتقش فرد است. 
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ب( اگر تابع f فرد و مشتق​پذیر باشد آنگاه تابع مشتقش زوج است. 
4ــ با فرض اینکه تابع f زوج و تابع g فرد و f ′(1) = 2و g′(1) = 3 ، مقدار (1-)′(f + g) را 

حساب کنید. 
٥ــ با فرض این که تابع  f: R → R در R مشتق​پذیر از مرتبه دوم باشد و به​ازای هر عدد حقیقی 

g(x) = f (2 - x2)، x و f ′(2) = 2 مقدار g′′(0) را حساب کنید. 
٦ــ اگر f تابعی چندجمله​ای از درجه n و تابع ′ fof از درجه ١٢ باشد مقدار n2 + 4n را حساب 

کنید. 

با  را   y = f (cotx) باضابطه  تابع  آنگاه مشتق   ،
h

f (x h) f (x)lim
h x→

+ − =
+ 20

1

1
اگر  ٧ــ 

−xπ حساب کنید.  < <0
2

شرط 
٨ــ معادله خط مماس بر منحنی y = sin(x°) در نقطه​ای با طول x = 45° را به​دست آورید. 

xπ رادیان است( 
180

 D نتیجه می​شود، x مساوی  R=
π180
)از رابطه 

9ــ با استفاده از استقرای ریاضی ثابت کنید، برای هر عدد صحیح مثبت n، تساوی​های زیر 
برقرارند: 

n
n

n
d nsin(ax) a sin(ax )
dx

π= +
2

الف( 

n
n

n
d ncos(ax) a cos(ax )
dx

π= +
2

ب( 

xf را در نقطه )٤،٢( به​دست  (x)
x

+=
−

2

1
١٠ــ معادله خط مماس بر نمودار تابع وارون، تابع 

آورید. 
مقدار  ، f (x) f (x)′ = + 29 و  است  مشتق​پذیر  و  وارون​پذیر   R در   f: R → R تابع  ​١١ــ 

 (4)′(f -1) را پیدا کنید. 
)A را بیابید و نشان دهید  , )3 3

2 2
١٢ــ معادله خط مماس بر نمودار x3 + y3 = 3xy در نقطه 

خط قائم بر منحنی در نقطه A از مبدأ مختصات می​گذرد. 
 b و a .قطع می​کند N و M را در نقاط x2 + y2 - xy -1 = 0 نمودار y = ax + b ١٣ــ خط

را چنان حساب کنید که مماس در نقاط M و N خط عمود بر محور x باشد. 
١٤ــ در هر مورد f ′(x) را پیدا کنید. 

 f (x) = Ln|x2 - 1| )ب 	 f (x) = etanx )الف
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 f (x) = Ln|cosx| )ت 	 f (x) = Ln|sinx| )پ

Lnxy را در نقطهٔ )١،٠( پیدا کنید. 
x

= ١٥ــ معادله خط مماس بر منحنی 

را   )x هر عدد حقیقی  ازای  ، )به  n
n

xf (x) lim ( )
n→+∞

= +1 با ضابطه   f تابع  دوم  مشتق  16ــ 
حساب کنید. 

١٧ــ در چه نقاطی نمودار f (x) = x2e-x2 دارای مماس افقی است. 
١٨ــ مشتق تابع وارون، تابع f با ضابطه: f (x) = 3x + Lnx را به​دست آورید. 

١٩ــ )مدلسازی یک بیماری همه​گیر( تعداد )y( افرادی که به یک ویروس بسیار مسری مبتلا 
 مدلسازی شده است که در آن t از لحظه بروز 

kt
Ly

Me−=
+1

شده​اند به وسیله منحنی تدارکاتی 
بیماری، برحسب ماه اندازه​گیری می​شود. 

یافت.  افزایش  نفر  به ١٠٠٠  تعداد  این  بعد،  ماه  یک  و  بود  نفر  مبتلایان ٢٠٠  تعداد  ابتدا  در 
سرانجام تعداد مبتلایان در عدد ١٠٠٠٠ ثابت ماند. پارامترهای L و M و K را تعیین کنید و مشخص 
کنید تعداد مبتلایان ٣ ماه بعد از بروز بیماری چند نفر هستند و آهنگ رشد در آن لحظه چقدر بوده 

است. 

3ـ١٢ـ مقدارهای اکسترمم سراسری و مسائل بهینه​سازی
با مسأله​ای روبرو می​شویم، تلاش می​کنیم بهترین راه حل را برای آن  اغلب در زندگی وقتی 

مسأله پیدا کنیم. 
برای مثال یک کشاورز می​خواهد ترکیبی از محصولات انتخاب کند که تا حدامکان تولیدش 
بیشترین سود را داشته باشد. و یا یک پزشک علاقمند است که کمترین مقدار دارو را در طول درمان 

یک بیمار معین تجویز کند. 
همچنین یک کارخانه​دار مایل است هزینه توزیع کالاهایش را به حداقل برساند. گاهی اوقات 
یک مسأله از این نوع را می​توان با نمادگذاری، رابطه​ای )به شکل معادله( به عنوان ضابطه تابعی از 
یک متغیر بیان کرد تا با استفاده از روش​های حسابان با ماکسیمم کردن یا مینیمم کردن مقدار تابع روی 

یک مجموعهٔ خاص ابزار لازم برای حل این مسأله فراهم شود. 
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به عنوان نمونه با طرح مسألهٔ ساختن یک جعبه درباز که در صنعت بسیار کاربرد دارد، شروع 
می​کنیم. 

xx

xx

x

x

x

x

40

75

x

x40 2

x75  2

�  مثال : می​خواهیم یک جعبهٔ درباز از یک قطعه مقوای ٧٥ × ٤٠ سانتی​متر بسازیم با این روش 
که مربع​هایی با اندازه مساوی از چهارگوشهٔ این مقوا برش می​زنیم و جدا می​کنیم )شکل زیر(. 

اکنون می​خواهیم بدانیم طول ضلع این مربع​ها چقدر باشد تا جعبه ساخته شده بیشترین حجم 
ممکن را داشته باشد. 

برای مدل​سازی این مسأله نماد x را برای طول ضلع مربع​هایی که باید از چهارگوشه مقوا بریده 
شود انتخاب می​کنیم )قسمت الف شکل بالا( و نماد V را برای حجم جعبه​ای که می​خواهیم بسازیم، 

درنظر می​گیریم )قسمت ب شکل بالا(. 
به بیان دیگر 

x : طول )برحسب سانتی​متر( ضلع​های مربع​هایی که باید بریده شود. 
V : حجم )برحسب سانتی​متر مکعب( جعبه دربازی که ساخته می​شود. 

چون از هر گوشه مقوا، یک مربع به ضلع x از هر گوشه مقوا برش می​دهیم، ابعاد جعبهٔ در باز 
مطلوب عبارتند از x و (2x - 40) و (2x - 75)، )شکل فوق( 

بنابراین حجم این جعبه که به شکل مکعب مستطیل است به​صورت زیر به​دست می​آید. 
V = (40 - 2x)(75-2x) * x = 4x3 - 230x2 + 3000x           (1) 	

متغیر x در این معادله با محدودیت​های معینی روبرو است، زیرا به دلیل اینکه x طول ضلع مربع 
است، نمی​تواند منفی باشد. همچنین عرض مقوا ٤٠ سانتی متر است، پس x نمی​تواند بیشتر از نصف 

آن باشد )چرا؟(
در نتیجه متغیر x از معادله )١( باید در رابطه  x ≤ 20 ≥ 0صدق کند )چرا؟(

 x بنابراین مسأله واقعی ما به یک مدل ریاضی تبدیل شد که در این مدل ریاضی باید مقادیری از
را در بازه ]0,20[ پیدا کنیم که مقدار V در معادله )١( بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد. 

)ب()الف(
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می​توان​این​مسأله​ها​را​به​پیدا​کردن​مقدارهای​ماکسیمم​یا​مینیمم​تابع​ها​تبدیل​کرد.​ابتدا​توضیح​
می​دهیم​که​منظورمان​از​مقدارهای​ماکسیمم​و​مینیمم​چیست؟​

تعریف ١   :​فرض​کنیم​​Dدامنه​تابع​​fو​نقطه​​cعضو​دامنه​باشد،​می​گوییم:​
الف)​​f​(c)مقدار ماکسیمم​(ماکسیمم​سراسری​یا​مطلق)​تابع​​fروی​​Dاست،​

​f​(x)​≤​f​(c)​:داشته​باشیم​Dعضو​​xبه​شرطی​که​به​ازای​هر​
به​ است،​ ​D روی​ ​f تابع​ مطلق)​ یا​ سراسری​ (مینیمم​ مینیمم​ مقدار  ​f​​​(c) ب)​

​f​(c)​≤​f​(x)​:داشته​باشیم​Dعضو​​xشرطی​که​به​ازای​هر​
پ)​​f​(c)مقدار اکسترمم مطلق​تابع​​fروی​​Dاست​که​یا​مقدار​ماکسیمم​مطلق​

و​یا​مقدار​مینیمم​مطلق​تابع​​fروی​​Dباشد.​

ماکسیمم​ مقدار​ (3ــ12)،​ کتاب​ از​ بخش​ این​ در​
مطلق،​مقدار​مینیمم​مطلق​،​مقدار​اکسترمم​مطلق​تابع​رابه​
مقدار​ و​ تابع​ مینیمم​ مقدار​ تابع،​ ماکسیمم​ مقدار​ اختصار​

اکسترمم​تابع​بیان​می​کنیم.
​D​=​ (0,​ +∞) دامنه​ با​ ​f تابع​ نمودار​ روبه​رو​ شکل​
بازه در​ ​f تابع​ می​دهد.​ نشان​ را​ ​ f (x) ( )

x
= 1 ضابطه​ ​و​

​(∞+​,0)​نه​دارای​مقدار​ماکسیمم​است​و​نه​مقدار​مینیمم​
زیرا​برُد​تابع​مجموعه​​R​=​(0,​+∞)است​و​​f​(x)می​تواند​از​هر​عدد​مثبتی​بزرگتر​شود​(با​نزدیک​کردن​
​xمثبت​به​صفر)​و​​f​(x)با​مقادیر​مثبت​می​تواند​به​صفر​نزدیک​شود​(با​انتخاب​xهای​مثبت​و​بزرگ)​
​f​(1)در​بازه​[1,3]​هم​دارای​ماکسیمم​و​هم​دارای​مینیمم​است،​مقدار​ماکسیمم​تابع​​fازطرف​دیگر​تابع​
​و​در​ f ( ) = 1

3
3
​است​و​امّا​تابع​​fدر​بازه​[1,3)​،​مقدار​مینیمم​آن​ f ( ) = 1

3
3
​1=​و​مقدار​مینیمم​تابع​

x

y

1

1

2 30

1
21

3

یت
عال

ف

x

y

1 2 30x

y

1 2 30

f نمودارg نمودار
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یت
عال

این بازه مقدار ماکسیمم ندارد )چرا؟( ف

در شکل زیر نمودارهای توابع f و g را درنظر بگیرید. 
الف( پیوستگی توابع f و g را در بازه ]1,3[ بررسی نمایید. 

ب( آیا توابع f و g در بازه ]1,3[ دارای مقدار ماکسیمم و مقدار مینیمم هستند و اگر 
جواب مثبت است آن مقادیر را مشخص کنید. 

f در هر بازه بسته نظیر بازه ]1,3[ که پیوسته  (x) ( )
x

= 1 در مثال بالا دیدیم که تابع f با ضابطه 
است دارای مقدار ماکسیمم و مقدار مینیمم است. 

همچنین در این فعالیت تابع f در بازه بسته ]1,3[ پیوسته است. و تابع در این بازه دارای مقدار 
مینیمم و همچنین دارای مقدار ماکسیمم است. و اما تابع g در بازه ]1,3[ ناپیوسته است )چرا؟( و در 

این بازه مقدار ماکسیمم ندارد ولی مقدار مینیمم دارد. 
دیدیم که برخی تابع​ها مقدار اکسترمم دارند و برخی ندارند. اکنون می​خواهیم به این سؤال پاسخ 
دهیم که تحت چه شرایطی می​توانیم تضمین کنیم تابع هم دارای ماکسیمم و هم دارای مینیمم است. 
در قضیهٔ زیر شرط​هایی را آورده​ایم که به اعتبار آنها تابع هم مقدار ماکسیمم و هم مقدار مینیمم دارد. 
� ١ـ قضیه ١ )مقدار اکسترمم مطلق(: اگر تابع f در بازه بستهٔ ]a, b[ پیوسته باشد، آن 

وقت در این بازه هم مقدار ماکسیمم مطلق و هم مقدار مینیمم مطلق دارد. 
برای درک بهتر قضیه مقدار اکسترمم، شکل زیر را درنظر بگیرید و به پرسش​های زیر جواب دهید. 
بودن  مثبت  مینیمم دارد؟ در صورت  نقاطی  بسته ]3,3-[ در چه  بازه  f در  پیوسته  تابع  الف( 

123 x

y

1 2 3

3

0

f نمودار
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جواب، مقدار مینیمم تابع را به​دست آورید. 
نقاطی ماکسیمم دارد؟ در صورت مثبت بودن  بازه بسته ]3,3-[ در چه  تابع پیوسته f در  ب( 

1

x

y

1 2 30x

y

10

 ]0,2[ بسته  بازه  که  دامنه​اش  در  تابع  این  الف( 
است پیوسته نیست و مقدار ماکسیمم ندارد ولی 

f (2) = -1 مقدار مینیمم دارد که برابر

باز  بازه  که  دامنه​اش  در  تابع  این  ب( 
)٠,١( است پیوسته است ونه ماکسیمم 

دارد و نه مینیمم

جواب، مقدار ماکسیمم تابع را به​دست آورید. 
� پرسش : آیا شرایط قضیه مقدار اکسترمم در نمودارهای شکل زیر برقرار است )چرا؟(

� پرسش : می​خواهیم بدانیم در چه نقاطی مقادیر اکسترمم رخ می​دهند؟ معمولاً مقادیر اکسترمم 
یک تابع را در بازه​ای مانند I از دامنهٔ آن جستجو می​کنیم البته ممکن است بازه I شامل نقاط انتهایی 

خود باشد و نباشد. 
برای نمونه بازه I = [a, b] شامل هردو نقطهٔ انتهایی خود است. و بازه (I = [a, b فقط شامل 
نقطه انتهایی چپ خود می​باشد و بازه I = (a, b) شامل نقطه انتهایی خود نیست. در سه حالت زیر 

x

min

b

y

a

max

0
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مقادیر​اکسترمم​تابع​را​بررسی​می​کنیم.​
حالت اوّل:​وقتی​که​مقادیر​اکسترمم​را​در​نقاط​

انتهایی​بازه​داشته​باشیم.​(شکل​زیر)
حالت دوّم: وقتی​که​مقادیر​اکسترمم​را​در​نقاط​

x

min

b

y

a

max

c1 c20

x

min

b

y

a

max

c1 c20

درون​بازه​داشته​باشیم​و​در​آن​نقاط​مقدار​مشتق​صفر​
است.(شکل​روبه​رو)​

حالت سوم: وقتی​که​مقادیر​اکسترمم​را​در​نقاط​
درون​بازه​داشته​باشیم​و​در​آن​نقاط​تابع​مشتق​پذیر​نباشد.​

(شکل​روبه​رو)​که​تابع​در​نقطه​c1​ٔبازگشتی​است​و​در​نقطه​c2​ٔپرشی​و​ناپیوسته​است.​
در​سه​حالت​بالا​نقاطی​را​مطرح​کردیم​که​نقاط​کلیدی​قضیه​مقدار اکسترمم​هستند.

نقطه​ای​از​دامنه​​fدر​هر​یک​از​حالت​های​دوم​و​سوم​بالا​که​تابع​مقدار​اکسترمم​داشت​»نقطه 
بحرانی«​تابع​​fمی​نامیم.

​f​​́(c)=0می​نامیم،​هرگاه​​fرا​نقطه بحرانی​تابع​​c∈Dfتعریف ٢   : نقطهٔ​درونی​
و​یا​​f​​́(c)موجود​نباشد.

]​بیابید. , ]−1
2

2
�  مثال :​نقاط​بحرانی​تابع​​fبا​ضابطه​​f(x)=-2x3+3x2را​در​بازه​

​مشتق​پذیر​است​و​​f​​́(x)=-6x2+6xکه​به​ازای​ ( , )−1
2

2
حل :​​تابع​​fبه​ازای​هر​​xاز​بازهٔ​باز​

​نقطه​ای​وجود​ندارد​که​تابع​​fمشتق​نداشته​ ( , )−1
2

2
​x=0و​​x=1داریم​​f​​́(0)=0و​​f​​́(1)=0و​در​بازه​
باشد.​بنابراین​تابع​​fدر​نقاط​​1و​​0بحرانی​است.




