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ÂuÝ qB�

lÐUð

vK� ·b¼

Ê¬ tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅvÖó¹Ë Ë lÐUð ÂuNH� oOLFð

∫È—U²�— ÈU¼Å·b¼∫b�«u²Ð qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ dOÖ«d� œË—Åv� —UE²�« 

±ÆbM� n¹dFð «— lÐUð ‡‡

≤Æb¼œ g¹U/ Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−� UÐ «— lÐUð ‡‡

≥Æb¼œ hO	Að —«œu/ ÈË— “« «— lÐUð ‡‡

¥ÆbM� sOOFð «— lÐUð ÈÅtM�«œ ‡‡

µÆbM� sOOFð Ê¬ —«œu/ ÈË— “« «— lÐUð œdÐ ‡‡Å

∂ vðU¦K¦� ÈU¼ÅlÐUð —«œu/ ‡‡Åsin x Ë cosxÆbM� rÝ— «— 

بخش اول
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±øXÝ« lÐUð d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ Â«b� ‡‡

                         f = (1,2) , (2, 3) , (1, 3){ } ®n�«

  g = (1,2) , (3,2) , (5,2){ } ®»

  h = (−1,2) , (−2, 3) , (−3,4) , (5,1){ } ®Û

≤øXÝ« lÐUð p¹ g¹U/ Ë—ÅtÐÅË— ÈU¼ÅqJý “« p¹ Â«b� ‡‡

 qJý®¥∏‡‡±Æ©

≥ lÐUð ‡‡f—œ d¹“ ÈÅtDÐU{ UÐ   R∫XÝ« Ábý n¹dFð

                                       

f(x) =
x3 ,    x ≥0

−x2,   x <0







ÆbOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©n�«

 ÈU¼—«bI� ©»  f(−2) ¨  f(3) Ë   f(0)ÆbOM� »U
Š «— 

¥  d?Ö« ‡?‡   f(−1)=0 ÅÅÅ¨ÅÅ   f(−2)= −1 ÅÅ¨ÅÅÅ Å  f(−3)= −2Ë  

  f(0)= −1 lÐUð ¨fÆbO
¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“  —u�ÅtÐ «— 

µ lÐUð ‡‡ÅfÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“  —u�ÅtÐ 

                       f = (−1,0) , (2, 3) , (1,−1) , (3,2){ }
 sOOFð XÝ« »uKD�  f(−1) ¨  f(2) Ë   f(3)Æ

∂ lÐUð ‡‡Åf ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = x2 + x +1ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

∫ÈÅt³ÝU×� XÝ« »uKD�

                                     f(2)  , f(−x) ,  f(3x)

  f( x ) ,  f(x −1)

® Êu�“¬ÅgOÄ≥©

OO

OO

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

qJý¥∏‡‡±



Å≥≥

∑ l?ÐUð ‡‡Å  f(x) = 2sin x ÈÅtDI� Ë 
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π
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a +2
Ábý Áœ«œ 

 —«b?I?� ÆXÝ«al?ÐU?ð —«œu?/ ÈË— t?D?I?� s?¹« t?� bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

y = f(x)ÆbýUÐ 

∏ lÐUð ‡‡Åy = a sin x + b cosx—«b?I� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

a Ë b ÈÅtDI� Ëœ “« lÐUð s¹« —«œu/ t� bOM� sOOFð È—uÞ «— 

  

A
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Æœ—c~Ð 

πøXÝ« lÐUð p¹ ÈÅtDÐU{ d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ Â«b� ‡‡

                                                2x + y = 7 ®n�«

                                            x + y2 −2 =0 ®»

                                          y +2x2 − x =1 ®Û

±∞“« È«Åt?Žu?L?−?�  —u?�Åt?Ð «— d¹“ ‰Ëbł  UŽöÞ« ‡‡

h?	?A� «— lÐUð p¹ tŽuL−� s¹« U¹¬ ÆbO
¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“

øbM�Åv�

±± È«“«Åt??Ð «— d?¹“ ÈU?¼Ål?ÐU?ð “« p?¹d?¼ —«b?I?� ‡?‡xÈU?¼

 qJý® bOM� sOOFð Ábý h	A�¥π‡‡±Æ©

          

  
f(x) = −2x2 + x + 3 ,  x = −1,

1
4 , 2 ®n�«

            

  
g(x) =

3x
x −2 , x = −1,

1
2 , 3 ®»

  
h(x) = sin(2x + π

6
) , x = π

6
,

π
4

, π . ®Û

Êu�“¬ÅgOÄ  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

qJý¥π‡‡±

  

x 3 4 5 6 7

y 2 5 −1 2 2



≥¥

v�b�«uš

«d¼UþÎlÐUð ÈÅÁ˛«Ë 
±

e²O� V¹ô —UÐ sO�Ë« «— 
≤

 ‰UÝ —œ ̈±∂π¥

‰U?Ý —œ ÆXÝ« ÁœdÐ —U�ÅtÐ —«œu/ p¹ tÐ t²
Ð«Ë v²OL� Ê«uMŽÅtÐ

±∑±∏v�u�dÐ ÊU¼u¹ 
≥

qJA²� v¹U¼Å —U³Ž  —u�ÅtÐ «— lÐUð p¹ 

«bFÐ ÆX�dÖ dE�—œ dOG²� p¹ Ë XÐUŁ bMÇ “«ÎdK¹Ë« Êd� sOL¼ —œ 
¥

vÝ—dÐ U¼dOG²� Ë U¼ÅXÐUŁ “« t²�U¹ qOJAð È«Åt�œUF� Ê«uMŽÅtÐ «— lÐUð

 X?O?L?¼«dÄ —UO
Ð œU/ “« vFOÝË —uÞÅtÐ dK¹Ë« Æœd�f(x)ÁœUH²Ý« 

Æœd�Åv�

jÝuð œdOÖÅv� —«d� ÁœUH²Ý« œ—u� “Ëd�« tÐ Uð t� lÐUð n¹dFð

tKJ¹d¹œ
µ

® ±∏µπÅÅ‡‡±∏∞µ∫b¹uÖÅv� Ë« ÆXÝ« Ábý ÈbMÐÅ‰u�d� ©

 dOG²� Ëœ dÖ«x Ë y —«bI� d¼ È«dÐ t� bMýUÐ ◊uÐd� r¼ÅtÐ ÊUMÇ x

—«bI� p¹ jI�y  ÁU~�¬ b¹¬ XÝœÅtÐ y “« vFÐUð xÆœuýÅv� ÁbO�U� 

 Ë«x Ë q?I?²?
?� dOG²� «— y d?¹œU?I?� ¨b?O?�U� t²
Ð«Ë dOG²� «— yt?Ð 

 tÐ t� Èd¹œUI�x d¹œUI� Ë« ÆXÝ« t²
Ð«Ë œuýÅv� Áœ«œ X³
� x«— 

lÐUð ÈÅtM�«œ d¹œUI� Ë y «— U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� œdÐ lÐUðÆbO�U� 

“« È«Åt?Žu?L?−?� U?Ð l?ÐU?ð ¨t?Žu?L?−?� Âu?N?H?� ÊU?O?Ð “« fÄ

Vðd� ÈU¼ÅÃË“
∂

Æbý ÊUOÐ eO� [≤]

±) Function ≤) Leibnitz ≥) Johann Bernoulli

¥) Euler µ) Dirichlet ∂) Ordered pairs

©±∑∞∑Å ‡±∑∏≥®dK¹Ë«

©±∂∂∑Å ‡±∑¥∏®v�u�dÐ ÊU¼u¹

©±∏∞µÅ ‡±∏µπ® tKJ¹d¹œ ËU²ÝuÖ

©±∂¥∂Å ‡±∑±∂® e²O� V¹ô b¹dHðUÖ



Å≥µ

≥‡‡±lÐUð ‡‡

—œ ÆX?Ý« l?ÐU?ð ÂuNH� ¨ UO{U¹— —œ rN� rO¼UH� “« vJ¹

s?L?{ g?	?Ð s?¹« —œ Ær¹—«œ —U� Ë dÝ lÐUð UÐ Ád�“Ë— —u�« d¦�«

U?Ð Ë ‰Ëb?ł U?Ð ¨t?D?ÐU?{ UÐ lÐUð Êœu/ h	A� ¨lÐUð bMÇ v�dF�

ÆœdOÖÅv� —«d� vÝ—dÐ œ—u� ¨—«œu/

±‡‡≥‡‡±∫tDÐU{ UÐ lÐUð ‡‡·ö?²š«® ˛U²�Ë dOOGð È«dÐ 

ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« d�—uH
�«dð “« ©qO
�U²Ä

 sOÐ ◊U³ð—«  V1 Ë   V2 ÈÅtDÐ«— UÐ ®Å±—œ t� œuýÅv� ÊUOÐ ©

Ê¬a ® ÈÅt?D?Ð«— ÆX?Ý« X?ÐU?Ł ÈœbŽ ±˛U?²?�Ë t?� b?¼œÅv?� ÊUA� ©

 vłËdšlÐUð® ÈÅtDÐ«— ÆXÝ« ÈœË—Ë ̨ U²�Ë ± «— ©ÈÅtDÐU{s¹« 

® ÈÅtDÐ«— —œ ÆbM¹uÖÅv� lÐUð± XÐUŁ ©av~²
Ð d�—uH
�«dð Ÿu� tÐ 

 ÈœË—Ë ̨ U²�Ë —«bI� 7ý«œ UÐ Æœ—«œ  (V1)vłËdš ̨ U²�Ë —«bI� Ë 

  (V2) Ê«uðÅv� aÆœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

ö??¦?�Î d?Ö« ¨  a =0/05 Ë   V1 ÈËU??
?� ≤≥∞b??ýU?Ð X?�Ë 

∫r¹—«œ

X�Ë  V2 = aV1 ⇒ V2 =0/05 ×230=11/ 5

 dÖ« Ë  V2 ÈËU
� ±∞∫ÁU~�¬ býUÐ X�Ë 

X�Ë

  
10=0/05 × V1 ⇒ V1 =

10
0/05 = 200

 ”ö�—œ —U�µ‡‡ÅÅÅÅ±

± ‰Ëbł ©±‡‡±ÆXÝ« Ábý Áœ«œ d�—uH
�«dð p¹ È«dÐ 

 X?ÐU?Ł œb?Ž ¨‰Ëb?ł “« ÁœUH²Ý« UÐ ©n�«aÈÅt?DÐ«— “« ¨«— 

®±Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ¨©

ÆbOM� q�U� «— ‰Ëbł ©n�«® XL
� “« ÁœUH²Ý« UÐ ©»

≤Ý p¹ ©
Ó

d? ‰u?Þ tÐ ÈdM� ∞[±∞ ÈÅt?D?I� tÐ d²� At?²?
Ð 

 qJý® XÝ« Ábýµ±‡‡ÅÅ±ÈUN²�« tÐ  ËUH²� ÈU¼Åt�“Ë 7	¹Ë¬ UÐ Æ©

 ‰Ëbł oÐUD� dM� ‰uÞ ̈ dM�≤‡‡±«— t�“Ë Ê“Ë ÆXÝ« Áœd� dOOGð ̈

 UÐW UÐ «— dM� ‰uÞ Ë LÆrO¼œÅv� ÊUA� 

vłËdš ˛U²�Ë 

  
V1 ⇒              ⇒ V2ÅÈœË—Ë ˛U²�Ë

  (1)        V2 = aV1

d�—uH
�«dð
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0
 qJýµ±‡‡ÅÅ±

 ‰Ëbł±ÅÅ‡‡±

 qJýµ∞‡‡ÅÅÅ±

 —œ µs� »d{ 

 UÐ ≤s� lLł 

 Ê«uð tÐ ≤ÊUÝdÐ 

 xÈœË—Ë 

f (x)     vłËdš



≥∂

00

0

 q?J?ý t?Ð tłuð UÐ ©n�«µ±‡‡ÅÅ± ‰Ëb?ł U¹ ≤‡‡±t?E?Šö� ¨

 t� bOM�Åv�L lÐUð WË—ÅtÐÅË—  —u�ÅtÐ lÐUð s¹« ÈÅtDÐU{ U¹¬ ÆXÝ« 

ÆbOM� oOI% øXÝ«

 ‰Ëbł ¨tDÐU{ s¹« tÐ tłuð UÐ ©»≤‡‡±ÆbOM� q�U� «— 

≥ ŸU?H?ð—« “« È«Åt�uKÖ ©±≤µ◊u?I?Ý® œuýÅv� U¼— Èd²� 

 qJý® ©œ«“¬µ≤‡‡Å±`?DÝ “« tDI� p¹ ÈÅtK�U� dÖ« bO�«œÅv� Æ©

 U?Ð «— sO�“h U?Ð «— t?D?I?� Ê¬ tÐ ÊbOÝ— ÈÅtE( Ë t¨r?O?¼œ ÊUA� 

 sOÐ d¹“ ÈÅtDÐ«—h Ë tÆXÝ« —«d�dÐ 

  
h = −

1
2 gt2

 U?B?²?	?� √b?³?� «— X?�d?Š “U?ž¬ ÈÅt?D?I?� t?DÐ«— s¹« —œ

 r¹«Åt²�dÖ  (t =0, h =0) Ë 

  
g ≅10

m

s2 ÆXÝ«

 ‰Ëbł≥‡‡±ÊU?A?�  ËU?H²� ÈU¼ÅtE( —œ «— r
ł ÊUJ� 

 qJý Æb¼œÅv�µ≤‡‡Å± ‰Ëbł ÈULM¼«— eO� ≥‡‡±ÆXÝ« 

ÆbOM� q�U� «— qJý Ë ‰Ëbł ©n�«

 bMÇ “« fÄ t�uKÖ ©»tO�UŁøbM�Åv� œ—ušdÐ sO�“ ̀ DÝ tÐ 

Áb?ý U?¼— ÈÅt?D?I� “« t�uKÖ ÈÅtK�U� È«ÅtE( tÇ —œ ©Û

∏∞øXÝ« d²� 

00
1

2

 ‰Ëbł≥‡‡±

 qJýµ≤‡‡ÅÅ±

000000

0 0 0 0 0 0

 ‰Ëbł≤‡‡±

  L =0/10+0/05W



Å≥∑

 s¹dLðµ‡‡ ±

± qJý ©µ≥‡‡ ± ‰uÞ tÐ ¨qOD²
� qJý tÐ ÂuOMO�u�¬ ‚—Ë p¹ µ∞

 ÷dŽ Ë d²�Åv²�UÝxË XŠU
� t� XÝ« `{«Ë Æb¼œÅv� ÊUA� «— d²�Åv²�UÝ 

 dOG²� “« vFÐUð ‚—Ë s¹« jO×�xÆXÝ« 

 dÖ« ©n�«S(x) ‰u�d� býUÐ ‚—Ë s¹« XŠU
� S(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

 dÖ« ©»p(x) ‰u�d� býUÐ ‚—Ë s¹« jO×� p(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

 t?� s¹« tÐ tłuð UÐ ©ÛxœËb?Š ¨XÝ« qOD²
� p¹ ÷dŽ ÈÅÁ“«b�« 

  «dOOGðxÆbOM� sOOFð «— 

≤ ¨X?�U?
� vÞ d²�uKO� d¼ È«dÐ ¨qO³�uð« vŽu� ÈÅt¹«d� Œd� ©±µ∞

 XÐUŁ ÈœË—Ë ÈÅt�U{« tÐ ¨‰U¹—∞∞∞[¥∞vFÐUð qO³�uð« ÈÅt¹«d� ÆXÝ« ‰U¹— 

 “«x«— lÐUð s¹« ÈÅtDÐU{ ÆXÝ« ¨d²�uKO� V
ŠdÐ ¨Ábý vÞ X�U
� vMF¹ ¨

ÅqJý® bO
¹uMÐµ¥‡‡ ±Æ©

≥ŸUHð—« Ë ÁbŽU� ŸUFý tÐ t�«u²Ý« r−Š Ë v³�Uł `DÝ t� bO�«œÅv� ©

 È«Åt�«u²Ý« ŸUHð—« bOM� ÷d� Æœ—«œ v~²
Ð Ê¬≥ Ê¬ ÈÅÁbŽU� ŸUFý Ë d²� x

 qJý® býUÐ d²�µµ‡‡ ±Æ©

 d?Ö« ©n�«S(x) ÈÅt?D?ÐU?{ b?ýU?Ð t?�«u?²?Ý« s?¹« v³�Uł `DÝ S(x)«— 

ÆbO
¹uMÐ

 dÖ« ©»V(x) ‰u�d� býUÐ t�«u²Ý« s¹« r−Š V(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

¥ V?O?ðd?ð t?Ð È“u� p¹ ÈU¼dD� ©  x +1 Ë   x −1 b?M?²
¼ d²� ®q?Jý

Åµ∂‡‡ÅÅÅ±Æ©

 dÖ« ©n�«f(x) ÈÅtDÐU{ býUÐ È“u� s¹« XŠU
� f(x)ÆbO
¹uMÐ «— 

  «dOOGð œËbŠ ¨Ë—ÅtÐË— qJý tÐ tłuð UÐ ©»xÆbOM� sOOFð «— 

 lÐUð—«œuL� ©Ûy = f(x)ÆbOM� rÝ— «— 

0

3

 qJýµ¥‡‡ ±

 qJýµµ‡‡ ±

 qJýµ∂‡‡ ±

 qJýµ≥‡‡ ±

1

-1
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0

0 0

0

 ‰Ëbł¥‡‡±

 ‰Ëbłµ‡‡ ±

≤‡‡≥‡‡±∫‰Ëbł UÐ lÐUð ‡‡¨—ULOÐ ÊbÐ ÈU�œ t� bO�«œÅv� 

Æœ—«œ v?~?²?
?Ð ÊU?�“ t?Ð ¨Ë« v?L?
?ł Ë v?ŠË— l?{Ë tÐ tłuð UÐ

 ‰Ëb?ł¥‡‡±ÊU?A?� s?O?F?� ÈU?¼ÅX?ŽU?Ý —œ «— È—ULOÐ ÊbÐ ÈU�œ 

Æb¼œÅv�

 Êb??Ð ÈU??�œ ÊU?O?Ð È«d?Ð È«Åt?D?Ð«— U?¹¬(θ)—œ —U?L?O?Ð s?¹« 

 n?K?²?	?� ÈU¼ÅtE((t) ¨d?~?¹œ  —U?³?Ž t?Ð ø«dÇ øœ—«œ œułË θ

 “« vFÐUðtøœ—«œ tDÐU{ lÐUð s¹« U¹¬ ¨XÝ« 

h	A� ‰Ëbł UÐ t� XÝ« lÐUð p¹ “« È«Åt�u/ ̈ ‰U¦� s¹«

Æ©bOM� t
¹UI� t�“Ë Ë dM� ‰U¦� UÐ «— lÐUð s¹«® œ—«b� tDÐU{ Ë Ábý

 ‰Ëbłµ‡‡ ±nK²	� ÈU¼ÅXŽUÝ —œ «— ÈdNý È«u¼ ÈU�œ 

Æb¼œÅv� ÊUA� “Ë— p¹

XŽUÝ —œ dNý s¹« È«u¼ ÈU�œ bO¹u~Ð bO�«uðÅv� U¹¬ ©n�«

≤∞ U¹ ≤≥øXÝ« ÁœuÐ —bIÇ 

‰u�d� p¹ UÐ «— ÊU�“ Ë U�œ sOÐ ÈÅtDÐ«— bO�«uðÅv� U¹¬ ©»

ø«dÇ øbOM� ÊUOÐ

œb?Ž Ëœ b?�«u?ðÅv?� t?E?( p?¹ —œ d?N?ý s?¹« ÈU�œ U¹¬ ©Ã

øbýUÐ  ËUH²�

 ”ö� —œ —U�∂‡‡±

v�«dÖ rKF�

®Åv{U¹— rKF� ÈULM¼«— »U²� —œ qOBHð tÐ tâ�UMÇ≥©

ÈdH� bMÇ ÈU¼ÅÁËdÖ tÐ «— Ê«“u�¬Åg�«œ XÝ« Áb�¬ v�U�œuÄ

Ë U?¼Å”ö?� —œ —U?� ¨œu?š  —U?E?� U?Ð f?áÝ bOM� rO
Ið

ÆbO¼œ ÂU−�« U¼ÅÁËdÖ jÝuð «— U¼ÅXO�UF�

U?Ð t?� l?ÐUð Ëœ q�«bŠ œuš ÈUCŽ« ÈdJHL¼ UÐ ÁËdÖ d¼ 

 ËUH²� ÈU¼ÅÁËdÖ XÝ« sJL�® ÆbM� «bOÄ XÝ« ÊUOÐ qÐU� ‰Ëbł

v¼ËdÖ —U� s¹« “« È«Åt−O²� tÇ ©Æb�—Ë¬ XÝœÅtÐ ÊU
J¹ ÈU¼ÅlÐUð

øbý b¹UŽ



Å≥π

≥‡‡≥‡‡±∫—«œu?/ UÐ lÐUð ‡‡U?L²Š Î¨ «—«œ« t� b¹«ÅÁb¹œ 

ÈU¼ÅXO�UF� Z¹U²� Êœ«œ ÊUA� È«dÐ nK²	� ÈU¼œUN� Ë U¼Åt�U	ð—«“Ë

—«œu/ UÐ t� U¼ÅlÐUð “« È«Åt�u/ ÆbMM�Åv� ÁœUH²Ý« —«œu/ “« œuš

∫“« b�«Å —U³Ž ¨b�uýÅv� Áœ«œ ÊUA�

“UÖ ̈ XH� ̈ vMO�“ÅVOÝ ̈ !dÐ® ÂbMÖ bO�uð tÐ ◊uÐd� —«œu/

ö?¦� ÆsOF� vðb� —œ ©ÅÅìÅËÎË X?Ý« ÊU?�“ “« vFÐUð VK� ÊUÐd{ ¨

«— r�UÝU� Ë r�UÝ VK� b�«uðÅv� vÖœUÝ tÐ —«œu/ ÈË— “« pýeÄ

 q?Jý® bM� h	A�µ∑‡‡ÅÅÅ±U³�Už —U� s¹« Æ©ÎÈÅt?DÐU{ tÐ ÁU~� UÐ 

°X
O� vKLŽ ¨lÐUð

œ— ýJq µ∏ÅÅÅ‡‡± /uœ«— ðUÐl y = f(x) —« �öŠEt �vÅ�MObÆ

 qJý —«œu/ œ—u� —œ U¹¬µ∏‡‡ ±øXÝ« —«d�dÐ vÖó¹Ë s¹« 

 t� bO¼œ `O{uð  f(x1)Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ t�u~Ç 

 Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ ÈÅÁu×�  x2 t� È—uÞÅtÐ ̈ «—   y2 = f(x2)¨

ÆbO¼œ Õdý

 —«b?I� s¹d²AOÐ Ë s¹d²L�yøb?²�«Åv� ‚UHð« vÞUI� tÇ —œ 

Æb¹—ËUOÐ ‰U¦� øXÝ« —uÞÅsOL¼ tAOL¼ U¹¬

O

s¹« b¹UÐ eO� Ê¬ —«œuL� t� ¨lÐUð vK�« vÖó¹Ë

 d¼ È«“« tÐ t� XÝ« Ê¬ ¨býUÐ t²ý«œ «— vÖó¹Ëx“« 

 p?¹ j?I?� lÐUð ÈÅtM�«œyd?¼ ¨v?M?F?¹ Æœuý q�UŠ 

 —u??×??� È“«u??� j??šy —«œu??L??� U??¼y = f(x)«— 

 tDI� p¹ —œ d¦�«bŠÆbM� lD�
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 qJýµ∑‡‡ ±

 qJýµ∏‡‡ ±



¥∞

 ”ö� —œ —U�∑‡‡±

dF� Â«b� ¨qÐUI� ÈU¼—«œu/ “«
Ò

`O{uð øXÝ« lÐUð p¹ ·

 qJý® bO¼œµπ‡‡ ±Æ©

ÆbOM� rÝ— bMýUÐ lÐUð ·dF� t�—«œu/ bMÇ eO� ULý

¥‡‡≥‡‡±∫lÐUð n¹dFð ‡‡ dÖ« xË y◊uÐd� r¼ tÐ ÊUMÇ 

 —«bI� d¼ È«dÐ t� bMýUÐx È«dÐ —«bI� p¹ jI� y¨b¹¬ XÝœÅtÐ 

y lÐUð «— x UÐ dþUM²� —«bI� UNMð n¹dFð s¹« o³Þ ÆrO�U�Åv� xUÐ «— 

f(x)∫bM
¹u�Åv� sOMÇ «— v~²
Ð«Ë s¹« Ë bM¼œÅv� ÊUA� 

 ∫bO�«u	Ð®y·« ÈËU
� 


 ©XÝ« fJ¹« y = f(x)

ò t?� XÝ« Ê¬ —uEM� Ëy “« v?FÐUð xôuLF� ÆåXÝ« Î xd?OG²� «— 

 Ë qI²
�ylÐUð «—  x t� Xý«œ tłuð b¹UÐ ÆbM�U�Åv� f(x)ôuLF� Î

 —«bI� t� XÝ« Èd³ł  —U³Ž p¹y  È«“« tÐ «— xÆbM�Åv� sOOFð 

f(x) «— ‰u�d� U¹ ÈÅtDÐU{ œU/ “« ÆbM�U� lÐUð f(x)œuýÅv� ÂuKF� 

 ¨dOG²� t�x ¨lÐUð Ë fÆXÝ« 

O

O

O

 qJý∂∞‡‡ ± —«œu/ ‡‡  y = x2
ÆbM�Åv� h�A� lÐUð p¹ —«œu/ s¹« Æ

 q?Jý∂±‡‡ ± —«œu?/ ‡‡  y
2 = xÆb?M?�Åv?/ h?�?A� lÐUð p¹ —«œu/ s¹«Æ 

ø«dÇ

 qJýµπ‡‡ ±

OO

©n�«®©»®©Û®



Å¥±

 ÈÅt?²?J�±∫V?
?Šd?Ð X?Ý« s?J?2 n?K?²?	?� q?zU
� —œ 

 d?OG²�  —Ëd{x l?ÐUð U¹ yö?¦?� Æœu?ý ÊUOÐ Èd~¹œ ÈU¼œU/ UÐ Î¨

  
h(t) = − 1

2
gt2 Ê¬ —œ t� t Ë XÝ« dOG²� hÆlÐUð 

 ÈÅt²J�≤∫œu?łË ÈœU?¹“ ÈU¼ÅlÐUð bO�«œÅv� t� —uÞÅÊUL¼ 

q¦� ÆbM²
O� tDÐU{ È«—«œ t� b�—«œÈU¼ÅtE( —œ «u¼ ÈU�œ lÐUð 

Æ“Ë— nK²	�

 ÈÅt²J�≥∫b�—«œ œułË v¹U¼ÅÁU~²Ýœ t� bO�«œÅv� sOMâL¼ 

È«dÐ ÆbMM�Åv� X³Ł «— lÐUð  «dOOGð —«œu/ ¨dOG²� p¹ dOOGð UÐ t�

ö¦�® rOM� sOOFð È«ÅtDÐU{ rO�«u²� XÝ« sJ2 eO� v¹U¼ÅlÐUð sOMÇÎ

 qJý® ©—U~� t�e�“ ÁU~²Ýœ∂≥‡‡ÅÅÅÅ±Æ©

g¹U/ d¹“  —u� tÐ ◊uÐd� lÐUð œdÐ Ë tM�«œ ¨dM� ‰U¦� —œ

ÆœuýÅv� Áœ«œ

  Df = {0,0/ 2,0/ 4,0/ 6,0/ 8,0/ 9,1}

  Rf = {0/10,0/11,0/12,0/13 ,0/14,0/15}

 X?IOIŠ —œf t?� X?Ý« v¼U~²Ýœ x Ê«uMŽÅtÐ «— ÈœË—Ë

 Ë bM�Åv� X�U¹—œf(x) Ê«uMŽÅtÐ «—  vłËdšqJý® b¼œÅv� q¹u%

∂¥‡‡ ±Æ©

 l?ÐUð VOðdð s¹« tÐf“« È«Åt?ŽuL−�  —u� tÐ Ê«uðÅv� «— 

¨Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ¨vMF¹ (x,f(x))Æœ«œ ÊUA� 

ÈU¼ÅÃË“ ÈÅtŽuL−� UÐ Ê«uðÅv� «— ◊uÐd� lÐUð ̈ dM� ‰U¦� —œ

Æœ«œ g¹U/ eO� d¹“ Vðd�

    

  

f = (0,0/10),(0/ 2,0/11),(0/ 4,0/12),(0/ 6,{ 0/13)

(0/ 8  ,0/14),(0/ 9  ,0/145),(0/1,0/15}.

∫Xýu� Ê«uðÅv� bý t²HÖ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ 

f = (x, f(x)):x ∈Df{ },

Rf = f(x):x ∈Df{ }.

 qJý∂≤‡‡ ±

 l??ÐU?ð —œf d??¹œU??I??� ÈÅt??Žu??L?−?� x«— 

lÐUð ÈÅtM�«œ (Df ) fd¹œUI� ÈÅtŽuL−� Ë 

y «— lÐUð œdÐ (Rf ) fÆbM�U�Åv� 

 qJý∂≥‡‡ ±

 qJý∂¥‡‡ ±



¥≤

‰u�d� vMF¹ nK²	� qJý —UNÇ tÐ Ê«uðÅv� «— U¼ÅlÐUð

¨—«œu?L?� Ë Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ÈÅtŽuL−� ¨‰Ëbł ¨©tDÐU{®

ÁœUH²Ý« XÝ« dðÅVÝUM� t� vKJý “« œ—u� d¼ —œ Æœ«œ ÊUA�

ÆXÝ« d³²F� lÐUð g¹UL� qJý —UNÇ d¼ t� bO�«bÐ Ë bOM�

t?Ð t?� r?¹—«œ —U?�ËdÝ v¹U¼ÅlÐUð UÐ »U²� s¹« —œ

 d¼ È«“«x U?¼ÅÊ¬ ÈÅt?M�«œ “« f(x)v?I?OIŠ ÈœbŽ 

 ̈ d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆXÝ«  Rf ⊆�R —u� s¹« —œ Æ

 lÐUðf p¹ «— vIOIŠ lÐUðÆbM¹uÖÅv� 

 ”ö� —œ —U�∏‡‡ ±

±©  ̈ bOM� ÷d�  f(x) = 6x −2Ë 

  
Df = −1{ ,− 1

2
,0,1 ,2}Æ

 ©n�«f ‰Ëbł® bOM� h	A� ‰Ëbł UÐ «— ∂‡‡ ±Æ©

 ©»RfÆbO
¹uMÐ «— 

 ©ÃfÆbO
¹uMÐ Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−�  —u�ÅtÐ «— 

∫v¹ULM¼«— f(x) È«“« tÐ «— x tÐ oKF²� ÈU¼Df»U?
Š 

ÆbOM�

≤ ÈU¼ÅlÐUð œdÐ Ë tM�«œ ©f Ë g«— lÐUð —«bI� Ë bO
¹uMÐ «— 

qJý ÈË— “«Å¨ÅÁbý h	A� t� È«ÅtDI� —œ∂µÅ‡‡Å±ÆbOM� sOF�ÅÅ¨

Df =

Rf =

  f(3) =

Dg =

Rg =

  g(2) =

≥ lÐUð ©f qJý —«œu/ UÐ ∂∂‡‡ ±ÆXÝ« Ábý h	A� 

 ©n�«Df Ë RfÆbO
¹uMÐ «— 

 —«œu/ tÐ tłuð UÐ ©»  f(1) Ë   f(5)ÆbO
¹uMÐ «— 

 dÖ« ©Û  f(x) = 9 —«bI� xøX
OÇ 

 dÖ« ©   f(x) = 4 —«bI� xøX
OÇ 

 ÈÅÁ“UÐ—œ lÐUð —«bI� s¹d²L� ©À  1,10[ ]øX
OÇ 

 ÈÅÁ“UÐ—œ lÐUð —«bI� s¹d²AOÐ ©Ã  1,10[ ]øX
OÇ 

O

O

O

0

0

 ‰Ëbł∂‡‡ ±

 qJý∂µ‡‡ ±

 qJý∂∂‡‡ ±

  f == (−−{ 1, −−8),

  Rf == −−{ 8,

y == f (x)



Å¥≥

ÅÅs¹dLð∂‡‡Å±

± È«Åt?�«u²Ý« ŸUHð—« ©≤∞X?Ý« d?²�Åv²�UÝ   (h = 20cm)

Å qJý®∂∑‡?‡ ± ŸU?H?ð—« t?Ð t�«u²Ý« p¹ r−Š t� bO�«œÅv� Æ©hË 

 ÈÅÁbŽU� ŸUFýR ÈÅtDÐ«— “«   V = πR2hdÖ« ÆœuýÅv� »U
Š 

R s?OÐ ∏ Uð ±≤t?Ç s?O?Ð t?�«u?²?Ý« s¹« r−Š bM� dOOGð d²�Åv²�UÝ 

øbM�Åv� dOOGð Èd¹œUI�

≤ bOM� ÷d� ©  h(x) = x2
 Ë t(x) = xËœ d¼ ÈÅtM�«œ Ë 

 ÈÅÁ“UÐ lÐUð  0,1[ ]ÆbýUÐ 

 U?B?²?	?� ÁU?~?²?Ýœ p¹ —œ «— lÐUð Ëœ s¹« —«œuL� ©n�«

 qJý® ªbOM� rÝ—∂∏‡‡ ±ª©

 lÐUð œdÐ ©»hªbOM� sOOFð «— 

Rh =

 lÐUð œdÐ ©ÛtøX
OÇ 

Rt =

 lÐUð Ëœ U¹¬ © h Ë tø«dÇ øb�dÐ«dÐ 

0

O

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0 0 0 0 00 0 0

 qJý∂∑‡‡ ±

 qJý∂∏‡‡ ±

∫lÐUð Ëœ ÈËU�ðb�dÐ«dÐ r¼ UÐ v²�Ë lÐUð Ëœ 

uCŽ d¼ È«“« tÐ Ë bMýUÐ t²ý«œ ÊU
J¹ ÈÅtM�«œ t�

ÆbMýUÐ dÐ«dÐ lÐUð Ëœ —«bI� tM�«œ “«



¥¥

≥b?O?¼œ `?O?{uð øXÝ« lÐUð p¹ tÐ ◊uÐd� —«œu/ Â«b� ©

 qJý®∂π‡‡ ±Æ©

©n�«

©»

©Û

¥ sOÐ ¨d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— “« p¹ÅêO¼ t� bO¼œ ÊUA� ©x Ë y¨

ÆbMM�Åv/ h	A� lÐUð p¹

  x + y2 = 4 ®n�«Å

  y = x +1 ®»Å

  y
2 = x ®ÛÅ

µ lÐUð ©  y = x2 −1ÆXÝ« ÷ËdH� 

 qJý® bOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©n�«∑∞‡‡ ±Æ©

 ÈÅtDI� U¹¬ ©»

  
A

3

8
øXÝ« lÐUð s¹« —«œu/ ÈË— 

 ÈÅtDI� dÖ« ©Û

  
B

1

b
 býUÐ lÐUð s¹« —«œu/ ÈË— bøX
OÇ 

 œbŽ © a ÈÅt?D?I?� t?� b?O?M� sOOFð ÊUMÇ «— 

  
C

a

−1
ÈË— 

ÆbýUÐ ‚u� lÐUð —«œu/

 ÈÅtDI� U¹¬ ©À

  
D

3

1
øœ—«œ —«d� lÐUð s¹« —«œu/ ÈË— 

∂ b?OM� ÷d� ©  f(x) = x2 −2xÅ ‰Ëbł Æ∑‡‡Å±q�U� «— 

 —«œu/ bFÐ Ë bOM�y = f(x)ÆbOM� rÝ— œuš d²�œ —œ «— 

∑ lÐUð ©f ‰Ëb?ł ÆXÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u� tÐ ∏‡‡ ±

ÆbOM� rÝ— «— lÐUð —«œu/ fáÝ Ë q�U� «—

  

f(x) =
2x −1,     x <1

x2,         x ≥1







 qJý∂π‡‡ ±

OO

O

0

 ‰Ëbł∑‡‡±

 qJý∑∞‡‡ ±

0

©»® ©n�«®©Û®

 ‰Ëbł∏‡‡ÅÅÅ±

O



Å¥µ

∏«— U¼ÅÊ¬ —«bI� ¨b�«ÅÁbý Áœ«œ tDÐU{ UÐ lÐUð bMÇ d¹“ —œ ©

ÆbOM� »U
Š Ábý h	A� ◊UI� —œ

,
  

π
2
           x =0  

,
 

  
f(x) = x2 − x + 1

2
 ®n�«Å

  g(x) = 3x2 − x ,          x = −1,1 ®»Å

  
h(x) = x

x2 +1
,            x = −2 ,0/ 5 ®ÛÅ

π lÐUð ©f ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = x2 − xÆXÝ« Ábý n¹dFð 

® ÆbOM� »U
Š «— d¹“ d¹œUI�h©ÆXÝ« vIOIŠ ÈœbŽ 

  f(3)  ,  f(3 + h)  ,  f(3 + h) − f(3)

µ‡‡ ≥‡‡±Áó¹Ë lÐUð bMÇ ‡‡

‡‡∫X?ÐU?Ł lÐUðÅÅÅÅb?M?Ç Á—«u?L?¼ r?�UÝ ÊU
�« p¹ ÊbÐ ÈU�œ 

 d?Ö« øX?Ý« ©œ«d?ÖÅv?²?�U?Ý®”uO
KÝ ÈÅtł—œf(t)s?¹« Êb?Ð ÈU�œ 

 ÊU�“ —œ h	ýt∫r¹—«œ býUÐ 

  f(t) = 37,

 d¼ È«“« tÐ t� lÐUð s¹«t XÐUŁ —«bI� È«—«œ ≥∑ XÝ« lÐUð

XÐUŁqJý —œ «— lÐUð s¹« —«œu/ ÆœuýÅv� ÁbO�U� ∑±‡‡±tEŠö� 

ÆbOM�Åv�

r?Ý— «— U?¼ÅÊ¬ —«œu/ Ë bO�eÐ ‰U¦� XÐUŁ lÐUð bMÇ eO� ULý

ÆbOM�

∫v½UL¼ lÐUð ‡‡ ÈÅtK�U� —œ ¡vý p¹ xÈ«ÅtMO¹¬ ÈuKł 

øXÝ« —bIÇ tMO¹¬ Uð ¡vý s¹« d¹uBð ÈÅtK�U� Æœ—«œ —«d� X	ð

 qJý®∑≤‡‡± dÖ« Æ©f(x)ÆbýUÐ tMO¹¬ Uð ¡vý ÈÅtK�U� 

f(x) = x

 p¹ “« È«Åt�u/ s¹«v�UL¼ lÐUðÆXÝ« 

O

0

0

0

  
f(0) = , f(

π
2

) =

  g(−1) = , g(1) =

  h(−2) = , h(0/ 5) =

  f(3) =

  f(3 + h) =

  f(3 + h) − f(3) =

 qJý∑±‡‡±

O

 d¼ È«“« tÐ dÖ«xÈÅÅtM�«œ “« f¨ÅÅf(x) = x¨

fÆbM¹uÖ v�UL¼ lÐUð «— ÅÅqJý∑≤‡‡±

 d???¼ È«“« t??Ð d??Ö«x l???ÐU???ð ÈÅt??M??�«œ “« f¨

f(x) = ct�    c ∈R ¨ fÆbM¹uÖ XÐUŁ lÐUð «— 



¥∂

 q?Jý —œ «— v�UL¼ lÐUð —«œu/∑≥‡‡±ÈÅt?¹Ë«“ ÆbOMOÐÅv� 

 —u×� UÐ v�UL¼ lÐUð —«œu/oxøXÝ« tł—œ bMÇ 

l?Ð— “U?
?LO� v�UL¼ lÐUð —«œu/¨vK� X�UŠ —œ

ÆXÝ«  UB²	� ÁU~²Ýœ ÂuÝ Ë ‰Ë«
O

 qJý∑≥‡‡±

∫vðU¦K¦� ÈU¼ÅlÐUð ‡‡

 qJý —œ∑¥‡‡± ÈÅt?¹Ë«“ Ë Ábý rÝ— vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ α

ÆXÝ« Ábý h	A�

øœ—«œ v¹U¼ÅvÖó¹Ë tÇ vðU¦K¦� ÈÅÁd¹«œ s¹« ©n�«

 t?Ð ◊u?Ðd?� ÈU¼ÅtDI� ©»π + α Ë   2π + αs?¹« ÈË— «— 

ÆbOM� h	A� Ád¹«œ

 —«b?I?� ©Ûsin α Ë cosα—u??×?� ÈË— ¨V?O?ðd?ð t?Ð «— 

′y oy —u×� Ë ′x oxÆbOM� h	A� 

 v²�Ë © α “« ∞ Uð 

  

π
2

 ® vMF¹    90o
© bM�Åv� dOOGð sin α

øbM�Åv� dOOGð t�u~Ç

 v²�Ë ©Àα “« 

  

π
2

 Uð π ® vMF¹    180o
© bM�Åv� dOOGð sin α

øbM�Åv� dOOGð t�u~Ç

 v?²�Ë ©Ãα “« ∞ Uð     180o
 b?M?�Åv� dOOGð cosαt?�u~Ç 

øbM�Åv� dOOGð

 v?²�Ë ©ıα “« 

  

π
2

 Uð 

  

3π
2

 ®v?M?F¹    270o
©b?M?�Åv?� dOOGð 

sin αøbM�Åv� dOOGð t�u~Ç 

—«œu/ ̈ bý tEŠö� q³� ÈU¼ÅXL
� —œ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ ©Õ

 l???????ÐU??????ðy = sin x Ë y = cosx ÈÅÁ“U??????Ð —œ   [0,2π]r???????Ý— 

b�«ÅÁbý) ÈU¼ÅqJý∑µ‡‡±Ë ∑∂‡‡ÅÅ(±Æ

 d¼ È«dÐ t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©Œα ̈  sin(α +2π) = sin α¨

 —«œu/y = sin x ÈÅÁ“UÐ —œ «—   [2π,4π]ÆbOM� rÝ— 

O

 qJý∑¥‡‡±

O

 qJý∑µ‡‡± lÐUð —«œu/ ‡‡y = sin x



Å¥∑

 d¼ È«dÐ t� s¹« tÐ tłuð UÐ ©œα¨  cos(α +2π) = cosα¨

 —«œu/y = cosx ÈÅÁ“UÐ —œ «—   [2π,4π]ÆbOM� rÝ— 

O

 qJý∑∂‡‡ÅÅÅÅÅ± lÐUð —«œu/ ‡‡y = cos x

 s¹d9∑‡‡ÅÅ±

± lÐUð ©y = f(x)∫XÝ« Ábý n¹dFð sOMÇ 

ªbO
¹uMÐ «— lÐUð s¹« ÈÅtM�«œ ©n�«

 qJý® bOM� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œu/ ©»∑∑‡‡ÅÅ±Æ©

≤ l?ÐU?ð —«œu?/ ©y = sin x ÈÅÁ“U?Ð —œ «— −π,π[ ]r?Ý— 

qJý® bOM�∑∏‡‡ÅÅ±Æ©

≥ l??ÐU??ð —«œu?/ ©y = cos x ÈÅÁ“U?Ð —œ «— 

  
− π

2
, 3

π
2







qJý® bOM� rÝ—∑π‡‡ÅÅÅ±Æ©

   x,      0< x ≤ 5

   2x,     5 < x ≤ 7

  3
2

x,    7 < x ≤10










f(x) =

O

O

O

 qJý∑∑‡‡±

 qJý∑∏‡‡ÅÅÅÅ±

 qJý∑π‡‡ÅÅÅÅ±



¥∏

± lÐUð ‡‡f ÈÅtDÐU{ UÐ   f(x) = 2x −1 Ë   Df = 0,1,5{ }
ÆXÝ«

ÆbO¼œ g¹UL� Vðd� ÈU¼ÅÃË“ tŽuL−� UÐ «— lÐUð s¹« ©n�«

ÆbO¼œ g¹UL� ‰Ëbł UÐ «— lÐUð s¹« ©»

ÆbOM� sOOFð «— lÐUð s¹« —«œuL� ©Û

≤—œ «— œu??š X??�u??J??Ý q?×?� ÈU?�œ t?Ð ◊u?Ðd?� l?ÐU?ð ‡?‡

 ÈU?¼ÅXŽUÝ∂Å¨Å±∞¨Å±¥Å¨Å±∏ Ë ≤≤b?O?�«u?ðÅv� U¹¬ ÆbOM� h	A� 

øb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ tDÐU{ lÐUð s¹« È«dÐ

≥ q?J?ý ÈU?¼—«œuL� “« p¹ Â«b� ‡‡∏∞‡?‡ÅÅÅ±«— l?ÐUð p¹ 

øbM�Åv� h	A�

O O

OO

v�U¹UÄ Êu�“¬  ô«RÝ tÐ aÝUÄ q×�

 qJý ∏∞‡‡ÅÅÅÅÅÅÅ±

® v�U¹UÄ Êu�“¬≥©


