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زوايا و اندازه ی زوايا

با ديدن و تماشا کردن، می توان چيز های زيادی  ياد گرفت. بعضی از  شب ها به ستاره ها نظاره 
می کنيم و از اين همه اجرام آسمانی در تاريکی شب حيرت زده می شويم و لذت می بريم .آيا تاکنون 
چه  بودن  تماشايی  و  انگيزی  شگفت  بر  علاوه  آسمانی  اجرام  اين  که  کرده ايد  فکر  موضوع  اين  به 
استفاده هايی برای انسان ها داشته و دارند؟ برای پی بردن به اين موضوع می توانيد در عالم خيال خود 
به گذشته های دور برويد و در وسط اقيانوسی يک کشتی را تصور کنيد که بادبان هايش بر افراشته 
کيلومتر آب است، هيچ  هزاران  کنيد که از هر طرف  تاريکی شب به پيش می رود. تصور  و در دل 
نشانه ی زمينی  مانند ساحل يا فانوس دريايی وجود ندارد. ناخدا چگونه مسير را تشخيص می دهد 
و کشتی را به سمت مقصد هدايت می کند؟ مسير بادها هم هر از گاهی تغيير می کند و ناخدا به ملوانان 
دستور تنظيم بادبان ها را می دهد.هيچ راه و روشی روی زمين نمی توان يافت که به ناخدا کمک کند 
تا جهت ها را تشخيص دهد و مسير حرکت را گم نکند. پس بايد در آسمان ها به دنبال  نشانه ای بود! 
جمله  دهند که از  تشخيص  راحتی  چهارگانه را به  جهت های  ستارگان،  کمک  با  ملوانان می توانند 

آن ها می توان به ستاره ی قطبی اشاره کرد. 
می يابند،  را  راه  ستاره)  آن  (يا  ستاره  با  يهتدون»  هم  بالنجم  «و  آيه ی  مورد  در  اکرم(ص)  پيامبر 
فرمودند: منظور از ستاره در آيه ی فوق جدی (ستاره ی قطبی) است . زيرا آن ستاره ای  است که 
غروب نمی کند و بر اساس آن، قبله مشخص می شود و به وسيله ی آن اهل بر و بحر (خشکی و دريا) 

راه را می يايند.
 ستاره ی قطبی تقريباً در امتداد محور چرخش زمين (خطی که دو قطب  شمال و جنوب را به هم 
وصل می کند.) قرار گرفته است. به اين معنا که اگر شخصی در قطب شمال قرار داشته  باشد اين 
ستاره را تقريباً بالای سر خود می بيند و ما برای اين که رو به سوی قطب شمال حرکت کنيم با ديدن 

اين ستاره که در قطب شمال  قرارگرفته است مسير خود را پيدا می کنيم.۱

١. اگر زمين به دور محورش نمی چرخيد ستاره ی قطبی و تمام ستارگان در جای خود ثابت بودند. اما با چرخش زمين 
ظاهراً به نظر می آيد که هر ستاره دايره ای را در طول شبانه روز می پيمايد. به اين حرکت،حرکت ظاهری می گويند. 



123

اين  و  می کند  حرکت  ساعت  عقربه های  حرکت  جهت  خلاف   در  دايره ای  روی  قطبی  ستاره ی 
ستاره در هر ۲۳ ساعت و ۵۶ دقيقه و ۴/۳۳ ثانيه، يعنی ۰/۹۹۷۲۷۲۳ شبانه روز يک بار اين دايره ی 

کوچک را طی می کند . 
۱ــ اگر يک دوران کامل خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت به اندازه ی ۳۶۰ درجه باشد و 
 ،1
2

فرض کنيم هر ۲۴ ساعت يک بار اين دايره به وسيله ی ستاره ی قطبی طی می شود، به نظر شما  
1 دوران طی چه مدتی صورت می پذيرد؟

1
4

2 و 
3

٢ــ حرکت ستاره ی قطبی را روی صفحه ی مختصات در نظر گرفته و فرض کنيد ستاره ی قطبی 
از نقطه ای روی قسمت مثبت محور x ها به طول ۲ واحد در جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت 
دايره را طی کند، اندازه ی  1

2
6

1 و 
1
6

1 و 
6

شروع به حرکت کند. اگر ستاره ی قطبی به اندازه ی 
زاويه ی طی شده ی هريک از نقاط را نسبت به مبدأ مختصات مشخص نماييد.

 در  صفحه ی مختصات يک زاويه به وسيله ی دو نيم خط که رأس مشترک دارند ايجاد می شود 
که يک نيم خط را به  عنوان ضلع ابتدايی که مکان شروع حرکت نيم خط دوم است و ديگری را ضلع 

انتهايی که مکان انتهايی نيم خط می باشد، در نظر می گيريم. 
يک زاويه به وسيله ی مقدار و جهت چرخش از ضلع ابتدايی به ضلع انتهايی تعيين می شود. 

يک  با  زاويه  باشد،  ساعت  عقربه های  حرکت  جهت  در  شروع  مکان  از  دوم  خط  نيم  مکان  تغيير  اگر 
مقدار منفی و اگر خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت باشد، با يک مقدار مثبت مشخص می شود. 

۱ــ يک زاويه ی منفی در جهت حرکت عقربه های ساعت.

يک زاويه ی مثبت  در جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت. 
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اگر  است،  استاندارد  موقعيت  در  مختصات  دستگاه  در  زاويه  يک    
رأس آن در مبدأ و ضلع اوليه اش روی قسمت مثبت محور x ها باشد، 
مواقع  بعضی  در  است  ممکن  می کند  حرکت  انتهايی  ضلع  که  موقعی 

بيش تر از يک  دور کامل بچرخد. مانند شکل مقابل: 
اندازه ی يک  زاويه که ضلع انتهايی آن  دقيقاً يک دور کامل بچرخد، 

۳۶۰ درجه است.  
۲ــ زوايای ۲۱۰ و ۶۰- درجه را در موقعيت استاندارد رسم کنيد.

o o o
= +210 180 30 داريم:  

ضلع انتهايی به اندازه ی ۳۰ درجه از محور x ها می گذرد. 

 چون ۶۰- درجه يک زاويه ی منفی است، ضلع انتهايی  به اندازه ی 
۶۰ درجه در جهت عقربه های ساعت از محور x ها عبور می کند.

۱ــ هر يک از عبارت های زير را در موقعيت استاندارد به درجه بيان کنيد.
1 دور کامل در خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت.

3
الف)

3 دور کامل در جهت حرکت عقربه های ساعت. 
4

ب)

۲ــ زوايای ۴۰۵ و ۱۲۰- درجه را در موقعيت استاندارد رسم کنيد.
۳ــ اگر ستاره ا ی حول محور عبور کننده ی از مرکز زمين  روی مسير دايره ای شکل به شعاع 
زوايای  تحت  را   (١،٠) نقطه ی  از  ستاره  اين  يافته ی  دوران  بگردد،  ظاهری  طور  به  واحد  يک 

, در موقعيت استاندارد مشخص کنيد.     , ,30 180 270 360
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O

واحد ديگری برای اندازه گيری زاويه
يکی از ورزش های بسيار مفرح که اکثر مردم به راحتی می توانند اين ورزش را انجام دهند، ورزش 

دوچرخه سواری است که حتی در مسابقات المپيک يکی از ورزش های پر طرفدار است. 

به  دوچرخه سواری  پيست  يک  شهر،  ورزشگاه  در  کنيم  فرض 
صورت دايره ای وجود دارد.  معلم ورزش مدرسه از دانش آموزان 
می خواهد که در مسابقه دوچرخه سواری دور پيست دايره ای شرکت 
کنند. دانش آموزان از نقطه ی A که در شکل مقابل مشخص شده 
است در جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت شروع به رکاب زدن 

می کنند. علی يکی از دانش آموزانی است که در اين مسابقه شرکت کرده است. مکان رکاب زدن 
علی، دايره ای به شعاع يک کيلومتر است که با زاويه ای که علی حول O چرخيده است مشخص 

می شود.
۱ــ اگر زاويه ای که علی چرخيده است ۹۰ درجه باشد، او چه مسافتی را پيموده است؟

۲ــ اگر او ۳۱۵ درجه از دايره را طی کرده باشد، چه مسافتی را طی نموده است؟
۳ــ علی پس از ١٥ دقيقه به اندازه ی ۷۶۵ درجه روی دايره را طی نموده است او چه مسافتی 

را طی نموده است؟
θ و مسافت طی شده توسط او L باشد، چه رابطه ای  ۴ــ اگر زاويه ی چرخيدن دوچرخه سوار 

θ وجود دارد؟ بين L و 
همان گونه که ديديم مقدار مسافتی که روی محيط دايره توسط علی طی شده است و زاويه ای که علی 
چرخيده است با هم رابطه مستقيم دارند و با دانستن هر يک می توان ديگری را به دست آورد.بنابر اين 

مسافت طی شده توسط علی می تواند معياری برای اندازه گيری زاويه چرخيدن علی باشد.

اگر متحركی از نقطه A روی دايره ای به شعاع واحد در جهت مثبت حركت كند و به مكانB  برسد، 
مسافت طی شده توسط متحرك را اندازه ی زاويه ی دوران پاره خط OA حول 

می ناميم. راديان  حسب  بر   O
اگر در جهت منفی حركت كنيم همين مسافت طی شده را با علامت منفی 

نشان می دهيم.
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١ــ اگر از نقطه ی A روی دايره به اندازه ۹۰ درجه بچرخيم، يک ربع 
دايره را طی کرده ايم که طول يک چهارم محيط دايره است.چون شعاع دايره 

π است.
2

π2 يعنی 
4

π2 است، پس طول ربع دايره  ۱ و محيط دايره 

٢ــ اگر از نقطه ی A روی دايره به اندازه ی ۱۸۰- درجه بچرخيم، نيم دايره ای طی می شود که طول 
π− است.  π2 يعنیπ است.پس زاويه ی طی شده بر حسب راديان 

2
آن

٣ــ اگر از نقطه ی A روی دايره به اندازه ی ۴۵۰ درجه بچرخيم، يک بار دايره طی می شود و 
π5 است، 

2
π يعنی

π+2
2

برای بار دوم به اندازه ی ۹۰ درجه می چرخيم. پس مسافت طی شده برابر 
راديان است. π5

2
يعنی ۴۵۰ درجه معادل 

طی  را  آن  محيط   1
360

اندازه ی  به  بچرخد  درجه  يک  اندازه ی  به  اگر  دايره  روی  متحرک  هر 
π راديان است. پس يک درجه 

180
π2 يعنی 

360
می کند.برای دايره ای به شعاع ١ اين طول برابر 

π راديان است.
180

Dπ راديان خواهد 
180

پس اگر زاويه ای به اندازه ی D درجه باشد، بر حسب راديان به اندازه ی 
R D

R D

π
=

=
π

180

180

بود.اگر مقدار زاويه ای برحسب درجه D و بر حسب راديان R باشد، داريم:       

از اين تساوی برای تبديل واحد درجه به راديان و تبديل واحد راديان به درجه می توان استفاده کرد.

π− راديان را به درجه بنويسيد.
6

مقدار 

D

π
− ×

= = −
π

180
6 30 با استفاده از رابطه ی بالا داريم:                                   
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π
3

π
6

π11
6

π7
4π5

3
π3
2

π
2

π5
4

π π2

π7
6

? ?

?

?

π2
3

١ــ يک متحرک روی دايره، چه زاويه ای بر حسب راديان بچرخد تا به جای اول خود باز گردد؟
72−درجه معادل چند راديان است؟ ٢ــ ۲۰۰ درجه معادل چند راديان است؟ 

نشان  را  واحد  شعاع  به  دايره ای  مقابل  شکل  ٣ــ 
با  راديان  و  درجه  حسب  بر  زوايا  اندازه های  که  می دهد 
را  فوق  دايره ی  خالی  جاهای  هستند.  معادل  يک ديگر 

تکميل نماييد.

π− راديان معادل چند درجه است؟
6

π3 راديان معادل چند درجه است؟ 
2

۴ــ 
۵ ــ در فعاليت مربوط به پيست دوچرخه سواری 
باشد،  کرده  طی  را  کيلومتر   π7

2
مسافت  علی  اگر 

درجه  حسب  بر  را  است  چرخيده  که  زاويه ای  مقدار 
بيان کنيد.

کمانی   r شعاع  به  دايره ای  در   θ زاويه ی  يک  اگر 
L می باشد.در حالتی که r  =1 باشد 

r
θ به راديان برابر  به طول L را ببرد، در اين صورت اندازه ی 

θ برابر است. اندازه ی L با اندازه ی 

در دايره ای به شعاع ۳ سانتی متر توسط زاويه یθ کمانی به طول ۶ سانتی متر بريده می شود.مقدار 
θ به راديان چه قدر است؟

Lحل:
r

θ = = =
6

2
3 اندازه یθ به راديان برابر ۲ می باشد.                                          
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۱ــ دايره ای به شعاع واحد رسم کنيد. روی اين دايره انتهای کمان های داده شده را در موقعيت 
استاندارد مشخص کنيد.

π3                   ب) ۳راديان
2

الف)  
۳π- راديان چه کسری از دايره ی طی شده می باشند؟ اندازه ی آن ها  ٢ــ زوايای ۳- راديان و  

را بر حسب درجه بيان کنيد.(با تقريب سه رقم اعشار)
٣- اندازه ی زاويه ای که عقربه ی ساعت شمار از ساعت ۱ بعد از ظهر تا ۳ بعد از ظهر حرکت می کند 

را بر حسب درجه و راديان بيان کنيد.
/ راديان دوران کند؟ π2 5 ٤ــ چه مدت طول می کشد تا عقربه ی دقيقه شمار به اندازه ی 

٥ــ فرض کنيد سوار چرخ و فلکی شده ايد که ۴۰ کابين دارد 
و کابين های آن شماره گذاری شده اند. اگر در آغاز حرکت در 
 ۳ شماره ی  کابين  روی  شما  ساعت،  عقربه  های  خلاف  جهت 
موقعيت  در  شما  دوران،  راديان   π47

10
از بعد  باشيد،  نشسته 
کدام کابين قرار داريد؟

٦ــ فرض کنيم فاصله ی تهران تا مشهد روی قسمتی از سطح زمين 
فرض  کيلو متر   ۶،۴۴۰ را  زمين  شعاع  باشد.اگر  کيلو متر   ۱۰۰۰ تقريباً 
زمين  مرکز  در  آن  رأس  که  راديان  حسب  بر  را  زاويه ای  اندازه ی  کنيم، 
باشد پيدا کنيد به طوری  که تهران روی يک ضلع آن و مشهد روی ضلع 

ديگر آن باشد.
شناخت دايره مثلثاتی

در رياضی سال اول متوسطه مقادير مثلثاتی زوايای حاده را می توانستيد محاسبه کنيد.
حل يک مسئله:

خانواده آقای حسينی دريک روز تعطيل به شهربازی رفتند، رضا و زهرا فرزندان آقای حسينی 
قصد دارند سوارچرخ و فلکی به شعاع ٢٠ متر شوند. بعد از اينکه رضا از سطح زمين سوار کابين 

مشهد      ١٠٠٠       تهران
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30 در جهت  شماره ی ١ شده است، مسئول چرخ وفلک جهت سوارشدن زهرا کابين را به اندازه ی 
خلاف حرکت عقربه های ساعت حرکت داد. می خواهيم بدانيم فاصله ی رضا از سطح زمين چه قدر 

است. با توجه به دانسته هايمان از رياضی سال اول متوسطه، می توانيم اين مسئله را حل کنيم. 

 x که  می بينيم  بگيريم  درنظر  را  مقابل  شکل  اگر 
زمين)   تا  چرخ  مرکز  (فاصله ی   OA بين  اختلاف 
نسبت  از  استفاده  با   .AH = h و  می باشد   HA و 

 
x hcos −

= =
21

30
20 20

داريم:  کسينوس ها 
که با توجه به رابطه ی بالا h به دست می آيد.

 ٢٤٠ يا  درجه   ١٢٠ اندازه ی  به  رضا  کابين  اگر   
درجه يا ٣٠٠ درجه دوران کند فاصله ی رضا از سطح زمين چه قدر خواهد بود؟

90 را  برای اين که به سؤال فوق پاسخ داده شود بايستی نسبت های مثلثاتی زوايای بيش تر از 
بتوانيم محاسبه کنيم.  

در اين قسمت به اين  می پردازيم که چگونه مقادير مثلثاتی هر زاويه ی دلخواه را محاسبه کنيم.
در  فعاليت  زير  از ابزار  پرگار ، نقاله، کاغذ  شطرنجی  و ماشين حساب   استفاده کنيد  . 

روی کاغذ شطرنجی محور مختصات را رسم نماييد. 
شطرنجی  صفحه  روی  مربع  ضلع  هر  طول  کنيد  فرض 
مانند  مختصات  مبدأ  مرکز  به  باشد.  واحد   ۰/۱ نمايش 

شکل مقابل دايره ای به شعاع ۱ رسم کنيد.
 ۱ــ نقاله را به گونه ای قرار دهيد که نقطه ی O در 
اندازه ی  به  زاويه ای    A نقطه ی  از  و  گرفته  قرار  مبدأ 
 P نماييد و آن را ۵۷/۳ درجه را روی دايره مشخص 

بناميد . 
عرض  و  طول  شطرنجی  کاغذ  بردن  کار  به  با  ۲ــ 

نقطه ی P را به دست آوريد.  
57/ درجه را محاسبه کنيد و رابطه ی بين مختصات  3 ۳ــ با ماشين حساب کسينوس و سينوس 
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نقطه ی P ومقادير سينوس و کسينوس را بنويسيد.
۴ــ با ۲ و ٣ برابر کردن زاويه فوق، سه فعاليت صفحه ی قبل را تکرار کنيد.

cos) به طور تقريبی با  / ,sin / )57 3 57 3 با توجه به فعاليت صفحه ی قبل می توانيم بگوييم 
مختصات نقطه ی P برابر است.

هر  ازای  به  مثلثاتی)  (دايره ی   1 شعاع  به  ای  دايره  در 

 P(cos ,sin )θ θ نقطه ی   ،θ زاويه ی  حقيقی  مقدار 

θ حول مبدأ می باشد  دوران يافته ی نقطه ی A تحت دوران 

cos می باشد. xθ = sin و  yθ = كه در آن  

π روی دايره ی مثلثاتی مشخص 
2

۱ــ در شکل زير کسينوس و سينوس مضارب صحيح زاويه ی 
شده است.

( ), (cos ,sin )

(cos ,sin )

π π
=

=

01
2 2

90 90

( ), (cos ,sin )

(cos ,sin )

− = π π

=

1 0

180 180

( ), (cos ,sin )

(cos ,sin )

π π
− =

=

3 3
0 1

2 2

270 270

( , ) (cos ,sin )

(cos ,sin )

=

=

10 0 0

0 0

نقطه ی  مختصات  می کند.  دوران  مختصات  مبدأ  حول   π13
5

اندازه ی  به   (۱,۰) نقطه ی  ٢ــ 
به دست آمده ی آن را تا ۳ رقم اعشار حساب کنيد.
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) عبارت است از:                     cos π13
5  

و
 
sin π13

5
با استفاده از ماشين حساب مقدار (

 (۰/٩٥١ و ٣٠٩/۰-)   
نقطه ی  در  است  شده  شروع   (۱,۰) نقطه ی  از  که   θ زاويه ی   انتهايی  ضلع  کنيم  فرض   -۳  
آوريد.  به دست  را   cosθ و  sinθ مقادير  بگيرد،  قرار  مثلثاتی  دايره ی  روی   P( , )−2 2 1

3 3
sin θ = − 1

3
و 

 cosθ = 2 2
3

)P بنابراين:      , ) P(cos− = θ
2 2 1
3 3

و sin )θ

مشخص  مثلثاتی  دايره  روی  را  خاص  زوايای  از  بعضی  کسينوس  و  سينوس  دقيق  مقادير  حال 
می کنيم.

خط L را در شکل مقابل در دايره ی مثلثاتی در نظر بگيريد 
A می گذرد. P تصوير A تحت دوران ( , )= 1 0 که از نقطه ی 

θ  به مرکز O می باشد و OP خط L را در نقطه ی Q قطع 
QA=tanθ π باشد، اندازه ی  

< θ<0
2

می کند. وقتی  

١ــ مثال شماره ی ٢ صفحه ی قبل را با استفاده از کاغذ شطرنجی و رسم دايره ی مثلثاتی آزمايش کنيد.
۲ــ از نمودار شکل بالا استفاده نماييد و درستی رابطه های صفحه ی بعد را بررسی کنيد:

( , )01
( , )1 3
2 2

( , )2 2
2 2

( , )3 1
2 2

( , )10

( , )−
3 1
2 2

( , )−
2 2
2 2

( , )−
1 3
2 2

( , )−
2 2
2 2

( , )−
1 3
2 2

( , )− −
1 3
2 2

( , )− −
2 2
2 2

( , )− −
3 1
2 2

( , )−10

( , )−
3 1
2 2

( , )−0 1
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sin cosθ+ θ =2 2 θ داريم: 1 الف: به ازای هر مقدار 
sintan
cos

θ
θ =

θ
cosθ باشد، داريم:  θ با شرط اين که 0≠ ب: به ازای هر مقدار 

tan را تعيين کنيد. ( )−270 tan و π ۳- مقادير 
π باشد را نشان دهيد. <θ< π

2
tan در حالتی که  θ ٤- با رسم دايره ی مثلثاتی، مقدار 

٥- با توجه به اين که به صورت عملی با مقادير مثبت و منفی عبارت های مثلثاتی آشنا شده ايد، 
جدول زير را تکميل کنيد.

   θ ربع مقدار cosθ sin θ tan θ

π
< θ<0

2
اول

π
<θ< π

2
دوم

π
π<θ <

3
2

سوم

π
<θ< π

3
2

2
چهارم

بر   -۷ (اندازه ی   sin( ) , cos( ) , tan( )− − −7 7 7 علامت 
حسب راديان است) را مشخص کنيد.

  حل: (٧-) راديان، دوران بيش تر از يک دور و در جهت حرکت 
عقربه های ساعت می باشد.بنابراين ضلع انتهايی زاويه در ربع چهارم 
سينوس  و  تانژانت  و  مثبت  کسينوس  چهارم  ربع  در  و  می گيرد  قرار 

منفی می باشند.

نقاط  کند،  دوران  مختصات  مبدأ  حول   θ اندازه ی  به   A ( , )= 10 نقطه ی  اين که  فرض  با   -۱
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θ را به دست آوريد. حاصل از دوران به ازای مقادير داده شده ی 
π11
2

ج)   − π13 ب)  الف)۸۱۰- درجه 
cosθ می باشد  = 1

2
π2 به طوری که  θ بين ۰ و  ۲- با استفاده از دايره ی مثلثاتی همه ی مقادير

را بيابيد.

١- مقادير دقيق عبارت های زير را به دست آوريد:

 tan π11
6

sin و cos۳۰۰º و  π3
4  

sin135 و cos و  π7
4

sinθ بيابيد. cosθ باشد، دو مقدار ممکن برای  = 2
5

٢- الف) اگر 
      ب) با رسم شکل، مختصات فوق را روی شکل نشان دهيد.

دايره ی   θ کمان   انتهايی  نقطه ی  طوری که  به  باشد  استاندارد  موقعيت  در   θ زاو يه ی  اگر   -۳
tan را در نقطه ی فوق  ,cos ,sinθ θ θ ) قطع کند، مقادير  , )−

1 2

5 5
مثلثاتی را در نقطه ی 

حساب کنيد.
π2, را بيابيد به طوری که روابط  0 θ بين  ٤- با استفاده از دايره ی مثلثاتی همه ی مقاديری از 

زير برقرار باشد:
sinθ (الف = 1

2
tan (ب  θ = − 3 cosθ (ج  =0  

π2 واحد فاصله را  ٥- اگر از نقطه ای روی دايره ی مثلثاتی شروع به حرکت کنيم و به اندازه ی 
طی کنيم، به جايی که حرکت را شروع کرده ايم می رسيم. اگر حرکت را برای بار دوم ادامه دهيم، 
ای که در دور اول به آن رسيديم، مجدداً به آن می رسيم. با استفاده از بحث  (x , y) همه ی مقادير 

بالا مقادير هر يک از عبارت های زير را به دست آوريد:
sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

π π
π+ π−

π π
π− π+

2 2
3 6

2
2 2

4 3
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cosθ باشد. = 1
2

π−, پيدا کنيد به طوری که  π
2 2

θ بين   ٦- دو مقدار از 
 sinθ = −1

2
٧- فرض کنيم: 

, پيدا کنيد به طوری که رابطه ی فوق درست باشد. π0 2 θ بين  الف) دو مقدار از
θ مشخص کنيد که معادله ی فوق درست باشد. ب) دو مقدار منفی از 

cos باشد و به ازای  sinθ = θ −, پيدا کنيد به طوری که  π π2 2 θ بين  ٨- چهار مقدار از 
tan را به دست آوريد. θ θ به دست آمده از بالا  مقادير

 

تعيين مقادير مثلثاتی برای تمام زوايا 

۱- يک دايره ی مثلثاتی رسم نموده و نقطه ای مانند P روی آن چنان بيابيد که زاويه ی نظير آن 
30 باشد.

۲- قرينه ی نقطه ی P را نسبت به محورy ها مشخص نموده و آن را Q ناميده و مختصات آن را 
معين کنيد.

QOBو زوايای  بين  رابطه ای  چه  بناميم،   B (۱,۰-)را  نقطه ی  و   A را   (۱,۰) نقطه ی  اگر   -۳
POA وجود دارد؟

۴- زاويه ی AOQ  را در جهت مثبت مشخص نموده و سپس بر اساس اين زاويه مختصات 
نقطه ی Q را به دست آوريد.

٥- از مختصات تعيين شده  Q در بند ۲ و بند ۴ فعاليت فوق چه نتيجه ای می گيريد؟

sin( ) sin
cos( ) cos

π−θ = θ
π−θ = − θ

    
   :θ در حالت كلی به ازای هر زاويه ی دلخواه 
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)sin را به دست آوريد. )π−θ sin باشد، مقدار  /θ =0 15 فرض کنيم:  
sin( ) sin /π−θ = θ =0 15 با استفاده از روابط به دست آمده در صفحه ی قبل داريم: 

π5 را به دست آوريد.
6

π2  و  
3

مقادير سينوس و کسينوس زوايای 

مقادير   θ دلخواه  زاويه  هر  ازای  به  و  نموده  رسم  مثلثاتی  دايره  نقاله  و  پرگار  از  استفاده  با 
را به دست آورده و رابطه ی بين اين دو را حدس بزنيد وحدستان را با دو  cosθ و 

 sin( )π
−θ

2
θ آزمايش کنيد. مقدار از 

sin( ) cos

cos( ) sin

π
−θ = θ

π
−θ = θ

2

2

     
θ  بر حسب درجه داريم:  به ازای هر زاويه ی  

)sin را به دست آوريد. )π
−θ

2
cosθ باشد، مقدار  = 2

5
اگر 

sin( ) cosπ
−θ = θ =

2
2 5

cos(۹۰+θ را با استفاده از  sinθ  و ( sin(۹۰+θ و همچنين رابطه ی  cosθ و ( رابطه ی بين 
فعاليت بالا بنويسيد.
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يک دايره ی مثلثاتی را درنظر بگيريد.
را  آن  مختصات  و  ناميده   P را  نقطه  آن  و  دهيد  دوران   θ اندازه ی  به  را   A( , )10 نقطه ی  ١ــ 

بنويسيد.
٢ــ قرينه ی نقطه ی P را نسبت به مبدأ مختصات مشخص کرده و آن را Q ناميده و مختصات آن 

را مشخص کنيد.
را  آن  مختصات  است،   π+θ اندازه ی  به  دوران  تحت   A تصوير    Q اين که  به  توجه  با  ٣ــ 

بنويسيد.
٤ــ ازدو بند فوق چه نتيجه ای می گيريد؟

cos( ) cos
sin( ) sin

π+ θ = − θ
π+ θ = − θ                           

در حالت كلی: 

چه قدر خواهد بود؟ cos( )π+ θ cosθ باشد، مقدار  = 2
3

اگر 
)cosحل: ) cosπ+ θ = − θ = −

2
3

۱- با استفاده از پرگار و نقاله دايره مثلثاتی رسم نموده و به ازای يک زاويه دلخواه x  روابط بالا 
را آزمايش کنيد.

۲-روابط فوق را برای تانژانت هر زاويه دلخواه بررسی کنيد.
x به دست آوريد.  π

=
6

)sin را به ازای  x )+ π4 2 ٣- مقدار 

با استفاده از ماشين حساب مقادير زير را حساب کنيد:
۱- زوايای زير بر حسب راديان هستند.

sin (الف , sinπ −π
3 3

)sin (ب        ) ,sin( )π − π5 5
6 6       

)sin (ج / ) ,sin( / )−2 8 2 8  
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cos(۸۳٠) و cos(-۸۳٠) -۲

اما  هستند  قرينه  فوق  زوايای  تمام  می بينيم  کنيم  دقت  اگر 
سينوس و کسينوس زوايای قرينه متفاوت عمل کرده اند.حال به 

تحليل چرايی اين موضوع می پردازيم.
θ وQ دوران  فرض کنيم P دوران يافته ی (۱,۰) تحت زاويه 

θ− مطابق شکل مقابل باشند. يافته ی (۱,۰) تحت زاويه
توجه کنيد که P,Q قرينه ی يکديگر نسبت به محور x ها هستند. 

بنابر اين مختص x آن ها يعنی کسينوس ها مساوی هستند اما مختص y آن ها يعنی سينوس ها قرينه اند. 
بنا براين: 

cos( ) cos( )
sin( ) sin( )

−θ = θ
−θ = − θ

          
θ داريم: به ازای هر زاويه ی 

θ به دست آوريد. ١- روابط فوق را برای تانژانت 
)sin را به دست آوريد. )θ−180 )cos و  )θ−180 ٢- مقادير 

رابطه بين شيب خط و تانژانت زاويه
شيب خط هايی که با محور x ها زاويه ی حاده می سازند تانژانت همان زاويه است.اما در مورد 

خط هايی که با جهت مثبت محور x ها زاويه ی منفرجه می سازند چه می توان گفت؟

 

Q(cos , sin )θ − θ

P(cos ,sin )θ θ
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(d شيب خط) dm tan= θ                   ( d′ dm (شيب خط  ?′ =                                              

شيب خط هايی که با محور x زاويه ی منفرجه می سازند 
بايد  منفرجه  زاويه های  تانژانت  پس  است،  منفی  عددی 
y عدد ۲-  x= −2 عددی منفی باشد. به نظر شما در خط 

چه رابطه ای با زاويه ی اين خط و محور xها دارد؟

خط ١-y = -x با محور xها چه زاويه ای می سازد؟

x به دست آوريد. π
=
6

۱- مقادير هر يک از عبارت های زير را به ازای 
y  (ب  ٢sin۳x + ١= y  (الف cos( x )π= − + −

3
1 2

4 2
 

y (ج                   sin( x )= − − π
2

4 3
3

 ٢- عبارت cos۴=cos(-۴) درست يا نادرست است؟ با استفاده از دايره ی مثلثاتی جوابتان را 
بررسی کنيد.(زوايای فوق بر حسب راديان هستند.)

مقادير  حساب  ماشين  بدون  است)  درجه  حسب  بر   θ باشد(  sin /θ =0 4 اگر   -٣
)sin را به دست آوريد. ) ,sin( )−θ −θ180

d d′

θ

θ
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مقادير حساب  ماشين  بدون   ( راديان  حسب  بر   θ باشد(  cos /θ =0 2 اگر   -٤
)cos را به دست آوريد. ),sin( )π

π+ θ −θ
2

دايره ی  از  استفاده  با  است  نادرست  اگر  و  درستی  دليل  است  درست  زير  عبارت های  اگر   -٥
مثلثاتی دليل نادرستی آن ها را بيان کنيد.

sin( ) sin( )

cos cos

− π π
=

π π
=

2 2
3 3

5
6 6 ٦- با ارايه ی مثالی نشان دهيد رابطه ی زير همواره درست نيست.

sin( ) sin sinπ−θ = π− θ

 cos cos( )θ+ π−θ θ نشان دهيد0=  ٧- به ازای هر مقدار 
٨- خط d با محور xها زاويه ی ٣٠ درجه می سازد، شيب اين خط را به دست آوريد.

تابع مثلثاتی

يک شهر بازی چرخ وفلکی دارد که شعاع داير ه ی آن ۱۵ متر است.فاصله ی مرکز دايره ی اين 
چرخ وفلک تا زمين ۲۰ متر است. برای هر نقطه ی C از اين چرخ وفلک با مشخص بودن زاويه ی 
OC باخط افق می توان فاصله ی نقطه ی C  تا زمين را به دست آورد. به عبارت ديگر فاصله ی C تا 

زمين به زاويه ی OC با خط افق بستگی دارد.
زاويه ای که OC با جهت مثبت خط افق می سازد را x و فاصله ی C تا زمين را y بناميد.

 OH و AC مجموع دو طول y باشد، نشان دهيد π ۱- در حالتی که x زاويه ای بين صفر و 
y sin x= +20 15 است و نتيجه بگيريد: 

π2 باشد، شکل جديدی بکشيد و باز نتيجه بگيريد:  π و  ۲- در حالتی که x بين 
y=١٥+٢٠sin x



140

تابعی که در فعاليت بالا به آن رسيديم، نمونه ای از توابع مثلثاتی می باشد.
تعبير  مثلثاتی  دايره ی  در  و  هستند  مثلثاتی  توابع  ساده ترين  از   y cos x , y sin x= = توابع 

هندسی ساده ای دارند.(x بر حسب راديان است.)

     

تمام   توابع  اين  دامنه ی  شده اند و  cosx تعريف  sinx و  مقدار های    x مقدار  هر  ازای  به 

است.با تغيير x مقاديری كه برای  sinx و  cosx به دست می آيد اعدادی بين 1- و1 هستند، 

] است. , ]−11 به عبارت ديگر برد اين توابع 

حال به مسأله ی چرخ و فلک صفحه ی قبل برمی گرديم:

  y =20+15sinθ ۱- اگر سوار چرخ و فلکی شويد که فاصله ی شما تا سطح زمين از رابطه ی 
تعيين شود، با تکميل جدول زير فاصله ی خود تا سطح زمين را بر اساس زاويه ی طی شده به دست 

آوريد.

θ (زاويه ی طی شده)  π
6

π
4

π
3

π
2

π2
3

π π3
2

π2

y (فاصله ی شخص تا سطح زمين)
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۲- با توجه به جدول صفحه ی قبل به نظر شما در مورد فاصله ی خودتان تا سطح زمين در زوايای 
π2 چه می توان گفت؟ صفر و 

π2 ترسيم و تکميل نموده و مقادير به دست آمده  +θ ۳- جدول صفحه ی قبل را برای زوايای 
را با مقادير جدول اوليه مقايسه کنيد. چه نتيجه ای می گيريد؟

نتيجه ای  چه  نماييم  ترسيم   × π+ θ2 2 زوايای  برای  را  اوليه  جدول  اگر  شما  نظر  به   -۴
می گيريم؟ 

فرض کنيم مريم سوار چرخ و فلک شود و بعد از يک دور چرخيدن، زهرا سوار چرخ و فلک شده و 
θ که يک دور کمتر  π2 و زهرا به اندازه ی  +θ کنار مريم بنشيند، در اين حالت با آن که مريم به اندازه  ی 

از مريم چرخيده است، اما هر دو در يک محل قرار می گيرند.

 sin( ) sin
sin( ) sin
.
.
.
sin( n ) sin

θ+ π = θ
θ+ × π = θ

θ+ × π = θ

2

2 2

2

π2 دوره ی تناوب تابع فوق ناميده می شود. به چنين توابعی توابع تناوبی می گوييم و زاويه ی 
π2 می باشد(چرا؟) y =cosθ نيز دارای دوره ی تناوب  تابع 
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منحنی توابع مثلثاتی

يک اره ی برقی را به شعاع ۴۰ سانتی متر در  نظر بگيريد 
که يک نقطه ی قرمز رنگ بر روی لبه ی خود دارد و در هر 
ثانيه چهار دور در جهت مثبت می چرخد.فرض کنيم که 
نقطه ی قرمز اره  برقی در لحظه ی t      =۰ روی ميز مسطحی 

باشد که الوار را برای برش روی آن قرار می دهند. با فرض اين که مرکز اره برقی روی مبدأ مختصات باشد، 
در اين صورت:

١- نقطه ی قرمز در هر ثانيه چه زاويه ای را طی می کند؟
۲- در ۱ دقيقه چه زاويه ای را طی می کند؟

۳- در چه مدتی ۷۶۵ درجه می گردد؟
(ثانيه) در چه محلی قرار می گيرد،  t , , , , ,=

1 1 1 1 3
1

16 8 4 2 4
۴- نقطه ی قرمز در زمان های 

روی شکل نشان دهيد.
۵- جدول زير را تکميل نموده و نمودار آن را رسم کنيد:

t t =0 t = 1
16

t = 2
16

t = 3
16

t = 4
16

t = 5
16

t = 6
16

t = 7
16 … t =1

 اندازه
 ارتفاع
 نقطه ی
 قرمز تا
سطح

اگر بر روی محورهای مختصات جهت مثبت محور xها را زمان طی شده و محور yها را سطوح 
مختلف ارتفاع از سطح ميز در نظر بگيريم، نمودار حاصل، موج سينوسی است که نقاط جدول فوق 

روی آن نمودار قرار دارند.
 صفحه ی اره برقی در هر ثانيه ٤ دور کامل خلاف جهت حرکت عقربه   های ساعت طی می کند به 
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1  ثانيه  يک دور کامل طی می کند واين موج تکرار می شود. بنا براين تابع فوق تناوبی 
4
عبارت ديگر هر

1  ثانيه تکرار می شود.
4

است و اين تناوب در هر 

چه  به  منفی   t شما  نظر  به  می آيد؟  پيش  چه  کنيم  فرض  منفی  را   t اگر  که  کرده ايد  فکر  اين  به  آيا 
معناست؟

برای t منفی منحنی را رسم کنيد.

y می پردازيم: sin= θ حال به بررسی و تحليل نمودار تابع 

جدول زير را درنظر بگيريد:

 

x 0
π
6

π
3

π
2

π2
3

π5
6

π π7
6

π4
3

π3
2

π5
3

π11
6

π2

sin x 0 0/5 0/87 1 0/87 0/5 0 -0/5 -0/87 -1 -0/87 -0/5 0

١- نمودار جدول فوق را رسم و آن را در جهت مثبت محور xها گسترش دهيد.
٢- عبارات زير را تکميل کنيد.

π افزايش می يابد، مقدار y از ٠ تا ١ افزايش می يابد.
2

وقتی که x از ٠ تا 

π افزايش می يابد، ............................. π تا 
2

وقتی که x از 

........................................ π3
2

π تا  وقتی که x از 

............................................................
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منفی  جهت  در  و  کنيد  رسم  را   y sin x= تابع  نمودار  و  جدول   x− π ≤ ≤2 0 ازای  به   -٣
 y sin x=  ،x ها گسترش دهيد و بيان نماييد که  در بازه ی فوق به ازای چه مقاديری ازx محور

افزايش  و به ازای چه مقاديری از x کاهش می يابد.
π2 راديان تکرار می شود. ، موج سينوسی آن هر  y sin x= از نمودار فوق مشخص است که تابع 

π2 است. بنا براين تابع فوق يک تابع تناوبی با دوره ی تناوب 

 ..., , , , , ,...− π −π π π2 0 2 نقاط  در   y sin x= تابع  که  پيداست  قبل  صفحه ی  جدول  از 
k)  x متعلق به مجموعه ی اعداد صحيح  k= π y برای  sin x= صفر است. بنا براين مقدار تابع 

می باشد.) صفر است.

y =  sin۳θ صفر می شود؟ θ مقدار تابع  به ازای چه مقاديری از 
kθ صفر است. بنابراين: = π3 y =  sin۳θ  به ازای  kحل: مقدار تابع 

k
θ = π

π
θ =

3

3

- و... مقدار تابع فوق صفر می شود. π2
3

- و  π
3

π و ۰ و 
3

π2 و 
3

به ازای نقاط ... و 
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رابطه ی بين منحنی تابع سينوسی و دايره ی مثلثاتی

y را روی دايره ی مثلثاتی انجام می دهيم. sin= θ ١- با تکميل جدول زير تفسير تابع 

 ( , )01 ) به نقطه ی  , )10 p از  π نقطه ی 
2

θ از ٠ تا  با تغيير 
y از ٠ به ١ افزايش می يابد. sin= θ حرکت می کند و مقدار 

ربع اول

) حرکت  , )−10 ) به  , )01 p از  π نقطه ی  π تا 
2

θاز  با تغيير 
از ١ به صفر کاهش می يابد. y sin= θ می کند و مقدار

ربع دوم

ربع سوم 

ربع چهارم
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π2 تغيير کند، مکان نقطه ی p را روی نمودار  ٢- شکل زير را در نظر بگيريد. اگر x از ۰ تا 
مشخص کنيد:

y را در نظر بگيريد: cos= θ ١- جدول و نمودار تابع 

x y=cos x

0 COS 0=١
π
4

cos π = 1
4 2

π
2

cos π =0
2

π3
4

cos π
= −

3 1
4 2

π cosπ = −1

π5
4

cos π
= −

5 1
4 2

π3
2

cos π
=

3
0

2
π7
4

cos π
=

7 1
4 2

π2 cos π =2 1
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  ، π π تا 
2

 ، π
2

y را از روی نمودار از ٠ تا  cos= θ ١-١) تفسير افزايشی يا کاهشی بودن تابع 
π2 بنويسيد. π3 تا 

2
π3 و 

2
π تا 

١-۲) دوره ی تناوب تابع فوق را مشخص کنيد. 
cosθ به ازای چه  ١-۳) به ازای چه مقاديری، تابع فوق برابر صفر است و در حالت کلی تابع  

مقاديری صفر است.
− رسم نماييد. π ≤ θ ≤2 y را به ازای 0 cos= θ ١-۴) جدول و نمودار تابع 

y  را با رسم دايره ی مثلثاتی برای ربع های اول تا چهارم انجام دهيد. cos= θ ٢- تفسير تابع 
π2 تغيير کند، مکان نقطه ی p راروی  ٢-١) نمودار شکل زير را در نظر بگيريد. اگر x از ۰ تا 

نمودار بررسی کنيد:

π2 راديان تکرار می شود.بنابراين  y مشخص است که موج کسينوسی هر  cos= θ از نمودار 
π2 است. تابع فوق يک تابع تناوبی با دوره ی تناوب  
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- و ...  صفر است.  π3
2

- و  π
2

π و 
2

π3 و 
2

π5  و 
2

y در نقاط ... و  cos= θ تابع 

θ که k متعلق به مجموعه  ی اعداد صحيح  = kπ+ π
2

y به ازای   cos= θ بنابراين مقدار تابع 
است صفر است.

y در چه نقاطی صفر است؟ cos( )= − θ2 تابع 
kحل: 

k

π
− θ = π+

− π π
θ = −

2
2

2 4

π3 و… تابع فوق صفر می شود.
4

π و 
4

π  و 
−
4
π و
−
3
4

به ازای نقاط ... و 

در دو فعاليت زير می خواهيم بررسی کنيم که مقادير حداقلی و حداکثری تابع y = a sin bx و نيز 
دوره ی تناوب تابع y = a sin bx چه قدر است.

۱- جدول زير را کامل کنيد:

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

π3
4

π π5
4

π3
2

π7
4

π2

sin x 0 0/5 0/71 0/87 1

sin 2x 0 0/87 1 0/87 0

sin 3x 0 1 0/71 0 -1

۲- نقاطی که توابع فوق به ازای آن ها صفر است را روی محور xها مشخص کنيد.
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۳- نقاطی که توابع فوق به ازای آن ها مقادير حداقلی و حداکثری دارند را مشخص کنيد.
۴- با رسم توابع فوق روی يک دستگاه،  دوره ی تناوب هر يک را به دست آوريد.

y چه مقدار باشد؟ sin bx= ۵- حدس می زنيد دوره ی تناوب تابع 

جدول زير را در نظر بگيريد:

x 0
π
6

π
3

π
2

π2
3

π5
6

π π7
6

π4
3

π3
2

π5
3

π11
6

π2

sin x 0 0/5 0/87 1 0/87 0/5 0 -0/5 -0/87 -1 -0/87 -0/5 0

2sin x 0 1 1/73 2 1/73 1 0 -1 -1/73 -2 -1/73 -1 0

1
2

sin x 0 0/25 0/43 0/5 0/43 0/25 0 -0/25 -0/43 -0/5 -0/43 -0/25 0

۱- مقادير حداکثری و حداقلی توابع فوق را به دست آوريد.
۲- حدس می زنيد مقادير حداکثری و حداقلی تابع y = a sinx چه قدر باشد؟

شود  طی  کامل  دور  يک  که  اين  برای   y = a sin bx و   y = a cos  bx توابع  در  کلی  حالت  در 
(b )≠0 . x

b
π

≤ ≤
2

0 ≥bx تغيير نمايد. بنابراين:  ≤ π0 2 بايستی  

تابع  مقدار  مينيمم  و    a تابع  مقدار  ماكسيمم   y =a  sin bx و   y = a cos bx درتابع 

  می باشد.
b
π2 −a و دوره ی تناوب آن 

بنابراين با دوره ی تناوب و تعيين مقادير حداقلی و حداکثری می توان معادله ی نمودار تابع را نيز 
حدس زد.
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نظر  از  را   y = 2sinx و  y = sin 2x توابع  قبل  صفحه ی  فعاليت  دو  جداول  از  استفاده  با   -۱
حداقلی و حداکثری و نيز دوره ی تناوب مقايسه کنيد.

۲π بررسی کنيد: ۲- درستی جملات زير را در يک دوره ی تناوب از صفر تا 

x حداقل مقدار را دارد. 
a
π

=
3
2

x حداکثر و در 
a
π

=
2

y (٠ < a) در  sin ax= الف) تابع 

x حداقل مقدار را دارد. 
a
π

= x حداکثر و در  
a
π

=
2 y (٠ < a) در  cos ax= ب) تابع 

١- با استفاده از تعيين مقادير حداقلی و حداکثری و دوره ی تناوب تابع y = 2cos3x  نمودار تابع را 
رسم کنيد.

دوره ی  و  بوده   -۲ حداقلی  و   ۲ حداکثری  مقادير 
π2 می باشد. از طرفی تابع y = 2cos3x در 

3
تناوب آن 

π صفر هستند و در 
2

π و 
6

يک دوره ی تناوب در نقاط 
π  حداقل 

3
π2 حداکثر مقادير و در نقطه ی 

3
نقاط  ۰ و 

مقدار را دارد. بنابراين نمودار از دو طرف قابل گسترش است.

۲- نمودار y = 2sin(πx) را رسم کنيد.

و  حداقل  مقادير  بالا  روابط  به  توجه  با  حل: 
حداکثر ۲- و ۲ می باشد که اين حداقل و حداکثر 

 =  x به دست می آيد.
3
2

x  = 1 و 
2

در نقاط 
پس:  است.   x≤ π ≤ π0 2 طرفی  از 

x≤ ≤0 2
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دوره ی تناوب ۲ می باشد با توجه به اين که
صفر   x =2 و   x =1 و   x=0 نقاط  در   sinπx
در  کامل  سينوسی  موج  يک  انتهای  و  است 
به  آن  نمودار  بنابراين  می باشد،   x=2 نقطه ی
صورت مقابل است که اين موج را می توان از دو 

طرف گسترش داد.

۱- الف) جدول زير را کامل کنيد :

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

π2
3

π3
4

π5
6

π π7
6

π5
4

π4
3

π3
2

π5
3

π7
4

π11
6

π2

sin (-x) 0 -0/5 -1

2sin (-x) 0 -1 -2

ب) نمودار y = sin(-x)  و y = ۲sin(-x) را رسم کنيد.
۲- نمودار های توابع  زير را رسم کنيد.

y =    -2 sin 1 (الف 
2

x y =     - ۳ cos 1 (ب 
2

x    
۳- با استفاده از تعيين مقادير حداقلی و حداکثری و نيز دوره ی تناوب توابع زير را رسم کنيد.

y = cos 1 (ب                y = ۳sin۲x (الف 
3

x                     ج) y =  -۲cos
π
2

x 

با  عقربه  است.   ۶/۵  cm ساعت  يک  شمار  دقيقه  عقربه ی  طول   -٤
می توان  مقابل  مثلث  به  توجه  با  می سازد.   θ زاويه  ی  افقی  محور  جهت 

. y / sin= θ6 5 نوشت 
الف) حداکثر ارتفاع نوک عقربه چه قدر است ؟

ب) حداقل ارتفاع آن را محاسبه کنيد. در کدام زوايا ارتفاع صفر است ؟
ج) طول عقربه ی ساعت شمار cm ۵ و ارتفاع عمودی نوک آن از محور افقی تابعی به معادله ی 

sin θ ٥ = y است، نمودار تابع y را در اين حالت رسم کنيد.

θ
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۵- معادله ی هر يک از منحنی های زير را به صورت  y = a sin bx يا y = a cos  bx  که در آن 
x بر حسب راديان باشد، بيان کنيد.

          

۶- وزنه ای به يک فنر وصل است به گونه ای که به طور پيوسته پايين و بالا می رود.تغيير مکان وزنه 
)d =   -3/5cos به دست می آيد که d اندازه برحسب  π2 t)  ثانيه از رابطه ی t از نقطه ی تعادل بعد از

سانتی متر می باشد.
≥t رسم نماييد. ≤0 الف) نمودار تابع را به ازای 3

ب) بيشترين فاصله ی وزنه از نقطه ی تعادل چه قدر است؟
ج) چه مدت طول می کشد تا وزنه يک نوسان کامل انجام دهد؟

کاربردهايی از مثلثات

دليل  است.  علاقه مند  نجات  و  امداد  مسائل  به  فاطمه 
است.  ما  کشور  در  زلزله  چون  اتفاقاتی  وقوع  وی  علاقه مندی 
درنتيجه او سعی دارد مسائل اين  چنينی را بهتر و بيش تر بشناسد. 
در  حادثه ای  بود  ديده  را  آن  فيلمی  در  که  مسائل  اين  از  دريکی 

نقطه ی B مانند شکل مقابل روی داد.                                   

A آمبولانس

Bمصدوم Cبيمارستان
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 ۱ فاصله ی  در  آمبولانس  کنيد.)  تصور  سيل،...  تصادف،  زلزله ،  می توانيد  را  حادثه  (اين   
کيلومتری از حادثه ی B در نقطه ی A قرار دارد. زاويه ی C , B را نيز راننده ی آمبولانس حدس 
زد. او فاصله ی خود تا بيمارستان را نيز می داند. راننده ی آمبولانس می خواهد بداندکه آيا به اندازه ی 

کافی بنزين برای رفتن از B به C  دارد يا نه؟
فاطمه نيز می خواهد اين مسئله را حلّ نمايد. او پيش خود چنين استدلال می نمايد که : آمبولانس 

می بايست مسير A تا B و سپس مسير B تا C را طی کند.
فاطمه تلاش دارد که اين مسئله را از طريق مثلثات 
حل نمايد. اما در سال پيش زوايايی که او خوانده بود 
همه حاده بودند. در نتيجه پيش خود گفت: بگذار اول 
سپس  کنم  حلّ  را  مسئله  حاده  زوايای  با  مثلث  برای 
مثلث  نمود.فاطمه  حل  می توان  نيز  را  مثلث ها  بقيه ی 
مقابل را ترسيم نمود و سپس به حل آن به صورت زير 

پرداخت:
BC = BH+HC=ABcosB+ACcosC

با توجه به اين که همه ی مقادير برای او مشخص است مسئله حل می شود.

مسئله را برای زاويه ی منفرجه مانند قبل حل کنيد.
فردای آن روز در کلاس درس، معلم رابطه ای را بررسی نمود که مسئله ی فوق را به راحتی با آن 

رابطه می توان حل نمود. حال به بررسی آن رابطه می پردازيم:

مثلث ABC را مانند شکل مقابل در نظر بگيريد:

a۲=(b-x)۲+h۲=b۲-۲bx+x۲+h۲=b۲-۲b(c cos A)+c۲=b۲+c۲-۲bc  cos  A
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بنابراين در مثلث ABC داريم:
a2= b2+c2-2bc  cos A

b2= a2+c2-2ac  cos  B

                                            c2= a2+b2-2ab  cos  C
به روابط فوق روابط کسينوس ها می گوييم.

با استفاده از رابطه ی کسينوس ها، اندازه بزرگ ترين ضلع 
را در شکل مقابل به دست آوريد.

      a2=b2+c2-2bc  cos A =92+72-2(9) (7) cos120

                 a⇒ = 193

۱- مسئله ی امداد و نجات را با استفاده از رابطه ی کسينوس ها حل کنيد.
، مقدار BC را پيدا کنيد. cos A , AC , AB , ABC= = =

1
10 8

8
۱-١) در مثلث  

 -٢
الف) رابطه ی کسينوس ها را برای يک مثلث قائم الزاويه بنويسيد.

است»  فيثاغورث  رابطه ی  تعميم  کسينوس ها  «رابطه ی  عبارت  در  تعميم  معنای  شما  به نظر  ب) 
چيست؟
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به نظر فاطمه روش جديد و استفاده از فرمول فوق  الذکر بهتر بود، چرا که لازم نبود تمامی زوايای 
 Bمثلث را بشناسند و با شناخت يک زاويه مسئله را حل می کرد.آيا اگر در مسئله ی فوق زاويه ی
و اضلاع  AC وAB مشخص بودند با استفاده از رابطه ی کسينوس ها می توانستيم مسئله را حل 

کنيم؟
برای  را  می آمد  جالب  نظرش  به  که  مسئله ای  بود  فاطمه  همکلاسی  که  سميه  روز  آن  فردای 

شکل  به  زمينی  بودکه  آن  مسئله  نمود.  تعريف  فاطمه 
شهرداری  بودکه  مانده  باير  آن ها  محله ی  درانتهای  مثلث 
نمايد.  پارک  به  تبديل  و  کرده  چمن  را  آن جا  می خواست 
مسئله  محاسبه ی مساحت زمين بود.ابتدا آن ها شکلی را 
مثلث  مساحت  آن  در  که  نمودند  ترسيم  مقابل  صورت  به 
 ABCS / AH BC= ×1 2 هندسی فرمول  با  را   ABC

می خواستند محاسبه نمايند.
اما در اين زمين باير مقدار زيادی آشغال ريخته شده بود و عملاً محاسبه ی AH ممکن نبود. بعد 

از دو روز فکر کردن فاطمه راه حلّ ديگری يافت.
AB  را قرار داد و در نتيجه:  sin B× او به جای AH ، مقدار 

ABCS (AB sin B) BC AB BC sin B acsin B= × × = × × =
1 1 1
2 2 2

عملی  شکل  به  اما  بود،  يکی  هندسی  فرمول  با  رياضی  لحاظ  به  چند  هر  بالا  فرمول  او  نظر  به  حال 
می توانست مساحت مثلث را حساب کند.

مساحت مثلث ABC را در صورتی که B = ۱۳۵ درجه و a = ۵ و c = ۶ باشد پيدا کنيد:

S acsin B

sin

=

= × × × =

1
2

1 15 2
5 6 135

2 2
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باشد، مساحت  B∠ = 30 BC سانتی متر و  = AB سانتی متر و 9 =14 در مثلث ABC، اگر 
مثلث را حساب کنيد.

فاطمه و سميه مسئله و حل خودشان را  فردای آن روز به معلم  خود نشان دادند. معلم  آن ها را 
تحسين نموده و راه حل آن ها را به بچه های کلاس نشان داد.

سپس درس جديد را به اين شکل ادامه داد. همان گونه که ديديم مساحت مثلث را بچه ها به شکل 
زير محاسبه نمودند.حال به همين شکل سه رابطه ی  متقارن زير را داريم:

ABCS (الف AB AC sin A= × ×
1
2

ABCS (ب BC AC sin C= × ×
1
2

ABCS (ج AB BC sin B= × ×
1
2

 AB AC BC× ×
1
2

در ادامه توضيح داد که اگر سه فرمول بالا را با هم برابر قرار  دهيم و بر 
تقسيم نماييم داريم:

رابطه ی فوق را نخستين بار ابوريحان بيرونی دانشمند ايرانی در کتاب «قانون مسعودی» به وجه 
قابل توجهی اثبات کرده است.

C =120 و a = 5cm باشد، مقادير b و c را  B =  20 و   ۱- مثلث زير را در نظر بگيريد. اگر 
به دست آوريد.

sin A sin C sin B
BC AB AC

= =
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درصورتی  مقابل  شکل  به  توجه  با   -۲
 A =90 و    B =32 و   متر   a=562 که

باشد، فاصله ی x را حساب کنيد.

۱- محيط يک زمين کشاورزی که به شکل مثلث است را به دست آوريد، اگر يک ضلع آن ۴۵ 
کيلومتر وضلع ديگر آن ۴۰ کيلومتر و زاويه ی بين آن ها ١٥٠ درجه باشد.

۲- طول قطر يک پنج ضلعی منتظم که طول يک ضلع آن ۱۰ سانتی متر می باشد را پيدا کنيد.
۳- سُرسُره های يک پارک را در نظر بگيريد که نردبانی به طول ۵/۲ متر جهت بالا رفتن دارد. اگر 
طول سرسره ۵/۴ متر باشد و نردبان زاويه ی ۷۵ درجه با زمين بسازد، سينوس زاويه ای که سرسره 

با زمين می سازد را حساب کنيد.
 125 ۴- قطرهای يک متوازی الاضلاع ١٢ و ٢٢ سانتی متر است و تقاطع اين دو يک زاويه ی 

می سازد. طول اضلاع بزرگ تر متوازی الاضلاع را به دست آوريد.
۵- باغی به شکل ذوزنقه وجود دارد که طول های اضلاع موازی آن ٣٠ ، ۲۰ کيلو متر و دو ضلع 

60 باشد، مساحت باغ را حساب کنيد. ديگر هر يک ١٠ کيلو متر است. اگر يکی از زوايای پايه 
الاضلاع  متوازی  يک  مجاور  اضلاع   -۶
است  سانتی متر   ١٥ و   ١٢ اندازه های  دارای 
مساحت  است.   150 آن  زاويه ی  يک  اندازه ی 

متوازی الاضلاع را پيدا کنيد. 
ايستاده  راديويی  ايستگاه  يک  آنتن  نزديک  شخصی   -۷
60 است . اگر او  است. زاويه ی  ديد شخص با نوک آنتن 
۱۰۰ متر به عقب برود زاويه ای که با نوک آنتن در موقعيت 

45 است. ارتفاع آنتن را حساب کنيد. �45جديد می سازد  60�
45 60
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۸- آنتنی به طول ۱۱ متر را بر روی 
که  گونه ای  به  بگيريد  نظر  در  تپه ای 
 /1 5 انتهای آنتن با سطح تپه زاويه ی 
که  زاويه ای  اگر  می سازد،  شکل  مطابق 
ابتدای آنتن با سطح افقی زمين می سازد  

25 باشد ارتفاع تپه را حساب کنيد.

( sin /25 0 42 sin و  / /1 5 0 02)

در  که  را  درختی  می خواهد  رضا   -۹
سمت ديگر رودخانه است اندازه    بگيرد. 
او روبروی درخت در نقطه ی A ايستاده 
است. زاويه ی ديد رضا با نوک درخت 
اندازه ی  به  او  است.   60 حدوداً  
۲۵  متر  طی  از  بعد  و  برمی گردد   125
بين  زاويه ی  می رسد.   B نقطه ی  به 
مسير AB و خط C) BC پای درخت 
45 می باشد. ارتفاع درخت را  است) 

حساب کنيد.
۱۰- محمد و جواد در فاصله ی ۳ کيلو متری از يک ديگر، راکتی که از يک پايگاه موشکی پرتاب 
شده است را مشاهده می کنند. اگر موقعيت محمد به جواد شمال به جنوب باشد به گونه ای که محمد 
راکت را به طرف غرب مشاهده می کند که با موقعيت او ۶۵ درجه زاويه دارد و جواد راکت را به 
طرف غرب مشاهده می کند که با موقعيت او ۷۵ درجه زاويه دارد. فاصله ی هر يک از آن ها تا راکت 

چه قدر است؟   


