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فصل 5 مشتق توابع
  خط مماس بر منحنی ها و مشتق توابع

چگونه خط مماس بر يک منحنی را به دست آوريم؟

قبلاً با مفهوم خط مماس بر يک دايره آشنا شده ايم.

برای آن که خطی در نقطه ای بر دايره ای مماس باشد کافی است يکی از دو ويژگی های زير برقرار باشد.
الف) خط و دايره فقط و فقط در آن نقطه برخورد داشته باشند.

ب) خط و دايره در آن نقطه برخورد داشته باشند و کل دايره در يک طرف خط قرار بگيرد.
آيا از اين ويژگی ها می توان برای به دست آوردن خط مماس بر منحنی های ديگر هم استفاده کرد؟ 

به شکل های زير توجه کنيد و در هر مورد حدس بزنيد که آيا خط داده شده در نقطه تقاطع با منحنی، مماس بر آن منحنی محسوب  
می شود يا نه، و کدام يک از دو ويژگی بالا را دارد.

(الف) (ب)

(ج) (د)

حل يك مسئله
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فصل 5 حسابان
در تجربه صفحه ی قبل ممکن است حدس هايی درست يا نادرست زده باشيد. اما اين تجربه نشان می دهد که شرايط مماس 
بودن يک خط بر يک منحنی دلخواه با شرايط مماس بودن يک خط بر دايره فرق می کند، زيرا دايره منحنی خاصی است و لزومی ندارد 
برای يک منحنی دلخواه شرايط مماس بودن خط بر منحنی مانند حالت دايره باشد. بايد مفهوم خط مماس بر دايره را به شکل ديگری 

به دست آوريم که برای يک منحنی دلخواه هم قابل قبول باشد.

١ــ نقطه ی A را روی دايره ی زير به طور ثابت در نظر بگيريد. نقطه ی ديگری روی دايره مانند B در نظر بگيريد 
نزديک  خطی  چه  به   AB خط  می کنيم.  A  نزديک  نقطه ی  به  دايره  روی  را   B نقطه ی  می کنيم.  رسم  را   AB خط  و 

می شود؟

 B به طور ثابت در نظر بگيريد. نقطه ی ديگری روی منحنی مانند A ۲ــ در منحنی دلخواه زير، نقطه ای مانند
در نظر بگيريد و خط AB را رسم می کنيم. نقطه B را روی منحنی به نقطه A نزديک می کنيم. خط AB به چه خطی 

نزديک می شود؟

A
B

d

A

B

d

فعاليت بالا نشان می دهد که برای يافتن خط مماس بر يک منحنی در نقطه ای مانند A بايد نقطه ای مانند B روی منحنی در 
نزديکی A در نظر بگيريم و با رسم خط AB، نقطه ی B را به نقطه ی A نزديک کنيم و ببينيم که آيا اين خط ها به خط خاصی نزديک 

می شوند. اين عمل دقيقاً يک عمل حدگيری است. 
از خط مماس بر يک منحنی در يک نقطه، يک نقطه از خط مشخص است (همان نقطه ای که خط در آن نقطه بر منحنی مماس 

فعاليت 1
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می شود.)، پس برای مشخص کردن اين خط، کافی است شيب آن را مشخص کنيم و شيب با يک عمل حدگيری به دست می آيد.

بگيريد. برای يک عدد حقيقی کوچک و  )A را در نظر  a,a )2 نقطه ی ثابت  f ( x ) x= 2 نمودار تابع  روی 
)B را روی نمودار تابع در نزديکی A در نظر بگيريد. a h,( a h ) )+ + 2 ناصفر h (مثبت يا منفی) نقطه ی 

١ــ شيب خط AB را حساب کنيد که تابعی از h است.
۲ــ با نزديک شدن h به صفر نقطه ی B به چه نقطه ای نزديک می شود؟

۳ــ با نزديک شدن h به صفر شيب خط AB به چه مقداری نزديک می شود؟
)A چقدر است؟ a,a )2 در نقطه ی  f ( x ) x= 2 ۴ــ شيب خط مماس بر نمودار تابع 

را  A( a, f ( a ) محاسبات فعاليت بالا را در مورد هر تابع ديگری هم می توانيم انجام دهيم. تابع دلخواه f(x) و نقطه ی ثابت (
)B را روی  a h, f ( a h ))+ + روی نمودار آن در نظر می گيريم. برای يک عدد حقيقی کوچک و ناصفر h (مثبت يا منفی) نقطه ی 

نمودار تابع در نزديکی A در نظر می گيريم.

a

2)( ha +

2a

ha +

A

B

a

)( haf +

)(af

ha +

A

B

)()( afhaf +

h

فعاليت 2
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. f ( a h ) f ( a )
h

+ − شکل صفحه ی قبل نشان می دهد که شيب خط AB برابر است با 
اگر با نزديک شدن h به صفر اين کسر به عدد خاصی نزديک شود، اين عدد همان شيب خط مماس بر نمودار تابع f در نقطه ی 

خواهد بود به عبارت ديگر: A( a, f ( a )

شيب خط مماس
h

f ( a h ) f ( a )lim
h→

+ −
=

0  
 

f نشان می دهند. ( a )′ مقدار بالا را (در صورت وجود) مشتق تابع f در a می نامند و با 

صورت  را (در  زير  حد  صورت  اين  در  است،  شده  تعريف   a نقطه ی  همسايگی  يک  در  که  باشد  تابعی    f اگر 
f′ نشان می دهند. ( a ) وجود)، مشتق تابع f در a می نامند و با 

→

+ −′ =
0h

f ( a h ) f ( a )f ( a ) lim
h

اگر حد بالا موجود نباشد، گوييم f در a مشتق پذير نيست.

مثال

را در نقطه دلخواه a حساب می کنيم و به کمک آن معادله خط مماس بر نمودار  f ( x ) x= 3 ۱: مشتق تابع 
تابع را در نقطه  ی A(۱,۱) به دست می آوريم. 

h h

f ( a h ) f ( a ) ( a h ) af ( a ) lim lim
h h→ →

+ − + −′ = =
3 3

0 0
 

h h

a h ah hlim lim( a ah h ) a
h→ →

+ +
= = + + =

2 2 3
2 2 2

0 0

3 3
3 3 3  

، شيب خط مماس بر نمودار اين تابع در نقطه ی A(۱,۱)  برابر ۳  می باشد و معادله خط  f ( )′ =1 3  از آنجا که 
 . y ( x )− = −1 3 1 مماس عبارت است از: 

a حساب می کنيم و به کمک آن معادله ی خط مماس بر  f را در نقطه ی دلخواه 0≠ ( x )
x

=
1 ۲: مشتق تابع  

)A به دست می آوريم. , )1
2
2

نمودار تابع را در نقطه ی 

      
 h h

f ( a h ) f ( a ) a h af ( a ) lim lim
h h→ →

−+ − +′ = =
0 0

1 1

 

h h

h
a( a h )lim lim

h a( a h ) a→ →

−
− −+= = =
+ 20 0

1 1
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a

)(xf

)(af
A

B

)()( afxf

ax

x

می باشد و معادله ی  −1
4
برابر A( , )1

2
2

، شيب خط مماس بر نمودار اين تابع در نقطه ی f ( ) −′ =
1

2
4

از آنجا که 
. y ( x )−

− = −
1 1

2
2 4

خط مماس عبارت است از: 
)A را به صورت  a, f ( a نزديک نقطه ی((   B محاسبه ی مشتق يک تابع گاهی مناسب تر است نقطه ی برای 

)B در نظر بگيريم. x, f ( x ))

f است. ( x ) x′ =2 f آنگاه تابع مشتق آن به صورت  ( x ) x= ٤: اگر2
برخی توابع در همه نقاط دامنه خود مشتق پذير نيستند، در اين صورت دامنه تابع مشتق فقط از نقاطی تشکيل 

f و برای محاسبه مشتق f در a بايد حد اين کسر را  ( x ) f ( a )
x a
−
−

در اين حالت شيب خط AB برابر است با 
بيابيم، يعنی  x a= در

x a

f ( x ) f ( a )f ( a ) lim
x a→

−′ =
−

 
)y را در نقطه ی a > ٠حساب می کنيم. x ) x= ۳: مشتق تابع 

x a x a

x a ( x a )( x a )y ( a ) lim lim
x a ( x a )( x a )→ →

− − +′ = =
− − +

 

x a x a

x alim lim
( x a )( x a ) x a a→ →

−
= = =

− + +
1 1

2
 

 f را نظير می سازد، تابع مشتق a در f مشتق پذير است، مشتق a در f که f از دامنه تابع a تابعی که به هر نقطه
می نامند و با ' f نشان می دهند.

مثال
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f را در همه نقاط بررسی کنيد و تابع مشتق آن را به دست آوريد.   ( x ) x= مشتق پذيری و مشتق تابع 

می شود که تابع در آن نقاط مشتق پذير باشد.
است. y ( x )

x
′ =

1

2
)y در همه ی نقاط بازه (∞ ,۰) مشتق پذير است و تابع مشتق آن  x ) x= ۵: تابع 

برای محاسبه مشتق يک تابع f در نقطه ای مانند a بايد حد  زير  را (در صورت وجود) حساب کنيم.

x a

f ( x ) f ( a )lim
x a→

−
−

در برخی موارد ممکن است حد بالا موجود نباشد ولی حدهای چپ و راست آن موجود باشند. 

تابع زير را در نظر بگيريد. 
( x ) x

y( x )
( x ) x

− − + ≤= 
− + + <

2

2

1 4 0

1 4 0  

  B  را وقتی  AB در نظر بگيريد و حد شيب خط A را سمت  راست B ( x , f ( x)) و نقطه ی ،  A(۰,۳) ۱ــ نقطه ی
به A نزديک می شود حساب کنيد. 

A

A

B

x

فعاليت 3

تمرين در كلاس
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A

B

x

 x = a در −
−

f ( x ) f ( a )
x a

اگر تابع f در يک همسايگی راست نقطه ای مانند a تعريف شده باشد، حد راست 
f′+ نشان می دهند. ( a ) را (در صورت وجود) مشتق راست f در a می نامند و يا 

 −
−

f ( x ) f ( a )
x a

به طور مشابه، اگر تابع f در يک همسايگی چپ نقطه ای مانند a تعريف شده باشد، حد چپ 
f′− نشان می دهند. ( a ) در x = a را (در صورت وجود) مشتق چپ f در a می نامند و با 

هم  با  و  موجود  نقطه  آن  در  تابع  راست  و  چپ  مشتق های  که  است  آن   با   معادل   a مانند  نقطه ای  در  تابع  يک  مشتق پذيری 
مساويند. 

1

A

 x = 1 در زير رسم شده است. پيوستگی و مشتق پذيری آن را  در x x
k( x )

x x

 ≤= 
− + <

2

2

2 1

3 1
نمودار تابع 

بررسی می کنيم. 

 ۲ــ نقطه ی B را سمت چپ A در نظر بگيريد و حد شيب خط AB را وقتی B به A نزديک می شود حساب 
کنيد. 

۳ــ آيا اين تابع در x =۰  مشتق پذير است؟ خط هايی که از نقطه ی A می گذرند و شيب آن ها اعدادی است که 
در بندهای قبل به دست آورده ايد چه وضعيتی نسبت به  نمودار تابع دارند؟

مثال
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تمرين در كلاس

از روی شکل می توان حدس زد که تابع در ١ = x بايد پيوسته باشد. برای بررسی درستی اين حدس، حد تابع را 
در ١ = x بررسی می کنيم. از آنجا که وضعيت تابع در سمت چپ و راست ١ = x متفاوت است حدهای چپ و راست 

تابع را در ١ = x جداگانه حساب می کنيم. 

x x
lim k( x ) lim x

+ +→ →
= − + = − + =2

1 1
3 1 3 2  

x x
lim k( x ) lim x

− −→ →
= =2

1 1
2 2  

ديده می شود که حد تابع k(x) در ١ = x موجود است و برابرk (1) است، پس تابع k(x) در ١ = x پيوسته است. 
بـرای بـررسی مشتق پـذيـری از روی شکل مـی تـوان حدس زد نمودار تـابع در سمت چپ و راست  نقطه  ی 
محاسبه  جداگانه  تابع k(x) را  راست  مشتق های چپ و  بنابراين  دارد.  متفاوت  مماس های  متفاوت است و   A (۱,۲)

می کنيم.

x x x x

k( x ) k( ) x xk ( ) lim lim lim lim ( x )
x x x+ + + ++

→ → → →

− − + − − +′ = = = − + = −
− − −

2 2

1 1 1 1

1 3 2 1
1 1 2

1 1 1
 

x x x x

k( x ) k( ) x ( x )( x )k ( ) lim lim lim lim ( x )
x x x− − − −−

→ → → →

− − − +′ = = = + =
− − −

2

1 1 1 1

1 2 2 2 1 1
1 2 1 4

1 1 1
 

ديده می شود که مشتق های چپ و راست تابعk (x)   در ١ = x موجودند ولی مساوی نيستند. بنابراين اين تابع در اين 
نقطه مشتق پذير نيست و خط مماس بر نمودار تابع در اين نقطه موجود نيست، اگرچه خط های مماس چپ و راست 

در اين نقطه موجودند.

)xg را در نقطه ۱-  حساب کنيد و به کمک آن، معادله خط مماس بر نمودار اين  x )
x

+
=

−
1
1

۱ــ  مشتق تابع  
تابع را در نقطه A (-۱,۰) بنويسيد. تابع مشتق g را بيابيد و دامنه آن را تعيين کنيد.

۲ــ  تابعی بسازيد که در x = ۲ پيوسته باشد و در اين نقطه مشتق های چپ و راست متفاوت داشته باشد.
 g( x ) f ( x b )= − ٣ــ فرض کنيد f(x) تابعی باشد و به ازای عدد دلخواهی مانند b تابع g(x) را به صورت  

تعريف می کنيم. 
الف) از طريق نموداری نشان دهيد که اگر خط مماس بر نمودار تابع g در نقطه a وجود داشته باشد، آنگاه خط 

مماس بر نمودار f در نقطه ی a-b موجود است و اين دو خط با هم موازيند. 
ب) با محاسبه جبری نشان دهيد که اگر g در نقطه ی a مشتق پذير باشد آنگاه f در نقطه ی a-bمشتق پذير است 

 . g ( a ) f ( a b )′ ′= − و 
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ج) با محاسبه جبری نشان دهيد که اگرf(x) در همه نقاط دامنه خود مشتق پذير باشد، آنگاه g(x) نيز در همه نقاط 
. g ( x ) f ( x b )′ ′= − دامنه خود مشتق پذير است و برای هر مقدار x (در دامنه ی g) داريم: 

)y را حساب می کنيم.  x )
x b

=
+
1 ١: مشتق تابع 

)y بنابراين  x ) f ( x b )= + f داريم  ( x )
x

=
1 اگر قرار دهيم 

2

1y ( x ) f ( x b )
( x b )

′ ′= + = −
+

 

)y را حساب می کنيم.  x ) x b= − ٢: مشتق تابع 
f بنابراين  ( x )

x
′ =

1

2
. محاسبه نشان می دهد  y( x ) f ( x b )= − f داريم  ( x ) x= اگر قرار دهيم 

y ( x ) f ( x b )
x b

′ ′= − =
−

1

2  

شايد اين سؤال برای شما مطرح شده باشد که مشتق پذيری و پيوستگی چه فرقی با هم دارند. آيا هر تابع پيوسته ای مشتق پذير 
است؟ آيا هر تابع مشتق پذيری پيوسته است؟

باشد ولی در آن نقطه  پيوسته  نقطه ای   ممکن است در  تابع  ديديد که يک  مثال ها  نيست. در  مشتق پذيری  معنای  پيوستگی به 
مشتق پذير نباشد. 

که  ديديم  قبل  فصل  در  گرفت.  نتيجه  را  نقطه  آن  در  تابع  آن  پيوستگی  می توان  نقطه  يک  در  تابع  يک  مشتق پذيری  از  اما 
که  است  آن  با  معادل  تساوی  اين   .

x a
lim f ( x ) f ( a )
→

= که  است  آن  معنای  به   a مانند  نقطه ای  در   f مانند  تابع  يک  پيوستگی 
 و ما می توانيم درستی اين تساوی را از شرط مشتق پذيری f  در a به دست آوريم.

x a
lim( f ( x ) f ( a ))
→

− =0

x a x a

f ( x ) f ( a )lim( f ( x ) f ( a )) lim .( x a )
x a→ →

−
− = −

−

 

x a x a

f ( x ) f ( a )lim . lim( x a ) f ( a ).
x a→ →

− ′= − = =
−

0 0            

با اين استدلال می توانيم قضيه ی صفحه ی بعد را به دست آوريم.

مثال
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اگر تابعی در نقطه ای مشتق پذير باشد در آن نقطه پيوسته نيز خواهد بود.

فرض کنيد خطی مانند d نمودار تابعی مانند f را در نقطه ای مانند A(a , f(a))قطع کند. 

A

d

 d عمود باشد. اگر شيب خط A بر خط مماس بر نمودار تابع در d عمود است، هرگاه A گوييم اين خط بر نمودار تابع در نقطه ی
. m

f ( a )
= −

′
1 برابر m باشد، شرط عمود بودن معادل با آن است که 

به دست  می کند  قطع  را  منحنی  اين   A( , )1
2
2

نقطه ی  در  که   f ( x )
x

=
1 تابع  نمودار  بر  قائم  خط  معادله ی 

می آوريم.
، پس شيب خط قائم برابر  f ( )′ = −

1
2

4
f داريم  ( x )

x
′ = −

2

1  است. از آنجا که  
f ( )

−
′
1
2

شيب اين خط 
است با ۴. نقطه A روی اين خط است، بنابراين معادله اين خط عبارت است از: 

y ( x )− = −
1

4 2
2

١ــ مشتق توابع زير را در يک نقطه دلخواه a از دامنه ی آن ها تعيين کنيد.
x( t ) t= 4 )g       ج)  x ) x= +3 5 f        ب)   ( x ) c= الف)  

k( x )
x

=
1 )uy         ه)  u )

u
=

+1
د) 

۲ــ  معادله ی خط مماس و خط عمود بر نمودار توابع زير را در نقطه ی داده شده به دست آوريد.

x , y( x ) x= − = − 21 4 ب)    x , y( x )
x

= =
+ 2

1
1

1
الف) 

مثال

مسائل
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در مثال ها و تمرين ها صفحات قبل مشتق برخی از توابع را حساب کرده ايم. برای مثال مشتق برخی توابع خاص 
را در زير محاسبه می کنيم.

. f ( x )′ =0 ،x تابع ثابت باشد، مشتق آن در هر نقطه صفر است، يعنی برای هر مقداری از f(x)=c ۱ــ  اگر

h h h

f ( x h ) f ( x ) c cf ( x ) lim lim lim
h h→ → →

+ − −′ = = = =
0 0 0

0 0

 nf ( x ) nx −′ = 1 صورت  به   x مقدار  هر  برای  آن  مشتق  است،  طبيعی  عددی   n که  nf ( x ) x= اگر  ۲ــ 
است.

n n

x a x a

f ( x ) f ( a ) x af ( a ) lim lim
x a x a→ →

− −′ = =
− −  

روش های محاسبه ی مشتق توابع

۳ــ نمودار توابع زير را رسم کنيد و حدس بزنيد اين توابع در چه نقاطی مشتق پذير نيستند و در  اين نقاط مشتق های 
 چپ و راست را در صورت وجود محاسبه کنيد.

x x
y( x )

x x

 + ≤= 
− + <

2

2

1 0

1 0
)y    ب)  x ) x= +2 1 الف) 

 y( x ) x x= − + −1 د)    y( x ) x= − 21 ج)  

)y را رسم کنيد. اگر خط y=۲x را به موازات خود در صفحه بالا و پايين ببريم آيا  x ) x= ٤  ــ نمودار تابع 
جايی پيدا می شود که خط جا به جا شده بر نمودار اين تابع  مماس شود؟ در کدام نقاط اين اتفاق می افتد؟

٥ ــ  فرض کنيد f(x) تابعی مشتق پذير در نقطه ای مانند a باشد. به ازای عدد دلخواهی مانند b تابع g(x)  را به 
تعريف می کنيم. از طريق نموداری و وجود خط مماس بر نمودار f در نقطه به طول a  نشان  g( x ) f ( x ) b= + صورت 
. از طريق حد گيری و محاسبه نيز درستی اين تساوی را به دست  g ( a ) f ( a )′ ′= دهيد g نيز در a مشتق پذير است و 

آوريد.
خط رسم می کنيم. آيا نقطه يا نقاطی يافت می شوند که  f ( x ) x= +2 ٦ ــ از مبدأ به نقاط مختلف نمودار تابع 1
خط رسم شده بر نمودار اين تابع مماس شود؟ در کدام نقاط اين اتفاق می افتد؟ درستی محاسبات خود را با رسم نمودار 

اين تابع نشان دهيد. 
تابع دهيد  نشان  حد گيری  و  محاسبه  با  باشد،  حقيقی  عددی   a و  باشد  مشتق پذير  تابعی   f(x) کنيد  فرض  ٧ــ 

. g ( x ) af ( ax )′ ′=  g(x)=f(ax) نيز مشتق پذير است و
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 f + g می شناسيد. مشتق تابع a را در يک نقطه دلخواه مانند g( x ) x= 2 f و  ( x ) x= ۱ــ مشتق دو تابع 
را در همين نقطه a حساب کنيد.

g مشاهده می کنيد.  ( a )′ و  f ( a )′ ) و f g ) ( a )′+ ۲ــ چه ارتباطی بين 
۳ــ آيا اين ارتباط برای هر دو تابع ديگری هم برقرار است؟

فرض کنيد دو تابع f و g در نقطه ای مانند a مشتق پذير باشند. می خواهيم بررسی کنيم که آيا تابع f+g نيز در a مشتق پذير  
است. 

0h

( f g )( a h ) ( f g )( a )( f g ) ( a ) lim
h→

+ + − +′+ =  

h

f ( a h ) g( a h ) f ( a ) g( a )lim
h→

+ + + − −
=

0

 

h

f ( a h ) f ( a ) g( a h ) g( a )lim
h→

+ − + + −
=

0

 

0h

f ( a h ) f ( a ) g( a h ) y( a )lim( )h h→

+ − + −= +  

h h

f ( a h ) f ( a ) g( a h ) g( a )lim lim f ( a ) g ( a )
h h→ →

+ − + − ′ ′= + = +
0 0

 

محاسبه ی بالا نشان می دهد که f + g نيز در a مشتق پذير است و مشتق آن مجموع مشتق های f و g در a است. بنابراين قضيه 
زير برقرار است.

و  است  مشتق پـذيـر   a در  نيز   f+g تـابع  بـاشند،  a    مشتق پـذيـر  مـانند  نـقطه ای  در   g f  و  تـابع  دو  اگـر 
′ ′ ′+ = +( f g ) ( a ) f ( a ) g ( a )

n n n n

x a

( x a )( x x a xa a )lim
x a

− − − −

→

− + + + +
=

−

1 2 2 1                              

n n n n n n n n
x a
lim ( x x a xa a ) a a a na− − − − − − − −

→
= + + + + = + + + =1 2 2 1 1 1 1 1…  

. f ( x )
x

′ =
1

2
f در مثال های قبل ديديم که برای هر مقدار مثبت x داريم  ( x ) x= ۳ــ اگر 

فعاليت 4
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y را در يک عدد مثبت x حساب می کنيم. x x= +3 ١: مشتق تابع 
( x x ) ( x ) ( x ) x

x
′ ′ ′+ = + = +3 3 2 1

3
2

 

xy را در يک عدد ناصفر x حساب می کنيم.
x
+

=
5 1 ٢: مشتق تابع 

 x( ) ( x ) ( x ) ( ) x
x x x x
+ ′ ′ ′ ′= + = + = −

5
4 4 3

2
1 1 1 1

4
 

x را در يک عدد مثبت a حساب کنيد. xy
x

−
= ١ــ مشتق تابع 

۲ــ اگر f تابع مشتق پذيری در نقطه ی a باشد و c عدد دلخواهی باشد، با محاسبه نشان دهيد تابع cf نيز در 
. ( cf ) ( a ) cf ( a )′ ′= نقطه ی a مشتق پذير است و 

مشتق پذير است و   a در نيز   f-g تابع دهيد  نشان  باشند،  پذير  مشتق   a مانند نقطه ای  در   g و f تابع ۳ــ  اگر دو 
. ( f g ) ( a ) f ( a ) g ( a )′ ′ ′− = −

۴ــ برای سه تابع  f  و g و k که همگی در نقطه ای مانند a مشتق پذيرند، نشان دهيد f + g + k نيز در a مشتق پذير 
نيز  توابع  از  بيشتری  تعداد  جمع  برای  تساوی  اين  آيا   . ( f g k ) ( a ) f ( a ) g ( a ) k ( a )′ ′ ′ ′+ + = + + و   است 

درست است؟

مهم  سؤال  يک  است.  پذير  مشتق   a در  نيز   f + g تابع  باشند،  پذير  مشتق   a مانند  نقطه ای  در   g و   f تابع  دو  اگر  که  ديديم 
مشتق پذير   a در   fg که  باشد  اين  حدس  اولين  شايد  بود؟  خواهد  چه  آن  مشتق  و  است  مشتق پذير   a در  نيز   fg آيا  که  است  آن 
تابع  دو  برای  مثلاً  کنيد.  مشاهده  می توانيد  مثال  يک  در  را  تساوی  اين  نادرستی  اما   . ( fg ) ( a ) f ( a )g ( a )′ ′ ′= و  است 

f نادرستی آن تساوی را بررسی کنيد. برای يافتن مشتق تابع fg در a بهتر است مستقيماً آن را محاسبه کنيم. ( x ) , g( x ) x= =1

 x

f ( x )g( x ) f ( a )g( a )( fg ) ( a ) lim
x a→

−′ =
−0

 

x

f ( x )g( x ) f ( a )g( x ) f ( a )g( x ) f ( a )g( a )lim
x a→

− + −
=

−0
 

x

( f ( x ) f ( a ))g( x ) f ( a )( g( x ) g( a ))lim
x a→

− + −
=

−0
 

مثال

تمرين در كلاس
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x

f ( x ) f ( a ) g( x ) g( a )lim g( x ) f ( a )
x a x a→

− −
= +

− −0
 

x x x

f ( x ) f ( a ) g( x ) g( a )lim lim g( x ) f ( a ) lim
x a x a→ → →

− −
= +

− −0 0 0
 

f ( a )g( a ) f ( a )g ( a )′ ′= +  
اين محاسبه نشان می دهد که قضيه ی زير برقرار است.

و  است  a مشتق  پذير  در  نيز    fg تابع  باشند،  مشتق پذير   a مانند  نقطه ای  در   g و   f تابع  دو  اگر 
′ ′ ′= +( fg ) ( a ) f ( a )g( a ) f ( a )g ( a )

x را در يک عدد مثبت  x حساب می کنيم. x3 ۱: مشتق تابع 
( x x ) ( x ) x x ( x ) x x x

x
′ ′ ′= + = +3 3 3 2 3 1

3
2

 را در يک عدد ناصفر x حساب می کنيم.
x2
1 ٢: مشتق تابع  

( ) ( . ) . .
x x x xx x x x

− − −′ ′= = + =
2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 2

دهيد  نشان  تابع  دو  حاصلضرب  مشتق  فرمول  از  استفاده  با  باشد،  مشتق پذيری  تابع    f(x)اگر ١ــ 
. در حالت کلی تر(با استقرا) برای يک عدد طبيعی n نشان دهيد: ( f ( x ) ) f ( x ) f ( x )′ ′=2 2

n n( f ( x ) ) nf ( x ) f ( x )−′ ′= 1

داريم  دهيم  تشکيل  را   f ( x )k( x ) g( x )= تابع   بتوانيم  و  باشند  مشتق پذيری  توابع    g(x) و    f(x) اگر  ۲ــ 
. با فرض آن که می دانيم k(x) تابعی مشتق پذير است، با استفاده از فرمول مشتق حاصلضرب  k( x )g( x ) f ( x )=

دو تابع نشان  دهيد:
f ( x )g( x ) g ( x ) f ( x )k ( x )

g ( x )
′ ′−′ =

2

مثال

تمرين در كلاس
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١ــ مشتق توابع زير را در يک نقطه دلخواه حساب کنيد.
y ( x x )( x x )= − − − +3 2 1 5 y    ب)  x

x
= − −4

4

1
3 الف) 

xy
x

=
+2

y   هـ)  
x

=
−3
2

1
د)      y ( x )( x )( x x )= + − + +22 1 4 3 5 ج)  

)y را معين کنيد که مماس بر منحنی در اين نقاط موازی نيمساز  x ) x x= − −3 2 6 ٢ــ نقاطی از نمودار تابع 
ربع اول و سوم باشد. در چند نقطه اين اتفاق می افتد؟

از  نقاطی  چه  در  کنيد  معين  تابع  مشتق  کمک  به  کنيد.  رسم  را   y( x ) x x= − + +24 16 1 تابع  ۳ــ  نمودار 
اين نمودار، مماس بر منحنی موازی محور x ها است. در چند نقطه اين اتفاق می افتد؟ اين نقطه چه ويژگی خاصی 

دارد؟
۴ــ نمودار تابع y = x٢ را رسم کنيد. اگر خط دلخواهی را که موازی محور y ها نيست  به موازات خود در 
صفحه بالا و پايين ببريم آيا جايی پيدا می شود که خط جا به جا شده بر نمودار اين تابع  مماس شود؟ در چند نقطه اين 
اتفاق می افتد؟ جواب را از طريق هندسی حدس بزنيد و حدس خود را با محاسبات جبری ثابت کنيد. همين مسئله را 

)y تکرار کنيد. x ) x= برای تابع 
۵  ــ نقطه ای در صفحه بيابيد که از آن نقطه دو خط مماس بر سهمی y = x٢ بتوان رسم کرد و اين خط ها بر هم عمود 

باشند. اين مسئله چند جواب دارد؟ مجموعه جواب های اين مسئله را ترسيم کنيد.

مثال

حساب می کنيم. x xf را در يک مقدار دلخواه 1≠ ( x )
x

=
−

2

1
۱: مشتق تابع 

2 2 2 2

2 2 2

1 1 2 1 2

1 1 1

( x ) ( x ) ( x ) x x( x ) x x xf ( x )
( x ) ( x ) ( x )

′ ′− − − − − −′ = = =
− − −

 

را حساب می کنيم. xf ( x )
x

=
+1

۲: تابع مشتق تابع 

2

1
1

1 1 2 12 1
1 2 1 11

x x
( x ) x ( x ) x ( x ) xxf ( x )

x ( x ) xx

+ −
′ ′+ − + + −+′ = = =

+ + ++
 
 

= +
+ +

2
2 1 1

x
( x ) x  

مسائل
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  x( f) در مکان t حرکت    می کند. يعنی متحرک در لحظه x( t ) t t= −2 متحرکی روی محور xها طبق ضابطه ی
قرار دارد. x(t) را تابع حرکت متحرک می نامند.

۱ــ لحظه t۰ را به طور ثابت در نظر بگيريد. سرعت متوسط متحرک بين دو زمان t۰ و h ) t۰ + h عددی ناصفر 
و کوچک) را بنويسيد.

۲ــ با نزديک کردن h به صفر مقدار بالا به چه عددی نزديک می شود؟
۳ــ عدد بالا با مشتق تابع x(t) چه رابطه ای دارد؟

۴ــ سرعت اين متحرک در هر لحظه با مشتق تابع  x(t) چه رابطه ای دارد؟

 t h+0 اگر متحرکی روی يک محور طبق تابع حرکت x(t) حرکت کند، سرعت متوسط آن بين دو لحظه t۰  و 
برابر است با 

x( t h ) x( t )
h

+ −0 0

0
)(tx

٦ ــ اگر f تابعی باشد که در يک همسايگی نقطه a تعريف شده باشد و ناصفر باشد و f در a مشتق پذير باشد و 

. f ( a )( ) ( a )f f ( a )
′′ = −
2

1 f نيز در a مشتق پذير است و 
1 ، با استفاده از تعريف نشان دهيد که  f ( a )′ ≠0 

. با فرض آن که می دانيمf(x)  تابعی  kf ( x ) x= k روی دامنه (∞,۰) داريم kf ( x ) x x= =
1

۷ــ  برای تابع 

.
1

11 kf ( x ) x
k

−
′ = مشتق پذير است، با محاسبه ی مشتق طرفين ثابت کنيد 

)ry که روی اعداد مثبت  x ) x= r عددی گويای مثبتی باشد به کمک مسئله ی قبل نشان دهيد تابع  ۸  ــ اگر
. سپس درستی اين رابطه را برای اعداد گويای منفی هم به  ry ( x ) rx −′ = 1 تعريف شده است، مشتق پذير است و 

دست آوريد.
y را حساب کنيد. x x= −3 46 3 ۹ــ مشتق تابع 

آهنگ تغييرات

فعاليت 5
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با نزديک کردن h به صفر، اگر کسر بالا به عددی نزديک شود، اين عدد همان سرعت لحظه ای متحرک در لحظه ی t0 است. 

از طرف ديگر، اين عدد همان حد کسر بالا در h =۰ است که قبلاً آن را مشتق x(t) در t۰ ناميده ايم. بنابراين: 

. ′x ( t ) اگرx(t) تابع حرکت متحرکی روی محور باشد، سرعت آن در هر لحظه t برابر است با 

ttty 5 10)( 2 +=

y

t
2

y

1

نمودارy(t)  نشان می دهد که سيب در لحظه های صفر و ۲ در زمين قرار دارد و بين اين دو لحظه از زمين به 
طرف بالا رفته و پس از مدتی به زمين برگشته است. دامنه اعتبار تابع y(t) فاصله [٠,٢] است، زيرا خارج از اين فاصله 

حرکت سيب با اين تابع انجام نمی شود. 
سرعت   ، y ( )′ =0 که  10 آنجا  از  است.   y ( t ) t′ = − +10 به صورت10 دلخواه   لحظه  يک  در   y(t) مشتق 
سيب در شروع حرکت ۱۰ متر بر ثانيه است. با افزايش t مقدار y'(t) کم می شود تا در لحظه t = ۱ صفر می شود. يعنی 

سيب در اين لحظه يک ايست آنی دارد. اين همان لحظه ای است که سيب به  بالاترين ارتفاع خود رسيده است.
 برای y'(t) ،۱< t   منفی می شود که به معنای آن است که سيب رو به پايين در حال حرکت است. از آنجا که 
پايين   به  رو  حرکت  جهت  ولی  است  ثانيه  بر  متر   ۱۰ همان  زمين  با  برخورد  موقع  در  سيب  سرعت   ، y ( )′ = −2 10

است.

مثال: اگر سيبی را در راستای عمودی به بالا پرتاب کنيم، ابتدا رو به بالا حرکت می کند و سپس به زمين باز 
)y باشد. t را بر حسب ثانيه وy(t) را بر حسب  t ) t t= − +25 10 می گردد. تابع حرکت اين سيب می تواند به شکل

متر در نظر بگيريد.

١ــ تابع حرکت متحرکی روی محورxها به صورت x(t)=۱ است. شيوه ی حرکت متحرک را توصيف کنيد. 
سرعت حرکت متحرک در هر لحظه چقدر است؟ مشتق x(t) در هر لحظه چقدر است؟

مثال

تمرين در كلاس
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۲ــ  تابع حرکت متحرکی روی محور x ها به صورت x(t) = ۲t + ۱ است. شيوه ی حرکت متحرک را توصيف 
کنيد. سرعت حرکت متحرک در هر لحظه چقدر است؟ مشتق  x(t)در هر لحظه چقدر است؟

است. با رسم  x( t ) t t= − + +2 4 ٣ــ تابع حرکت متحرکی روی محور xها در فاصله زمانی [۰,۴] به صورت 1
نمودار اين تابع، شيوه ی حرکت متحرک را توصيف کنيد. با استفاده از مشتق گيری تعيين کنيد سرعت متحرک در 
هر لحظه چقدر است. متحرک حداکثر چقدر از مبدأ فاصله می گيرد؟ سرعت متحرک در نقطه ای که حداکثر فاصله 

از مبدأ را دارد چقدر است؟
۴ــ  تابع حرکت، متحرکی x(t) است. واحد زمان را  ثانيه و واحد مکان را متر در نظر بگيريد. نمودار x(t) در 
شکل زير داده شده است. چگونگی حرکت اين متحرک را از لحاظ مدت زمان حرکت و مکان هايی که رفته است و 

سرعت آن توصيف کنيد. 
الف) از چه نقطه ای حرکت شروع شده است و در چه نقطه ای حرکت پايان يافته است؟ 

ب) در چه نقاطی سرعت صفر شده است و جهت حرکت تغيير کرده است؟
ج) چند بار از مبدأ رد شده است و در چه زمان هايی رد شده است؟ 

د) حداکثر فاصله آن از مبدأ در چه زمانی رخ داده است و اين فاصله چقدر بوده است؟

)(tx

t
o5

321

5/1

3

5/1

در يکی از مثال ها ديديم که اگر سيبی را در راستای عمودی به بالا پرتاب کنيم، ابتدا رو به بالا حرکت می کند و سپس به زمين 
باز می گردد. تابع حرکت اين سيب را به صورت y(t) = -۵t۲ + ۱۰t در نظر گرفته بوديم که t برحسب ثانيه و y(t) برحسب متر بوده 

است.

y

ttty 105)( 2 +=

y

t
21
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t سيب در چه ارتفاعی از سطح زمين قرار دارد؟ =2
3
2

t و  =1
1
2

۱ــ در دو لحظه 
۲ــ  سرعت سيب را در اين دو لحظه حساب کنيد. چرا علامت سرعت در اين دو لحظه متفاوت است؟

۳ــ علامت سرعت با افزايش يا کاهش ارتفاع سيب چه رابطه ای دارد؟
۴ــ  اندازه ی سرعت در لحظه  t  =۱ از بقيه لحظات کمتر است و صفر است و اندازه ی سرعت در لحظات صفر 

و ۲ از بقيه لحظات بيشتر است. اندازه ی سرعت با چگونگی افزايش يا کاهش ارتفاع سيب چه رابطه ای دارد؟

)y و چند خط مماس بر آن رسم شده است. x ) x= − 24 در زير نمودار تابع

y است. درx های منفی مشتق تابع، مثبت است که يعنی شيب خط مماس مثبت است. اين  ( x ) x′ = −2 مشتق اين تابع به صورت 
نکته نشان دهنده آن است که در اين نقاط، تابع در حال افزايش است و صعودی است. البته هر چه از نقطه به طول صفر نزديک می شويم 
اندازه ی مشتق کم می شود که به معنای آن است که ميزان افزايش يا صعود تابع کم می شود. در x  های مثبت مشتق تابع، منفی است که يعنی  
شيب خط مماس منفی است. اين نکته نشان دهنده آن است که در اين نقاط، تابع در حال کاهش است و نزولی است. هر چه در اعداد مثبت 
مقدارهای x بزرگتری انتخاب کنيم مشتق تابع هم چنان منفی است ولی از لحاظ اندازه بزرگتر می شود. اين به معنای آن است که ميزان کاهش 

و نزول تابع مرتباً در حال افزايش است.
 

مثبت بودن مشتق يک تابع در يک بازه به معنای آن است که تابع در آن بازه صعودی است و اندازه ی مشتق در 
نقاط آن بازه نشان می دهد شدت صعود تابع در آن نقاط چقدر است.

منفی بودن مشتق يک تابع در يک بازه به معنای آن است که تابع در آن بازه نزولی است و اندازه ی مشتق در نقاط آن بازه 
نشان می دهد شدت نزول تابع در آن نقاط چقدر است.

y

t

فعاليت 6
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y که دامنه ی آن بازه (∞,۰] است  x= ١: برای تابع 

. مقدار مشتق مثبت است، پس تابع همواره  y
x

′ =
1

2
داريم 

در حال افزايش است ولی با افزايش x مقدار مشتق کم می شود 
و اين به معنای آن است که شدت افزايش تابع در حال کم شدن 

است.
نمودار بالا نيز اين مطلب را به خوبی نشان می دهد که اگرچه تابع در حال افزايش است اما شدت افزايش در 

حال کاهش است.

y را روی بازه (∞,۰) در نظر می گيريم. مشتق اين 
x

=
1 ٢: تابع 

y است و مقدار آن همواره منفی است. پس 
x

′ = −
2

1 تابع به صورت 
اين تابع همواره نزولی است. برای x    های نزديک صفر مقدار مشتق از 
لحاظ قدر مطلق بسيار بزرگ است، يعنی برای x    های نزديک صفر تابع 
به شدت در حال نزول است. ولی برای x    های بزرگ مقدار مشتق منفی 
و بسيار کوچک می شود، يعنی تابع در حال نزول است ولی بسيار آهسته 

نزول می کند. نمودار تابع اين حقيقت را به خوبی نشان می دهد.

است.  S( r ) r= π 2 مساحت يک دايره تابعی از شعاع آن است. دايره به شعاع  r    دارای مساحت 
١ــ اگر دايره ای به شعاع ۲ سانتی متر داشته باشيم و شعاع آن را h سانتی متر 

افزايش دهيم، مساحت آن چقدر افزايش می يابد ( بر حسب h به دست می آيد)؟

۲ــ نسبت افزايش مساحت دايره به افزايش شعاع چقدر است؟ اين مقدار را آهنگ تغييرات متوسط مساحت 
دايره بين دو شعاع ۲ و h +۲ می نامند.

2

h

فعاليت 7

مثال
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چه  به  می کنيم  نزديک  به   صفر  را   h وقتی   ۲+ h و   ۲ شعاع  دو  بين  دايره  مساحت  متوسط  تغييرات  آهنگ  ۳ــ 
عددی نزديک می شود؟ اين عدد را آهنگ تغييرات مساحت دايره به شعاع آن، در شعاع ۲ سانتی متر می نامند.

۴ــ آهنگ تغييرات مساحت دايره به شعاع آن، با مشتق S (r) چه رابطه ای دارد؟

اگر کميتی مانند A تابعی از کميت ديگری مانند r باشد و اين تابع را به صورت A (r)  نشان دهيم،  يک سؤال مهم اين است که 
تغييرات در مقدار r  چه مقدار تغييرات در A ايجاد می کند؟ نسبت افزايش مقدار A(r) به افزايش مقدار r چقدر است؟

اگر مقدار کميت r برابر r٠ باشد و آ ن را h واحد افزايش دهيم، مقدار A از ( r٠)A به (h+r٠)A تغيير می کند و نسبت افزايش 
مقدار A به افزايش مقدار r برابر است با:

+ −0 0A( r h ) A( r )
h

 
اين کسر را آهنگ تغييرات متوسط کميت A به کميت r در  دو مقدار r٠ و h+r٠ می نامند. حد اين کسر  در h =۰ را آهنگ 

تغييرات کميت A به کميت r در r = r٠ می نامند که همان مشتق تابع A(r) در r٠ است.

w

0w
w

C

 wدر نقطه به طول ٠ C(w) همان شيب خط مماس بر نمودار تابع wدر ارتفاع ٠ w نسبت به C آهنگ تغييرات
است. اندازه اين شيب نشان می دهد که برای اضافه کردن يک واحد به ارتفاع برجی که ارتفاع آن w٠ است،  تقريباً 

چقدر بايد هزينه شود.
از  برج  بالا بردن  هزينه  يعنی  است،  کم  مماس  خط  شيب   ،w٠ کم  مقدارهای  برای  می شود  ديده  همان طور که 
ارتفاع های پايين زياد نيست. ولی با زياد شدن w٠ شيب خط مماس زياد می شود، يعنی هر چه ارتفاع برج بالاتر می رود 

هزينه اضافه کردن ارتفاع برج هم بالاتر می رود.

داريم  دهيم  نشان   P با  را  محيط  و   S با  را  مساحت  اگر  است.  آن  محيط  از  تابعی  دايره ای  هر  مساحت   :۱
با   است  برابر   ۳π به  محيط  دايره ای  برای  آن  محيط  به  نسبت  دايره  مساحت  تغييرات  آهنگ   . =

π
21

4
S( P ) P

 
. ′ π =

3
3

2
S ( ) ، خواهيم داشت  ′ =

π
1
2

S ( P ) P .  از آنجا که  ′ π3S ( )

۲: هزينه ی ساخت هر برجی تابعی از ارتفاع آن برج است. هزينه را با C و ارتفاع را با w نشان می دهيم و فرض 
کنيد تابع C(w) نموداری به شکل زير داشته باشد.

مثال
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برای  آن  به  مساحت  نسبت  را  دايره  محيط  تغييرات  آهنگ  است.  آن  مساحت  از  تابعی  دايره ای  هر  محيط  ١ــ 
دايره ای به مساحت π حساب کنيد.

٢ــ بادکنکی کروی توسط تلمبه ای در لحظه t =۰ شروع به باد شدن می کند. هر ثانيه ۴ سانتی  متر مکعب هوا وارد 
بادکنک می شود. حداکثر حجمی که اين  بادکنک تحمل می کند   π ۴۵۰۰ سانتی متر مکعب است.

الف) آهنگ تغييرات شعاع بادکنک نسبت به زمان در هر لحظه چقدر است؟
ب) آهنگ تغييرات مساحت سطح بادکنک نسبت به زمان در هر لحظه چقدر است؟

ج) آهنگ تغييرات شعاع بادکنک نسبت به سطح بادکنک (در هر مقداری از سطح بادکنک) چقدر است؟
د) در آخرين لحظه که بادکنک می ترکد، آهنگ تغييرات سطح بادکنک نسبت به شعاع بادکنک چقدر است؟

متوقف   می شود.  که   تا   اين  می کند  ترمز   t =۰ لحظه در  است  حرکت   حال  در  ثابت  سرعتی  با  که  ماشينی  ٣ــ 
فاصله مکان ماشين از نقطه ای که ترمز گرفته است را با s نشان می دهيم. فرض کنيد s (برحسب متر) به عنوان تابعی از 

)s باشد. t ) t t= − 25
25

2
t (برحسب ثانيه) به صورت 

الف) نمودار S(t) را رسم کنيد و دامنه اعتبار آن را مشخص کنيد.
ب) سرعت ماشين در لحظه شروع ترمز چقدر بوده است؟

ج) سرعت ماشين پس از چند ثانيه صفر می شود؟
د) ماشين از شروع ترمز چند متر را طی می کند تا متوقف شود؟

۴ــ مدرسه علی در انتهای خيابانی است که خانه علی در آن خيابان است. علی موقع رفتن به  مدرسه ممکن است 
راه برود يا بدود يا برای ديدن مغازه ها بايستد يا به عقب برگردد يا برای به موقع رسيدن سوار ماشين شود. نمودار حرکت 
يکی از روزهايی که علی به مدرسه رفته است به شکل صفحه ی بعد است. واحد زمان را دقيقه و واحد مکان را ۱۰۰متر 

در نظر بگيريد.

۱ــ آهنگ تغييرات مساحت يک مربع را نسبت به محيط آن برای مربعی که محيط آن ۸ واحد است به دست 
آوريد.

۲ــ  آهنگ تغييرات محيط يک مربع را نسبت به مساحت آن برای مربعی که مساحت آن ۴ واحد است به دست 
آوريد.

۳ــ آهنگ تغييرات مکان متحرکی که روی يک محور حرکت می کند نسبت به  زمان چه معنايی دارد؟

تمرين در كلاس

مسائل
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)100 (

)(
2 4 5 7 9  10

3

t

l

1

۵  ــ با توجه به نمودار بالا به سؤالات زير پاسخ بگوييد.
الف) فاصله مدرسه علی تا خانه او چقدر است و چقدر طول کشيده است تا علی به مدرسه برسد؟

ب) در دو دقيقه اول حرکت سرعت حرکت علی چقدر بوده است؟
ج) در دو دقيقه دوم حرکت احتمالاً علی چکار می کرده است؟

د) در دقايق بين ۴ و ۵ علی با چه سرعتی و در چه جهتی حرکت می کرده است؟ در حال دويدن بوده است يا 
راه رفتن؟

هـ) در دقايق بين ۵ و ۷ علی کجا بوده و احتمالاً چه می کرده است؟
و) در بين دقايق ۷ و ۹ حدوداً سرعت حرکت او چقدر بوده است و احتمالاً علی چه عملی انجام داده است؟

ز) بين دقايق ۹ و ۱۰ علی کجا بوده است و احتمالاً چه می کرده است؟

مشتق توابع مثلثاتی
اگر تابع حرکت متحرکی روی محور xها به صورت y(t)=sin t باشد، اين متحرک يک حرکت تناوبی حول مبدأ 
دارد و مرتباً به جلو و عقب حرکت می کند. سرعت اين متحرک نيز حالت تناوبی خواهد داشت و مرتباً در حال افزايش 

و کاهش و تغيير جهت است. برای تشخيص چگونگی سرعت اين متحرک بايد مشتق تابع sin x را محاسبه کنيم. 

h h

h hsin cos( x )sin( x h ) sin x(sin x ) lim lim
h h→ →

++ −′ = =
0 0

2
2 2  

h h

hsin hlim lim cos( x ) .cos x cos xh→ →
= + = =

0 0

2 1
2

2

 

π می توانيم مشتق تابع cos x را نيز محاسبه کنيم.
= −

2
cos x sin( x ) به کمک تساوی 

π π π′ ′ ′= − = − − = − − = −
2 2 2

(cos x ) (sin( x )) ( sin( x ) ) cos( x ) s i n x
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۱ــ نشان دهيد مشتق تابع tan x در هر نقطه از دامنه اش به شکل زير است.

(tan x ) tan x
cos x

′ = = + 2
2

1
1

٢ــ نشان دهيد مشتق تابع cot x در هر نقطه از دامنه اش به شکل زير است.

(cot x ) ( cot x )
sin x
−′ = = − + 2
2

1
1

٣ــ مثلثی ساخته ايم که طول دو ضلع آن ۳ و ۴ است و زاويه بين آن ها را مقدار 
متغير α قرار می دهيم. 

الف) آهنگ تغييرات مساحت اين مثلث نسبت به a را در زاويه ی ٠ α به دست 
آوريد. 

ب) در کدام زاويه ها آهنگ تغييرات منفی است و معنای آن چيست؟ 
ج) در کدام زاويه ها آهنگ تغييرات مثبت است و معنای آن چيست؟

د) در کدام زاويه آهنگ تغييرات صفر است و در اين زاويه مساحت مثلث به دست آمده چه ويژگی دارد؟

3

4

١: مشتق تابع y(x)=sinx (۱ + cosx)  را حساب می کنيم.

  y ( x ) (sin x ) ( cos x ) sin x( cos x )′ ′ ′= + + +1 1
 

cos x( cos x ) sin x( sin x ) cos x cos x sin x= + + − = + −2 21  
)xsinxy را حساب می کنيم. x )

sin x cos x
=

+
۲: مشتق تابع 

( xsinx ) (sin x cos x ) (sin x cos x ) x sin xy ( x )
(sin x cos x )

′ ′+ − +′ =
+ 2

 

( sinx xcos x )(sin x cos x ) (cos x sin x )x sin x
sin x cos x sin xcos x

+ + − −
=

+ +2 2 2
                  

sin x sin xcos x xcos x sin x xcos x xcos x sin x x sin x
sin x

+ + + − +
=

+

2 2 2

1 2
      

sin x sin xcos x x
sin x

+ +
=

+

2

1 2
                                                                      

      

مثال

تمرين در كلاس
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١ــ مشتق توابع زير را حساب کنيد.

 y(x)=sin٣٢x (ج       xy( x ) xtan=
2

ب)   y(x)=sin۳x  (الف
x sin xy( x )

cos x
−

=
+

2 2

21
tan  و)  xy( x )

tan x
=

+1
هـ)   sin xy( x )

x
= د) 

٢ــ مشتق تابع y = cosx  را مستقيماً از طريق تعريف به دست آوريد.
۳ــ نمودار تابع y = sinx با چه زاويه ای از مبدأ می گذرد (زاويه خط مماس بر نمودار تابع نسبت به محورxها)؟  

نمودار تابع tan x با چه زاويه ای از مبدأ می گذرد؟ 
۴ــ در چه نقاطی خط مماس بر نمودار تابع y(x) = sin۳x موازی محور xها است.

موازی     y =۳x-۱خط با  که  کرد  رسم  مماسی  خط   y(x) = sin x + cos x تابع  نمودار  بر  می توان  آيا  ۵  ــ 
باشد؟

خط    y(x)=tan۳x تابع  نمودار  بر  بتوان  تا  باشد  داشته  می تواند  مقدارهايی  چه   m, y = mx+۲ خط  در  ۶  ــ 
مماسی رسم کرد که با آن موازی باشد.

٧ــ تابع حرکت متحرکی روی محور  xها به صورت ۲sin۲x+١ = x(t) است. چگونگی حرکت اين متحرک را 
توصيف کنيد. در چه نقاطی روی محور x ها اين متحرک ايست آنی دارد؟ در چه نقاطی اين متحرک بيشترين سرعت 

را دارد و مقدار اين سرعت چقدر است؟

مشتق تابع وارون و توابع مرکب

مشتق يک تابع وارون پذير و مشتق وارون آن چه رابطه ای با هم دارند؟

نمودار يک تابع و وارون آن نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه يکديگرند، پس مماس های  اين دو نمودار در نقاط متناظر نيز 
قرينه هم خواهند بود و شيب های آن ها رابطه مشخصی با هم خواهند يافت. برای يافتن اين رابطه در فعاليت زير در حالتی خاص اين 

رابطه را جستجو می کنيم.

حل يك مسئله

مسائل
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 g(x) = x۲+۱ تابع  f(x)روی دامنه ی (∞,۱] تعريف شده است و صعودی است. وارون f ( x ) x= تابع 1−
با دامنه  ی (∞,۰] است. 

1 روی نمودار  5B( , ) 5 روی نمودار f  و نقطه  ی  1A( , ۱ــ نمودارهای اين دو تابع را رسم کنيد و نقطه ی(
g را مشخص کنيد.

۲ــ وضعيت خط های مماس بر نمودارهای اين دو تابع در اين نقاط نسبت به  نيمساز ربع اول و سوم چگونه 
است؟ شيب های اين دو خط مماس چه رابطه ای با هم دارند؟

آيا برای نقاط ديگر هم چنين رابطه ای وجود دارد؟ چه حدسی می زنيد؟ حدس خود را ثابت کنيد. ۳ــ  

نقطه ای از نمودار  A( a , b ) فرض کنيد f(x) تابعی وارون پذير و مشتق پذير باشد و وارون آن را با g(x) نشان دهيم. فرض کنيد
)B نقطه ای از نمودار g خواهد بود که در شکل زير نمايش داده شده اند. b , a ) ، در اين صورت  =( f ( a ) b f  باشد(

A

B

a

a

)(xf

)(xg

نمودار g در نقطه ی مماس بر  باعث می شود خط  نيمساز ربع اول و سوم است. اين نکته  نمودار f نسبت به  قرينه   g نمودار
شود. در فصل دوم ديديم که شيب های اين دو خط وارون يکديگرند.  A( a , b )B نيز قرينه خط مماس بر نمودار در نقطه ی( b , a )

اما شيب های اين دو خط f  '  (a) و  g'  (b) هستند، بنابراين 
g ( b )

f ( a ) f ( g( b ))
′ = =

′ ′
1 1  

. f ( a )′ اين نتيجه نشان می دهد که بايد 0≠
بر  مماس  خط  نتيجه  در  و  بود  خواهد  x ها  محور  موازی   A( a , b ) نقطه  ی  در    f نمودار  بر  مماس  خط   ،  f ( a )′ اگر 0=
)B موازی محور yها خواهد بود که به معنای آن است که g در b مشتق پذير نيست. به طور کلی قضيه  b , a ) نمودار g در نقطه ی 

زير برقرار است.

فعاليت 8
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اگر f تابعی وارون پذير و مشتق پذير با مشتق ناصفر باشد و وارون آن تابع g  باشد، در اين صورت g نيز مشتق پذير 
′ =

′
1g ( x )

f ( g( x ))
است و 

١: تابع f(x)=x k در دامنه ی (∞,۰) صعودی و وارون پذير و مشتق پذير با مشتق ناصفر است و وارون آن تابع 
)kg است.  بنابراين  x ) x=

k k k
g ( x )

f ( g( x )) kg( x ) k x− −
′ = = =

′ 1 1

1 1 1  

f وارون پذير و مشتق  پذير با مشتق ناصفر است و وارون آن خودش است.  بنابراين بايد  ( x )
x

=
1 ٢: تابع 

. درستی اين تساوی را بررسی می کنيم. f ( x )
f ( f ( x ))

′ =
′
1 داشته باشيم 

f ( x ) , f ( f ( x )) x
x ( )

x

′ ′= − = − = − 2
2 2

1 1
1

 

حساب  فرمول  اين  از  استفاده  با  می توانيم  را  آن  مشتق  اما  نباشد  محاسبه  قابل  است  ممکن  وارون  تابع  موارد  از  بسياری  در 
کنيم.

π, محدود کرده ايم.  π −  2 2
۱ـ ـ  g(x) = sin-1x وارون تابع f(x)=sinx است که دامنه ی f را به فاصله ی 

دامنه ی g فاصله ی [۱,۱-] است. به کمک فرمول مشتق تابع وارون، ثابت کنيد برای x های در فاصله ی (۱,۱-) 
داريم: 

(sin x )
x

− ′ =
−

1

2

1

1
 

در نقاط x= ±۱ وضعيت مشتق پذيری sin-۱x چگونه است؟
کرده ايم.  محدود   [۰, π] فاصله ی دامنه ی f  را به  تابع f(x)=cosx است که  وارون   g( x ) cos x−= 1 ٢ـ ـ 
دامنه ی  g فاصله ی [۱,۱-] است. به کمک فرمول مشتق تابع وارون، ثابت کنيد برای x  های در فاصله ی (۱,۱-) 

داريم: 

(cos x )
x

− −′ =
−

1

2

1

1
 

مثال

تمرين در كلاس
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cos  چگونه است؟ x−1 x وضعيت مشتق پذيری  = در نقاط ±1

محدود   ( , )π π
−
2 2

به فاصله ی  را    f دامنه ی  که  است   f ( x ) tan x= تابع  وارون   g( x ) tan x−= 1 ۳ــ 
کرده ايم. دامنه ی  g کل IR است. به کمک فرمول مشتق تابع وارون، ثابت کنيد برای هر مقدار x داريم: 

(tan x )
x

− ′ =
+

1
2

1

1  

f را حساب می کنيم. ( x ) sin x cos x− −= +1 1 ١: مشتق تابع 
f ( x )

x x

−′ = + =
− −2 2

1 1
0

1 1  

صفر شدن مشتق اين تابع در همه ی نقاط به معنای آن است که اين تابع، ثابت است. قبلاً در  فصل سوم ديديم که 

sin x cos x− − π
+ =1 1

2
 

f را حساب می کنيم. ( x ) ( x sin x )sin x−= + 1 ٢: مشتق تابع 

f ( x ) ( x sin x ) sin x ( x sin x )(sin x )− −′ ′ ′= + + +1 1  
x sin x( cos x )sin x

x
− +

= + +
−

1

2
1

1
 

(يعنی،   m1 برابر   a مانند  در  نقطه ای   g صعود  شدت  اگر  است.  صعودی  تابعی  نيز    fog باشند،  صعودی  تابع  دو   g و    f اگر 
)  ) باشد، شدت صعود fog در نقطه ی  a چه  m f ( g( a ))′=2 ) و شدت صعود f  در نقطه ی g(a) برابر m2 (يعنی،  m g ( a )′=1

) وجود دارد؟ برای داشتن يک حدس مناسب  fog ) ( a )′ f و  ( g( a ))′ g و  ( a )′ خواهد بود؟ به عبارت ديگر چه رابطه ای بين 
بهتر است چند مثال را بررسی کنيم.

و  g ( x )′ f را محاسبه کنيد و با محاسبه  ( g( x )) ، تابع  g( x ) m x= 2 f و  ( x ) m x= 1 ١ــ  برای دو تابع 
، بررسی کنيد که چه رابطه ای بين آن ها وجود دارد. ( fog ) ( x )′ f و  ( g( x ))′

و   g ( x )′ محاسبه ی  با  و  کنيد  محاسبه  را   f ( g( x )) تابع   ، g( x ) m x= 2 و    f(x) دلخواه  تابع  ۲ــ  برای 
، بررسی کنيد که چه رابطه ای بين آن ها وجود دارد. ( fog ) ( x )′ f و  ( g( x ))′

فعاليت 9
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و    g'(x)محاسبه  ی با  و  کنيد  محاسبه  را    f(g(x)) تابع   ، g(x)دلخواه تابع  و   = 3f ( x ) x تابع  برای  ٣ــ 
، بررسی کنيد که چه رابطه ای بين آن ها وجود دارد. ( fog ) ( x )′ f و  ( g( x ))′

تمام مثال های بالا نشان می دهند که شدت صعود fog  در نقطه ای مانند a برابر است با حاصلضرب شدت صعود g در a در 
شدت صعود f  در g(a)، به عبارت ديگر:

( fog ) ( a ) f ( g( a ))g ( a )′ ′ ′=

درستی اين رابطه در حالت کلی قابل اثبات است و قضيه ی زير برقرار است.

اگر f و g دو تابع مشتق پذير باشند، آن گاه fog نيز مشتق پذير است و  
′ ′ ′=( fog ) ( x ) f ( g( x ))g ( x )

sin را حساب می کنيم. x2 ١: مشتق تابع 
. بنابراين sin x f ( g( x ))=2 )g داريم  x ) x= 2 f و ( x ) sin x= اگر قرار دهيم 

(sin x ) f ( g( x ))g ( x ) cos x . x xcos x′ ′ ′= = =2 2 22 2  
sin را حساب می کنيم. x+ 21 ٢: مشتق تابع 

. بنابراين sin x f ( g( x ))+ =21 )g  داريم   x ) sin x= + 21 f و  ( x ) x= اگر قرار دهيم 
sin xcos x( sin x ) f ( g( x ))g ( x ) . sin xcos x

sin x sin x
′ ′ ′+ = = =

+ +
2

2 2

1
1 2

2 1 1  

sin را حساب می کنيم. x+ 21 ۳: مشتق تابع 
. بنابراين sin x f ( g( x ))+ =21 )g  داريم   x ) x= + 21 f  و   ( x ) sin x= اگر  قرار  دهيم 

(sin x ) f ( g( x ))g ( x ) cos x .( x )′ ′ ′ ′+ = = + +2 2 21 1 1  

  
xcos xcos x . . x

x x

+
= + =

+ +

2
2

2 2

1 1
1 2

2 1 1  

مثال
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را حساب کنيد. f ( x ) sin
x

=
1 ۱ــ مشتق تابع 

۲ــ مثلثی ساخته ايم که طول دو ضلع آن ۱ و ۳ می باشد و زاويه ی بين اين دو ضلع α است که قابل تغيير از صفر 
تا π راديان است. طول ضلع سوم را l بناميد.

       الف)   l را بر حسب α و آهنگ تغييرات l نسبت به α را به دست آوريد. علامت آهنگ تغييرات چيست و 
چه معنايی دارد؟

       ب) α را بر حسب l و آهنگ تغييرات α نسبت به l را به دست آوريد. علامت آهنگ تغييرات چيست و چه 
معنايی دارد؟

       ج) آهنگ تغييرات در (الف) و (ب) چه رابطه ای با هم دارند؟

۱ــ  مشتق توابع زير را حساب کنيد و تعيين کنيد که در کدام نقاط از دامنه ی خود مشتق پذيری برقرار نيست.

 f ( t ) cos t= 3 ب)   xy( x )
x

=
+

2

21
الف) 

 y( ) tan ( sin )−π
α = + α2 1

3
د)   g( ) tanα = + α51 ج) 

 k( z ) cos z= + +2 21 1 و)   x( t ) t= + + 21 1 هـ) 

صفر  در   x sin xxg( x )
x

 ≠

 =

2 1 0

0 0

تابع  آيا  است؟   مشتق پذير  صفر  در 
 

x sin xxf ( x )
x

 ≠= 
 =

1 0

0 0

تابع  آيا  ۲ــ 

مشتق پذير است؟

f را تعيين کنيد و نشان دهيد اين تابع متناوب است و نمودار آن   را  ( x ) sin (sin x )−= 1 ۳ــ دامنه و برد تابع 
رسم کنيد. اين تابع در چه نقاطی مشتق ناپذير است و مشتق آن  را در بقيه ی نقاط تعيين کنيد.

) روی نمودار اين تابع خط واصل به مبدأ را رسم  x, )1 )y را در نظر می گيريم و از نقطه ی  x ) =1 ۴ــ تابع 
می کنيم. زاويه ی اين خط با محور x ها را α می ناميم که تابعی از x است. تابع a و دامنه و بُرد آن را حساب کنيد و مشتق 

α نسبت به  x را حساب کنيد. مقدار α با افزايش x افزايش می يابد يا کاهش؟ علامت مشتق α چگونه است؟
۵  ــ در مثلثی طول دو ضلع آن ۲ و ۴ می باشد و طول ضلع سوم مقدار متغير l می باشد. زاويه ی مقابل به اين ضلع 

را با α نشان می دهيم.
الف) l تابعی از α است اين تابع را محاسبه کنيد و دامنه و برد آن را بيابيد.

تمرين در كلاس

مسائل
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ب) تابع وارون تابع قسمت (الف) چه چيزی را نشان می دهد؟
ج) مساحت اين مثلث تابعی از α است، اين تابع را حساب کنيد و آهنگ تغييرات آن را به دست آوريد. آهنگ 
تغييرات به ازای چه مقدارهای α مثبت است و معنای آن چيست؟ آهنگ تغييرات به ازای چه مقدارهای α منفی است 
و معنای آن چيست؟ آهنگ تغييرات به ازای چه مقدار α صفر است و مثلث در اين مقدار چگونه است و مساحت آن 

چه ويژگی دارد؟
۶  ــ در شکل زير وتری از دايره به شعاع واحد به طول l رسم شده است که کمانی به زاويه ی α را از دايره جدا 

کرده است. مساحت قسمت هاشور خورده را با S نشان می دهيم.

l
S

h

A

الف) S را بر حسب α و α را بر حسب l و S را بر حسب l حساب کنيد.
ب) آهنگ تغييرات S را نسبت به α و آهنگ تغييرات α را نسبت به l و آهنگ تغييرات S را نسبت به l را حساب 

کنيد.

تمرينات دوره ای
يافت  نقاطی  يا  نقطه  آيا  می کنيم.  رسم  خط   y ( x )= − 22 تابع  نمودار  مختلف  نقاط  به   A(۲,۵) نقطه ی  از 
می شوند که خط رسم شده بر نمودار اين تابع عمود شود؟  در  کدام  نقاط  اين  اتفاق  می افتد؟ درستی محاسبات خود 

را با رسم نمودار اين تابع نشان دهيد. 
قيفی به شکل مخروط دوار داريم که ارتفاع آن ۱۰ سانتی متر و شعاع قاعده 
t شير آن را  آن ۵ سانتی متر است. اين قيف را پر از آب می کنيم و در لحظه ی 0=

باز می کنيم و آب با سرعت دو سانتی متر مکعب در ثانيه از آن خارج می شود.
آب  حجم  می دهيم،  نشان   h با  را  قيف  در  باقيمانده  آب  ارتفاع  اگر  الف) 

باقيمانده را برحسب  h به دست آوريد.
ب) h را بر حسب زمان به دست آوريد و آهنگ تغييرات h را نسبت به زمان 

در  هر لحظه حساب کنيد.
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h
2

3

ج) سطح آب باقيمانده در قيف را با A نشان می دهيم. با محاسبه ی A بر حسب زمان، آهنگ تغييرات A را 
نسبت به زمان در هر لحظه حساب کنيد.

د) با محاسبه A بر حسب h، آهنگ تغييرات A را نسبت به h در هر مقداری از h حساب کنيد.
يک منبع گازوئيل به شکل استوانه در اختيار داريم که به شکل خوابيده روی زمين قرار دارد. قطر دايره ی 

قاعده آن ۲متر و ارتفاع آن (که به طور افقی روی زمين است) برابر ۳ متر است.

 اگر منبع خالی را به گونه ای پر کنيم که ارتفاع گازوئيل با سرعت ثابت ۳ سانتی متر بر دقيقه افزايش يابد، سرعت 
افزايش حجم گازوئيل در هر لحظه t چقدر خواهد بود؟


