
فصل 2 حسابان

٦٦

اعمال جبری روی توابع 

1 ليتر و از شير دوم در هر ثانيه ١ ليتر 
2

يک حوض آب با دو شير آب متفاوت پر می شود. از شير اول در هر ثانيه 
حوض خالی است و دو شير را با هم باز می کنيم.  t آب خارج می شود. در لحظه 0=

١ــ جدول زير را که حجم آب موجود در حوض و آب های خارج شده از دو شير را در برخی لحظات نشان 
می دهد تکميل کنيد. زمان بر حسب ثانيه و حجم بر حسب ليتر است. 

٤ ٥7
2

٣٢1
2

 t

حجم آب خارج شده از شير اول 
حجم آب خارج شده از شير دوم

حجم آب موجود در حوض

٢ــ توابعی را بنويسيد که حجم آب خارج شده از شير اول و شير دوم و حجم آب حوض را در هر لحظه دلخواه 
t نشان دهد. اين توابع را به ترتيب f و g و k بناميد. 

٣ ــ در هر لحظه t بين f(t)  و g(t) و k(t) چه رابطه ای وجود دارد؟ 
٤ ــ نمودار سه تابع f و g و k در زير رسم شده اند. رابطه بين اين توابع را از روی نمودار توضيح دهيد. 

)(tf
)(tg)(tk ليتر

ثانيه 
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در سال های قبل با جمع اعداد و جمع ماتريس ها و جمع چند جمله ای ها آشنا شديد. توابع را نيز می توان با هم جمع کرد و تابع 
جديدی به دست آورد. در فعاليت قبل با جمع دو تابع روبرو شديم و جمع دو تابع را به دست آورديم. 

اگر f و  g  دو تابع باشند که روی دامنه يکسانی مانند A تعريف شده اند، به ازای هر مقدار x و A مقدارهای f(x) و g(x) به دست 
f را نظير می سازد جمع f و  ( x ) g( x )+ f را بسازيم. تابعی که به هر مقدار x در A مقدار  ( x ) g( x )+ می آيند و می توانيم مقدار 

g ناميده می شود. جمع f و g را با f+g نشان می دهند. 

برای دو تابع f و g که روی يک مجموعه A تعريف شده اند، f+g تابعی است که روی A تعريف شده است و 
برای هر مقدار x در A داريم: 

 ( f g )( x ) f ( x ) g( x )+ = +  
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مثال

IR تعريف شده اند، بنابراين  f+g نيز روی  . اين دو تابع روی  g( x ) x= +2 f و 1 ( x ) x= +2 فرض کنيد 1
x به شکل زير محاسبه می شود.  = 3 IR تعريف شده است و برای مثال مقدار اين تابع در 

( f g )( ) f ( ) g( )+ = + = + =3 3 3 7 10 17  
اما برای يک مقدار دلخواه x مقدار تابع f+g   به شکل زير خواهد بود.

( f g )( x ) f ( x ) g( x ) x x x x+ = + = + + + = + +2 22 1 1 2 2  
x برابر ١٧ خواهد شد. نمودار اين دو تابع و نمودار تابع مجموع  = 3 روشن است که چند جمله ای بالا به ازای 

آن ها در شکل رسم شده اند.
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)g را با هم جمع کنيم؟ اين دو تابع دامنه يکسانی ندارند ولی به ازای  x ) x= + 3 f و  ( x ) x= آيا می توانيم دو تابع 1+
f را حساب کنيم.  ( x ) g( x )+ xهايی که در دامنه هر دو تابع باشند مقدار های f(x) و g(x) قابل محاسبه اند و می توانيم مجموع 

f مانند قبل تعريف کنيم.  gD D∩ بنابراين می توانيم تابع f+g را روی 
] بنابراين  f+ g  روی (∞, ٣-] تعريف شده است و برای هر x در اين مجموعه  )3gD ,= − ∞ fD و  IR= در اين مثال دامنه 

. نمودار اين دو تابع و نمودار تابع مجموع آن ها در شکل زير رسم شده اند.  ( f g )( x ) x x+ = + + +1 داريم 1

بحث در كلاس

چرا مجموع دو تابع خطی، يک تابع خطی است؟ 
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f تعريف  gD D∩ برای دو تابع f و g که روی دامنه های دلخواهی تعريف شده اند، f+g تابعی است که روی 
شده است و برای هر مقدار   x در اين مجموعه داريم:

( f g )( x ) f ( x ) g( x )+ = +  

x و  = } تابع  f+g فقط برای 2− }g ( , ),( , ),( , )= −14 29 2 3 }  و    }f ( , ),( , ),( , ),( , )= − −12 25 07 3 4 اگر 
  ( f g )( ) f ( ) g( )+ = + = + =1 1 1 2 4 6 x تعريف می شود و داريم:   =1

( f g )( ) f ( ) g( )+ − = − + − = + =2 2 2 5 3 8  
 . { }f g ( , ),( , )+ = −16 28 بنابراين 

مثال
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اعمال تفاضل و ضرب و تقسيم توابع به شکل مشابه تعريف می شوند. 

تعريف شده اند، تفاضل  g از f تابعی است که با f   - g نشان  برای دو تابع f و g که روی دامنه های دلخواهی 
f تعريف شده است و برای هر مقدار x در اين مجموعه داريم:  gD D∩ می دهيم که روی 

( f g )( x ) f ( x ) g( x )− = −  
برای دو تابع   f و g که روی دامنه های دلخواهی تعريف شده اند، حاصل ضرب f و g تابعی است که با f.   g نشان 

f تعريف شده است و برای هر مقدار x در اين مجموعه داريم:  gD D∩ می دهيم که روی 
(f.g) (x) = f(x) . g(x)

f نشان می دهيم 
g

برای دو تابع f    و g که روی دامنه های دلخواهی تعريف شده اند، تقسيم f بر g تابعی است که با 
، و برای هر مقدار x در اين مجموعه داريم: g( x ) f برای xهايی تعريف شده است که 0≠ gD D∩ که روی  

f f ( x )( )( x )
g g( x )

=  

f  را به همراه دامنه 
g

)g توابع f+g    و f-g و f  .  g  و  x ) x= +3 f و 2 ( x ) x x= + −2 2 ١: برای دو تابع 1
آن ها مشخص می کنيم: 

IR هستند.  IR هستند، بنابراين دامنه توابع f+g و f-g نيز برابر  دامنه های f و g تمام 
( f g )( x ) f ( x ) g( x ) x x x x x+ = + = + − + + = + +2 22 1 3 2 5 1  
( f g )( x ) f ( x ) g( x ) x x x x x− = − = + − − − = − −2 22 1 3 2 3  
( f .g )( x ) f ( x ).g( x ) ( x x )( x )= = + − +2 2 1 3 2  

x x x x x x x x= + + + − − = + + −2 2 2 3 23 2 6 4 3 2 3 8 2                  
IR است و   − − 

 

2
3

f برابر 
g

x صفر است، بنابراين دامنه  = − 2
3

تابع g فقط در 

f f ( x ) x x( x ) x
g g( x ) x

  + −
= = ≠  + 

2 2 1 2
3 2 3

 

f را به همراه دامنه آن ها 
g )g توابع f+g  و  f-g  و f  . g  و  x )

x
=

−
1
3 f و  ( x ) x= +2 ٢: برای دو تابع 

مشخص می کنيم. 
ابتدا دامنه های f و g را مشخص می کنيم. 

{ } { }[ )2 0 2 3f gD x x , D R= + ≥ = − +∞ = −  

مثال
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f است و داريم:  gD D∩ دامنه های توابع f+g و  f-g و fg مجموعه 
{ }[ ) [ ) ( )2 3 2 3 3∩ ∩ ∪f gD D , IR , ,= − ∞ − = − ∞  

( f g )( x ) x
x

+ = + +
−
1
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3  

( f g )( x ) x
x

− = + −
−
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3  

x( f .g )( x )
x
+

=
−

2
3  

f است.  gD D∩ f همان 
g

از آن جا که g در هيچ نقطه ای از دامنه خود صفر نمی شود، دامنه 
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f  را بيابيد و ضابطه اين توابع را 
g ، دامنه های توابع f+g  و f  . g  و  g( x ) x= f و 1+ ( x ) x= ١ــ اگر 

مشخص کنيد. 
٢ــ نمودار توابع f،g در شکل زير رسم شده است. 

) را حساب کنيد.  f g )( )+ 2  , ( f g )( )+ 1 الف) 
ب) با استفاده از نمودارهای f  ، g ، نمودار f+g را در همين شکل رسم کنيد. 

ج) معادله ای برای f  ، g  و f+g بيابيد. 
د) نمودار f+g  را به کمک معادله ی آن رسم کنيد و با (ب) مقايسه کنيد. 

تمرين در كلاس
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ترکيب توابع 

سنگی به داخل آب يک درياچه آرام پرتاب می شود و باعث ايجاد موج هايی به   شکل دايره های هم مرکز می شود. 
)r باشد. t برحسب ثانيه است و  t ) t=2 شعاع بزرگ ترين دايره تابعی از زمان است و فرض کنيد اين تابع به صورت 
زمان پس از برخورد سنگ با آب را نشان می دهد و r برحسب سانتی متر است. مساحت دايره تابعی از شعاع آن است 

)A می باشد.  r ) r= π و به صورت 2

١ ــ جدول زير را کامل کنيد. 

t (زمان) ٥٤٣٢١ t
r( t ) t= 2٦ (t  شعاع دايره در لحظه) r

A( r( t )) ( t ) t= π = π2 22 4٣٦π (t  مساحت دايره در لحظه) A

٢ ــ تابعی که مساحت دايره را در هر لحظه t به دست می دهد، چگونه از طريق دو تابع r(t) و A(r) ساخته شده 
است؟ 

در فعاليت بالا با دو تابع  r(t) و  A(r) روبرو شديم. مقدار های تابع r(t) به صورت ورودی تابع A(r) قرار گرفتند و تابع جديد 
(A(r)(t) را به وجود آوردند. اين تابع جديد را ترکيب دو تابع می نامند. 

سی و سه پل ــ اصفهان
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 f ( ) =32 f درجه ی فارنهايت را به درجه ی سانتی گراد تبديل می کند. مثلاً 0 ( x ) ( x )= −
5

32
9

١: تابع 
)g درجه سانتی گراد را به درجه  x ) x= +273 يعنی ٣٢ درجه فارنهايت معادل صفر درجه سانتی گراد است. تابع 
اگر  است.  کلوين  درجه   ٢٧٣ معادل  سانتی گراد  درجه  صفر  يعنی   g( ) =0 273 مثال  برای  می کند.  تبديل  کلوين 
يعنی ٥   f ( ) = −5 15 داريم   f تابع کمک  ابتدا به  کلوين است،  معادل چند درجه  فارنهايت  بدانيم ٥ درجه  بخواهيم 

درجه فارنهايت معادل ١٥- درجه سانتی گراد 
داريم   g تابع  کمک  به  سپس  و  است 
)g ، بنابراين ٥ درجه فارنهايت  )− =15 258

معادل ٢٥٨ درجه کلوين است. به عبارت ديگر 
. نـمــودار  g( f ( )) ( g( )= − =5 15 258

روبه رو اين فرآيند را نشان می دهد. 
ديگر  برخی  تبديل  روبه رو  نمودار  در 
از درجات فارنهايت به درجات کلوين نمايش 

داده شده است. 
مستقيماً  که  باشد  تابعی   k(x) اگر 
کلوين  درجه های  به  را  فارنهايت  درجه های 

تبديل می کند داريم: 

f g

258
5 −15

212
50
32

100
10
0

373
283
273

f g

5 5 1
32 32 273 5 2297

9 9 9
k( x ) g( f ( x )) g( ( x )) ( x ) ( x )= = − = − + = +  

 . k( ) , k( )= =212 373 32 273 برای مثال از طريق اين تابع ديده می شود 
در اين مثال تابع k از ترکيب دو تابع f و g ساخته شده است. به خاطر شيوه محاسبه تابع k آن را با gof (بخوانيد 
محاسبه  ( gof )( x ) g( f ( x ))= جی او اف) نشان می دهند. بنابراين gof تابعی است که در هر مقدار x به صورت 

می شود. 

فرض کنيد f و g  دو تابع باشند که برد 
در   اين  f   باشد،  دامنه  از  مجموعه ای  زير   g
همان  آن  دامنه  که  است  تابعی    fog  صورت
دامنه g است و برای هر مقدار x در اين دامنه 

داريم: 
( gof )( x ) f ( g( x ))=        

fg

gfo

x )(xg ))(( xgf

مثال
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، برد  g زير مجموعه ای از دامنه f است و می توانيم تابع  g( x ) x= + 21 f و  ( x ) x= ٢: برای دو تابع 
IR است و ضابطه آن به شکل زير است.  مرکب fog  را بسازيم. دامنه fog    برابر دامنه g است که تمام 

( fog )( x ) f ( g( x )) f ( x ) x= = + = +2 21 1  
 f همان دامنه gof   می باشد. دامنه g  زير مجموعه ای از دامنه  f نيز قابل ساخت است زيرا برد gof  تابع مرکب

است که بازه (∞ ,٠] است. ضابطه  gof به شکل زير است. 
( g of )( x ) g( f ( x )) g( x ) ( x ) x= = = + = +21 1  

توجه داشته باشيد که اگر چه ضابطه  gof به گونه ای است که برای مقدارهای منفی x هم معنا دارد ولی به عنوان 
تابعی که از ترکيب دو تابع ساخته شده است دامنه آن فقط بازه (∞ ,٠] است. 

اين مثال هم چنين نشان می دهد که دو تابع  gof  و fog  در حالت کلی مساوی نيستند. 

برای دو تابع f و g ممکن است که برد g زير مجموعه ای از دامنه f نباشد، در اين صورت fog  تابعی است که 
 ، fg( x ) D∈ gx و  D∈ f معنادار باشد لازم است که  ( g( x )) دامنه آن تمام دامنه  g نخواهد بود. برای آن که 

بنابراين در حالت کلی دامنه fog به شکل زير است. 
{ }fog g fD x D g( x ) D= ∈ ∈  

مثال

مثال

g} توابع  ( , ),( , ),= −211 4 2  }( , ),( , )6 3 3 2 } و  }f ( , ),( , ),( , ),( , )= − − −117 24 3 5 2 5 ٣: برای دو تابع 
fog   و gof را می سازيم و با نمودار ون نمايش می دهيم.

. مقدار تابع  fog gD D= برای محاسبه fog   ابتدا مشاهده می کنيم برد g زير مجموعه ای از دامنه  f  است، پس 
fog  را در نقاط دامنه g حساب می کنيم. 

( fog )( ) f ( g( )) f ( )= = =2 2 11 7  
( fog )( ) f ( g( )) f ( )= = − =4 4 2 4  
( fog )( ) f ( g( )) f ( )= = = −6 6 3 5  
( fog )( ) f ( g( )) f ( )= = = −3 3 2 5  

. { }fog ( , ),( , ),( , ),( , )= − −27 4 4 6 5 3 5 بنابراين 
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برای محاسبه  gof  ابتدا مشاهده می کنيم که برد f  زير مجموعه ای از دامنه g نيست، بنابراين دامنه gof   تمام 
 gof را بررسی می کنيم تا معلوم شود که آيا شرط قرار گرفتن در دامنه f نخواهد بود. يکی يکی اعضای دامنه f دامنه

را دارند يا نه. 
gf ( ) D= ∉11 7  
gf ( ) D− = ∈2 4  
gf ( ) D= − ∉3 5  
gf ( ) D= − ∉2 5 بنابراين فقط  ٢- در دامنه gof قرار دارد و از آن جا که  

( gof )( ) g( f ( )) g( )− = − = = −2 2 4 2  
{ }gof ( , )= − −2 2  داريم: 

)g تابع fog  و دامنه آن را محاسبه می  کنيم.  x )
x

=
4 f و  ( x )

x
=

−
1
3

٤: برای دو تابع 
} است. مقدار  }IR − 3 IR{} دامنه f  نيز  − 0 برای محاسبه دامنه fog  ابتدا دامنه  g را بررسی می کنيم که 
)g در دامنه f قرار  )4

3
4 نقطه ای است که 

3
x است، يعنی  = 4

3
)g دارای جواب  x ) = 3 g(x) نبايد ٣ شود. معادل 

ندارد. در نتيجه 
{ } 4

0
3fog g fD x D g( x ) D x IR x , x 

= ∈ ∈ = ∈ ≠ ≠ 
 

 

11 7

4

−5

2

6

3

−2

3

2

11

−2
−2 −2

3

2

f

gof

g
gof

Dg

2
4
6
3

11
−2
3
2

7
4

−5

fg

2
4
6
3

7
4

−5

fog

fog
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IR , = −  

 

4
0
3                                                                                           

)xضابطه fog  را حساب می کنيم.  fog )( x ) f ( ) xx x
x x

= = = =
− −−

4 1 1
4 4 3 4 33  

x با معنا است، ولی صفر در دامنه تابع ترکيب يافته نيست زيرا به هنگام محاسبه  عبارت بالا اگر چه به ازای 0=
x تعريف نشده است.   در محاسبه وجود دارد که به ازای 0=

x
4 مشاهده می کنيد که عبارت 

f و دامنه آن را بيابيد.  ( x )
g

 
 
 

، تابع  xg( x )
x
−

=
−

5 1
5 15

xf و  ( x )
x

=
−

5
3 7

١ــ اگر 

 ـ  در هر يک از موارد زير دامنه توابع زير و ضابطه آن ها را به دست آوريد.  ٢ ـ

     f-g،    fg ،   ff ، f
g

 ، g
f

g( x ) x= −2  ، f ( x ) x=4 الف)  

 g( x ) , f ( x )
x x

= =
− −
1 4

6 2
ب) 

g( x ) x , f ( x ) x= + = −2 2 ج)  

g( x ) , f ( x ) x
x

= = +
2

3 د) 
دستگاه  يک  در  که   f،g نمودارهای  از  استفاده   ـبا  ٣ ـ
مختصات رسم شده اند، عبارات داده شده را (در صورت امکان) 

محاسبه کنيد. 

(2,3)

(−1,0)

(−2,−1) (1,−2)
(0,−2)

(4,−4)

f(x)

g(x)

. gof fog≠ ، gof  و fog   را حساب کنيد و نشان دهيد که  g( x ) x= +5 f و  ( x ) x= 2 ١ــ اگر 
، gof  و دامنه ی آن را حساب کنيد.  g( x ) x= − 27 f و  ( x ) x= 2 ٢ــ اگر 

تمرين در كلاس

مسائل
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) (الف f g )( )+ −4 ) (و   fog )( )−
1
2

 
) (ب f g )( )− 3 ) (ز  gof )( )−5  
)f (ج )( )

g
0 ) (ح  fof )( )7  

)  (د f g )( )+ 2 ) (ط  fog )( )4  
) (هـ fg ) 

 
 

1
3

f (ی 
g

  
  

  

2
3

 

 f : A N→ } و تابع  }A , , ,= 12 3 4 )g باشد، اگر  n ) n=2 ٤ ــ فرض کنيم f  :IN  IN  تابعی با ضابطه 
gof ، f را محاسبه کنيد.  g+2 } تعريف شود، توابع  }f ( , ),( , ),( , ),( , )= 12 2 3 3 5 4 7 به صورت 

 (fog)(x) محاسبه  بدون  را   fog تابع  دامنه  )g  مفروضند.  x ) x( x )= −1 xf   و   ( x )
x

+
=

−

2

2

1

1
تابع   ـ  دو  ٥ ـ

بدست آوريد. 
٦ ــ يک پی (فونداسيون) بتنی مربع شکل به عنوان پايه ای برای يک مخزن گازوئيل 

استوانه ای استفاده می شود. (شکل مقابل)
الف) شعاع مخزن، r را به عنوان تابعی از x (ضلع مربع) بنويسيد.

ب) مساحت A پايه دايره ای شکل را به عنوان تابعی از r بنويسيد. 
ج) (x)(Aor) را بيابيد و تعبير کنيد. 

f و ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) = − − − 
 

5
413 17 05 0 3 5

2
٧ــ فرض کنيم: 

، توابع زير را حساب کنيد.  { }g ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )= − − − − −4 7 2 5 0 3 30 5 2 96  
f+g ، f-g ، fg ، f

g
  

 ـ يک رمان پرفروش درباره دفاع مقدس در سال ١٣٨٦، ٢٧ ميليون تومان فروش کرد. رمان ديگری درباره  ٨ ـ
دفاع مقدس در همين سال ١٢ ميليون تومان فروش کرد. 

100
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0     1     2      3     4     5     6      7     8     9     10

تعداد سال های پس از ١٣٨٦دسته يک: يک رمان پرفروش درباره ی دفاع مقدس
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اگر رمان اول در هر سال به ميزان ٣ ميليون تومان نسبت به سال قبل افزايش فروش داشته باشد، تابعی بنويسيد 
که ميزان فروش در هر سال پس از سال ١٣٨٦ را برحسب زمان نشان دهد. اگر افزايش فروش برای رمان دوم در 
هر سال ٢ ميليون تومان نسبت به سال قبل باشد، تابعی بنويسيد که مجموع فروش اين دو رمان را در هر سال از سال 
١٣٨٦ نشان دهد. اين دو رمان در سال ١٣٩٦ در مجموع چه ميزان فروش خواهند کرد؟ هر سه تابع مرتبط را در 

نموداری رسم کنيد. 
f تابع g(x) را به گونه ای بيابيد که  ( x ) x x= + +2 2 2 ٩ ــ اگر 

( fog )( x ) x x= − +2 4 5  
دامنه  ضابطه،  تشکيل  بدون  مفروضند.   g( x ) x= و   f ( x ) x= − 21 ضابطه های  f   با   ،g  ـ  توابع  ١٠ ـ

) را به دست آوريد.  f g )of+ تعريف 

f را به دست آوريد.  ( f ) 
 
 

3
4

، مقدار 
x x

xf ( x )
x x

 < −= 
 − ≤

1
1

3
2 1

4

١١ ــ اگر 

١٢ ــ کدام يک از گزاره های زير درست و کدام يک نادرست است؟ 
)g آن گاه  x ) x= −2 4 f و  ( x ) x= −2 4 الف) 

( fog )( x ) x , ( fog )( )= − = −2 5 25  
( fog )( ) =4 35 f آن گاه  ( ) =7 5 )g و  ) =4 7 ب) اگر 

 ( fog )( ) g( )=5 2 f  آنگاه  ( x ) x= )g و  x ) x= −2 ج) اگر 1
 fog gof= د) برای هر دو تابع f ، g داريم:

. fog h= ، تابعی    مانند f بيابيد به قسمتی که  g( x ) x= +2 1 ، h( x ) x x= + +24 4 7 ١٣ــ اگر 
، توابع gof و fog  و دامنه آن ها را به  دست آوريد.  g( x ) x= − 24 f و  ( x ) x= +2 5 ١٤ــ اگر 

١٥ ــ جدول زير را در نظر بگيريد. 

٦٥٤٣٢١x

٥٢٢٤١٣f(x)

٣٢١٢٣٦g(x)

مقدار های زير را حساب کنيد. 
f (الف  ( g( ))1 )g (ب   f ( ))1 f (ج   ( f ( ))1

)g (د g( ))1 ) (ه ـ gof )( )3 ) (و  fog )( )6

   fog ،gof توابع { }g ( , ),( , ),( , ),( , )= 4 6 24 6 8 810 } و  }f ( , ),( , ),( , ),( , )= 4 5 6 5 812 102  ـ اگر  ١٦ ـ
را حساب کنيد. 
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توابع زوج و توابع فرد و توابع صعودی و توابع نزولی 

وجود تقارن در خلقت و آفرينش مناظر چشم نوازی را پديد آورده است. انسان در ساخته های 
خود از اين نکته فراوان بهره برده است. نمودار برخی از توابع متقارن است و همين موضوع کار با 
f نمونه ای از اين گونه توابع است. اين تابع نسبت  ( x ) x= 2 آن ها را ساده تر می  کند. تابع آشنای 
به   محور yها متقارن است. علت اين تقارن در آن است که برای هر x در دامنه آن، x- نيز در دامنه 

f ( x ) x ( x ) f ( x )= = − = −2 2 xxآن است و علاوه بر آن 

22 )( xx =

تمام توابعی که اين دو خاصيت را دارا هستند، به عنوان توابع زوج می شناسيم. به بيان دقيق تر: 

تابع f  را زوج ناميم هرگاه:
 fx D− ∈  ، fx D∈ الف) دامنه آن متقارن باشد، يعنی برای هر 

f ( x ) f ( x )− = ب) برای هر x در دامنه آن، 

در رسم نمودار توابع زوج از اين نکته که نمودار آن ها نسبت 
به محور yها متقارن است استفاده می شود. 

x

y

(−x , y) (x , y)

باغ دولت آباد ــ يزد
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)g زوج هستند:  x ) x= − +2 4  ، f ( x ) x− ١: توابع 

f (x) =  x 
g (x) = − x   +42

شرط متقارن بودن دامنه برای هر دو تابع برقرار است، هم چنين داريم: 
f ( x ) x x f ( x )− = − = =  
g( x ) ( x ) x g( x )− = − − + = − + =2 24 4  

تقارن نسبت به محور yها نيز در نمودار های اين دو تابع ديده می شود. 
تابع  نمودار  مثال  برای  می شود.  ديده  توابع  از  بسياری  در  نيز  مختصات  مبدأ  به  نسبت  توابع  نمودار  تقارن 

f نسبت به مبدأ متقارن است.  ( x ) x= 3

x
x

3x

3
x

علت اين تقارن در آن است که برای هر x در دامنه  x ،f- نيز در دامنه  f است و 
f ( x ) ( x ) x f ( x )− = − = − = −3 3  

) است قرينه آن نسبت به مبدأ  x,x )3 اين خاصيت باعث می شود هر نقطه روی نمودار اين تابع که به صورت 
) نيز روی نمودار اين تابع باشد. توابعی که چنين خاصيتی دارند، تابع فرد ناميده می شوند.  x, x )− − 3 يعنی 

f ( x ) f ( x )− = − تابع  f را فرد ناميم هرگاه دامنه آن متقارن باشد و برای هر x در دامنه آن، 

مثال
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در رسم نمودار توابع فرد از اين نکته که نمودار آن ها نسبت به مبدأ مختصات متقارن است استفاده می شود.

(x , y)

(−x , −y)

x

y

) تابعی فرد است. زيرا دامنه آن متقارن است و داريم: )f x
x

=
1  :٢

( ) ( )f x f x
x x

− = = − = −
−
1 1

 

مثال



فصل 2 تابع

٨١

١ــ توابع زير را در نظر بگيريد.

y x= y               ج)  x= − 21 y                ب) 
x x

=
− 2

1 الف) 

y x x= y              و)  x x= − y                         ه ـ)  x= 2 د) 
(۱) دامنه کدام يک از توابع داده شده متقارن است؟

(۲) کدام يک از اين توابع زوج هستند؟
(۳) کدام يک از اين توابع فرد هستند؟

(۴) کدام يک از اين توابع نه زوج هستند و نه فرد؟
۲ــ تنها با استفاده از نمودارهای توابع داده شده زوج يا فرد بودن آن ها يا نه زوج بودن و نه فرد بودن آن ها را 

معلوم کنيد.

f (x) = cosx
f (x) = sinx

تمرين در كلاس
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يکی از سؤالاتی که در مورد توابع مطرح است اين است که با افزايش مقدار متغير مقدار تابع چه تغييری می کند؟ گاهی اوقات با 
افزايش مقدار متغير مقدار تابع افزايش می يابد. همچنين برخی مواقع با افزايش مقدار متغير مقدار تابع کاهش می يابد. اين ويژگی ها را 

صعودی بودن يا نزولی بودن تابع می نامند.
) را در بازه [٢،٢-] در نظر بگيريد. )f x x= 2 برای مثال تابع 

بحث در كلاس
آيا نمودار يک تابع می تواند نسبت به محور xها متقارن باشد؟ 

f (x) = x2

در بازه [٢،۰] همان گونه که از سمت چپ به سمت راست حرکت می کنيم، مقادير متناظر تابع کمتر  می شوند، يعنی با افزايش 
مقادير x، مقادير y کمتر می شوند. در اين حالت گوييم تابع در بازه   [٢،۰-] نزولی است. اما در بازه [۰،٢] با افزايش مقادير x، مقادير 

) را صعودی ناميم. )f x x= 2 y نيز افزايش می يابند. در اين بازه  تابع 

 . ( ) ( )f x f x≤1 2 ، داشته باشيم:  x x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع  f(x) را صعودی ناميم هرگاه برای هر 
 . ( ) ( )f x f x≤1 2 ، داشته باشيم:  x x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع f(x) را نزولی ناميم هرگاه برای هر 

 . ( ) ( )f x f x≤1 2 ، داشته باشيم: x x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع  f(x) را صعودی اکيد ناميم هرگاه برای هر 
 . ( ) ( )f x f x≤1 2 ، داشته باشيم:  x x<1 2 x, از دامنه f که  x1 2 تابع f(x) را نزولی اکيد ناميم هرگاه برای هر 

f (x)
f (x )1

f (x )2

x 2x 1

f (x)

x 2x 1

تابع صعودیتابع نزولی



فصل 2 تابع

٨٣

يک  به  يک  تابع  اين  پيداست   g(x) نمودار   از  که  همان گونه  است.  اکيد  صعودی   ( )g x x= +2 5 تابع    :١
است. اين موضوع برای تمام توابع صعودی اکيد برقرار است.

) نزولی اکيد است. اين تابع (با توجه به نمودار آن) يک به يک است. اين ويژگی برای هر  )h x x= −3 ٢: تابع 
تابع نزولی اکيد برقرار است.

 
 . f ( x ) f ( x )=1 2 x, از دامنه f ، داشته باشيم:  x1 2 تابع f(x) را ثابت می ناميم هرگاه برای هر دو عضو 

ممکن است يک تابع در دامنه اش نه صعودی باشد نه نزولی، ولی در بازه هايی از دامنه اش صعودی و در بازه هايی نزولی باشد. 
برای مثال تابع f(x)  را با نمودار زير در نظر بگيريد. 

g (x) = 2x + 5

h (x) = −3x

1     2    3     4    5     6    7

f (x)

(3,−2)

(5,2)

(0,1)

−2

−1

2

1

مثال
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مسائل

همان گونه که در شکل ديده می شود، تابع f(x) در بازه [۰, ∞-) ثابت و در بازه [٠،٣] نزولی (اکيد) و در بازه  [٣،٥] صعودی(اکيد) 
و در بازه (∞,۵] نزولی اکيد است.

توابع زير را رسم کنيد و با استفاده از نمودار آن ها تعيين کنيد که در چه بازه هايی صعودی و در چه بازه هايی 
نزولی و در چه بازه هايی ثابت هستند.

f ( x ) x= + −2 3 الف) 
 g( x ) x x= − +2 6 ب) 10

 h( x ) x= −1 ج) 
2

2

2

4 2 1

2 1

x x
t( x ) x

x x

 ≤ −


= − ≤ ≤

− − >

د)  

در زير داده شده اند.   t و  k ،h ،g ، f ۱ــ نمودار توابع
  به دو روش نموداری و جبری (ضابطه توابع) تعيين کنيد که کدام يک از آن ها زوج ، کدام يک فرد و کدام يک 

نه زوج و نه فرد هستند.
y

x1     2     3     4    5     −6   −5  −4   −3   −2    −1

1

2

3

4

−1

f (x)

1

1
−1

−1

g (x)

تمرين در كلاس



فصل 2 تابع

٨٥

۲- زوج يا فرد بودن توابع زير را معلوم کنيد:
f ( الف ( x ) x x= − 25 f (د    ( x ) x=  
xf (ب ( x )

x
−

=
−

2

3

3

1
f (ه ـ  ( x ) x sin( x )= +2  

, (ج x
f ( x )

, x
≥

= − <

1 0

1 0
f (و   ( x ) x x= +2 82  
۳- درستی يا نادرستی گزاره های زير را بررسی کنيد.

الف) مجموع دو تابع زوج، تابعی زوج است.
ب) حاصل ضرب دو تابع زوج، تابعی زوج است.

ج) حاصل ضرب دو تابع فرد، تابعی فرد است.
د) حاصل ضرب يک تابع فرد و يک تابع زوج ، تابعی زوج است.

۴ــ فرض کنيد f تابعی با دامنه متقارن باشد، ثابت کنيد:

f تابعی زوج است. ( x ) f ( x )g( x ) + −
=

2
الف) 

f تابعی فرد است. ( x ) f ( x )h( x ) − −
=

2
ب) 

 ج) f را می توان به صورت مجموع يک تابع زوج و يک تابع فرد نوشت.
3 را به صورت مجموع يک تابع زوج و يک تابع فرد بنويسيد. 2 22 10 2 1 5f ( x ) x x x= − + + − د) تابع 

۵ــ آيا تابعی يافت می شود که هم زوج باشد و هم فرد؟ چند تابع با اين ويژگی داريم؟
۶ــ در هر يک از حالت های زير نقطه ای از نمودار يک تابع داده شده است. نقطه ديگری از نمودار تابع را 

بيابيد در صورتی که:  (۱) تابع زوج باشد.         (۲) تابع فرد باشد.

) (ج              (a,b) (ب             (۷،۲-) (الف , )−
−

2
7

7
(۵،۳) (د         

h (x)

(  ,   )− 14
4

( ,   )14
4

(   ,  )−1 44
(   ,  )1 44

2

1
−1

−2

t (x)

2
k (x)

((((
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۷ــ تابع زير را رسم کنيد و بازه هايی که در آن ها تابع صعودی، نزولی يا ثابت است را مشخص کنيد.

          

x x
f ( x ) x

x x

− − < −
= − ≤ <
 + ≥

3 18 5

1 5 1

2 1  
۸ــ با استفاده از نمودار تابع f(x) که در شکل زير رسم شده است ، بازه هايی را که تابع در آن ها صعودی، نزولی 
يا ثابت است را معلوم کنيد. نمودار برای مقادير کمتر يا مساوی ۲- بخشی از يک سهمی است. معادله ای برای اين 

yتابع بنويسيد.

x1     2     3     4    5    6     −6   −5  −4   −3   −2   −1

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

f (x) (4,3)

  ۹ــ تعيين کنيد توابع زير در چه بازه هايی صعودی يا نزولی هستند. 

f ( الف ( x ) x= −2 f (ب              ( x )
x

=
1 f (ج          ( x ) x= − − +2 5

f را رسم کنيد و بازه هايی که تابع روی آن ها صعودی يا نزولی است،  ( x ) x x= − + −22 16 35 ۱۰ــ تابع 
مشخص کنيد.

۱۱ــ نمودار تابع f(x) در زير آمده است.
y

x1     2     3     4    5    6−5  −4   −3   −2   −1

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

f (x)

(4,2)

(0,1)

(1,0)

(6,−3)
(5,−3)

(−3,2)
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با استفاده از نمودار تابع f(x) به سؤالات زير پاسخ دهيد.
 الف ) دامنه و برد f را پيدا کنيد.

ب) بازه هايی که در آن ها f(x) < 0 يا f(x) > 0 را بيابيد.
ج) بازه هايی که f در آن ها صعودی يا نزولی است را بيابيد.

ax است).    b+ د) معادله ای برای f بيابيد (تابع برای مقادير کمتر از ۱ يک تابع راديکالی به شکل 
، (٥،٣ ) f  و ( ٤- ) f را بيابيد. f ( )7

2
هـ)  

۱۲ــ نمودار تابع  h در شکل روبه رو داده شده است.

الف) نمودار را به گونه ای تکميل کنيد که نمودار جديد يک تابع زوج را نمايش دهد. 
ب) نمودار را به گونه ای تکميل کنيد که نمودار جديد يک تابع فرد را نمايش دهد.

f يک تابع فرد باشد. ( x ) log( x x a )= + +2 24 ۱۳ــ مقدار a را چنان تعيين کنيد که تابع 
۱۴ــ زوج يا فرد بودن توابع f و g را که در زير آمده است تعيين کنيد.

{ }f ( , ),( , ),( , ),( , ),( , )= − −25 14 03 14 25   
{ }g ( , ),( , ),( , ),( , ),( , )= − − − −21 12 00 1 2 2 1  

 
    توابع يک به يک و تابع وارون

(2,3)

4

۱ــ محيط هر مربع تابعی ازاندازه يک ضلع  آن است. محيط را با P و طول ضلع را با l نشان دهيد و P را 
به صورت تابعی از l بنويسيد. آيا اين تابع يک به يک است؟

۲ــ اندازه ضلع هر مربع تابعی از محيط آن است. با نمادهای بالا l را به صورت تابعی از P بنويسيد. 
۳ــ اين دو تابع را بر حسب يک متغير x به صورت y = f(x) و  y = g(x) بنويسيد. 

۴ــ با توجه به دامنه و برد اين دو تابع، نمودار آن ها را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و نشان دهيد که 
نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه يکديگرند.

( توجه داشته باشيد که قرينه نقطه A(a,b) نسبت  به نيمساز ربع اول و سوم نقطه  B(b,a) است.)

فعاليت 8
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توابع يک به يک 

همان طور که در درس رياضی ۲ ديده ايد وارون هر تابع ، لزوماً يک تابع نمی باشد. به عبارت ديگر تنها توابعی وارون پذير هستند 
که يک به يک باشند. اين از جمله دلايلی است که باعث می شود توابع يک به يک را با دقت بيشتری مطالعه کنيم.

f در برد  ( x ), f ( x )2 1 x در دامنه به دو عضو متمايز   ,x2 1 از قبل می دانيد که تابع f يک به يک است هر گاه دو عضو متمايز 
نظير شوند به بيان رياضی می توان نوشت: 

fx ,x D , x x f ( x ) f ( x )∈ ≠ ⇒ ≠1 2 1 2 1 2 تابع f يک به يک است هرگاه 

ها نمودار تابع را حداکثر در يک   x در صورتی يک به يک است که هر خط موازی محور f ،داده شده باشد f اگر نمودار تابع
نقطه قطع کند. در شکل های داده شده توابع f و g يک به يک و در  نتيجه  وارون پذير می باشند.  توابع t و s  يک به يک نيستند و در 

نتيجه وارون پذير هم نيستند.

 . f ( x ) f ( x )=1 2 x يافت نمی شود که برای آن ها: ,x2 1 يک به يک بودن تابع به اين معنی است که هيچ دو نقطه متمايزی مانند 
. تابع يک به يک را به روش زير نيز می توان  x x=1 2 f آن گاه  ( x ) f ( x )=1 2

x و  ,x2 1 به بيان ديگر اگر برای هر دو نقطه دلخواه  
مشخص کرد.

x از دامنه f داشته باشيم:  ,x2 1 تابع f يک به يک است، اگر برای هر دو نقطه 
f ( x ) f ( x ) x x= ⇒ =1 2 1 2  

g (x) =   xf (x) =3x+2

t (x)s (x)
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f يک به يک است.  ( x ) x= +3 2 ۱: نشان می دهيم تابع 
قطع  نقطه  يک  در  حداکثر  را  تابع  نمودار  ها   x محور  موازی  خط  هر  که  می شود  ديده  تابع  نمودار  کمک  به 

 . x x=1 2 f ثابت می کنيم  ( x ) f ( x )=1 2 می کند. از طريق جبری نيز با فرض 
f ( x ) f ( x ) x x= ⇒ + = +1 2 1 23 2 3 2  

x x⇒ =1 23 3  
x x⇒ =1 2  

روش جبری در جاهايی که نمودار تابع شناخته شده نيست يا رسم آن دشوار است مناسب است. 
xf يک به يک است.  ( x )

x
+

=
−

2 1
1

۲: ثابت می کنيم تابع 
x xf ( x ) f ( x )
x x
+ +

= ⇒ =
− −

1 2
1 2

1 2

2 1 2 1

1 1  
    x x x x x x x x⇒ − + − = − + −1 2 1 2 1 2 2 12 2 1 2 2 1  

x x x x⇒− − = − −1 1 2 22 2  
x x⇒− = −1 23 3  

x x⇒ =1 2  
بنابراين f يک به يک است و در نتيجه وارون پذير است. 

)g يک به يک است. اين موضوع به دو روش قابل اثبات است. x ) x= ٣: تابع 
الف) استفاده از آزمون خط افقی، يعنی هر خط به موازات محور x ها نمودار تابع را حداکثر در يک نقطه قطع 

می کند. 
 . f ( x ) f ( x )≠ x اطمينان داريم که  x≠ )g يک تابع اکيداً صعودی است، در نتيجه اگر  x ) x= در حقيقت 
اين خاصيت برای تمام توابع اکيداً صعودی برقرار است يعنی. توابع اکيداً صعودی يک به يک و در نتيجه وارون پذير هستند. 

توابع نزولی اکيد نيز يک به يک و در نتيجه وارون پذير هستند. 
 f ( x ) f ( x ) x x x x= ⇒ = ⇒ =1 2 1 2 1 2 ب) روش محاسبه جبری:  

کدام يک از توابع زير يک به يک است. در مورد (الف) و ( ب ) موضوع را با رسم نمودار توابع نيز بررسی 
کنيد. 

f ( الف ( x ) x= − 21 )g (ب             x ) x= −2 3 )xh (ج          x )
x
+

=
−
6

3 4

مثال

تمرين در كلاس
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يک  به  يک  تابعی  بتوانيم  است  ممکن  تابع  يک  دامنه  کردن  کوچکتر  با  اما  نيست،  هم  وارون پذير  نباشد  يک  به  يک  تابعی  اگر 
بسازيم. 

مثلاً تابع f(x) = x يک به يک نيست اما می توانيم دامنه تابع را به بازه [۰, ∞-) محدود کنيم و در اين صورت تابعی يک به يک 
به دست آوريم. همچنين می توانيم دامنه آن را به بازه (∞,۰] محدود کنيم و تابعی يک به يک به دست آوريم.

f (x) x= 2

x < of (x) x= 2f (x) x= 2
x > o

۱. کدام يک از توابع زير يک به يک هستند. 
f ( x ) x x x= − ≥2 2  الف) 0

xf ( x ) x
x
−

= ≥
2

2

4
0

2
ب) 

۲. با محدود کردن دامنه هر يک از توابع زير روی يک بازه، تابعی يک به يک بسازيد. 
y = sinx (ج            y ( x )= + 23 y            ب)  x= −2 الف) 

y x= + 3 د) y = cosx                     هـ) 

 .g(b) = a آنگاه f(a) = b عمل می کند، يعنی اگر f تابعی است که برعکس g ،باشد g تابعی وارون پذير باشد و وارون آن تابع f اگر
اين ويژگی باعث می شود نمودار g قرينه نمودار f  نسبت به نيمساز ربع اول و سوم شود. به خاطر اين ويژگی با در دست داشتن نمودار 

يک تابع وارون پذير می توانيم نمودار تابع وارون آن را رسم کنيم. 

بحث در كلاس
اگر f تابعی وارون پذير و وارون آن تابع g باشد، آيا g نيز وارون پذير خواهد بود؟ وارون g چه تابعی خواهد بود؟

تمرين در كلاس

 f  يک به يک است
f وارون پذير است

 f  يک به يک است
f وارون پذير است

 f  يک به يک نيست
f وارون پذير نيست



فصل 2 تابع

٩١

           محاسبه تابع وارون 
در رياضی ۲ يادگرفته ايد که اگر تابعی يک به يک مانند f به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب داده شده 
باشد، برای بدست آوردنf -۱، جای مؤلفه های اول و دوم هر زوج مرتب را عوض می کنيم به عبارت ديگر برای هر تابع 

 يک به يک  f تابع f -۱  به صورت زير تعريف می شود.
 { }f ( y,x )|( x, y ) f− = ∈1  

با توجه به تعريف f -۱ ، هنگامی که نمودار  يک تابع يک به يک  f داده شده باشد برای به دست آوردن نمودار 
تابع f -۱  کافی است قرينه نمودار  f  را نسبت به خط y = x  به دست آوريم. 

ابتدا تعيين کنيد که کدام يک از توابع زير يک به يک هستند، سپس وارون هر کدام که يک به يک هستند را مانند 
نمونه در همان دستگاه مختصات رسم کنيد. از خط y = x برای سهولت استفاده کنيد.

f

(−3,−3)
(0,−2)

(1,2)

(2,1)(−2,0)

f y = x

f −1

f (x) = 2 f (x) = 3x −

تمرين در كلاس


